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ZAKLADY

Z algebry znate tzv. diskrétni struktury, jako grupy, linearni prostoty, apod.

V analyze se probiraly tzv. spojité struktury, kde byla definovana konvergence nebo
okoli bodil a mohla se definovat spojitost zobrazeni (redlnd pfimka, komplexni rovina,
obecnéji euklidovské prostory, nebo jesté obecnéji metrické prostory).

Souvislost téchto dvou pfistuptli byla vidét uz v prvni kapitole o redlnych cislech, kde
se dokazalo, Ze sCitani, nasobeni a déleni redlnych Cisel jsou spojité zobrazeni. To mélo
pozdéjsi dasledky, napf. moznost zameny poradi limity a souctu (resp. soucinu nebo
podilu) posloupnosti nebo funkci, zamény poradi derivace a souctu, nebo integralu a
souctu.

U poslednich dvou piiklad neni uveden soucin a podil, Ize uvést jen ziménu poradi

derivace a integrace s ndsobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze
obecné vhodné.

Algebraické struktury, které maji za operace soucet svych prvkii a nasobeni prvku
Cislem, jsou linearni prostory.

Pokud je na téchto prostorech jest€¢ definovdna napf. metrika, d4 se oCekavat, Ze se
dostane vhodna struktura pro analyzu. Metrika a linearni struktura ale musi byt vhodné
skloubeny.

Vzhledem k rtizné terminologii a definicim bude vhodné zopakovat z algebry nékteré
pojmy.

Zéakladnim poyjmem bude linedrni prostor nad redlnymi Cisly. VétSina dale uvadénych
tvrzeni plati i pro linearni prostory nad komplexnimi Cisly.

DEFINICE. Linearni prostor je neprazdnd mnozina X, na které je definovano sCitani
prvkit X a ndsobeni rz prvkli x € X redlnymi Cisly r. Tyto operace spliuji

T +y
nasledujici podminky:
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1. Operace scitani je komutativni a asociativni, existuje nulovy prvek 0 € X a inverzni
prvky —x (tj. z + 0=z ax + (—x) = 0 prokazdé x € X);~
2. Operace nasobeni redlnymi Cisly je distributivni v obou proménnych vzhledem ke

sCitani a v prvni proménné vzhledemexistence k nasobeni, plati 1x = x pro kazdé
x e X.

Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi ziZenymi z X na Y tvofi Y linearni prostor (tj. soucet prvkli z Y a ndsobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y').

Nejmensi linearni podprostor v X mnoZiny A C X se nazyva linedrni obal A.

Podmnozina A linedrniho prostoru X se nazyva symetrickd, jestlize x € A implikuje

—x € A.

Nazyva se pohlcujici, jestlize pro kazdé » € X existuje s > 0 tak, Ze rz € A pro
kazdé r € [0, s).

Mnozina A je konvexni, jestlize s dvéma svymi body x, y obsahuje i isecku mezi x, y,
tj. mnoZinu {rz + (+ — r)y;r € [0, 1] }.

Zobrazeni vhodna pro linearni prostory musi zachovavat obé operace (linearita):
DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi linedrnimi prostory se nazyva linedarni zobra-
zeni, jestlize splnuje nasledujici dvé podminky:

1. f(x1 4+ z9) = f(x1) + f(x2) pro vSechna z1, x5 € X;
2. f(rx) =rf(x) pro vSechnar € R,z € X.
Linearni zobrazeni X — R se nazyva linearni funkcional.

Dva lineéarni prostory se nazyvaji isomorfni, pokud mezi existuje prosté linearni zob-
razeni jednoho z nich na druhy (toto zobrazeni se pak nazyva isomorfismus.
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Nékteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

Je-li X neprazdnd mnoZina, je mnoZina R* vSech zobrazeni X — R linedrn{ prostor
pfi bodové definovanych operacich, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

Je-li X linedrni prostor, pak podmnozina X7 C R¥ vsech linedrnich funkcionald

na X je linedrni podprostor R¥, ktery se nazyv4 it algebraicky dudl (nebo algebraicky
dudlni prostor k) prostoru X.

Zobrazeni ex z X do druhého dudlu (X7#)# definované jako ex(x)(f) = f(z), pro
r € X, f € X7 je prosté linedrni zobrazeni.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 1
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NORMOVANE PROSTORY

Jak bylo naznaceno v uvodu, ,,spojit€” linearni prostory jsou linearni prostory spolu s
neJakou spojitou strukturou (napf. metrikou) takovou, Ze ob¢ algebraicke operace ]SOll
spojit€, V metrickych prostorech existuje i jiny pfistup, ktery je specidln€jsi a prinasi
vhodné;jsi teorii.

Na primce a v roviné (i v libovolném euklidovském prostoru) je obvykla metrika in-
variantni viéi posunuti, tj. d(x + a,y + a) = d(z,y). Zadna dals{ vyznamn4 souvislost
mezi s¢itdnim a metrikou neni.

Vezme-li se a = —y, dostane se d(x — y,0) = d(x,y).

Naopak, jsou-li dany vzdélenosti od 0, Ize je rozsitit stejnou rovnosti na vzdalenosti
mezi libovolnymi prvky, a tyto vzddlenosti jsou invariantni vi¢i posunuti.

Staci tedy definovat vzdalenosti k O s vlastnostmi, které po vySe uvedeném rozsireni
na vzdalenosti mezi libovolnymi body ddvaji metriku:

DEFINICE. Linearni prostor X se nazyva normovany prostor, jestlize je na X dana
redlna funkce p s vlastnostmi (pro libovolnd r € R, x,y € X)

L. p(x +y) < p(z) + p(y);
2. p(rz) = |r|p(x);
3. p(z) # 0 pro x # 0;

Norma prvku z se vétSinou znacf ||z||.
Snadno se ukaze, ze p(0) = 0, p(z) > 0 (ukaZte to).

Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v uvodu.
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VETA. V normovaném prostoru X jsou operace sCitani + : X x X — X a nasobeni
Cislem - : R x X — X spojité.

Opak neplati. V Prikladech je uveden metricky linedrni prostor se spojitymi opera-
cemi, ktery neni normovany.

Zajlmava je souvislost normy s jednotkovou kouli B; =

{z € X;||z|| < 1}. Ta totiz
uréuje jednozna¢né normu.

VETA. Necht B je uzaviena, konvexni, pohlcujici a symetricka mnoiind v linedrnim

prostoru X, ktera neobsahUJe zadnou ptimku {rzy;r € R} pro zy # 0. Pak existuje
jedind norma na X, kterd ma za jednotkovou kouli mnozinu 5.

Uvédomte si, ze jednotkova koule v normovaném prostoru ma uvedené vlastnosti
mnoZiny B.

Spojitd linedrni zobrazeni jsou velice specificka.
Nejdrive vSak jedno oznaceni.

DEFINICE. Necht' f je linearni zobrazeni normovaného prostoru X do normovaného
prostoru Y. Pak se definuje
()]

111 = nt{r > 017 (o) < rlf] pro kade = € X} = sup{ L

,x # 0} = sup{

Je-li ¢islo || f|| kone¢né, nazyva se norma zobrazeni f.

VETA. Nisledujici podminky jsou pro linedrni zobrazeni f : X — Y normovanych
prostort X, Y ekvivalentni:

H()\
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1. f je spojité;
2. f je spojité v jednom bodg;

3. || f|| je konecné Eislo.

V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o rozSifeni spojitych
redlnych funkci z uzavieného podprostoru Y metrického prostoru X na cely prostor X
se zachovanim suprema a infima funkce.

V piipadé, Ze X je normovany prostor, Y linedrni podprostor a f je linearni, je mozné
poZadovat, aby rozSitfeni bylo také linearni (navic se zachovanim normy)?

VETA. (Hahnova-Banachova véta) Necht' Y je linedrni podprostor normovaného pro-
storu X a f je spojity linedrni funkciondl na Y. Pak existuje spojity linearni funkcional
F na X, ktery je rozsifenim f a takovy, ze || F’|| = || f]|.

Hahnova-Banachova véta ma hodné dtilezitych disledkt, napr.

DUSLEDEK. Necht L je uzavieny linearni podprostor normovaného prostoru X a
a € X \ Y. Pak existuje spojity linearni funkciondl s normou 1 na X, ktery se anuluje
na L a jeho hodnota v a se rovna vzdalenosti a od L.

Specialn€ pro Y = {0} je f(a) = ||a]|.

Kazdy netrividlni normovany prostor tedy ma nenulové spojité linearni funkciondly a
mnozina téchto funkci rozliSuje body prostoru.

Poznamky 2  Priklady 2 Otazky 2 2
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BANACHOVY PROSTORY

Tak jako tvori uplné prostory dilezitou tiidu metrickych prostort, tak tvori iplné nor-
mované prostory snad jesté dﬁleiitéj $1 tfidu normovanych (1 obecnéji topologick}’fch li-
nedrnich) prostord. Tak dileZitou, Ze tyto prostory dostaly jméno po Vyznacnem polském
matematikovi S.Banachovi, ktery je ve 20.-30.1letech 20.stoleti nejvice prozkoumal.

DEFINICE. Uplny normovany prostor se nazyva Banachiv prostor.

Metrické neuplné prostory lze zuplnit.

tazkou je, zda lze zuplnit normovany nedplny prostor na Banachtiv prostor a zda Ize
pfi tomto procesu pouzit metrické ziplnéni nebo je nutné zkonstruovat nové.

Plati prvni pripad.

Spojenim uplnosti a linearity se dostane velmi silny pojem. V Banachovych prosto-
rech plati mnoho dilezitych tvrzeni, kterd bez tplnosti nebo bez linearity neplati. Uve-
deme tii takové duleZité véty.

Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoZziny.

Ttida téch zobrazeni, ktera zachovavaji oteviené mnoZiny byva duleZita (tfeba proto,
ze pokud je takové zobrazeni prosté, ma spojitou inverzi).

Jsou to napt. projekce z kartézského soucinu metrickych prostort na souradnicové

prostory nebo podsouciny, setkali jste se s regularnimi zobrazenimi a v tomto semestru
1 s holomorfnimi funkcemi.
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ProtoZe zachovavani otevienych mnoZin mize mit vice vyznamd, nejdfive presna de-
finice:

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory se nazyva oteviene,
jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G'v X je f(G) oteviend mnozina v f(X).

Nasledujici tvrzeni neplati bez predpokladu tplnosti:

VETA. (Véta o otevieném zobrazeni) Spojité linearni zobrazeni Banachova prostoru
na Banachtiv prostor je oteviené.

Véta o otevieném zobrazeni ma zajimavé disledky:

DUSLEDEK.

1. Kazdé spojité linearni zobrazeni mezi Banachovymi prostory, které je prosté a na, je
homeomorfismus.

2. Dva Banachovy prostory se srovnatelnymi topologiemi jsou totozné.

Uplnost obou prostora ve vété o otevienim zobrazeni je nutna.
Plati také nasledujici tvrzeni, které 1ze do jisté miry chéapat jako CasteCné obraceni véty
o otevieném zobrazeni.

VETA. Necht f: X — Y je spojité linedrni a oteviené zobrazeni Banachova prostoru
na normovany prostor. Pak Y je Banachiv prostor.

JestliZze se predchozi véta d4 dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziska se na-
sledujici dtsledek:
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DUSLEDEK. Necht f je spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru X do normo-
vaného prostoru Y. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich moZnosti:

1. f(X) je Banachuv prostor;
2. f(X) je 1.kategorie v sobg.

Prvni pfipad nastane, je-1i f oteviené, druhy pokud f neni oteviené zobrazeni.

Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vzdy uzavieny graf v
X xXY.

Zobrazeni s uzavienym grafem vSak nemusi byt spojité ani v pripadée, ze X, Y jsou
normované prostory a f je linedrni (viz Otdzky.

VETA. (Véta o uzavieném grafu) Necht f : X — Y je linedrni zobrazeni mezi
Banachovymi prostory, které mé uzavieny graf. Pak je f spojité.

Posledni tvrzeni v této Casti se bude tykat vztahu bodové a stejnomérné omezenosti
funkcionali na Banachové prostoru.

VETA. (Véta o stejnomérné omezenosti) Necht' f, : X — Y je posloupnost spojitych
linearnich zobrazeni z Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y, kterd je bo-
dov& omezend (tj. { f,(x)}, je omezena pro kazdé x € X). Pak je i posloupnost norem
{||f.||} omezena.

DUSLEDEK. Necht fn + X — Y je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z
Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y.
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1. Jestlize pro kazdé x € X existuje lim f,(x), oznaéte ji f(x), je zobrazeni f spojité a
linearni.

2. Je-li Y Banachiv a pro kazdé = € X je posloupnost { f,(z)} cauchyovska, pak f,
konverguje bodové ke spojité linearni funkci X — Y

Poznamky 3  Priklady 3 Otazky 3 3




DUALNI PROSTORY

Pro kazdé spojité linedrni zobrazeni f mezi normovanymi prostory X — Y byla
zavedena norma ||f|| a snadno se ukaze, Ze linearni prostor B(X,Y’) vSech spojitych
linedrnich zobrazeni z X do Y (jako podprostor Y*) spolu s || f|| je normovany (viz téz
Priklady).

V dalsi Casti se vSak omezime jen na pripad Y = R, tj. na linearni podprostor alge-
braického dudlu X7,

DEFINICE. Pro normovany prostor X se normovany prostor B(X,R) zna¢i X’ a na-
zyva dudlni prostor prostoru X.

Uvédomte si, Zze disledkem Hahnovy-Banachovy véty je X’ = 0 pro X = 0.

Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z obecnéjSiho tvrzeni pro uplny obor hodnot (viz Pri-
klady).

V prvni Casti této kapitoly byl linearni prostor vnoren do svého druhého algebraického
dudlu pomoci zobrazeni ey definovaného rovnosti (ex(x))(f) = f(x).

Otéazkou je, zda pro normovany prostor X je kazdé ex(x) spojité na X', tj. zda lezi v
druhém dudlu (X')'.
Pro jednoduchost se zna¢i druhy dudl (X') jako X"
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Zobrazeni ey se nazyva prirozené vioZeni X do X”.
V dalsi ¢asti bude Casto X ztotoziiovan se svym obrazem ey (X ) v X" a tedy chapan
jako podprostor X",

Pripady, kdy ex je zobrazeni na cely prostor X" jsou velmi dilezité (pak X je iso-
morfni X").

Protoze dudlni prostory jsou vzdy tplné, miiZe tato situace nastat jen pro Banachovy
prostory X:

DEFINICE. Banachiiv prostor X se nazyva reflexivni, jestliZe pfirozené vloZeni ex :
X — X" je zobrazeni na.

Reflexivita znamenad, Ze pro kazdy spojity linearni funkciondl F' na X' existuje z € X
tak, ze F'(f) = f(x) pro kazdé f € X'.

Nyni bude uvedeno nekolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech,
které pomadhaji pri zjiSt ovani reflexivity.

Poznamky 4 Priklady 4 Otazky4 4
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HILBERTOVY PROSTORY

V euklidovskych prostorech je ze vSech uvedenych norem nejprirozené€jsi norma v
lo(n), ktera odpovidd béZzné uzivané geometrické vzdalenosti.

Tato norma ||{z; }|| = v/ ., @7 je vlastné odmocnina ze skaldrniho sou¢inu vektoru

x se sebou.
Podobné Ize nahlizet na normu v [y a v Lo (viz dale).

Skaldrni sou¢in umoznuje definovat i kolmost vektorli, coZ byla dulezZitd vlastnost
souboru funkei sin(kz), cos(kx) v kapitole o Fourierovych fadach.

Tato kapitola bude vénovana obecnému pohledu na prostory se skalarnim soucinem a
na obecné Fourierovy rady.

DEFINICE. Komutativni bilinedrni funkce (z,y) : X x X — R se nazyva vnitin{
soucin na X, jestlize pro kazdé x # 0 je(x, z) > 0.

Vnitfni soucin ur¢uje normu zplisobem naznac¢enym v tivodu této Casti:

Prostor s vnitfnim sou¢inem bude chipan jako normovany prostor s pravé definovanou
normou. Pokud se fekne o normovaném prostoru, Ze ma vnitini soucin, znamena to, Ze
jeho norma je urCena timto soucinem.

Podobné jako tomu je u normovanych prostort, jsou Uplné prostory s vnitinim souci-
nem velmi dilezité a maji svilij nazev.

DEFINICE. Uplny prostor s vnitinim soudinem se nazyva Hilbertiv prostor.
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Ziejmé je kazdy Hilbertv prostor Banachovym prostorem. Vnitini soucin, ktery ma
Hilbertiv prostor navic, je velmi silnd podminka (napf. implikuje, Ze kazdy Hilbertiv
prostor je reflexivni — viz dale).

Z vnitiniho soucinu plyne (stejné jako u skaldrniho soucinu vektorti) pojem kolmosti
prvka:

DEFINICE. Necht X je prostor s vnitfnim sou¢inem. Dva prvky =,y € X se nazyvaji
kolmé (nebo ortogondlni), jestlize (x,y) = 0.

Podmnozina A C X se nazyva ortogonalni, jestlize kazdé dva jeji prvky jsou na sebe
kolmé. Ortogondlni mnoZina se nazyva ortonormalni, jestlize mé kazdy jeji prvek normu
rovnou 1.

Dvé podmnoziny A, B prostoru X se nazyvaji navzdjem ortogondlni, jestlize kazdy
prvek z A je kolmy na kazdy prvek z B.

Snadno se dokdzi nasledujici tvrzeni:

POZOROVANI. Necht' X je prostor s vnitinim soudinem.
1. V X existuje maximalni ortonormalni mnozina.
2. Je-1i X separabilni, je kazda ortogonalni podmnoZzina nejvyse spocCetna.
3. Je-li a kolmy na mnozinu B C X, je kolmy 1 na uzavieny linearni obal mnoziny B.

4. Mnozina vSech prvki X kolmych na danou mnozinu B C X, je uzavieny linearni
podprostor v X.

Nasledujici tvrzeni je jednoduché a odpovida geometrické predstavé, Zze vzdalenost
bodu od roviny je vzdélenost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dilikaz je také
pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozndmky
123456789
Pfiklady
1234
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

6789

()]



LEMMA. Necht A = {u,
xa =) i(x, u;)u;. Pak HEH > |z 4]|* = i, U ;)* a funkce ||z — y|| proménné y € A
nabyva minima prave v bodé 4. Toto minimum je vzdalenost x od linearniho obalu
mnoziny A.

Predchozi tvrzeni Ize zobecnit na nekone¢né mnoziny A. Je mozné celou nasledujici

teorii vylozit pro obecné Hilbertovy mnozmy, ale Vyklad bude podan jen pro separabilni
prostory, protoZe pak jsou ortonormalni mnoZiny nejvyse spocetne a sCitaji se tedy nej-
vyse spocetné fady: soucet nekonecné fady prvkl v normovaném prostoru je, jako v R,
limita posloupnosti ¢asteCnych souctd.

Nerovnost ||z||* > Y (x,u,)* v ndsledujicim tvrzeni se nazyva Bessellova nerov-
nost.

LEMMA. Necht A = {u,}y je ortonormalni mnoZina v Hilbertové prostoru X a pro
r € X seoznaliwg = (T, u)up. ? 2> ||wall =3, (v, u,) a funkee ||z —y||
proménné y € A nabyva minima prave v bode x 4. Toto minimum je vzdalenost x od
linearniho obalu mnoziny A.

Predchozi lemma je zakladnim tvrzenim pro diikaz nasledujiciho diilezitého tvrzeni o
Fourierovych radéach.

VETA. Necht X je separabilni Hilbertdv prostor a A = {u,, }y je ortonormalni mnoZina
v X. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

l.Prokazdé x € X jex = > | (x, uy)up.
2. Prokazdé z € X je ||z||* = D07 (z, u,)*.

3. Neexistuje nenulovy prvek z X kolmy na A.

, Uy } je ortonormdlni mnozina v X a pro x € X se oznaci
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Z diikazu bude vidét, Ze pro ortonormdlni posloupnost {u,} fada >~ (x, u,)u, v
Hilbertové prostoru vzdy konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu .
Rovnost v podmince 2 se nazyva Parsevalova rovnost. LEKCE39-BAN
/1. - v e , , o £ z linearn{ prostor
Ortonormdlni mnozZina, pro kterou plati podminka 3, se nazyva tplna. linedrni zobrazen{

linearni funkcional

Predchozi tvrzeni fikd, Ze Fourierova fada libovolného prvku x € X konverguje k © = aigebraicky dudl

pravé kdyz je mnozina A tdplnd. Neni-li A plnd, neplati Parsevalova rovnost, ale vzdy = “4" « @
plati Bessellova nerovnost. normovany prostor
Minkovského

/ o d . [e] /7 / 7/ Ve norma
Ma kazdy Hilbertuv prostor uplnou ortonormalni mnozinu? _, Jorma zobrazen
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Posledni vlastnost ik, Ze 1 prostor Lo je isometricky isomorfni prostoru /5. Vlastn€ li- = Bessellova

nerovnost

bovolné dva separabilni nekonecné dimensionalni Hilbertovy prostory jsou isometricky — goisierova fada
isomorfni . Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
£ Q ) A J . . v 2, , P amk:
Jednim z disledkd pfedchoziho isomorfismu mezi X a I, je fakt, Ze dudlni prostor X' 7 =72
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linedrni. Navic plati || f|| = ||uy
X na X'.

, takZe zobrazeni f — uy je isometricky isomorfismus

DUSLEDEK. Hilbertovy prostory jsou reflexivni.
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