BANACHOVY PROSTORY

V podstaté se budeme zabyvat prostory funkci.
Naptiklad to bude prostor (mnoZina) spojitych
funkcf na intervalu [0, 1].

Ukéze se, Ze rada vlastnosti plati pro fadu podob-
nych prostora.

To se poznalo tak, Ze se dlikazy jistych tvrzeni v
riznych situacich podobaly navzdjem jako vejce
vejci.

Aha, bude néasledovat nudna kapitola o trividlnich
vlastnostech skoro vSech prostort.




Neni tomu tak. Prostory, které budeme zkoumat
jsou v podstaté nekone¢né-rozmérnym zobecné-
nim R.

Budeme zkoumat nekonec¢ne-rozmérné koule a
dokonce dostaneme obdobu Pythagorovy véty.

Jesté bych podotkl, Ze v takovych prostorech ne-
funguje selsky rozum.

Budeme zkoumat prostory s uréitou zdsobou
obecnych vlastnosti. Nebude vSak existovat né-
jaky typicky, ktery bychom si pfi dikazech kres-
lili.




Nicméné fada tvrzeni zde dokazovanych plati i
v R™. Tedy nutnd podminka pro to, aby tvrzeni
platilo, je nekolidovani se zndmymi vlastnosmi v
R™,

Zapomnéla jsem dodat, Ze takové prostory jsou
velmi uZite¢né. Zpravidla jsou to prostory feseni
jistych diferencidlnich rovnic.

Proto nds bude zajimat spojitost, konvergence,
uplnost.

TakZe to budou nejcastéji prostory funkci. U né-
kterych navic dostaneme kolmost.

ZAKLADY



Jiz vime dost na prvni predstavu. Tak jdeme na
to.

Z algebry znate tzv. diskrétni struktury, jako grupy, linedrni prostoty, apod.

V analyze se probiraly tzv. spojité struktury, kde byla definovana konvergence nebo okoli bodd a mohla se
definovat spojitost zobrazeni (redlna pfimka, komplexni rovina, obecnéji euklidovské prostory, nebo jesté obecnéji
metrické prostory).

Souvislost téchto dvou piistupil byla vidét uz v prvni kapitole o redlnych ¢islech, kde se dokazalo, Ze s¢itani,
nasobenf a déleni redlnych Cisel jsou spojitd zobrazeni. To mélo pozdéjsi disledky, napf. moznost zimény poradi
limity a souctu (resp. soucinu nebo podilu) posloupnosti nebo funkci, zdmény poradi derivace a souctu, nebo
integralu a souctu.

U poslednich dvou piikladii neni uveden soucin a podil, Ize uvést jen zaménu poradi derivace a integrace s
ndsobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze obecné vhodné.
Algebraické struktury, které maji za operace soucet svych prvkii a ndsobeni prvku ¢islem, jsou linedrni prostory.

Pokud je na téchto prostorech jesté definovadna napf. metrika, dd se oCekdvat, Ze se dostane vhodnd struktura
pro analyzu. Metrika a linedrni struktura ale musi byt vhodné skloubeny.

Metrika a linearita. TakZe se nejen bude konver-
govat, ale i s¢itat. Nic jiného.

Vzhledem k rdzné terminologii a definicim bude vhodné zopakovat z algebry nékteré pojmy.

Zikladnim pojmem bude linedrni prostor nad redlnymi ¢isly. VétSina ddle uvadénych tvrzeni plati i pro linedrni
prostory nad komplexnimi Cisly.

DEFINICE. Linedrni prostor je neprazdnd mnozina X, na které je definovano s¢itani x + y prvki X a nasoben{
rz prvki z € X redlnymi Cisly 7. Tyto operace spliiuji nasledujici podminky:

1. Operace scitani je komutativni a asociativni, existuje nulovy prvek 0 € X ainverzni prvky —z (fj. t+0 ==
ax+ (—x) =0prokazdé x € X); "~

2. Operace ndsoben{ redlnymi ¢isly je distributivni v obou proménnych vzhledem ke s¢itdn{ a v prvni proménné
vzhledemexistence k ndsobent, plati 1z = x pro kazdé z € X.

Je-li X linedrni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s operacemi ziZenymi z X na
Y tvori Y linedrni prostor (tj. soucet prvkll z Y a ndsobek prvku z Y redlnym Cislem opét nalezeji do V).

Nejmensi linedrni podprostor v X mnoziny A C X se nazyva linedrni obal A.
Podmnozina A linedrniho prostoru X se nazyva symetrickd, jestlize x € A implikuje —z € A.
Nazyva se pohlcujici, jestlize pro kazdé x € X existuje s > 0 tak, Ze rz € A pro kazdé r € [0, s).



Mnozina A je konvexni, jestlize s dvéma svymi body x, y obsahuje i dseCku mezi z, y, tj. mnozinu {ra + (+ —
r)y;r € [0, 1]}

Jak jsem fekla, vSechno si jde kreslit v
konecné-rozmérném pripadé. Ale myslet se mus{
nekonecné-rozmérné (pro jistotu).

Chce se tim fict, Ze to neni obecné jednoduché.

Zobrazeni vhodna pro linedrni prostory musi zachovdvat obé operace (linearita):

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi linedrnimi prostory se nazyva linedrni zobrazeni, jestlize spliiuje
ndsledujici dvé podminky:

1. f(z1+ x2) = f(z1) + f(z2) pro vSechna 1, z2 € X;
2. f(rax) =rf(z) pro vSechnar € R,z € X.

Linearni zobrazeni X — R se nazyva linedrni funkcional.

Dva linedrni prostory se nazyvaji isomorfni, pokud mezi existuje prosté linedrni zobrazeni jednoho z nich na
druhy (toto zobrazeni se pak nazyva isomorfismus.

To je klicova zaleZitost. Které prostory jsou
stejné? To se teprve uvidi.




Kone¢né-rozmérné prostory jsou si podobné jako
vejce vejci, vej$ to neplati.

Neékteré dalsi dulezité operace s linedrnimi prostory:

Je-li X neprazdna mnoZina, je mnoZzina RX viech zobrazeni X — R linedrni prostor pfi bodové definovanych
operacich, §. (f +g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

Je-li X linedrni prostor, pak podmnozina X# C RX viech linearnich funkcionald na X je linearni podprostor
R, ktery se nazyvi it algebraicky dudl (nebo algebraicky dudlni prostor k) prostoru X.

Zobrazeni ex z X do druhého dudlu (X#)# definované jako ex (z)(f) = f(z), proz € X, f € X# je
prosté linearni zobrazeni.

Ted’ se nad (snad) nasim prostorem nékdo povy-
Suje. Je to jeho dudl. A to neni posledni potiz.

V dudlu sedi naptiklad integraly, miry a podobna
havét’.

Kdo pro dany prostor zna jeho dudl, m4 zbran, se
kterou se neztrati.

Pozndmky 1 Ptiklady 1 Otazky 1 1



NORMOVANE PROSTORY

Jak bylo naznaceno v uvodu, ,,spojité" linedrni prostory jsou linedrni prostory spolu s néjakou spojitou struk-
turou (napf. metrikou) takovou, Ze ob¢ algebraické operace jsou spojité, V metrickych prostorech existuje i jiny

Mevs ZX 2

pristup, ktery je specidlnéjsi a pfinasi vhodnéjsi teorii.

Jak Ize tedy vhodné&ji spojit linedrni a metrickou
strukturu?

Nedychdm. Uz radéji ani to.

Na piimce a v roviné (i v libovolném euklidovském prostoru) je obvykld metrika invariantni vici posunuti, tj.
d(x + a,y + a) = d(z,y). Zadnd dalsi v§znamn4 souvislost mezi s¢itdnim a metrikou nen.

Vezme-li se ¢ = —y, dostane se d(z — y,0) = d(z,y).

]

Naopak, jsou-li dany vzdalenosti od 0, 1ze je rozsifit stejnou rovnosti na vzdalenosti mezi libovolnymi prvky,
a tyto vzdalenosti jsou invariantni vici posunuti.

Yy

Staci tedy definovat vzdélenosti k 0 s vlastnostmi, které po vySe uvedeném rozsiteni na vzdalenosti mezi
libovolnymi body dévaji metriku:

Uz zase dycham, O nic nejde. Diky linearité staci

umistit pAsmo do pocatku napevno a mérit vzda-
lenosti odtamtad’.

DEFINICE. Linedrni prostor X se nazyvad normovany prostor, jestlize je na X ddna redlna funkce p s vlastnostmi
(pro libovolnd r € R, z,y € X)

L p(z +y) < p(z) +p(y);
2. p(rz) = |rlp(2);
3. p(x) # 0 pro x # 0;



Norma prvku z se vétinou znadf ||z||.

Snadno se ukdze, Ze p(0) = 0, p(x) > 0 (ukaZte to).

A jsme zase ve hre.

Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v tvodu.

VETA. V normovaném prostoru X jsou operace sc¢itdni + : X x X — X andsobeni ¢islem - : R x X — X
spojité.

Opak neplati. V Prikladech je uveden metricky linedrni prostor se spojitymi operacemi, ktery neni normovany.

Normovany je vic neZ metricky.

Dukaz. M4 se dokézat, Ze pokud z,, — z,yp, — yv X arn, — v v R, pak p, + yn — = + y, rnxn — 7, NEboli
[(zn +yn) — (x +9)l| = 0, [[rnzn — rzf| — 0.
Plati
(@n +yn) — (@ + 9| < llzn — ||+ lyn —yl[ — 0,
lIrnan — ra|| < |lrn(zn — 2)[| + [|(rn — r)z|| = 0.

<

Zajimavd je souvislost normy s jednotkovou kouli B; = {z € X;||z|| < 1}. Ta totiZ uruje jednoznacné&
normu.

S koulemi toho jeSté zazijeme spousta legrac-
niho.

VETA. Necht B je uzaviend, konvexni, pohlcujici a symetrickd mnoZina v linedrnim prostoru X, kterd neobsa-
huje Zddnou piimku {rzg;r € R} pro xg # 0. Pak existuje jedind norma na X, kterd mé za jednotkovou kouli
mnozinu B.



Uvédomte si, Ze jednotkova koule v normovaném prostoru ma uvedené vlastnosti mnoZiny B.

Diikaz. Pro z € X se definuje p(z) = inf{r € (0,+o00); %:1: € B} a dokdzZe se, Ze p je norma. ProtoZe B je
pohlcujici mnoZina, je kazdé ¢islo p(z) kone¢né.

ProtoZe 0 € B, je p(0) = 0. Je-li x # 0, existuje podle posledni vlastnosti mnoZiny B &islo s > 0 takové, Ze
st ¢ Batedy p(z) > 0.

Subaditivitu p(x + y) < p(x) + p(y), stati dokazovat pro nenulova z, y. ProtoZe B je uzaviend, je xz/p(x) €
By/p(y) € B.Z konvexity B se dostane pro r = % vztah rz/p(z) + (1 — r)y/ply) = (x + v)/(p(z) +
p(y)) € B, odkud jiz vyplyvd dokazovand nerovnost.

Rovnost p(tz) = [t|p(x) zfejmé& plati pro ¢t = 0 (protoze p(0) = 0) a pro t = —1 (protoze B je symetricka).
Zbyvé uvedenou rovnost dokdzat pro ¢ > 0:

1 1 1
p(tx) = inf{r > 0; —(tz) € B} = inf{t%;r > 0, %x € B} =tinf{s > 0; -z € B}.
r r s

Spojita linearni zobrazeni jsou velice specificka.

Nejdiive vsak jedno oznaceni.
DEFINICE. Necht' f je linearni zobrazeni normovaného prostoru X do normovaného prostoru Y. Pak se definuje

il 2 0p = sup( LN ol = 1y,

[|f]] = inf{r > 0;||f(x)|] < r||z|| prokazdé x € X} = sup{

Je-li &islo || f|| kone€né, nazyva se norma zobrazeni f.

Nésledujici tvrzenf je mySleno vazné.

VETA. Nasledujici podminky jsou pro linedrni zobrazeni f : X — Y normovanych prostort X, Y ekvivalentni:

1. f je spojité;

\S)

. f je spojité v jednom bodé;

3. ||| je kone¢né ¢&islo.

Dikaz. Zfejmé 1 — 2, opacnd implikace vyplyvd z linearity f a z toho, Ze x, — x pravé kdyZ x,, — x — 0, takZe
je-li f spojita v 0, je spojita v kazdém jiném bodé.
Plat{
opak.
Necht’ je f spojité v 0. ProtoZe jednotkovd koule By v Y je okolim 0, existuje koule K, v X o stiedu O a
poloméru r > 0 takovd, Ze f(K,) C Bj. Odtud plyne Hf(ﬁx) < latedy ||f(x)]] < L||z]| a||f]| je konené
¢islo. <

z Mz

F@) | < Ifl|zl| a pokud je || f|| kone&né &islo, implikuje tato nerovnost spojitost f v 0. Zbyva dokdzat




Spojitost sedi v pocatku. Asi tam drzi to pasmo.

A asi to spolu souvisi.

V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o roz§iteni spojitych redlnych funkci z uzavie-
ného podprostoru Y metrického prostoru X na cely prostor X se zachovdnim suprema a infima funkce.

V pripadé, Ze X je normovany prostor, Y linedrni podprostor a f je linedrni, je mozné pozadovat, aby rozsifeni
bylo také linedrn{ (navic se zachovanim normy)?

| Na to odpovida kladné nésledujici véta. I

VETA. (Hahnova-Banachova véta) Necht' Y je linedarni podprostor normovaného prostoru X a f je spojity
linedrni funkciondl na Y. Pak existuje spojity linedrni funkciondl F' na X, ktery je rozSifenim f a takovy, Ze

LE[] = 11711

Diikaz. Oznaci se P = {(¢9,G); Y C G C X, g je spojity linedrn{ funkciondl na G, g rozsifuje f, ||g|| = ||f||}- P
je usporadéno relact: (g, G) < (h, H) jestlize G C H, h rozsifuje g. Je-li {(g;, G;} monoténni systém v P, nalezi
(Ugi,UG;) do P, takze podle Zornova lemmatu mé P maximdlni prvek (F, A).

Zbyvé dokézat, ze A = X. Necht’ tomu tak neni a existuje b € X \ A. Nyni stadi rozsifit I jako spojity linedrn{
funkciondl na linedrni obal mnoziny AU{b}, tj. na mnoZinu {a+7rb;a € A,r € R} se zachovdnim normy. Snadno
se ukdze, 7e sup{F(a) — ||F||||la + b]|;a € A} < inf{F(a) + ||F||||a + b||;a € A} (dokaZte to napf. sporem),
takZe existuje s mezi uvedenym supremem a infimem. PoloZte g(a + rb) = F(a) — rs. Funkciondl g je zfejm&
spojity, linedrni a rozsifuje F'. Staci ukdzat, Ze ma stejnou normu jako F'.

Ziejmé g nemiiZe mit mensi normu nez F' a proto staci ukdzat, Ze ||F'(a) —rs|| < ||F|||la+7b|| proa € A,r €
R, coZ je zfejmé pro r = 0. Je-li » > 0, pak

a a
1F(a) = rsl| = rl[F (=) = sll < r(([FI[[] + bll = [|Fl[]a +rbl],

kde prostiedni nerovnost vyplyvé z volby dolni meze &isla s: F/(z) — s < ||F||||x + b|| pro libovolné z € A. Pro
r < 0 je postup obdobny, jen se pouZije horni hranice pro volbu ¢isla s. <&
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Je poucné, jak jsme museli byt v predchozim
dikazu opatrni, abychom pouZili pouze axiomy
normovaného prostoru a nic jiného.

Nékdy jsem si tam ptipadal jako slon v porce-
ldnu. A pfitom §lo vlastné o to, jak z pfimky pro-
chazejici pocatkem rozsifit jedno umrnény line-
arni zobrazeni. To byla v podstaté trivialita.

Hahnova-Banachova véta ma hodné dilezitych dutsledki, napf.

DUSLEDEK. Necht L je uzavieny linedrni podprostor normovaného prostoru X a a € X \ Y. Pak existuje
spojity linedrni funkciondl s normou 1 na X, ktery se anuluje na L a jeho hodnota v a se rovna vzdélenosti a od L.

Specidlné pro Y = {0} je f(a) = ||a|

Kazdy netrividlni normovany prostor tedy ma nenulové spojité linedrni funkciondly a mnoZina téchto funkci
rozliSuje body prostoru.

Diilkaz. V Hahnové-Banachové vété se za Y vezme linedrni obal mnoziny L U {a} a f(z + ra) = rd, kde d je
vzdalenost a od L.

Diisledek nyni plyne z Hahnovy-Banachovy véty, pokud || f|| = 1.

Tato rovnost plyne z nasledujicich dvou nerovnosti:
f (@ +ra)ll = |rld = |r|inf{[|a — y[[;y € L} <[z +ral| atedy[[f]| <1,

d=fla—2) <||flllla || takzed <||f]| inf [la —zl| = |If|ld atedy[|f]] =1,

V Hahnové-Banachové vété (v jejim dikazu)
se rozSifovalo tak néjak postupné. Tak je tomu
dobré i v aplikacich rozumét.
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Rikd se, 7e se ta HB véta ma pouZivat kazdy
vSedni den alesponi jednou. A ve svatek radéji
dvakrat.

Ja jsem byl odkojeny s HB vétou a mdm na to
imunitu.

¥
i

Poznimky 2  Piiklady2  Otdzky2 2

BANACHOVY PROSTORY

Tak aby bylo jasno. Chybéla ndm metrika, nadé-

lili jsme si ji. Mdme konvergenci? Jenom nékdy

| A to se musi zménit. Ted’ hned. I

Tak jako tvofi Gplné prostory dileZitou tfidu metrickych prostort, tak tvoii dplné normované prostory snad
jeste dulezitéjsi tiidu normovanych (i obecnéji, topologickych linearnich) prostort. Tak dileZitou, Ze tyto pro-
story dostaly jméno po vyznacném polském matematikovi S.Banachovi, ktery je ve 20.-30.letech 20.stoleti nejvice

prozkoumal.

12



DEFINICE. Uplny normovany prostor se nazyva Banachiv prostor.

Ta dplnost ndm opravdu chybéla.

Uplné mi to stacilo i bez té tplnosti.

45
4
BTW, budou se hledat cauchyovské posloup-
nosti, citim to v kostech.

Metrické netplné prostory lze ziiplnit.

tdzkou je, zda lze ziplnit normovany nedplny prostor na Banachtiv prostor a zda lze pfi tomto procesu pouZzit
metrické ziplnéni nebo je nutné zkonstruovat nové.

Plati prvni pripad.

VETA. Uplny obal normovaného prostoru (chapaného jako metricky prostor) je Banachtiv prostor.

Dukaz. Necht' X je netplny normovany prostor a Z je dplny obal X chapaného jako metricky prostor. Je nutné
dokdzat dvé véci. Jednak to, Ze linedrn{ struktura prostoru X lze rozsifit na Z a jednak to, Ze metrika prostoru Z
je invariantni viici posunuti.

Kazdy bod z € Z je limitou posloupnosti {z,} C X. Snadno se ukdZe, Ze potom posloupnosti {z, +
21}, {rzn} jsou cauchyovské a tedy konverguji v Z — jejich limity se oznalf z + 2/, rz. Stejné snadno se dokéze,
Ze tyto limity nezévisi na vybéru posloupnosti {z,}. Je-li z € X, je mozné vzit za {z,} konstantni posloupnost,
axiomy, bude ukdzdno na komutativit: protoze {zy, + 2}, } = {2}, + 2n}, je 2 + 2/ = 2/ + 2. Z je tedy linedrni
prostor obsahujici X jako linedrni podprostor.

Pii zachovani znaleni z pfedeslého odstavcee, pro metriku d na Z plati d(z,2’) = lim ||z, — 2},||. Proa € X
tedy plati d(z, ') = d(z+a, 2’ +a). Je-lia € Z limitou posloupnosti {a, } C X,jed(z,2') = d(z+an, 2 +an)
pro kazdé n a ze spojitosti metriky vyplyvd rovnost d(z, z’) = d(z + a, 2’ + a). Dikaz je hotov. <&

13



Spojenim tplnosti a linearity se dostane velmi silny pojem. V Banachovych prostorech plati mnoho dilezitych
tvrzeni, kterd bez tplnosti nebo bez linearity neplati. Uvedeme tfi takové dileZité véty.

2%

Je to jako tfi ofisky, které dostala Popelka. Jsem
zde a cekam.

Taky to mohly byt tii zlaté vlasy déda Vsevéda.

Na to zapomerni.

Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoziny.

Ttida té€ch zobrazeni, kterd zachovavaji oteviené mnoziny byva dulezita (tfeba proto, Ze pokud je takové zob-
razen{ prosté, ma spojitou inverzi).

Jsou to napf. projekce z kartézského soucinu metrickych prostord na soufadnicové prostory nebo podsoudiny,
setkali jste se s regularnimi zobrazenimi a v tomto semestru i s holomorfnimi funkcemi.

ProtoZe zachovavani otevienych mnoZin miiZe mit vice vyznamii, nejdiive pfesnd definice:

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory se nazyva oteviené, jestlize pro kazdou otevienou
mnoZinu G v X je f(G) oteviend mnozina v f(X).

Nasledujici tvrzeni neplati bez pfedpokladu tGplnosti:

VETA. (Véta o otevieném zobrazeni) Spojité linearni zobrazeni Banachova prostoru na Banachdv prostor je
oteviené.

14



| A je tu prvni ohlaSené potéseni. I

Diikaz. Necht' f : X — Y, X,Y jsou Banachovy prostory a f(X) = Y. Uvédomte si nejdfive, Ze f je oteviené
pravé kdyZ zobrazuje okoli 0 v X na okoli 0 vY (je-li G oteviend v X ay € f(G),y = f(z),z € G,je G —x
okoliOv X a f(G — z) = f(G) — y). Navic sta¢i poZadovat, aby obraz jednoho okoli 0 byl okoli 0.

Necht' U, je koule v X o stfedu 0 a poloméru r. Pak f(U,) je pohlcujici vY atedy Y = |Jnf(U;). Podle
Baireovy véty (Y je uplny) musi mit nékterd mnoZzina nf(U,) = nf(U,) neprazdny vnitiek, a tedy i mnoZina
f(Uy) (pro€?). To znamend, Ze existuje okoli V bodu O v Y a bod y tak, Ze y + V C f(U,), takze f(Uay) D
f(Ur) — f(Uyr) D f(Uy) — y a posledni mnoZina je okoli 0. TakZe existuje posloupnost &isel {ry,} klesajici k O

takovd, Ze f(Uy—n ) obsahuje kouli v Y o stfedu 0 a poloméru 7+,.
Nyni staéf ukézat, ze f(Uz) D f(Uy). Necht y € f(Uy). Existuje tedy bod x1 € f(Uy) tak, ze ||y — f(z1)]| <

1. To znamend, ze y — f(x1) € f(Uy—1) atedy existuje bod x9 € f(Uy—1) tak, Ze ||(y — f(x1)) — f(x2)|]| < 2.
Opakovinim tohoto procesu se ziskd posloupnost {x, } s vlastnostmi: z,, € f(Ug1—n), ||y — > 1=y f(xi)]] < rn.
To znamend, Ze Y ;- ; f(x;) = y a ddle, Ze posloupnost &aste¢nych soutd fady > 72 | «; je cauchyovskd a tedy
konverguje k né&jakému x € X. Vzhledem ke spojitosti f musi byt f(z) = y. Je ziejmé, Ze © € Us. Dikaz je
hotov. <&

Véta o otevieném zobrazeni ma zajimavé disledky:
DUSLEDEK.
1. Kazdé spojité linedrni zobrazeni mezi Banachovymi prostory, které je prosté a na, je homeomorfismus.

2. Dva Banachovy prostory se srovnatelnymi topologiemi jsou totoZné.

Uplnost obou prostort ve vété o otevienim zobrazeni je nutnd.

Plati také nasledujici tvrzeni, které Ize do jisté miry chdpat jako castecné obraceni véty o otevieném zobrazeni.

VETA. Necht f : X — Y je spojité linearni a oteviené zobrazeni Banachova prostoru na normovany prostor.
Pak Y je Banachiv prostor.

Dukaz. Necht' B, C) jsou uzaviené koule o poloméru r a stiedu v O v prostoru X, resp, Y. ProtoZe f je oteviené,
existuje klesajici posloupnost &isel s, < 27" tak, Ze f(By—n) D Cs,.

Necht’ {yy,} je cauchyovskd posloupnost v Y —Ize pfedpoklédat, Ze ||yn — Yn+1|| < Sn. Zvoli se libovolny bod
x1 2 f~1(y1). Protoze [ly1 —y2|| < s1, existuje z9 € 1 (yo) tak, Ze ||z —z9]| < 2-1. Protoze lly2 —ys]| < so2,
existuje 23 € f~1(y3) tak, Ze ||zo —x3|| < 272. Timto postupem se ziska posloupnost bodd z,, € f~!(y»), ktera
je cauchyovska. Tedy konverguje k néjakému x, coz implikuje konvergenci obrazd yy, (k f(x)). <&

Jestlize se predchozi véta da dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziska se nasledujici dusledek:

DUSLEDEK. Necht' f je spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y. Pak
nastane pravé jedna z nasledujicich moZzZnosti:

1. f(X) je Banachuv prostor;

2. f(X) je 1.kategorie v sobé.
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Prvni pfipad nastane, je-1i f oteviené, druhy pokud f neni oteviené zobrazeni.

Chodime tu pofdd okolo horké kase. VSem je
snad jasné, Ze ty prostory jsou kazdej jinej. Né-
ktery jsou mensi neZ jiny, a v tom piipadé jsou
mensi opravdu kruté.

Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vzdy uzavieny graf v X x Y.
Zobrazeni s uzavienym grafem vs$ak nemusi byt spojité ani v piipadé€, Ze X, Y jsou normované prostory a f je
linearni (viz Otdzky.

VETA. (Véta o uzavieném grafu) Necht f : X — Y je linedrni zobrazeni mezi Banachovymi prostory, které
ma uzavieny graf. Pak je f spojité.

A uz je tu druhy kousek.

Dikaz. Necht T C X x Y je graf zobrazeni f (uvédomte si, Ze to je linedrni podprostor sou¢inu Banachovych
prostori a tedy Banachdv prostor).

Projekce p : T' — X je spojité a prosté zobrazeni na X.
Podle prvniho disledku véty o otevieném zobrazeni ma p spojitou inverzi.

Ale f = qop~!, kde ¢ je druhd projekce T — Y, takZe je f spojité.

Posledni kousek je trochu komplikovanéjsi.
BUde se vSak pouZivat Casto a snadno.

Posledni tvrzeni v této ¢dsti se bude tykat vztahu bodové a stejnomérné omezenosti funkciondld na Banachové
prostoru.

VETA. (Véta o stejnomérné omezenosti) Necht' f, : X — Y je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z

Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y, kterd je bodové omezena (tj. { f ()}, je omezend pro kazdé
x € X). Pak je i posloupnost norem {|| fy,||} omezena.
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Diikaz. Necht' posloupnost norem {|| f5,||} neni omezend. Pak pro kazdé k& € N je mnoZina S, = {x € X;sup,, ||fn(2)|| >
k} hustd v X.

Jinak by existovala koule By ;- s vlastnosti ; sup{|| fn(z)||;n € N,z € By} < k, takZe pro libovolné z € X
|

s normou nejvyse 1 by ||fn(2)|| = L] fa((a +r2) — a)|| < & + &, protoze jak a, tak a + ra ndlezi do B, To
je spor s predpokladem neomezenosti.

Mnoziny S}, jsou oteviené a podle Baireovy véty je jejich prinik neprazdny, napf. obsahuje bod z. To ale
znamend, Ze sup,, || fn(2)|| = +o0, coZ je spor s pfedpokladem bodové omezenosti. <&

DUSLEDEK. Necht fn + X — Y je posloupnost spojitych linearnich zobrazeni z Banachova prostoru X do
normovaného prostoru Y.
1. Jestlize pro kazdé x € X existuje lim fy, (), oznacte ji f(z), je zobrazeni f spojité a linedrni.

2. Je-li Y Banachiv a pro kazdé € X je posloupnost { f,,(x)} cauchyovskd, pak f, konverguje bodové ke
spojité linearni funkci X — Y.

Stejnomérnd omezenost se dostane snadno z bo-
dové. Ony ty Banachovy prostory tu nejsou pro
nic za nic.

Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3 3

DUALNI PROSTORY

Pro kazdé spojité linedrni zobrazeni f mezi normovanymi prostory X — Y byla zavedena norma || f|| a snadno
se ukéze, Ze linedrni prostor B(X,Y") vSech spojitych linedrnich zobrazeni z X do Y (jako podprostor Y X) spolu
s || f]| je normovany (viz téZ Pfiklady).

V dal3i ¢ésti se vSak omezime jen na piipad Y = R, tj. na linedrni podprostor algebraického dudlu X #.

DEFINICE. Pro normovany prostor X se normovany prostor B(X,R) znaéf X’ a nazyva dudln{ prostor prostoru
X.

Uvédomte si, Ze diisledkem Hahnovy-Banachovy véty je X’ # 0 pro X # 0.

Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z obecnéjsiho tvrzeni pro tiplny obor hodnot (viz Priklady).

VETA. Dudlni prostor je uplny.

Napiiklad X jsou spojité funkce na [0, 1]. V du-
alu sed{ napftiklad Riemanniv integral.
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V prvni ¢4sti této kapitoly byl linedrni prostor vnofen do svého druhého algebraického dudlu pomoci zobrazeni
e x definovaného rovnosti (ex (x))(f) = f(x).

Otézkou je, zda pro normovany prostor X je kazdé ey () spojité na X', tj. zda leZ{ v druhém dudlu (X')’.
Pro jednoduchost se zna¢i druhy dudl (X')’ jako X"

VETA. Je-li X normovany prostor, je e x prosté spojité linedarni zobrazent, které zachovdva normu (tj. ||lex (2)|| =
{2
Diikaz. Spojitost plyne z omezenosti normy: ||ex|| < 1, protoZe |ex (x)(f)| = |f(x)| < ||z|| pro ||f]| = 1. Z

pravé uvedeného plyne |lex (z)|| < ||z|| a zbyvéa dokdzat opacnou nerovnost. Ta plyne z Hahnovy-Banachovy
véty, nebot’ pro z # 0 existuje f € X’ s hodnotou ||z|| v z. Tato posledn{ dvaha ddvd i prostotu zobrazeni ex. <

Zobrazeni ey se nazyvd prirozené vioZeni X do X".
V dal3i ¢4sti bude Casto X ztotoziiovén se svym obrazem ex (X ) v X" a tedy chdpén jako podprostor X"
Pfipady, kdy e je zobrazeni na cely prostor X jsou velmi dileZité (pak X je isomorfni X").

Protoze dudlni prostory jsou vZdy tplné, miiZe tato situace nastat jen pro Banachovy prostory X:

DEFINICE. Banachilv prostor X se nazyva reflexivni, jestliZe pfirozené vloZeni e x : X — X" je zobrazenf na.

Reflexivita znamend, Ze pro kazdy spojity linedrni funkcional F' na X' existuje x € X tak, ze F(f) = f(x)
pro kazdé f € X'.

| Reflexivita je znak dobrého prostoru. I

Nyni bude uvedeno nékolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech, které pomahaji pfi zjis-
t ovani reflexivity.

VETA. Jestlize X nenf separabilni, nen{ ani X’ separabilni.
Diikaz. Protoze X neni separabilni, existuje nespoCetnd linearné nezavisld podmnozina A sféry ||z|| = 1 v X jejiz

body maji navzdjem vzdalenost alespon néjaké r» > 0.

Pro a € A existuje f, € X’ s hodnotou alespoti 7 v bod€ a a anulujici se na ostatnich bodech mnoziny A
(podle Hahnovy-Banachovy véty). Pro a,b € A,a # b, je || fo — fp|| > r atedy X’ nenf separabilni. &

VETA. Banachiv prostor X je reflexivni pravé kdyZ X' je reflexivni.
Diikaz. Necht' X je reflexivni a F je spojity linearni funkciondl na X", tedy na X, takZe existuje f € X' tak, ze
F(F) = F(f) prokazdé F € X". To znamen4, 7e X' je reflexivni.

Necht’ nyni X" je reflexivni a X neni reflexivni. Podle Hahnovy-Banachovy véty existuje nenulovy F € X",
ktery se anuluje na X. Ale 7 = f € X’. Nulové hodnoty F na X znamenaji, 7e f = 0 a tedy F = 0, coZ je spor.
O

VETA. Je-li X je reflexivni, je i kazdy jeho uzavieny linedrni podprostor reflexivni.

Diikaz. Necht' Y je uzavieny linedrni podprostor X a G' € Y. Zadefinujte F' € X" rovnosti F/(f) = G(f1), kde
f1je zdZeni f naY. Existuje tedy « € X tak, Ze F' = ex (x). Snadno se ukdZe, 7e x € Y atedy G = ey (z) (jinak
by existoval f € X’ nenulovy v z a nulovy na Y, takze 0 = G(f1) = F(f) = f(x) # 0). &

18



Reflexivita je klicem ke zkoumdni dudlu. Sek-
vence X, X', X", ... je periodick4.

Nékdy je to konstantni posloupnost. To je St’astnd
konstelace, protoZe se nds nebude nikdo ptit na
Sedesaty Sesty dual.

Poznimky 4  Piiklady4  Otizky4 4

HILBERTOVY PROSTORY

voevs

V euklidovskych prostorech je ze v§ech uvedenych norem nejpfirozenéjsi norma v lo(n), kterd odpovidd b&zné&
uZivané geometrické vzdalenosti.

Tato norma |[{z; }|| = />~ #7 je vlastné odmocnina ze skaldrntho souginu vektoru z se sebou.

Podobné¢ 1ze nahliZet na normu v Iy a v Lo (viz dale).

Skaldrni sou¢in umoziiuje definovat i kolmost vektord, coz byla dilezit vlastnost souboru funkci sin(kz), cos(kx)
v kapitole o Fourierovych fadach.

Tato kapitola bude vénovana obecnému pohledu na prostory se skalarnim souc¢inem a na obecné Fourierovy
fady.

Hilbertovy prostory jsou tim hledanym zobecné-
nim R™ = ly(n).
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V téchto prostorech se pracuje s kolmosti. To
je zdklad pro definovani vhodného typu prostori
obecné.

DEFINICE. Komutativni bilinedrn{ funkce (x,y) : X x X — R se nazyva vnitini soucin na X, jestlize pro kazdé
x # 0je(z,z) > 0.

Vnitin{ soucin uruje normu zptisobem naznacenym v tvodu této Casti:
VETA. Funkee ||z|| = \/(z, z) je norma na X.

Prostor s vnitinim sou¢inem bude chdpan jako normovany prostor s pravé definovanou normou. Pokud se fekne
0 normovaném prostoru, Ze ma vnitini soucin, znamena to, Ze jeho norma je uréena timto soucinem.

Diikaz. Staci dokézat trojihelnikovou nerovnost ||z +y|| < ||z[[+[y[|. Ta vyplyne z tzv. Schwartzovy nerovnosti
(@, 9) < [l2|[l]yll:

2 2 2 2
|z +yllI” = (= +y)(@ +y) = [[«]]” + 2(z, 9) + |yl < (|2l + [ly]D" -

Schwartzova nerovnost se dokdZe z nerovnosti (z + ry)(z + ry) > 0 rozndsobenim a poloZenim r =
—(x,)/Ily||* (Ize predpoklddat y # 0); dostane se nerovnost ||z||* + 2(z,y)%/|[y||* + (z,y)?/|lyl|* > 0 a
odtud jiz vyplyne vysledek. <&

Podobné jako tomu je u normovanych prostort, jsou Gplné prostory s vnitinim soucinem velmi dileZité a maji
svij nazev.

DEFINICE. Uplny prostor s vnitinim sou¢inem se nazyva Hilbertiiv prostor.

Ziejmé je kazdy Hilbertiv prostor Banachovym prostorem. Vnitfni soucin, ktery ma HilbertGv prostor navic,
je velmi silnd podminka (napft. implikuje, Ze kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni — viz dle).

Z vnitiniho soudinu plyne (stejné jako u skaldarniho soucinu vektord) pojem kolmosti prvki:

DEFINICE. Necht' X je prostor s vnitinim sou¢inem. Dva prvky =,y € X se nazyvaji kolmé (nebo ortogondlni),
jestlize (z,y) = 0.

Podmnozina A C X se nazyva ortogondlni, jestlize kazdé dva jeji prvky jsou na sebe kolmé. Ortogondlni
mnozina se nazyva ortonormalni, jestlize ma kazdy jeji prvek normu rovnou 1.

Dvé podmnoziny A, B prostoru X se nazyvaji navzdjem ortogondlni, jestlize kazdy prvek z A je kolmy na
kazdy prvek z B.

Snadno se dokaZi ndsledujici tvrzeni:
POZOROVANI. Necht X je prostor s vnitinim soucinem.
1. V X existuje maximdlni ortonormalni mnoZina.
2. Je-li X separabilni, je kazda ortogondlni podmnoZina nejvyse spocetna.
3. Je-li a kolmy na mnoZinu B C X, je kolmy i na uzavieny linedrni obal mnoziny B.

4. Mnozina vSech prvki X kolmych na danou mnozinu B C X, je uzavieny linearni podprostor v X.
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Nésledujici tvrzeni je jednoduché a odpovidd geometrické predstavé, Ze vzdalenost bodu od roviny je vzdale-
nost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dikaz je také pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

LEMMA. Necht A = {uq,...,up} je ortonormdlni mnozina v X apro z € X se oznali x4 = > _;(x, u;)u;.
Pak ||z||? > [|zal|> = 3;(z,u;)? a funkce ||z — y|| proménné y € A nabyva minima pravé v bodé z 4. Toto
minimum je vzdalenost = od linedrniho obalu mnoziny A.

Predchozi tvrzeni 1ze zobecnit na nekonecné mnoziny A. Je mozné celou nasledujici teorii vyloZit pro obecné
Hilbertovy mnoziny, ale vyklad bude podén jen pro separabilni prostory, protoZe pak jsou ortonormalni mnoZziny
nejvyse spocetné a scitaji se tedy nejvyse spocetné fady: soucet nekonecné fady prvki v normovaném prostoru je,
jako v R, limita posloupnosti ¢dste¢nych souctad.

Nerovnost ||z||? > 3", (#,un)? v ndsledujicim tvrzeni se nazyvd Bessellova nerovnost.

LEMMA. Necht A = {uy}y je ortonormdlni mnozina v Hilbertové prostoru X a pro x € X se oznali x4 =
> (@, up )up. Pak [|2]|? > |[z4]? = 3, (2, un)? a funkce ||z — y|| proménné y € A nabyvd minima pravé v
bodé€ x 4. Toto minimum je vzdalenost = od linedrniho obalu mnoziny A.

To je velmi hezka vlastnost.

V Hilbertovych prostorech to prosté plati a basta.

Diikaz. Nejdiive je nutné ukdzat, 7e fady uvedené v tvrzeni konverguji. Podle pfedchoziho lemmatu je {37 (x, u;)? }pnen
posloupnost omezena shora &islem ||z||2.

To znamend, Ze fada 3_,, (z, up)? konverguje a odtud plyne, Ze fada 3°,, (z, up )up, je cauchyovskd (ukaZte to)
a tedy také konverguje.

Zbytek tvrzeni plyne z pfedchoziho lemmatu pfechodem k limité ¢aste¢nych soulta. <&

Predchozi lemma je zakladnim tvrzenim pro dikaz nasledujiciho dilezitého tvrzeni o Fourierovych fadach.

VETA. Necht X je separabilni Hilbertdv prostor a A = {uy}y je ortonormélni mnozina v X. Ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

I. Prokazdé x € X jex = Y o | (@, un)unp.

[\

. Prokazdé z € X je ||z]? = 20 (z,un)?.
3. Neexistuje nenulovy prvek z X kolmy na A.

4. Linearni obal mnoZiny A je husty v X.
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To je v podstaté o Fourierovych fadach. Alespon
to tak vypada.

Z diikazu bude vidét, Ze pro ortonormalni posloupnost {u, } fada >~ ; (z, up)uy v Hilbertové prostoru vzdy
konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu .

Rovnost v podmince 2 se nazyva Parsevalova rovnost.

Ortonormalni mnoZina, pro kterou plati podminka 3, se nazyva tplna.

Piedchozi tvrzeni tikd, Ze Fourierova fada libovolného prvku x € X konverguje k x pravé kdyZ je mnozina A
Uplnd. Neni-li A tGplnd, neplati Parsevalova rovnost, ale vzdy plati Bessellova nerovnost.

Dukaz. Zfejmé (rozndsobenim kvadrdtu normy) plati 1 — 2 a ddle 2 — 3. Necht’ nyni z € X; vektor z — x4 je
kolmy na A a tedy x = x4, plati-li podminka 3. Prvek x 4 ovS§em néleZ{ do uzavieného linearniho obalu mnoZiny
A, takZe plati podminka 4.

Zbyva ukézat, Ze 4 — 1. To ale opét plyne z pfedchoziho lemmatu, protoZe za podminky 4 je vzdalenost bodu
2 od linedrniho obalu mnoZiny A rovnd 0 a tedy x = x 4. <

Ma kazdy Hilbertlv prostor tiplnou ortonormalni mnoZzinu?
VETA. Necht X je Hilberttv prostor. Pak plati:
1. X ma dplnou ortonormdlni mnoZinu.
2. Je-1i X separabilni a nekone¢né dimensiondlni, md spocetnou tplnou ortonormdlni mnoZinu.

3. Je-1i X separabilni a nekone¢né dimensiondlni, je isometricky isomorfni s /5.

Posledni vlastnost fikd, Ze i prostor Lo je isometricky isomorfni prostoru /5. Vlastné libovolné dva separabilni
nekonecné dimensiondlni Hilbertovy prostory jsou isometricky isomorfni.

Diikaz. Kazdd maximalni ortonormélni mnoZina A v X je dplnd. Kdyby nebyla, existoval by nenulovy prvek u
kolmy na A, takze A U {u/||u||} by byla ortonormélni mnoZina vétsi nez A.

Je-li X separabilni, mé spoCetnou hustou mnozinu S = {s; }. Ortogondlni mnoZina {uy, }, majici stejny uza-
vieny linedrni obal jako {s,} (a tedy X), se zkonstruuje tzv. Grammovou-Schmidtovou ortogonalizaci (viz téZ
kapitola o Fourierovych faddch). Vezme se uy = si,, kde s, je prvni nenulovy prvek v S. Pak se vezme prvni
prvek s, nelezici v linedrnim obalu prvku s, a najde se linedrni kombinace uy = r1s, + s, kolmd na uy,
tj. 71 = —(51,8,)/|[51] |2. Pak se vezme prvni prvek Sk, nelezici v linedrnim obalu predchozich prvki sy, sk,
a najde se linedrni kombinace ug = 715k, + 7'k, S2 + Sk, kolmd na oba pfedchozi prvky ug, , uk, (dostanou se
dveé rovnice pro dvé neznamé), atd. Pokud X je nekonecné dimensionélni, nemtze konstrukce skoncit po kone¢né
mnoha krocich (proc?).

Je-li X separabilni a nekonecné dimensionalni, ma podle predchozi vlastnosti spocetnou uplnou ortonormalni
mnozinu {uy }, takZe kazdé « € X lze vyjadiit fadou > (@, up ) un.

M4 tedy smysl definovat f(x) = {(z, uy)}. Podle Parsevalovy rovnosti je f(z) € lo. Je snadné ukdzat, Ze f je
linedrni zobrazeni zachovavajici normu (opét Parsevalova rovnost), takZe je i prosté.

Zbyva ukazat, Ze f zobrazuje X na lo. Ale je-li {r,,} € lo, konverguje fada y >~ ; rpu, (je cauchyovskd) k
n&jakému z a z ortonormality mnoZiny {uy, } ihned plyne, Ze r, = (x, up ). &

Jednim z disledkt piedchoziho isomorfismu mezi X a Iy je fakt, Ze dudlni prostor X’ je isomorfni s X a
spojité linedrni funkciondly jsou dané vnitfnim soucinem:
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VETA. Pro spojity linedrni funkciondl f na separabilnim Hilbertové prostoru existuje uy € X tak, Ze f(r) =
(w,uy). Naopak, kazdy funkciondl uvedeného tvaru je spojity a linedrni. Navic plati || f|| = ||u r||, takZe zobrazen{
J — uy je isometricky isomorfismus X na X'

DUSLEDEK. Hilbertovy prostory jsou reflexivni.

Hilbertovy prostory jsou v podstaté [2.

A to je hezké.

Pozndmky 5 Piiklady 5 Otazky 5 56

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Misto terminu linedrni prostor se pouziva i termin vekorovy prostor, ktery vychazi z interpretace bodu euklidov-
ského prostoru jako vektory. Tato interpretace ale neni piili§ vhodna pro prostory funkci.
Uvédomte si, Ze zapomenete-li v linedrnim prostoru X na ndsobeni Cisly, dostanete abelskou (tj. komutativni)
grupu, a tedy linedrni prostor (1épe feCeno, modul) nad okruhem celych Cisel.
Nekterd obecna tvrzeni v tomto textu plati i pro abelovské grupy (nékterd i pro nekomutativni grupy). Pro studium
linearnich prostortt X je daleZity pojem bdze, coZ je maximalni linedrn¢ nezavisly soubor v X (linearné nezavisly
znamena, ze linearni kombinace kone¢né mnoha prvki mnoZiny s nenulovymi koeficienty nemtize byt nikdy rovna
0).
KaZzd4 linedrné nezavisld mnozina v X je ¢4sti néjaké baze X (Zornovo lemma) a dvé baze prostoru X maji stejnou
mohutnost. Linedrni zobrazeni na X je ureno svymi hodnotami na bazi (kazdé zobrazeni z baze X do linedrniho

~ e

prostoru Y lze rozsifit jednoznacné na linedrni zobrazeni X — Y.

Dile plati, Ze dva linedrni prostory jsou isomorfni praveé kdyZ maji baze stejné mohutnosti. Mocnina RS se miZe
definovat i pro S = ) jako {0}.

Pro nékteré formulace je to vhodné.Vztah mezi X a X7, ktery dvojici (z, f) piifazuje f(z) je &asti obecngjitho
pojmu duality ¢ : X x Y — R, kde X, Y jsou linedrni prostory a ¢ je bilinedrni zobrazeni (tj. je linedrni v kazdé
proménné, pii konstantni druhé proménné) oddélujici body (tj. pro x # 0 existuje y tak, Ze ¢(x, y) # 0 a podobné
prohozeng). Pak oviem Y je isomorfni linedrnimu podprostoru X # ktery odd&luje body X.

Konec poznamek 1.
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Pozndmky 2:
Prvni vlastnost normy se nazyva subaditivita, druha vlastnost homogenita.

Podobné jako se misto metriky nékdy pouzivd pseudometrika, 1ze misto normy pouZzit pseudonormu, kterd ma
stejné vlastnosti jako norma, aZ na to, Ze pfipousti p(x) = 0 i pro nenulové x.

Pseudonorma vytvaii pseudometriku invariantni vici posunuti; faktorovy prostor podle stejné ekvivalence jako u
pseudometrického prostoru (z je ekvivalentni s y, jestlize ||z — y|| = 0) je pak normovany prostor.

Minkovského funkciondl mnoZziny B bude pseudonormou, pokud se ve vlastnostech B vynechd pozadavek, aby
mnoZina neobsahovala piimky.

Jak bylo naznaeno v textu, metricky linedrni prostor se definuje jak linedrni prostor X s metrikou, pfi které je

scitani (brano jako zobrazeni X x X — X) a ndsobeni Cisly (brano jako zobrazeni R x X — X) spojité. To je
obecnéjsi pojem nez normovany prostor (viz Priklady).

V normovanych prostorech je tedy linedrni zobrazeni spojité pravé kdyZ ma omezenou normu, tj. je v normé
omezené. Proto se v literatufe Casto pouziva termin omezené zobrazeni misto spojité zobrazeni a jeSté Castéji
neomezené zobrazeni pro nespojité zobrazeni.

Hahnovu-Banachovu vétu 1ze dokazat v jiné formé bez pouziti norem nebo metrik: Necht” X je linedrni prostor,
Y jeho linedrni podprostor a f :' Y — R linedrni zobrazeni, které je shora omezeno subaditivni redlnou funkci p
definovanou na X. Pak existuje linedrni zobrazeni F' : X — R rozSifujici f a shora omezené funkci p.

Diikaz je skoro stejny jako dikaz uvedeny v textu. Zkuste toto obecné tvrzeni dokdzat a vyvod’te z ného formulaci
v textu.

Hahnova-Banachova véta ma geometrickou interpretaci, a to oddélovani bodt od podprostorti nadrovinami.

Je-li spojitost zobrazeni definovdna na obecnéjSich prostorrech nez jsou metrické (napt. na topologickych nebo
konvergencnich prostorech), 1ze definovat i obecnéjsi spojité linedrni prostory, napt. topologické linedrni prostory:
ob¢ algebraické operace musi byt spojité. Tyto struktury jsou velmi obecné a proto se definuji jejich rizné podtiidy

vhodné na rtiznd pouZiti.

V predchozich Pozndmkdch byla zminéna dualita g : X x Y — R. Pokud se poZaduje, aby ¢ byla separatné spojita
(4. spojitost v kazdé promeénné zvIast’ jako zobrazeni jedné proménné pii konstantni druhé proménné), dostava se
tzv. topologickd dualita.

V Otdzkdch je uvedeno, Ze vSechny konecné dimensiondlni normované prostory jsou navzdjem isomorfni (spojité).
To neplati pro nekone¢né dimensiondlni prostory (napf. /1 neni isomorfni [2), ale bylo dokdzano, ze vSechny Ba-
nachovy separabilni prostory jsou navzdjem homeomorfni (plati i pro Fréchetovy prostory). Tyto homeomorfismy
nejsou linedrni.

Konec pozndmek 2.

Pozndmky 3:
Mnoho uvedenych tvrzeni, kde je potieba tplnost, 1ze dokazat (Casto jednoduchou modifikaci uvedenych dikazi)
pro metrické linedrni prostory, tj. neni nutné predpoklddat existenci normy.

Ale je zfejmé, Ze v praxi se lépe pracuje s normou nez s metrikou. Nicméné, i uplné metrické linedrni prostory jsou
dualezité a maji také svij nazev: Fréchetovy prostory.

Pfi rozSifovani algebraickych operaci na tplny obal metrického linedrniho prostoru 1ze pouZit i jiny postup.
Scitani X x X — X je stejnomérné spojité a Ize jej tedy rozsifit na stejnomerné spojité zobrazeni Z x 2 — Z
(znaCeni z dikazu).

s v,

Nasobenf ¢islem ale neni stejnomérné spojité na soucinu R x X, je vSak stejnomérné spojité ve druhé souradnici
pfi konstantni prvni soufadnici.

Tedy lze pro kazdé redlné r zobrazeni x — rz rozsifit na stejnomérné spojité zobrazeni Z — Z. Axiomy linedarniho
prostoru vyplynou z toho, Ze X je husty v Z: napt. ob& zobrazeni (z,z') — z + 2/, (2,2') — 2’ + 2 se rovnaji na
X x X atedy serovnajiina Z x Z.

V metrickych prostorech je kromé tplnosti jesté velmi duleZitou vlastnosti kompaktnost. Aspon dvoubodovy me-
tricky linedrni prostor v$ak nikdy neni kompaktni (pro¢?). MizZe byt lokalné kompaktni? Ano, ale pravé kdyz je
konec¢né dimenziondlni, tj. isomorfni euklidovskému prostoru.
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Pro nalyzu jsou velmi dalezité Banachovy prostory funkci (v§imnéte si, Ze skoro vSechny zde uvadéné priklady
jsou tohoto typu).

Riazné prostory funkei se daji v rdmci Banachovych prostord charakterizovat. Zv1asté se to tykd prostort C'(X)
na kompaktnich prostorech X (kazdy Banachtv prostor se dé prirozené vnorit do takového prostoru — ale X je
obecné topologicky, nemusi byt metricky).

Plati i zajimava Banachova-Stoneova véta: Dva metrické kompatkini prostory jsou homeomorfni prdavé kdy? jejich
Banachovy prostory C(X), C(Y') jsou isometricky isomorfni.

Konec poznamek 3.

Pozndmky 4:
V literatute se misto terminu dudlni pouziva i termin adjungovany a znaceni X *. Toto znaceni je obvyklé zvlasté
v Hilbertovych prostorech.

Dudlni jsou nejen prostory, ale i zobrazeni. Jestlize F' : X — Y je spojité linedrni zobrazeni mezi normovanymi
prostory, existuje tzv. dudlni zobrazeni F' : Y’ — X', které je definovéno pomoci slozeni: F'(g) = go F. Lze
snadno ukdzat, Ze dudlni zobrazeni je spojité a linedrni a md stejnou normu jako ptvodni zobrazeni.

V definici reflexivity nelze isomorfismus ey zaménit existenci isomorfismu mezi X a X”. Existuji pitklady Ba-
nachovych prostord X isomorfnich svému druhému dudlu, které nejsou reflexivni.

V Otdzkdch je zminka o slabé omezenosti. Podobné 1ze definovat i slabou konvergenci posloupnosti {xy, } v nor-
movaném prostoru X: pro kazdé f € X’ je {f(xy)} konvergentni. Konvergence v normé se pak nazyva silnd
konvergence.

Slabou konvergenci Ize vhodné pouZzit k riznym charakterizacim:
e Banachtv prostor X je konecné€ dimensiondlni praveé kdyz slaba a silna konvergence v X jsou totozné,

e Banachtv prostor X je reflexivni prave kdyz z kazdé posloupnosti v jednotkové kouli B lze vybrat konver-
gentni podposloupnost (tzv. slaba sekvenéni kompaktnost).

Podobné lze definovat tzv. slabou® konvergenci posloupnosti {f,} v dudlu X': pro kazdé = € X je {f(zpn)}
konvergentni. Uvédomte si, Ze slaba konvergence v dudlu je definovéna vzhledem k dualité 2’ s X"/, kdeZto slaba*
konvergence je definovdna vzhledem k dualité¢ X’ s X. Tyto pojmy je ov§em vhodngjii studovat v rdmci topolo-
gickych prostori (slabd konvergence obecné neni definovdna pomoci metriky).

Konec poznamek 4.

Pozndmky 5:
Vnitinf soucin se také, podle analogie s euklidovskymi prostory, nazyvd skaldrni soucin. Slovo ,vnitfni" rozliSuje
soucin od vnéjsiho soucinu nasobeni vektoru cislem.

Prostor s vnitinim sou¢inem se obCas nazyva unitdrni prostor.

Prostory s vnitinim soucinem se vétSinou zkoumaji nad komplexnimi Cisly. ProtoZe norma musi byt vZdy redlné
¢islo, musi byt soucin x se sebou redlné islo. Musi se tedy vzit za soulin, napf. na 1-dimensiondlnim prostoru,
2T, tedy soudin s komplexné sdruzenym Cislem. Pak ale soucin (x,y) = 27 neni komutativni a misto rovnosti
(z,y) = (y,x) se musi pozadovat rovnost (z,y) = (y,x). Uvédomte si, Ze potom neplati r(x,y) = (x,ry) ale
r(z,y) = (z,7y).

Jak bylo vidét, ze Schwartzovy nerovnosti se snadno dokaze trojihelnikova nerovnost pfislusné normy v prostorech
s vnitfnim soucinem, napf. [, Lo. Obdobné se dokazuje trojihelnikovd nerovnost pro prostory Iy, Ly, kde se
obdoba Schwartzovy nerovnosti nazyva Holderova nerovnost. Napf. pro I;, tato nerovnost vypadd ndsledovné (pro

{zn} € lp,{yn} €lg. kde 1/p+12/q = 1):

S tngn < 4D laal? S lunle

apodobné pro Ly, Lq: [ fg < ||fllp||g]l4- Holderovu nerovnost Ize dokdzat napf. pomoci hleddni extrému funkei.

Tvrzeni o Fourierovych fadach plati i pro neseparabilni prostory. Pak je ale nutné definovat soucty nespocetnych
fad. Neni to pfili§ velky rozdil, protoze pro funkci f definovanou na néjaké mnozin€ P s hodnotami v normovaném
prostoru se soucet ) _ p f(p) definuje jako limita zobecnéné (obecné nespocetné) posloupnosti soucti pies kone¢né
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podmnoziny v P. D4 se ukdzat, Ze pokud takovdto Fada konverguje, je jen spocetné mnoho hodnot f(p) nenulovych
(napf. pro {pn } atada }_ f(pn) konverguje absolutné.

Diusledkem je isometricky isomorfismus Hilbertova prostoru (majici dplny ortonormalni systém mohutnosti k) s
prostorem I3 (k), ktery se definuje jako mnoZina soubor {rq }<x redlnych &isel majicich jen spocetné mnoho
Cisel rq, nenulovych a takovych, Ze > r(% konverguje.

Odtud plyne, Ze libovolné dvé tplné ortonormdlni podmnoZiny Hilbertova prostoru maji stejnou mohutnost.
Posledni tvrzeni o dudlnim prostoru plati také bez separability.

V této kapitole bylo dokdzano, Ze kazdd Fourierova fada funkce f € Ly(J) konverguje k f. Uvédomte si vSak
rozdil oproti konvergenci zkoumané v kapitole o Fourierovych fadach.

Tam se zkoumala bodovd nebo stejnomérnd konvergence, coZ je rozdil oproti konvergenci v Lo(J). Navic se
mohou zkoumat i Fourierovy fady (trigonometrické fady) funkci f nelezicich v Lo.

Hilbertovy prostory jsou natolik dulezité, Ze je podstatné umét je rozpoznat ve tfidé Banachovych prostorg.
Existuje mnoho podminek, které Banachtiv prostor spliiuje praveé kdyz je Hilberttv.

2tz -y
Odtud vyplyv4, za Banachtiv prostor je Hilberttv pravé kdyz kazdy jeho dvourozmérny podprostor je isometricky
isomorfni s rovinou R?.

2 = 2||z||? + 2|]y||? (tato podminka lze zeslabit pazadavky ||z|| = ||y|| = 1).

Napf. ||z + y|

Konec pozndmek 5.

PRIKLADY

Priklady 1:
V kapitole o metrickych prostorech je mezi pfiklady mnoho linedrnich prostord, které ted’ zopakujeme.

1. Euklidovské prostory jsou linedrni pri operacich definovanych po soufadnicich.
2. Prostory Iy, p € [1,400], jsou linedrni pfi operacich definovanych po soufadnicich.

3. Mnozina vSech redlnych funkei F(A,R) na mnoZiné A (j. mocnina R4) je linedrni prostor pifi operacich
definovanych po soufadnicich.

Nasledujici mnoZiny jsou linedrni podprostory prostoru R4 (kromé prvni polozky je A metricky prostor):
o 7. (A R) viech omezenych funkci;
e C(A,R) vSech spojitych funkei a C (A, R) vSech omezenych spojitych funke;
e U(A,R) viech stejnomérné spojitych funkei a Uy (A, R) vSech omezenych stejnomérné spojitych funkei;
e L(A,R) vSech lipschitzovskych funkei a mnozina L. (A4, R) vSech omezenych lipschitzovskych funkei.
4. Je-1i v predchozim piikladu A = R, Ize k linedrnim podprostorim F (A, R) pridat i prostory mnoZiny funkef
majicich v8ude derivaci az do fddu n, nebo derivace vSech fadu.
Konec piiklada 1.
Piiklady 2:

V predchozich Prikladech byly pouZzity rizné prostory z kapitoly o metrickych prostorech, ale jen jako linedrni
struktury bez metrik na nich definovanych. Nyni budou vzaty v dvahy i metriky.

1. Ukazte, Ze prostory lp(n), p € [1,400], jsou normované.
2. Ukazte, Ze prostory I, p € [1, +00], jsou normované.

3. Podmnoziny cg C ¢ C loo, kde ¢ = {{xp };lim zy, existuje }, cog = {{xn};limz,, = 0}, jsou uzaviené linedrni
podprostory /.

4. Mnozina v§ech realnych posloupnosti Ize chapat jako kartézsky soucin metrickych prostort, a to spocetné mnoha
realnych piimek, tj. RY.
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To je linedrn{ prostor a metrika této mocniny

[e.9]

deab {3h) = 3 57 |20 — Y|

ne1 L+ |zn — ynl)

vytvéti z RN metricky linedrni prostor, ktery se Gasto znali s.
Tento prostor neni normovany, ani na ném nelze definovat normu topologicky ekvivalentni dané metrice. [Dtivod
plyne z Otdzky 5 — s nema omezena okoli 0.]

5. Soucty nekonecnych fad Cisel jsou vlastné integraly funkci na N podle tzv. ¢itaci miry. Je nasnadé definovat
obdobu prostort /;, na obecnych prostorech s mirou. Pro jednoduchost vSak bude pozornost vénovana prostorim
funkei na intervalu I = [0, 1].

Pro p € [1,+00) se definuje L, = {f : I — R; [;|f(x)[P dx konverguje }. S funkei || f|| = &/ [, [f(z)[P dx
tvoii L, pseudonormovany prostor (normovany po ztotoZnéni funkci rovnych skoro v8ude). Diikaz trojihelnikové
nerovnosti pro || f|| (tzv. Minkovského nerovnost) neni jednoduchy.

Lze definovat i Lo s pseudonormou rovnou infimu suprem funkce f na I\ S, kde S probihd nulové mnpoZiny.
Obdobou metrického linedrniho prostoru s je prostor S vSech integrovatelnych funkci na I s pseudometrikou

@) @l
0= | T 76T gt ™

Tento prostor také neni normovany.

6. Prostor F (X) viech omezenych redlnych funkci na mnoZziné X se supremovou normou || f|| = sup{|f(z)|;z €
X} je normovany prostor.

Jeho linedrni podprostory Cy(X), Us(X) a L.(X) vSech omezenych spojitych, resp, stejnomérns spojitych nebo
lipschitzovskych funkei na metrickém prostoru X jsou uzaviené.

7. Vezméte podprostor Y v C([0, 1]) vSech funkei majicich na [0, 1] spojitou derivaci. Pak linedrni zobrazeni F :
Y — C([0, 1]) definované rovnosti F'(f) = f nenf spojité.

Pokud vezmete na Y normu ||f|| = sup|f(z)| + sup|f/(x)|, bude F spojité (tato metrika byla pouZivdna v
kapitole o variacnim poctu jako metrika 1.fadu).

8.V Prikladech 5 v kapitole o metrickych prostorech (Cast o iplnosti) jsou popsany prostory holderovskych funkei
s pseudonormou rovnou nejmensi konstanté k, pro niz plati definujici nerovnost holderovskych funkei stupné «,

. [f(z) = f(y)] < klz -yl

vvvvvv

[0, 1], jsou pseudonormované prostory. Jejich normovand modifikace je isomorfni podprostoru téch funkci, které
maji hodnotu 0 v 0.

9. Prostor B(X,Y) vSech spojitych linedrnich zobrazeni f : X — Y mezi normovanymi prostory, s normou || |/,
je normovany prostor.

Je to uzavieny linedrni podprostor prostoru H; z predchoziho piikladu.

10. Z teorie integralnich rovnic je zndm ndsledujici piiklad. Necht funkce k(z, y) je spojitd na ¢tverci [0, 1] x [0, 1]
1 . ..

aF(f)(y) = Jo k(z,y)f(x) dxJeli f € C([0,1]). jei F(f) € C([0,1]).

Zobrazeni F je spojité a linedrni. Jeho norma je rovna sup{ fol |k(x,y)| dx; y € [0, 1]. Zkuste zjistit, jak se norma

zméni, chapete-li F’ jako zobrazeni L1 — Lj nebo L1 — C([0, 1]).

Konec prikladua 2.

Piiklady 3:
Uplnost vétsiny nédsledujicich prostorii byla ukdzana v piikladech v kapitole o metrickych prostorech.

1. Vsechny diive uvedené pfiklady normovanych prostori sloZenych z posloupnosti (I,(n), Iy, ¢, cg) jsou Bana-
chovy prostory.

Prostor s je Fréchetuv.
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2. Podprostory prostori [/, ¢, co sklddajicich se z posloupnosti majicich jen kone¢né mnoho nenulovych ¢lent,
nejsou Uplné. Pro¢?

3. Vsechny dfive uvedené piiklady normovanych prostort slozenych z funkei (L, Fu (X ), Cx (X ), Us (X ), L+(X), Ha)
jsou Banachovy prostory.

Prostor S je Fréchetiv prostor.

4. Prostor B(X,Y") v8ech spojitych linedrnich zobrazeni normovaného prostoru X do Banachova prostoru Y je
tplny. Plati i jisty opak: Je-li X # {0} a B(X,Y’) je dplny, je i Y tplny.

5.Pro1l < p < g < o0 je ly linedrni podprostor I, a identické vloZeni I, — [, je spojité (tj, [; m4 hrubsi normu
nebo topologii neZ I,,). Ukazte, Ze [ je 1.kategorie v I4.

Stejny vysledek plati pro vloZzeni L, — Lg,1 <p < g <oocaproHy — Hg,1 > a > 3> 0.

Konec piiklada 3.

Ptiklady 4:
1. (Ptiklad zndmy z linedrni algebry.) Dudlni prostor ke kone¢né dimensiondlnimu prostoru je kone¢né dimensio-
ndlni (se stejnou dimenzi).

s

Pokud jsou nésledujici popisy dudli prostord posloupnosti ¢isel z = {xy, } také posloupnosti f = {ay, }, je hodnota
f(x) rovna > anay,.

2. (1)’ je isomorfnf /.
3.Prop € (1,+00) je (Ip)’ je isomorfni 4, kde 1/p+1/q = 1. Prostory I, jsou reflexivni pravé pro p € (1, +00).
4. (co) i (c)’ jsou isomorfni I7.

5. (Iso)’ je isomorfni prostoru jistych kone¢n& aditivnich funkci na N. Prostory I1, cg, ¢, oo nejsou reflexivni.
[Pouzijte vztah mezi separabilitou a dudlem u prvnich tif prostord a reflexivity dudlu u /so.]
Pokud jsou v ndsledujicich popisech dudlu prostort funkci f za funkcionély také funkce g, je hodnota g(f) rovna

[ 1.

6. V piedchozich piikladech 2-3 lze mislo [ psat L. Pro p € (1, +00) jsou prostory L, reflexivni, prostory L1 a
Lo nejsou reflexivni.

Ani prostor C spojitych funkei na [0, 1] se supremovou normou neni reflexivni (jeho duél je isomorfnf jisté mnoZin&
meér).

7. Ukazte, Ze na prostorech s a S neexistuje nenulovy spojity linedrni funkcional.
Konec piikladu 4.
Ptiklady 5:

1. Kazdy konecné dimensiondlni normovany prostor je prostor s vnitfnim souc¢inem definovanym jako obycejny
skaldrn{ soucin vektoru.

2. Prostor I md vnitini sou¢in ({zn}, {yn}) = > ,, Tn¥n-
3. Prostor Ly md vnitini soucin (f,g) = [; f(z)g(x) dx.

4. Prostor I3 md za Gplnou ortonormdlni mnoZinu posloupnost {ey, }, kde e,, je posloupnost nul kromé n-tého ¢lenu
rovného 1.

5. Prostor La[—m, 7] md za tplnou ortonormdlni mnoZinu posloupnost

{ 1 cosz sinz cos(2z) sin(2z) }
VR VR VR VR VR

Uplné ortonormélni posloupnosti v L (J) na neomezenych intervalech J jsou popsény v kapitole o Fourierovych
fadach (Legendreovy, Hermiteovy a Laguerreovy polynomy).

6. V komplexnim prostoru Lo[—, 7] tvoii {e'™* };‘;io_ o UpInou ortogondlni posloupnost.

Konec prikladu 5.
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OTAZKY

Otéazky 1:
1. Ukazte, Ze pranik linedarnich podprostort je linedrni podprostor (odtud plyne smysluplnost definice linedrnich
obalti).

2. Ukazte, ze linedrni obal mnoZiny A v linedrnim prostoru X je roven mnoziné linearnich kombinaci prvkid A.
3. Dokaite, 7e zobrazeni ey : X — X## je linedrni a prosté. Ukazte, Ze obecné nemusi byt na.

4. Ukaite, Ze je-li f : X — Y linedrni zobrazeni mezi linedrnimi prostory, je f(X) linedrni podprostor Y.

5. Linearni prostor R m4 jen dva trividlni linedrni podprostory.

Konec otazek 1.

Otéazky 2:
1. Ukazte, Ze v normovaném prostoru X je s¢itani (jako zobrazeni X x X :— X)) dokonce stejnomérné spojité,

s ¥

ale ndsobeni ¢islem (jako zobrazeni R x X :— X) nenf stejnomérné spojité, pokud X # {0}.

2. Ukazte, Ze v normovaném prostoru X je norma, jako zobrazeni X — R, stejnomérné spojitd. [Plati nerovnost
[zl = [lyll] < llz = yll.]

3. Ukate, Ze v normovaném prostoru X je posunuti t,(x) = = + a (pro dané a) isometrie, a ndsobeni n,(x) = rx
(pro dané r # 0) je homeomorfismus X na X (4., je spojité a jeho inverze je taky spojitd).

4. Ukazte, Ze z Hahnovy-Banachovy véty plyne existence tzv. obecnych limit: Existuje linedrni funkciondl L defi-
novany na viech omezenych posloupnostech redlnych isel, majici viasmost liminf z,, < L({x,}) < limsup zy,.
[X =lx,Y = ¢, f na c pfifazuje posloupnosti jeji limitu.]

5. Ukazte, Ze v normovaném prostoru jsou okoli linedrné omezend. PodmnoZina A metrického linedrniho prostoru
se nazyva linedrné omezend, jestlize pro kazdé okoli U bodu 0 existuje r > 0 takové, ze rA C U.

6. Necht’ f je spojitd redlnd funkce na normovaném prostoru X, kterd je homomorfismem vzhledem ke grupové
struktufe X (4. je aditivni: f(x + y) = f(x) + f(y)). Pak f je linedrni.

7. Dokazte, Ze kazdé linearni zobrazeni na euklidovském prostoru je spojité.

KaZzdé spojité linedrni zobrazeni mezi metrickymi linedrnimi prostory je stejnomérné spojité.

Kazdé spojité linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory je lipschitzovské.

8. Na kazdém nekonecné dimenziondlnim normovaném prostoru existuje linedrni funkciondl, ktery neni spojity.

[Vezméte spoCetnou linedrné nezdvislou mnoZzinu by, s normami ||b,|| = 1 a definujte f(b,) = n a rozsifte na
zbytek baze.]

9. Dokazte, Ze normovany konecné dimensiondln{ prostor je isomorfni (algebraicky i topologicky) euklidovskému
prostoru.

10. Kazdy kone¢né dimensiondlni normovany prostor je iplny. Proto je kazdy kone¢né dimensiondlni podprostor
normovaného prostoru uzavieny.

11*. Normovany prostor je kone¢né dimensionalni pravé kdyz je kazdé jeho omezend uzaviena mnozina kompaktni
(nebo kazda omezend mnozZina je totdlné¢ omezena).

Konec otazek 2.

Otédzky 3:
1. Najdéte priklad linedarniho zobrazeni mezi dvéma normovanymi prostory, které ma uzavieny graf a neni spojité.
[Uvédomte si, Ze pokud je zobrazeni mezi metrickymi prostory prosté a na, ma toto zobrazeni i jeho inverze stejny
graf.
Nespojité identické zobrazeni prostoru s hrubsi normou na tentyz prostor s jemné&jsi normou ma tedy uzavieny graf
(protoZe inverze je spojitd) — takové normy jsou napf. norma v [ a ziZeni normy v loc na ly.

2. Névod v predchozi otdzce ddva i radu, jak sestrojit spojité linedrni zobrazeni mezi normovanymi prostory, které
neni oteviené. Ovéite.
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3. Ovéite podrobnosti nésledujiciho postupu. Vezméte Banachiv prostor X vSech spojitych funkei na [—7, 7] a
posloupnost spojitych linedrnich funkci F;, na X definovanych rovnosti Fy,(f) = ag/2 + a4+ + ... + an, kde a;
jsou Fourierovy koeficienty funkce f u kosina.

Kdyby lim,, F},(f) konvergovala pro kazdé f € X, byla by podle véty o stejnomérné omezenosti posloupnost
|| Fy, || omezend, coZ neplati (ukaZte to). Existuje tedy spojitd funkce, jejiZz Fourierova fada nekonverguje v bodé 0.

4. Uvédomte si, Ze ve v&t€ o stejnomérné omezenosti Ize misto spoCetné mnoZiny { f,, } brat libovolnou podmno-
zinu A spojitych linearnich zobrazeni X — Y. [Neni-li A omezend, neni omezena uz néjaka spocetnd podmnoZzina
Al

Konec otdzek 3.
Otazky 4:
1. Pomoci vlozZeni ey lze dokdzat vétu o stejnomérné omezenosti pro prvky normovaného prostoru X: Necht’

{zn} je posloupnost v X, pro kterou je mnoZina { f (xy,) }r, omezend pro kazdé f € X'. Pak je i posloupnost norem
{l|zn||} omezend.

Predpoklad pro {xy, } se nazyva slabd omezenost a omezenost v normé silnd omezenost. Tvrzeni tedy fika Ze slab&
omezené mnoZziny jsou silné omezené (i pro nespocetné mnoziny).

2. Necht’ X je normovany prostor. Symbolem / se znaci identické zobrazeni X — X. Ukazte,zeje-li F': X — X
linearni zobrazeni s normou mensi nez 1, ma zobrazeni I + F spojité inverzni zobrazeni.

Konec otazek 4.
Otazky 5:

1. Dokazte ,Pythagorovu vétu" v prostoru s vnitinim souéinem: Jsou-li dva prvky x, 1 na sebe kolmé, pak ||z||* +
1l1* = Iz + yl|*

2. Ukazte, ze vnitini soucin, jako funkce na souc¢inu normovanych prostord, je spojita.
3. Je-li A ortogondlni mnoZina v X neobsahujici 0, je {a/||a||;a € A} ortonormdlni mnoZina v X.

Konec otazek 5.

CVICENI

Cviceni 1: Pfiklad. Dokazte, Ze mnoZina
o
lo = (an)CR:Za%<oo
n=1

je podprostor linedrniho prostoru vSech redlnych posloupnosti.
Reseni. Musime ovéfit, Ze I je uzaviend na s&itani a ndsobenf redlnymi &isly.
Tedy, Ze plati

(an), (by) €l = (an +bn) € lo.

Budeme proto odhadovat vyraz

o0 [ee]
Z(an +b,)? = Z a2 + 2anby, + b2.
n=1

n=1

JelikoZ suma prvniho i tfettho vyrazu je podle predpokladu konecnd, staci se vypotradat se sumou

o0 o0
S 2anby <3 a2 + 12,
n=1 n=1
ale ta je, jak vidime, také kone¢nd ze stejnych davoda.

Zbyva jen ukdzat, Ze
(an) €la, AER = (Aan) € la.
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To je ale snadné
[e.e]

oo
Z()\an)Z = \2 a2 < co.
n=1 n=1

Konec cviceni 1.
Cviceni 2: Priklad. UkaZte, Ze zobrazeni

[ -1 : (an) = sup |ay|
neN

na prostoru cg je norma. Lze definovat vnitfni soucin, ktery tuto normu indukuje?
Reseni. Bud'te (ay,), (bn) € co, and X € R.
Pokud je || (an)]

Dile z vlastnosti absolutni hodnoty plyne, Ze

= 0, pak nutné |ay,| = 0 pro v8echna n € N, a tedy (ay,) je posloupnost samych nul.

[A(an)|| = sup [Aan| = |A| sup |an| = [A][|(an)||

neN neN

[(an) + (bn)|l = sup |an + bp| < sup (lan| + [bn]) = [[(an)|| + [[(bn) ],
neN neN

¢imz jsme ovérili, Ze se jednd o normu.
Abychom se presvédcili, Ze tato norma neni indukovana vnitinim sou¢inem, sta¢i najit dvé posloupnosti z
cop, pro které neplati rovnobéZnikova rovnost.

Jsou to tfeba posloupnosti (1,0,...
(0,1,0,...).

| To bylo snadné. I

Cviceni 3: Pfiklad. Dokazte, Ze linedrni prostor C[0, 1] se suprémovou normou

Ifll= sup |f(x)l,  feC[0,1]
x€[0,1]

Konec cviceni 2.

je Banachiiv.
Regeni. Mame ové&fit tplnost, proto si vezmeme n&jakou cauchyovskou posloupnost (f,,) C C[0,1] ak té
budeme hledat n&jaky prvek f € C0, 1], ke kterému tato posloupnost konverguje.
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Konvergenci myslime konvergenci v normé, coZ v tomto pripadé odpovida stejnomérné konvergenci na
intervalu [0, 1].

Z cachyovskosti dostaneme, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vSechna n, m > ng je

an - me = sup |f77(7) - fm(T)‘ <e&.

z€[0,1]

Pro libovolné = € [0,1] to ov§em znamend, Ze Ciselnd posloupnost (fy(z)) je cachyovskd. Z dplnosti R
plyne existence redlného &isla, k némuZz zminénd posloupnost konverguje, toto &islo oznalme f(z).

Nabizi se, Ze funkce x — f(2) by mohla byt onim hledanym prvkem C0, 1], k némuZ (v normé) konverguje
posloupnost ( f,). K tomu nejprve musime ovéFit, Ze f je spojitd, tedy Ze ke kazdému & > 0 existuje § > 0
tak, Ze pro viechna x,y € [0,1], |z —y| < dje |f(z) — f(y)] < e.

Zvolme € > 0 a odhadujme

[f (@) = fW)] < [f (@) = ful@)] + [fnl@) = fam)| + [fn(y) — FW)].

Z bodové konvergence najdeme n € N tak, Ze bude prvni a tieti vyraz na pravé strané mensi neZ /3. Ze
spojitosti funkce f;, pak najdeme § > 0 tak, Ze také prostfedni vyraz na pravé strané bude mensi nez /3.
Tedy f € CI0,1].

Zbyvé ukazat, ze fy, — f.

Pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro v§echna n > ng a vechna x € [0, 1] je

|f(z) — fn(2)| = mlﬁgc |fm(z) — fu(z)] <e.

| A proc? I

% ProtoZe posloupnost (fy,) je cauchyovska!

Ale to uz znamena, ze fy, — f. I
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Presné tak. Nas prostor je tedy Banachtiv.

Konec cviceni 3.

Cviceni 4: Pfiklad. Na prostoru /1 definujme funkcional f takto
o /Iu
flay=3 ",

n
n=1

Spocitejte jeho normu.
Reseni. Jako rozcvicku muzete zkusit ovéfit, Ze f je linedrni.

Budeme pocitat normu f, tj.
oo T
|1l = sup £ (@)| = sup| 3 =2
n=1
kde supremum se bere pfes vSechny posloupnosti © = (x,) takové, Ze
[e.e]
= 3 lanl = 1.
n=1
Odhadujme proto vyraz:

(e @] T o0 -
I £ =sup| Y ~* <sup Y || < sup
1

n=1 n=]

o0
|xn| = 1.
1

n=

Vime tedy, Ze
£l < 1.

Dosazeni posloupnosti e; = (1,0,...) zjistime, Ze

fler) =1.

Proto je dokonce || f|| = 1.

Dokazali jsme, Ze f je spojity, a tedy Ze patii do
dudlu.

Konec cviceni 4.
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Cviceni 5: Pfiklad. Spocitejte normu funkciondlu ¢ : C[—1, 1] — R definovaného pfedpisem
1 0
o(f) = /0 fayd ~ | @)

Reseni. Opét si miZete nejprve dokazat, Ze ¢ je linearni zobrazeni.

Budeme pocitat normu ¢, tj.

1 0
el = suplet)| = sup| [ f@ydo= [ fia)dal.
kde supremum se bere pies vSechny funkce f takové, Ze

IfIF= p |f(z)] = 1.

—1,1

Odhadujme proto vyraz:

el

s [ ' fa) de - | 01 f(@) da]

IN

sup/o1 |f ()] dm+/01 |f(z)] dz. < 2.

Vidime, ze
ol < 2.

Nynfi by stacilo, podobné jako v pfedchozim piiklad€, najit néjakou funkci g € C[—1,1] s normou 1, pro
kterou bude |¢(g)| = 2.

| To se vam ale nepodafi. I

Spokojime se s tim, Ze najdeme posloupnost funkei ( fy, ), které maji normu 1 a plati
le(fr)] — 2.

Z predpisu funkciondlu ¢ je vidét, Ze posloupnost f,, 1ze definovat takto

-1, ze[-1,-1/n],
() =< nz, ze€[-1/n,1/n],
1, zell/n1].
Ziejmé || fn| = 1a|o(fn)| — 2. Je tedy

el = 2.
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| TakZe normu jsme spocitali tak jako tak. I

Cviceni 6: Pfiklad. Najdéte vSechny prvky z lo, které jsou kolmé na mnoZinu

Konec cviceni 5.

M = {(ap) €la: a1 + a2 + a3 = 0}.

Reseni. Hleddme posloupnosti (b,) € I, které maji s kazdou posloupnosti (a,) € M nulovy vnitini
soucin. Tedy

(a,b) = i anby, = 0.

n=1
UvaZujme tyto prvky z M :
(1,-1,0,...),
(0,1,-1,0,...),
(0,0,0,1,0,...),

(070307071707"')7

atd.
Ma-li byt (by,) kolmé na tyto prvky z M, musi platit

by = by, by =03, by =b5=---=0.

Naopak, kazdd posloupnost (by,) spliiujici tyto podminky md zfejmé vnitini soucin se vSemy prvky M
nulovy. Hledané posloupnosti jsou proto piesné tyto:

(¢,c,c,...),

kde c probihd mnoZinu redlnych &isel.

MazZete si zkusit dokdzat, ze M je uzavieny pod-
prostor.
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| To by nemél byt zadny problém. I

Konec cviceni 6.
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