Zapoctova prace k predmétu

PRMO042 Matematika na pocitaci

LS 2002 / 2003

Jaroslava Schovancovéa

23. za¥1 2003



Obsah

1 Teoretické zaklady

1.1 Definiéni obor, obor spojitosti . . . . . . . . . ... ..o
1.2 Symetrie (sudost, lichost, periodicita) . . . . . . .. ... ... .. ... ..
1.3 Limity . . . . . . e e
1.4 Prvniderivace . . . . . . . . .
1.5 Drubd derivace . . . . . . . . . .
1.6 Limity prvni derivace . . . . . . . . . ..
1.7 Asymptoty funkce v +oo . . . . .. ...
Literatura



Kapitola 1

Teoretické zaklady

P¥i VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE je potfeba udélat nékolik nésledujicich kroki:

—_

. Dy, obor spojitosti

pruseciky se soufadnymi osami

symetrie (sudost, lichost, periodicita)

limity - i jednostranné - v krajnich bodech Dy

f'(z), intervaly monotonie, lokalni a globdlni extrémy
f"(z), intervaly konvexity a konkavity, inflexni body, Hy
fi, fL v bodech, kde neexistuji f’

asymptoty v +oo

e A e

graf funkce
Pfi vySetfovani pribéhu funkci jsem vyuzila nékolik vét a definic. Definice a véty zde

uvadim, dikazy vét jsou zazanamendny napf. v [2], pfipadné v [3].

1.1 Defini¢ni obor, obor spojitosti

DEFINICE 1.1 Dény mnoziny M, N. Pak P je ZOBRAZENI (FUNKCE) mnoziny M do
mnoziny N, jestlize plati

i)Vee M3y € N:[z,y] € P;
({i)Ve € MVYy,ys € N:[z,y1] € P&lz,ys) € P = y1 = yo;

(i) V[z,y) € P ==z € M&y € N.

DEFINICE 1.2 M nazyvidme DEFINICNIM OBOREM ZOBRAZENI{ P.
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DEFINICE 1.3 Mnozina P(M) C N, nazyvime OBOREM HODNOT ZOBRAZEN{ P.

DEFINICE 1.4 Rekneme, 7e funkce f je SPOJITA v bod& a € R, jestlize lim,_, , f(z) =
f(a).

DEFINICE 1.5 Funkce f je SPOJITA NA (a;b), jestliZe je spojitd v kazdém bodé x € (a;b).

VETA 1.1 (SPOJITY OBRAZ INTERVALU.) Spojity obraz intervalu je interval (nebo 1
bod).

1.2 Symetrie (sudost, lichost, periodicita)

DEFINICE 1.6 LICHA funkce: Vz € Dy = —z € Df& f(—z) = —f(z)
DEFINICE 1.7 SUDA funkce: Vz € Dy = —z € D& f(—z) = f(z)

DEFINICE 1.8 Funkce f je PERIODICKA , jestlize p € R,Yz € Df = z+p €
Dy & f(z) = f(z +p).

1.3 Limity

DEFINICE 1.9 OkoLif BoDU: Necht A € R € > 0, potom ¢ okolim bodu A rozumime
mnozinu U¢(a) = (a — € a + €).

Jednostrannd okoli viz [2], pfipadné v [3].

DEFINICE 1.10 PRSTENCOVYM (REDUKOVANYM) OKOL{ BODU a € R* rozumime
mnozinu Pg,y = U (a)\ {a}.

DEFINICE 1.11 LIMITA FUNKCE. Nechf ¢ € R, neht f je redlna funkce, kterd je
definovana alespon na néjakém redukovaném okoli bodu a. Potom fekneme, ze f mé v bodé
a limitu A € R*, jestliZe je splnén axiém Ve > 0 3§ > 0 tak, 7e Vz € P(‘Z) = f(z) € U(a).

Jednostranné limity viz [2], pfipadné v [3].

1.4 Prvni derivace

DEFINICE 1.12 Necht f je redlnd funkce, a € R, a € Dy. Pak fekneme, Ze f ma v a
DERIVACI f'(a), jestliZe existuje limita:

f’(a)z lim f(a—i_h)_f(a).

h—0 h

Jednostranné derivace viz [2], p¥ipadné v [3].

VETA 1.2 (NUTNA PODMINKA EXISTENCE (LOKALN{HO) EXTREMU.) Necht a € R je
vnit¥ni bod intervalu Z. Necht funkce f mé v bodé a (lokilni) extrém. Potom f'(a) bud
neexistuje, nebo je 0.
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VETA 1.3 (O VZTAHU DERIVACE A MONOTONIE.) Necht Z C R je interval (nedegene-
rovany, tj. neni to jeden bod) a necht f je spojitd na Z. Necht 3 f'(a) v kazdém vnitinim
bodu a € 7.

Potom plati:

(i) Je-li f' > 0 NA INTERVALU Z, pak f je rostouci NA INTERVALU Z.
(ii) Je-li f' > 0 NA INTERVALU Z, pak f je neklesajici NA INTERVALU Z.
(iii) Je-li f' < 0 NA INTERVALU Z, pak f je klesajici NA INTERVALU Z.

(iv) Je-li f' <0 NA INTERVALU Z, pak f je nerostouci NA INTERVALU Z.

1.5 Druha derivace

DEFINICE 1.13  Nechf 3 /™ (z) vlastni pro z € PJ,, a € R. Potom (n+1)-Nf DERIVACT

f v bodé a budeme rozumét lim;_, ¢ ! (n)(“J’h,z_f ™)

DEFINICE 1.14 Necht 3 f(®(a) € R. Pak definujeme T, = {[z;y] € R?,y = f(a) +
fl(a‘) (IE - a‘)} (77TEéNA“)'

Rekneme, 7e bod [z, f(z)] grafu funkce f lezi NAD TECNOU T, jestlize f(z) > f(a) +

f'(a)(z — a).

Rekneme, 7e bod [z, f(x)] grafu funkce f le#i POD TECNOU T, jestlize f(z) < f(a) +
f'(a)(z — a).
DEFINICE 1.15 Rekneme, %e a je INFLEXN{ BOD funkce f (f ma v a inflexi), jestlize
346 > 0 tak, ze [z, f(z)] lezinad T, V2 € (a — 0;a)

& [z, f(z)] lezi pod T, Vz € (a,a+ ) nebo naopak.
DEFINICE 1.16 Rekneme, e funkce f je KONVEXN{ na otevieném intervalu (a;b),

jestliZe Ve <y < z, z,y € (a;b): plati fy)—f(z) < [R)-f@) « F2)-F)

y—x Z2—x — z—y

DEFINICE 1.17 Rekneme, e funkce f je KONKAVNf na otevieném intervalu (a;b),
jestliZe Ve <y < z, z,y € (a;b): plati =@ > [&-f@) 5 H)=I)

y—x Z—x - z—y

Pro ryzi konvexitu nebo konkéavitu funkce viz [2], pfipadné v [3].

VETA 1.4 (NUTNA PODMINKA EXISTENCE INFLEXE.) Necht 3 f”(a) # 0. Pak f nem4d
inflexi v bodé a.

VETA 1.5 (Postaculici PODMINKA EXISTENCE INFLEXE.) Nechf f mé spojitou
prvni derivaci na (a;b). Necht 3y € (a;b) takové, ze f'(z) >0V z € (a,y) & f"(z) <0
Vz e (y;b).
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Potom y je bodem inflexe funkce f.

VETA 1.6 (O VZTAHU KONVEXITY A DRUHE DERIVACE.) Necht f m4 spojitou prvni

derivaci na otevieném intervalu (a; b). Potom je-li f” > 0 na (a;b), pak f je ryze konvexni
na (a;b).

Necht f m4 spojitou prvni derivaci na otevieném intervalu (a;b). Potom je-li f* >0
na (a;b), pak f je konvexni na (a;b).

Necht f m4 spojitou prvni derivaci na otevieném intervalu (a;b). Potom je-li f” < 0
na (a;b), pak f je ryze konkdvni na (a;b).

Necht f m4 spojitou prvni derivaci na otevieném intervalu (a;b). Potom je-li f” <0
na (a;b), pak f je ryze konkdvni na (a;b).

1.6 Limity prvni derivace

VETA 1.7 (O LIMITE DERIVACL.) Necht f je spojitd zprava v bodé a € R, necht
existuje limita: lim,_, ,, f\(a) = A € R*. Potom existuje f (a) = A.

1.7 Asymptoty funkce v t+oo

DEFINICE 1.18 Rekneme, %e funkce z — az + b, a,b € R je ASYMPTOTOU FUNKCE f
v 00 (—00), jestlize lim,, » (f(z) —az —b) =0 (lim,, _o (f(z) — az — b) = 0).

VETA 1.8 (O TVARU ASYMPTOTY.) Funkce f mi v +oo asymptotu az + b prave,
kdy? 3 limg, 100 22 = a € R (vlastni limitu) & lim,_, 1o (f(2) — az) = b € R (vlastni
limita).
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