MAPLE – Extrémy funkcí více proměnných

Na několika příkladech si ukážeme hledání extrému funkce více proměnných, v našem případě dvou.

Nejprve pojmy , které budeme používat:

Nechť  máme množinu M, která je podmnožinou kartézského součinu R(R (zde R je množina reálných čísel) a funkci f definovanou jako f:M(R ( f(x,y) (z ; x,y,z (R ).

Pak definujeme maximum (též globální maximum, resp. minimum) této funkce v bodě A (A(M) takto

DEF.: 
Funkce f má v bodě A ( M maximum (resp. minimum), jestliže pro každé S ( M platí

f(S) ( f(A)  (resp. f(S) (  f(A) )

(ostré f(S) < f(A), resp.f(S) > f(A) )

Pro nás je ještě důležité definovat lokální extrém (lokální maximum, resp. lokální minimum)

DEF.: 
Mějme množinu U, která je  podmnožinou množiny M a nechť A(U. Pak řekneme, že f má  v bodě A lokální maximum (resp. lokální minimum), vzhledem k množině U, jestliže existuje okolí bodu A ( označme ho (A ) tak, že pro každé S náležící do průniku tohoto okolí (A a množiny U platí 

f(S) ( f(A)  (resp. f(S) ( f(A) )

A nyní věty, které nám pomohou s hledáním extrémů

VĚTA 1: 
Nechť A je vnitřní bod M (leží tam bod A a i jeho okolí). Jestliže existuje parciální derivace  funkce f podle x v bodě A a je různá od 0 nebo existuje parciální derivace funkce f podle y v bodě A a je různá od 0, pak funkce f nemá v bodě A lokální extrém.

VĚTA 2:
Má-li funkce f lokální extrém v bodě A(M, pak buď A je hraniční bod intervalu M nebo  parciální derivace funkce f podle  x a y jsou nulové nebo neexistuje alespoň jedna z uvedených parciálních derivací.

VĚTA 3:
Nechť G je otevřená podmnožina kartézského součinu R(R, nechť f má spojité parciální derivace alespoň druhého řádu na množině G, A(G a nechť (f/(x(A)=0 a (f/(y(A)=0. Definujme si kvadratickou formu (označme ji třeba (²f ) tak, že její členy  tvoří parciální derivace druhého řádu (²f/(x² , (²f/(x(y, (²f/(y(x, (²f/(y². Potom platí:

1) Je-li kvadratická forma (²f(A) positivně definitní, pak f má v bodě A lokální minimum

2) Je-li kvadratická forma (²f(A) negativně definitní, pak f má v bodě A lokální maximum

3) Je-li kvadratická forma (²f(A) indefinitní, pak f nemá v bodě A lokální extrém

4) Je-li kvadratická forma (²f(A) semidefinitní, nelze nic o lokálním extrému usoudit. Musíme si pomoci jinak.

Nyní se podíváme na některé příklady:

