{ Matematicka analyza

=/ Limity a nekone ¢€né sou €iny

V Maple neni tfeba rozliSovat mezi limitou funkce a posloupnosti takze nasledujici limita
muze byt stejné tak dobfe limitou funkce i posloupnosti. VSe zalezi na nasi predstavé o
proménné n (tato poznamka plati i pro sumy a nekonec¢né souciny) :
> Limit((n"3+1)/(n"4+n”"2+n),
n=infinity)=limit((n"*3+1)/(n"4+n"2+n), n=infinity);
, n°+1
lim ————=0

n- o n4+n2+n

Samoziejmé& mizZeme meze snadno zmeénit na jakouko-li konstantu:

> Limit((1-cos(x))/x*2, x=0)=limit((1-cos(x))/x"2, x= 0);
. 1-cos(x) 1
lim —2 =
X -0 X 2

Tento vysledek Maple vrati v pfipadé neexistence limity:
> Limit(1/x,x=0)=limit(1/x,x=0);

1
lim — = undefined

X -0 X
Nékdy se mizeme setkat s neCekanymi problémy:

> Limit(cos(sqrt(x+1))-cos(sqrt(x-1)),x=infinity)=lim it(cos(sqr
t(x+1))-cos(sqrt(x-1)),x=infinity);

lim cos(4/x+1)—-cos(4/x—1)=-2.2

X —» 00
Ale po jednoduché Upravé souctovym vzorcem cos(X) uz je jasno:

[ > Limit(-2*sin((sqrt(x+1)+sqrt(x-1))/2)*sin((sqrt(x+1 )-sqrt(x-1
))/2),x=infinity)=limit(-2*sin((sqrt(x+1)+sqrt(x-1) )2)*sin((
sqrt(x+1)-sqrt(x-1))/2),x=infinity);

o zgn(w;l +¢x2—1jsm[_ «/x2+1 +¢x—1J:O

2

X —»

Tato chyba se zfidka stava pfi rozdilu dvou nekonecnych vyrazl (byt tfeba v Citateli
nebo jmenovateli zliomkud). PokouSime se tedy prevadét na jednoduché tvary. Pro¢ nam
predchozi vysledek vySel tak divné? Snad to ozfejmi nasleduijici pfipad, kdy Maple také
nedokaze limitu spocitat.

(> Limit((-1)"n,n=infinity)=limit((-1)*n,n=infinity);



lim (-1)"=-1..1

n - o

Pokud Maple nedokaze limitu spocitat nebo zjistit jeji neexistenci, vrati pouze interval,
kde by se v pfipadé své existence mohla poZzadovana limita nachazet. V naSem
pripadé ovSem vime, Ze -1 a 1 jsou pouze hromadné body. Vlastni limitu tato
posloupnost (resp. fce) nema

Samoziejmé Maple umi pocitat i limity jednostranné:

[ > Limit(1/x, x=0, left)=limit(1/x, x=0, left);
> Limit(1/x, x=0, right)=limit(1/x, x=0, right);
_ 1
[im —=-o0
x>0 X
lim —=o0
L x -0+ X

v v v

Vyhodou Maplu je, Ze pomérné snadno zvlada i té€zsi, ne zcela trivialni limity.

> Limit(x*(sqrt(x"2+2*x)-2*sqrt(x"2+x)+x),x=infinity) =limit(x*(
sqQrt(x"2+2*x)-2*sqrt(x"2+x)+x),x=infinity);

lim x(«/x2+2x—2«/x2+x+x)=%

Pomoci Maplu Ize s ispéchem upoditat i nekone¢né souciny :

> Product(1-1/(n+1)"2,n=1..infinity)=product(1-1/(n+1 M2,n=1..i
nfinity);
- 1 1
(Sl
i (n+1)°) 2

Maple dokonce zna i Wallisovu formuli :

[ > Product((2*n)"2/((2*n-1)*(2*n+1)),
n=1..infinity)=product((2*n)"2/((2*n-1)*(2*n+1)),

n=1..infinity);
s
H (2n-1)(2n+1)) 2

n=1

=/ Derivace a vySet Fovani extrém U

S derivacemi je to jednoduché - staci pouzivat symbol parcialni derivace (o této fci




Maplu viz. pro funkce vice proménnych).

> Diff(sin(x)*x"7, x)=diff(sin(xX)*x"7,x);

d .
o (sin(x) x") = cos(x) X + 7 sin(x) x°

A pro druhou derivaci podobné:

> Diff(sin(x)*x"7, x,x)=diff(sin(X)*x"7,x,X);
2
Y (sin(x) x") = =sin(x) x” + 14 cos(x) x° + 42 sin(x) x°
X

MuzZeme téz pouzit diferencialni operéator a vycislit zderivovanou fci :

> D(sin™4);
> D(sin™4)(x);

4 cossin®
4 cos(x) sin(x)*

A nésledné pro libovolnou derivaci (v nasem pfipadé patou) :

> (D@@5)(sin"2)(x);
{ 32 cos(x) sin(x)

Samoziejmé konkrétni vycisleni neni zadny problém:

{ > (D@@5)(sin"2)(Pi);
0

Pro derivaci slozené fce cos(f) mizeme pouzit :

{ > D(sin@f)(x);
cos(f(x)) D(f)(x)

Ted uz k vySetfovani extrému. Zakladni prostfedek jsou funkce maximize a minimize.

> maximum:=maximize(sin(x)+cos(x), X);

> minimum:=minimize(sin(x)+cos(x), X);
maximum ::ﬁ
minimum := —«/E

Pokud chceme hledat extrémy na celé realné ose i s rozSifenim do obou nekoneénych
hodnot, je potfeba pouzivat specialni podminku ‘infinite'.

r



{ > minimize(exp(x),x);
0

Maple neposkytl Zadny vysledek a spravné tak odpovédél, Ze minimum neni na reélné
ose nabyto. Nicméné limita do — je 0 coz je infimum celé funkce. Abychom ziskali
tento vysledek pouzijeme podminku 'infinite'.

{> minimize(exp(x),x,'infinite’);
0

Jak je vidét zaSvindlovali jsme to Uspésné ;-).

PFi vySetfovani prabéhu nam ¢asto mize napomoci i Maplovska fce solve, ktera pocita
pruniky dvou kfivek :

> solve({sin(x)=y,y=0},[x,y]);
[[x=0,y=0]]

Tuto fci lze samoziejmé pouzit i v pfidadé vySetfovani implicitné zadané fce napf.
Descartesova listu.

> solve({x"3+y"3-2*x*y=0, y=a*x},[x,y]);

2a 2a’
{[X=0,y=0],[x=0,y=0]’ x= Y= ?ﬂ

1+a° 1+a

=/ Sumy kone €éné i nekone ¢né

Nejdfivé néco jednoduchého, spoéteme tfeba néjaky zajimavy vysledek ;-) :

> Sum(1/n,n=1..100)=sum(1/n,n=1..100);

o 1 14466636279520351160221518043104131447711

n  2788815009188499086581352357412492142272

n=1

Scitat kone¢né sumy ale neni moc zajimaveé, jejich se€tenim se toho moc nedovime,
jak budeme demostrovat na nasledujicim pfikladu. Nastésti umi Maple scitat i sumy
nekonecne.

> Sum(1/n,n=1..1000000)=evalf(sum(1/n,n=1..1000000));
> Sum(1/n,n=1..infinity)=sum(1/n,n=1..infinity);

1000000

> —=14.30272672

n=1




Z”: 1

=

n=1 n

BohuZel rozsah sum, které dokadze Maple s uspéchem spoditat neni moc velky. Jsou to

zejména sumy upocitatelné z teorie mocninnych fad a Taylorovych polynoma.

[ > Sum((2*n+1)/n!*x*(2*n),n=0..infinity)=sum((2*n+1)/n I*x"(2*n),
n=0..infinity);

) (2n)
2n+1)x 2
Z( n') _ (X)(1+2x2)

n=0

v v

Ale uz na o malo tézsim pfikladé si Maple vylame zuby a vypiSe takovyto vysledek :

[ > Sum((n"2+1)/(2"n*n!)*x n,n=0..infinity)=sum((n"2+1) 1(2™n*nh)*
x"n,n=0..infinity);

Trigonometrické fady jsou pro Maple téZz moc velky vykon. :(

> Sum(cos(n*x)/n!, n=0..infinity)=sum(cos(n*x)/n!,
n=0..infinity);

i cos(nx) 1 "y 1 ()
=—e +—-e

|
o N 2

Natoz aby si chudak poradil s Parsevalovou rovnosti.

> Sum(sin(n*alpha)/n”2,n=1..infinity)=sum(sin(n*alpha )/in"2,n=1.
infinity);

= sin(na) -1 _
Y, snral =1 (polylog(2,¢“ ") ~ polylag(2.€ "))
n

n=1

TakZe v oblasti s€itani nekonecnych fad neprojevi Maple Zadnou zvlastni silu. Neumi
ani poradné zjistit jejich konvergenci, vSe musime délat ruéné. Na druhou stranu zna
par "proflaknutych” vysledku. A ty pak umi vétSinou pouzit.

> Sum(1/n"2,n=1..infinity)=sum(1/n"2,n=1..infinity);

> 1
Z—z—



=/ Taylor Giv polynom
Maple umi vytvofit Taylortv polynom v Peanové tvaru :
> sin(n*x)"2=taylor(sin(n*x)"2, x,12);

4 2 n6 8 10

n n
sin(nx)2=n2x2——x4+ X — X8 + x1°+O(x12)
3 45 315 14175

Samozfejmé nemusime se omezovat pouze na Maclaurinovy polynomy a mizeme s
chuti vytvaret Taylorovy polynomy libovolného stupné a v libovolném bodé (pokud tam
samoziejmeé existuji)..

> In(x)=taylor(In(x),x=1,5);
1 2 1 3 1 4 5
IN(X)=x-1-—-(x-1)"+-(x-1)'-—(x-1)"+0O((x-1)°)
2 3 4
V pfipadé, Ze v daném bodé Tayloriv polynom neexistuje mizeme pouzit fci series,
kterd aproximuje fci fadou logaritmd a obecnych mocnin :
[ > x~x=taylor(x"x,x=0,5);

> x"x=series(x"x,x=0,5);
Error, does not have a tayl or expansion, try series()

X=1+In(x) x+§ In(x)? X2 +é|n(x)3 X +2—14In(x)4 x* +O(xX°)

MuUzZeme také scitat nazpatek :

> Sum((-1)*n*xN(2*n+1)/(2*n+1)!,

n=0..infinity)=sum((-1)*n*x"(2*n+1)/(2*n+1)!, n=0.. infinity);
Z( n (2n+1)
=sin(x)
o (2n+1)!

=l Integraly

Nejdfive se podivame na neurcité integraly. Maple rychle spocita i ty pomérné slozité.

> int(l/(sqrt(1+exp(x))+sqrt(l-exp(x))) X);

1 1 1
- In(«/l e+1)+ In( 1+4/1-¢€)
4,/1-€+1 4—1+4/1

1 1 1
-— In(4/1+ex+1)+ In(-1+4/1+€")
41+ +1 4—1+4/1+e




PFechod k urcitému integralu je (alespon v Maplu ;-)) jednoduchy. Jen doplnime meze.

[ > Int(1/sgrt(x*2+3*x+1), x=0..1)=int(1/sqrt(x"2+3*x+1 )
x=0..1);
1

;dx:—|n(5)+|n(5+2ﬁ)
A +3x+1

0

Vysledky z Maplu jsou sice vzdy spravné, ale ¢asto vypadaji nepékné anebo je
dostaneme v dost odliSném tvaru, nez ¢ekame.

[ > Int(1/(x*sqrt(-In(x)"2+4*In(x)-3)),x)=int(1/(x*sqrt (-In(x)"2+
4*In(x)-3)),X);

1
x4/ -In(x)2 + 41n(x) - 3

dx =arcsin(In(x) — 2)

To je sice pékné, ale co kdyZ potfebujeme ovérit jestli :

1 3-In(x) | . . . ] VI
dx = -2 arctg (jak jste po dlouhém pocitani jisté
X+l =In(x)2 + 4In(x) - 3 In(x) - 1

spocetli sami ;-)). Ob¢as pomuZze odecteni vysledkud - hned je vidét na ¢em jsme. Ale v
tomto pfipade se ani po dlouhém hledani nepodafilo ztotoznit oba vysledky jinak nez po
ruéni Upravé podle vzorcl na arcsin a arctg.

-] Diferencialni rovnice

V této kapitole se Maple docela blyskne. Resi se pomoci dsolve. Nejdfive néco
jednoduchého.

> dsolve(diff(y(x),x)+2*x*y(X)=x*exp(-x"2), y(X));
£
y(x) = ?+_Cl e

Kde C1 je samoziejmé pfisluSna konstanta. Maple zvladne i slozitéjSi véci se kterymi
se na cvi¢enich ani bézné nesetkame:

> dsolve(diff(y(x),x)=(1+y(x)"2)*cos(x), y(xX));
y(x) =tan(sin(x) + _C1)

dsolve si poradi i s okrajovymi podminkami, jen pfidame dalSi rovnici :




> dsolve([diff(y(x),x)=(1+y(x)"2)*cos(x),y(0)=sqrt(3) /3],
y(x));

y(x) = tan[si n(x) + g}

MuZeme FeSit i soustavy .

[ > soustava:=[diff(x(t),t)=x(t)-y(t)+z(t),diff(y(t),t) =x(t)+y(t)

-z(1),diff(z(t),t)=2*z(t)-y(O)];
> dsolve(soustava,[x(t),y(t),z(1)]);

soustava :=

[% x(t) =x(t) —y(t) + Z(t).i)/(t) =x(t) +y(1) - z(1), i z(t)=22(t) - y(t)}

t)

(x()=_c1e?”+ Cc2e+ C3ét+ C36€,y(t)=¢( C2+ C3t-_C3),

2(t)= Cle’ "+ C2é+ C3et
Maple si poradi i s parcialnimi diferencialnimi rovnicemi :
> =
> pdsolve( diff(f(x,y),x,x)+5*diff(f(x,y),x,y)=3, f(x Y));

3%
f(x,y)=_Fl(y)+ F2(y-5x)+ T

Kde F1a F2 jsou pfisludsné upresnujici funkce.

Pokud nechceme feSit rovnice klasickym zblsobem, nebo postup takového feSeni
dokonce neexistuje, mizeme pouzit obsahlou knihovnu numerickych metod - viz
Zaklady numerické matematiky .

=l Funkce vice prom énnych

= Limity funkci vice prom énnych
Je to opét jednoduché

> Limit(x+1/y, {x=0,y=infinity})=limit(x+1/y,
{x=0,y=infinity});

1
Limit(x+;,{x=0,y:oo}j=0

A takhle to vypada, kdyZz limita neexistuje :

> Limit((x"2+y)/(x+y), {x=0,y=0}=limit((x*2+y)/(x+y) ,




{x=0,y=0});

_[Xty .
Limitt ——, {x=0, y=0} | = undefined
X+y

v v v

Bohuzel Maple si skoro vzdy vylame na téZSich limitach zuby.

> limit(x*y/sqrt(x"2+y"2), {x=0,y=0});

Iimit[L {x=0 —O}J

Tfeba na této, o niz vime, Ze je rovna 0.

B Parcialni derivace a totalni diferencial
To uz vlastné umime. Pouzivame starou znamou fci diff.

> Diff(sin(x*2+y"2), X,y)=diff(sin(x"2+y"2), Xx,y);
2

ayaxsin(x2+y2)=—4sin(x2+y2)yx

Podobnych vysledku Ize dosahnou i pfi pouZiti diferencialniho operatoru D.

[ > fi= (X,y) -> sin(x+y)+y"2;
> D[1](f);
> D[2](f);
f:=(xy) - sn(x+y) +y°
(X, y) - cos(x +y)
I (X, y) - cos(x+y)+2y

Nic na tom neni. ;-). Ted se podivame jak si Maple poradi s gradientem. Pred
pouzitim je nutno nacist tento pfiklad z knihovny

> with(linalg,grad);
> grad(sin(x*y"2),vector([x,y]));

[grad]
[cos(xy*) ¥*, 2 cos(xy*) x Y]
U vektorovych funkci Maple spocita i rotaci:
> curl([sin(x*y"2*z),exp(x*y*z),z],vector([x,y,z]));

curl([sin(xy?2), &2 2], % v, 2])




= Taylor av polynom pro funkce vice prom énnych

Oproti funkcim jedné proménné se zmeéni malo - pouze pouZijeme misto funkce
taylor funkci mtaylor. OvSem nejdfive musime nacist pfislusnou knihovnu.

> readlib(mtaylor);
proc() ... end proc

Ted uz se to podafi :
> mtaylor(sin(x+y), [X,y], 5);
1,1

1 1
2 2 3
+v-—— —_— - _=
Xy 6X 2yx 2X 6

Vytvofi Taylor(v polynom v bodé [0,0]. Pro vytvoreni v jiném bodé pouZzijeme:

> mtaylor(sin(x+y), [x=Pi,y=Pi],4);

x-1° (y-m(x-m* (x-my-m’ (y-1°
2 2 6

X—2T+y-—

Oproti Taylorovu polynomu fce jedné proménné je v podstaté jedinna zména -
nepracuje se se symbolem O(x).

= VySet fovani extrém u funkci vice prom énnych

Na zacatek néco jednoduchého. Mizeme funkce prosté maximalizovat jako v
pripadé funkci jedné proménné

[ > with(Optimization);
[ ImportMPS Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve
]

> extrema( x*y, {}, {x,y});

i {0}

Dale nas budou zajimat hlavné maxima fci na mnozinach pocitana pomoci véty o
Lagrangeovych multiplikadtorech. Pouzivame pfikaz extrema obsazeny v bali¢ku
Student.

> with(student):
> extrema( a*x*y, x*2+y"2=1, {x,y}):

52hnd-33
{ max > 2 , min > 2 }




Prvni parametr je samoziejmé vySetfovana funkce, na druhém misté nasleduji v
zavorce rovnice, které ur€uji mnozinu vaci niz se pocitaji extrémy, na tfetim misté
se pak vlozZi proménné.

=l Implicitni funkce

Maple provadi aplikaci véty o implicitni funkci (resp. funkci) pomoci pfikazu implicitdiff.

)|

Takhle vypada derivace implicitné zadané kruznice v bodé [7 5

> Kruznice := y"2+x"2=1;
> implicitdiff(kruznice,y,x);
> derivace = (X,y) -> -xly;
> derivace(sqrt(2)/2,sqrt(2)/2);
kruznice :=x* +y* =1
X

y

X
derivace = (X, y) - — ;

-1

Situace pro vice funkci je obdobna. Z nasledujicich implicitnich funkci vyjadiime ta z
jako funkce proménnych x a y tj. spocitame jejich parcialni derivace:

[ > F1:=x"2+y"2-1/2*z2"2-1"3 = 0;
> F2:=x+y+z-1-2=0;
> implicitdiff({F1,F2},{t(x,y),z(x,y)},{t,z},x,notati on=Diff);
> implicitdiff{F1,F2},{t(x,y),z(x,y)}{t,z},y,notati on=Diff);
z

Fl::x2+y2—3—t3:O

F2:=x+y+z-t-2=0
{(atJ 2X+27 (6 J 2x—3t2}
A A Lk L
) , 7+ 312 \0x , 7+ 3t

{(atj 2y+z (6 j 2y—3t2}
9. 1 Z,] cey=et
oy J z+3t> \0y z+3t°

X

Ted uz staci jen Cile dosazovat konkrétni hodnoty pro t(x,y) a z(x,y) - na tento Ukol je
nutno mit zadany bod splfiujici rovnice F1 a F2 a dalSi predpoklady véty (tj. nenulovost
parcialnich derivaci). Napfiklad pro bod [1,-1,2,0] je tedy z=2z(1,-1) =2 at =1t(1,-1) = 0.




-/ Fourierova transformace

Fourierova transformace se naléza v bali¢ku inttrans.

> with(inttrans);
[ addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, inviaplace,
invmellin, laplace, mellin, savetable]

Ted uz s chuti ;-) transformujeme :

> fourier(exp(-x"2/2),x,t);
e ? A 24T

(-l wt) w2 s . .
Tedy F(w) = Jaf(t) e " dt . Transformace se zadnym zpusobem nenormuje. K
dispozici mame i Inverzni Fourierovu transformaci:

> invfourier(sqrt(Pi*2)*exp(-x"2/2), X, t);

[ >

1J ft)e Y dt

Ta v Maplu vypada takhle : F(w) = — - , tedy integral je znormovany tak,

aby operace byla inverzni k Fourierové transformaci fourier.
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