[ Daniel Cech, BI48

Matematicka analyza - zapoctové priklady

[ > with(plots):

[ > with(plottools):

| feSené priklady jsou povétSinou ze sbirky Vybrané Glohy z matematické analyzy pana
| doc. Zajicka
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[ > limit (log((n+1)/n)*arcsin(1/n),n=infinity);
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C > limit(n*(log((n+1)/n)*arcsin(1/n)/(log((n+2)/(n+1)) *arcsin(1/
(n+1)))-1),n = infinity);

n - o +

2

2>1, protorada konverguje
I
I
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>

>
[ > limit ((-1)"n*sin(n)"2/n,n=infinity);

| to je splrno, takze Zada konverguje
I

I

I

[ >

_ overeni nutné podminky konvergence:
> limit (In(In(n))*(-In(n)),n=infinity);




| Zkusim Cauchyovo odmocninové kritérium:

In(n)
- surdn,In(In(n)) ™ ™)) = In(In(n)) )
[ > f:=proc (n)
In(In(n))*(-In(n)/n);
end:

gence

[ > X:=[seq(i, i=3..15)]:
[ > Y = map(f, X):
[ > XY :=zip((x.y) -> [x,y], X, Y):
[ > plot({XY,1}, 3..15, 0..3, style=point,title="konver
clenu rady:");
konvergence clenu rady:
3_
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[ > limit(f(n),n=infinity);
L 1

[ >

=/ Posloupnosti funkci

[ 35/398
[ >

[



_ naintervalu(0,1)
[ > posll:=plot({seq(x"*n-x*(n+1),n=1..10)},x=0..1):

[ >
~ limitni funkcef(x)=lim f.(x)
L n - oo
[ > fl:=plot({limit(x*n-x"(n+1),n=infinity)},x=0..1,col or=blue,th
| ickness=5):
[ > display(posl1,fl,title="posloupnost funkci x*n-x"(n +1):);
posloupnost funkci x*n-x*{n+1}:
0.25-
0.2
0.151
0.1 '
0.05- A\
4 y \
0 02 04 0.6 0.8 1
L X
| maximum n-té funkce na intervalu <0,1>
[ > solve(diff(x*n-x"(n+1),x)=0,x);
n
L n+1
> plot((n/(n+1))"n-(n/(n+1))(n+1),n=1..15,title="zav islost
epsilonu na rostoucim n:’);
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zavislost epsilonu na rostoucim n:
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| maximum posloupnosti zfetelné konverguje k nule, ovéfim limitu pro o,
[ > limit((n/(n+1))"*n-(n/(n+1))*(n+1),n=infinity);

0

posloupnost funkci proto stejnomérné konverguje na <0,1>

limit(sin(n*x)/n,n=infinity);

bod:=solve(diff(sin(n*x)/n,x)=0,x);

T
bod:=—
2n

f2:=seq(sin(n*x)/n,n=1..5):
h1:=plot({f2},x=-Pi..Pi):
sigmal:=limit(sin(n*bod)/n,n=infinity);
0l1:=0
h2:=plot(sigmal,x=-Pi..Pi,thickness=5,color=blue):
display(hl,h2 title="posloupnost funkci sin(nx)/x:" );



posloupnost funkei sin{nx)/x:
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|| posloupnost funkci stejn@mé konverguje k nule
=/ Rady funkci
| Ludek Zajicek: Vybrané ulohy z matematické analyzy 35/411
[ >
[ > limit(cos(n*x)*arctan(n*x)/n,n=infinity);
L 0
| splnéna nutna podminka konvergence
> fn:=proc(n)
cos(n*x)*arctan(n*x)/n;
end:
plot({seq(sum(fn(n),
n=1..v),v=1..7)},x=1..11.5 title="konvergence caste cnych

souctu:’);




konvergence castecnych souctu:

[ > solve(fn(n+1)/fn(n)<1);
War ni ng, solutions may have been | ost

E rada funkci bodavkonverguje podle d'Alembertova kritéria na celé@terivalu
| owreni Bolzano-Cauchyovy podminky pro stejeroimu konvergenci:

> solve(sum(fn(n), n=n0..n0+p)=epsilon);
n0+ p
cogqn x) arctarfn x
{n:n,n0=nQp:p,x:x,g:Z S( ) I‘( )
n=n0 n
| rada nekonverguje stejn@meé
[
[
[
[
[ > prvni:=diff(sum(sin(n*x)/(n"3),n = 1 .. infinity),x );

.-l (x1) (-1%)
prvni :=EI (polylog(2,e ") 1 +polylog(2,e )I)

1
protoZe ale cosinus je spojity na R a — je konstatni - spojita vzhledem k x pro
n

| vSechny n pfirozené; funkce ma spojitou prvni derivaci na R
[ > diff(prvni,x);




1
> (n(1-e*"y=In(1-¢

| ze stejnych duvodu je i druha derivace spojita na R

]

]

[

>

[ > limit(sum(x"2/(1+n"2*x"2), n=1..infinity),x=infinit
L

| 6

[ > sum(1/n"2, n=1..infinity);
L

L 6

| skutec¢né to plati...

]

]

]

[ >

> limit(sum((-1)M(n-1)*x"x/((1+x~n)*n),n = 1 .. infin
1);

1I (2)
—In
2
| [ rovnost je splnéna...
= Mocninné rady
[ >
- o
exp(x)=)_
| —on
[ > sum(x*n/n!,n = 0 .. infinity);
i e
[ > sum((-x*2)"*n/n!,n=0..infinity);
1
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| lue):
[ > poslf:=plot({seq(sum((-x*2)*n/n!,

souctu:’):

n=
> limfunc:=plot(exp(-x*2),x=-exp(1)..exp(1),thickness

n=0..v),v=1..7)},x=-1.5..1.5 title="konvergence cas

X)

))

y);

ity),x =

=3,color=b

tecnych



[ > display(limfunc,poslf);

konvergence castecnych souctu:

-0.51

T

| 26/312
| urcete polomér konvergence mocninné fady.

Z”: (=2)" (n))* X"
oy (@n+1)
[ > an:=n->(-2)"n*n!"2*x"n/(2*n+1)!;

(-2)" (n!)* "
an:=n-—_—
L (2n+1)!
 d'Alembertovo podilové kritérium pro ovéfeni poloméru konvergence:
[ > limit(an(n+1)/an(n),n=infinity);

X
L 2
[ > solve(1/2*x=1,x);

L [ polomér konvergence je 2

Vicerozmérny integral

| objem prstence s vnitfnim pramérem 1 a polomérem fezu 1



[ > plot3d([1,x,y],x=0..2*Pi,y=0..2*Pi,coords=toroidal( 10),scalin
g=constrained);

E obsah fezu (kruhu) je:
[ > my:=Pi*1,

| my:=Tt
| podle Pappovy véty je potom objem prstence roven: (pfi vzdalenosti t&zisté 2 od osy)
[ > obj:=2*Pi*2*my;

v v

obj =47F

1 T

| vypoctéte objem elipsoidu zadaného implicitné rovnici 32 + 2y? + 32 < 1
> implicitplot3d(x"2+2*y"2+3*z"2=1,x=-1..1,y=-1..1,z= -1..,titl
e=elipsoid:’,style=PATCHNOGRID);




elipsoid:

| stanoveni integra¢nich mezi pro Fubiniovu vétu:

|x|<y/1-2y?-37
1-37
2

NE

e
L 3

| daly by se sice uplatnit néjaké specialni souradné systémy (eliptické soufadnice), ale
Maple by si s tim mél poradit...

1- 2y —3z
1dxdydz

1 32 4/1 2y —3z2

132

> |nt(|nt(|nt(l x=-sqrt(1-2*y"2-3*z"2)..sqrt(1-2*y"2 -3*z2)),
y=-sqrt((1-3*z"2)/2)..sqrt((1-3*z"2)/2)),
z=-sqrt(1/3)..sqrt(1/3));
2./2 /3
9

[ >
[ > int(6*Pi*2*sqrt(1-x"2), x=0..1);

317



cozZ je hledany objem...

[
[
[
[

[ >
[ > fi=(x,y)->min(1,x"2+y"2)-1:
[ > g:=(x,y)->max(-1,-x"2-y"2)+1.:
[ > plot3d({x"2+y"2-1,-x"2-y"2+1} x=-1..1,y=-1..1 title
mezi parabolami:’);
objem mezi parabolami:
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"> grf3:=plot3d({g(x,y),f(x,y)},x=-1..1,y=-1..1,style=
| D)
> display(grf3,title="teleso:",scaling=constrained);

="objem

PATCHNOGRI



teleso:

E> k:=10:

[ > rez:=m->display(seq(cuboid([m/k,n/k,g((m+1)/k,(n+1) /K)],[(m
L +D)/k,(n +1)/k,f(m+ 1)/k,(n +1)/K)]), n=-(K)..(k-1 )):

[ > REZ:=seq(rez(m), m=-(k)..(k-1)):

REZANI:=display(grf3,REZ):
display(REZANI title="aproximace krychlickami:");



aproximace krychlickami:

| pfilozeny soubor animace.mws obsahuje animaci fez( tohoto télesa s volitelnym

| zjemnénim.

[ >

| pouziji polarni soufadnice x=r.cos ® ; y=r. sin ®

[ >

[ > int(int(int(1, r=-sqrt(1-sqrt(1-z))..sqrt(1-sqrt(1- 2))),

Phi=0..2*Pi), z=0..1);

1
J44/1—4/1—z Tdz
0

| integral je pfili§ slozity, zkusim tedy vyuZit toho Ze fezy télesa jsou kruhy
[ > obj:=2*Pi*int(sqrt(z),z=0..1);

bj:=——
obj :=—2

E coz je hledany objem...
>

=| Funkce komplexni promgnné
{>

[f::(x, y) - (x2+2lxy—y2) ><2+y2

| refunci=(x, y) » (0@ —y?) 432+




Limfunc:= (x, y) - 21Xy xE+y2
[ > refunc:=(X,y)->(x"2-y"2)*sqrt(x"2+y"2):
[ > imfunc:=(X,y)->2*I*x*y*sqrt(x"2+y"2):

[ > rl:=diff(refunc(x,y), X);
2 2. (¥=y)x
rt:=2x y2 +X +

> im1:=diffimfunc(x,y),y);
imL:=21x4/y?+X +M

L y2 + )(2
> re2:=diff(refunc(x,y),y);
2= 2y o + LYY
| W e
[ > im2:=diff(imfunc(x,y),x);
21 %2 21Xy

im2:=21y F
C > solve({r1=im1,r2=-im2});

{r2:-2ly2,x=0,y=y},{r2:2ly2,x=0,y:y},{
5 71, ) _
r2 = E_EI y“RootOf{13_Z" -2 - 10l ,index=1),
x = RootO{ 13 Z*+11- 10l ,label= _L7) yy=y} {

5 7, ) _
r2 = E_EI y“ RootOf{13_Z" -2 - 10l ,index=2),

. x=RootOf{13_Z*+11- 10l label= _L7) yy=y}
| [ coz je vysledek...

=l K Fivkovy integral

1
vypoctéte kfivkovy integral k funkci f(z)=— | | pro razné kfivky g

| z| se rovna r v goniometrické reprezentaci - takze se jedna o realnou funkci

| komplexni proménné

> plot3d(1/sgrt(x"2+y"2),x=-1..1,y=-1..1 title="realn a cast
funkce 1/abs(z)’);




realna cast funkce 1/abs(z)

imaginarni ¢ast funkce je identicky rovna nule na C, proto funkce neni holomorfni a
neexistuje tedy primitivni funkce

W(b)®

pro neuzavrené kfivky neprochazejici nulou je integral roven realnému cislu: (

W(a)®
)

T

[ >

| je kruZnice o stfedu [1,0] a poloméru 1/2
| nejdfiv zjistim, kde ma funkce poly:

[ > solve(z"2-3*z+2=0);

2,1
| jinde se funkce jevi jako holomorfni
[ > psi:=plot([cos(x)/2+1,sin(x)/2,x=0..2*Pi],title="kr ivka a
poly v komplexni rovine:’):
body:=plot({[1,0,x=0..1],[2,0,x=0..1]},thickness=4, style=poin
t):

"> display(psi,body);




krivka a poly v komplexni rovine:

0.4+

0.21

| z obrazku je patrné, Ze bod [1,0] mé index ke kfivce W 1, zatimco [2,0] ma O.

[ >

[ > ### WARNING: persistent store makes one-argument re adlib
obsolete

readlib(residue):
[ > 2*Pi*I*residue((z"2+3*i)*eMNiz/(z"2-3*z+2),z=1);

21 m(-€?-3€%)

coz je vysledek...

1 T

>

KFivka tvofi kruhovy oblouk o poloméru 2 v rozmezi Ghlu -M/4 az M/4

> krivka:=plot3d([2*cos(t),2*sin(t),0],t=-Pi/4..Pi/4, r=0..2,col
or=blue,thickness=3):

[
\%

> grf:=plot3d(y+3*log(sqrt(x*2+y"2)),x=1..2,y=-2..2,t itle="real
na cast a krivka psi:’,style=PATCHNOGRID):
> display(krivka,grf);




realna cast a krivka psi:

ﬁ integrél reédlné Casti je potom roven:
[ > priml:=int(2*sin(t)+3*log(sqrt((2*cos(t))"2+(2*sin( t))"2)),t)

prim1 := -2 cos(t) - 31In(2) In(e" )

[ > prl:=-2*cos(Pi/4)+3*Pi/4*In(2*(cos(Pi/4)"2+sin(Pi/4 2)MN1/2)
)-2*cos(-Pi/4)-3*Pi/4*In(2*(cos(-Pi/4)"2+sin(-Pi/4) A2)N1/2))

| prl:=-2 ﬁ

[ > grfl:=plot3d(2*x+arcsin(y/sqrt(x"2+y"2)),x=1..2,y=- 2.2 title

| =Trealna cast a krivka psi:’):

[ > grf2:=plot3d([r*cos(f),r*sin(f),f+r*cos(f)],r=0..2, f=-Pi..Pi,

| style=PATCHNOGRID title="imaginarni cast a krivka p sii):

> display(grf2,krivka);




imaginarni cast a krivka psi:

E integrél imaginérni ¢asti se zpocita jako:
[ > prim2:=int(4*sin(t)+arctan(sin(t)/cos(t)),t);

e —scoty st arcf 20

rm2:=-4co arcta -

L P coqt) 2
[ > pr2:=-4*cos(Pi/4)+Pi/4*arctan(sin(Pi/4)/cos(Pi/4))- 1/2*(Pi/4)
N2-4*cos(-Pi/4)-Pil4*arctan(sin(-Pi/4)/cos(-Pi/4))- 1/2*(Pil4)

nQ:

it
pr2:=-442 +—
16

| celkové potom plati:

?

f 2iz+3log(z) dz = -2*27(1/2) +i(-4*27(1/2)+1/16*Pir2)
(U]

1 T

spoctéte kfivkovy integral a situaci nacrtnéte:
?

2
e” dz kde W je usedka z -1-i do 1+i

L Yy
| funkce je holomorfni na C




| primitivni funkce k e(Z )

2

[ > int(exp(z"2),2);

=y f(z1)
—_ mer(z
2

krivka:=plot3d([-1+t,-1+t,0],t=0..2,r=0..2,color=bl
ss=3):
repart:=plot3d(exp(x*2-y"2)*cos(2*x*y),x=-1..1,y=-1
‘realna cast a krivka:"):
impart:=plot3d(exp(x*2-y"2)*sin(2*x*y),x=-1..1,y=-1
‘imaginarni cast a krivka:’):

display(repart,krivka);

realna cast a krivka:

e
I

et
S

NS

o ‘\z\‘ SRR
o

S

SO0
Y

Y

> display(impart,krivka);

ue,thickne
A title=

.1 title=



imaginarni cast a krivka:

[ > -L/2XFPIN(LI2)*erf(I*(1+)) - 1/2*I*Pin(L/2)*erf(] *(-1-1)):;
0

| integral je roven nule v disledku sudosti / lichosti cosinu / sinu
L[>

=INezarazeno

[ >

[ > l:=seq(implicitplot(sin(n/50*Pi*x*y)+cos(n/50*Pi*x* y)=1,x=-9.
| .9,y=-9..9,grid=[20,20]),n=1..100):

[ > display(l,insequence=true);




T

> tubeplot([sin(t),cos(t),0,t=0..2*Pi,radius=2*t]);



"> animate3d([r*cos(t+n),r*sin(t+n),t],t=0..2*Pi,r=0.. 2,n=0..2*P
i,titte="Im(Log(2)));




Im(Log(z))
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