{ Zaklady numerické matematiky

=l Interpolace a aproximace funkci

Nejdfive se podivame na interpolaci. Lagrangeovu interpolaci pocita Maple pomoci
funkce interp. Jejimi parametry jsou - soubor uzl(, funkénich hodnot v téchto uzlech a

nazev proménne, ve které aproximacni polynom pocitame.

[ > Lagrange :=interp(]0,1,2,3,4],[3,6,-1,4,5],X);
> f:=x->Lagrange;
> plot(f(x),x=-1..5);
19 , 79 , 401 , 149

Lagrange:=——_X + X —-——_ X +—/—x+3
12 6 12 6

f:=x - Lagrange
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Hermitv interpolaéni polynom neumi Maple pocitat, museli bychom ho sami
naprogramovat.

Interpolacni polynomy €asto nejsou nejvhodnéjSi aproximaci funkce. Zvlasté pfi
ekvidistantnich uzlech i pfes zvySovani jejich poctl ziskavame stéle horsi a horSi
aproximace. Proto se vétSinou na aproximaci funkce pouziva lepsich funkci, napfiklad




splint. Maple umi pocitat vSechny mozné druhy splinQ, ale nejdfive musime nacist
knihovnu spline.

> readlib(spline);
proc(XX, YY, z,d) ... end proc
Maple pocita takzvané pfirozené spliny. Napfiklad u kubického splinu to znamena, ze

spline je dan jednak uzly a funkénimi hodnotami v nich a pak dvémi dodate¢nymi
podminkami - nulovosti derivaci aproximované funkce v krajnich uzlech.

> linearni:= spline([0,1,2,3,4],[3,6,-1,4,5],%,linear );
> Kkubicky := spline([0,1,2,3,4],[3,6,-1,4,5],x,cubic) ;
> pateho_stupne := spline([0,1,2,3,4],[3,6,-1,4,5],%, 5);

> plot([linearni,kubicky,pateho_stupne],x=0..4,
color=[green,red,blue]);

3+3X x<1
linearni := 18-7x X<2
| -11+5x x<3
1+X otherwise
185 101 ,
3+——X—-——X x<1
28 28

121 1163 489 , 225 ,
T4 " o8 X_14XZ+28X X<2
kubicky =1 1511 3733 105 , 183 ,
- X+— X ——X X<3
14 28 2 28
878 2801 177 59 3 .
-——+ X—— X +—X otherwise
7 28 7 28
pateho_stupne :=
6497 10701 467 5
3+ X — X+ ——X x<1

460 920 920
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- + X — X"+ X = X+ X Xx<3
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41356 234963 253379 , 1628 , 407 , 407 . )
- X+ X - X + X - X otherwise

115 460 920 23 46 920




DalSi ¢asto pouzivanou aproximaci funkci je metoda nejmensich &tverca. Maple ji
pocita pfikazem leastsquare, ktery je obsazeny v bali¢ku stats,fit.

> with(stats,fit);
[fit]

Ted uz muzeme s chuti aproximovat. S linearni aproximaci je to jednoduché. Jako
parametry je potfeba zadat pouze proménné, ve kterych bude aproximace pocitana a
prislusné body, kterymi bude pfimka prokladana.

> fitleastsquare[[x,y]]1([[0,1,2,3,4],[2,3,-3,2,5]]) ;

4 X
=— 4
Y=57 5
Samoziejmé& mizZzeme hledat metodou nejmenSich &tvercu aproximace jinymi funkcemi
nez linearnimi, napfiklad kvadratickymi. Musime pouze dodat dva dalSi parametry. druh
funkce, kterou budeme aproximovat a jeji parametry, které metodou nejmensich
étvercu Maple dopocita.

> fit[leastsquare[[x,y],y=a*x"2+b*x+c,
{a,b,c}]I([[0,1,2,3,4],[2,3,-3,2,5]]);



Na zavér porovname vSechny ukdzané aproximace na primérné "odporné" funkci
sin(x%).

>
>

>

V V. V V

f:=t -> sin(t"2);

lagrange ;=
interp([0,1,2,3,4,5],[f(0),f(1),f(2),f(3),f(4),f(5)
lin_spline :=
spline([0,1,2,3,4,5],[f(0),f(1),f(2),f(3),f(4),f(5)
):

kub_spline :=
spline([0,1,2,3,4,5],[f(0),f(1),f(2),1(3),f(4),f(5)

pat_spline :=
spline([0,1,2,3,4,5],[f(0),f(1),f(2),f(3),f(4),f(5)
least_kvadra :=
fitfleastsquare([t,z],z=a*t"2+b*t+c,{a,b,c}]]([[0,1
[f(0).f(2).f(2),(3).1(4).f(5)]]):
kvadra_func:=unapply(rhs(least_kvadra),t):

plotl :=
plot([lagrange,lin_spline,kub_spline,pat_spline, kva
),sin(x"2)],x=0..5,color=[red,green,blue,magenta,aq
lack]):

plot2 := plots[textplot]([[2,3, Lagrangeova
interpolace’],[2,2.7, “linearni spline’],[2,2.4, ku
spline’],[2,2.1, spline 5. stupne’],[2,1.8, nejmens

ctverce - kvadraticka fce. ]],align={ABOVE,RIGHT}):

plotll := plots[pointplot]([1.8,3.1],color=red,symb
plot22 := plots[pointplot]([1.8,2.8],color=green,sy
plot33 := plots[pointplot]([1.8,2.5],color=blue,sym
plot44 :=

plots[pointplot]([1.8,2.2],color=magenta,symbol=BOX

plot55 :=
plots[pointplot]([1.8,1.9],color=aquamarine,symbol=
plots[display]({plot1,plot2,plotl1,plot22,plot33,pl
S}h;

f:=t - sin(t?)
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Pouceni z tohoto prikladu je jedno - na Spatné zvolené uzly a jejich maly pocet je
kterakoliv apriximacni metoda kratka. Pfesto je na prvni pohled zjevny nedostatek
Lagrangeovy interpolace. Samoziejmé aproximovat zvolené body kvadratickou funkci
je nesmysl.

=l Linearni algebra v numerické matematice

Na vétSinu zde probiranych prikladl budeme potfebovat nacteni knihovny linalg.
[ > with(linalg):

Této knihovné se vénuje pfevazné list Algebra .

=] Gaussova eliminace a jeji numerické problémy, norma matice,
podmin énost

Jak bylo ukazéano v listu Algebra Maple umi upravovat matice Gaussovou eliminaci
pomoci pfikazu gausselim.

Numericky se v Maplu provadi Gaussova eliminace s pivotaci. Pokud matice
obsahuje desetina Cisla provadi se eliminace v rezimu pohyblivé desetinné ¢arky:

> A=
matrix([[2.111,3.15,1.23,4.33],[1.04,-1.3,0,2],[5.3 3,4.33,




1.22,0],[2,-1,-1.44,-10.12]));

> gausselim(A);
2111 315 123 433
104 -13 O 2

A= 533 433 122 0
2 -1 -144 -10.12
5.33 4.33 1.22 0.
0 -2.624765479 -1.897786116 -10.12
0 0 1.312763974 10.26975440
0 0 0 1.071824961

Pomoci funkce pivot se v Maplu provadi pivotace matice. Parametry jsou
samoziejmé matice, jeji fadka a sloupec tak abychom po pficteni jistého nasobku
fadky k ostanim fadkam dosahli v zadaném sloupci nuly (samozfejmé az na zadany
radek):

[ > pivot(A,4,1);
0. 4.205500000 2.749920000 15.01166000
0. -0.7800000000 0.7488000000 7.262400000
0. 6.995000000 5.057600000  26.96980000
2 -1 -1.440000000 -10.12000000

Norma matice se pocita Uplné stejné jako norma vektoru, pouze s tim rozdilem, Ze
Maple umi jen normu spektralni (2), maximalni sloupcovy soucet (1), maximalni
radkovy soucet (infinity) a Schurovu (frobenius). Takhle vypada Schurova norma
matice A - tedy odmocnina ze souctu druhych mocnin prvkd matice A:
> norm(A,frobenius);
5 -9
A=|1 -2
2 3

|
, (159

Podminénost matice zjistime pomoci funkce cond:

[ > A :=matrix(3,3,[[5,-9,5],[1,-2,1],[2,3,3]]);

w = Ol

[ > A :=matrix(3,3,[[5,-9,5],[1,-2,1],[2,3,3]]);

> podminenost_A := cond(A);
5 -9 5
A=1 -2 1
2 3 3
A

podminenost_A := 988

B Rozklady matic



Trojuhelnikovy rozklad najdeme v Maple pomoci funkce LUdecomp:

T > A :=matrix([[3,-9,-5],[1,5,3].[-5,0,3]]);
> LUdecomp(A);

3 -9 5]
14
0 8 —
3
41
0 0 —
. 12 |

Pfikaz LUdecomp je silné variabilni, pomoci jeho parametrd mizeme velmi
podrobné ovliviiova postup vypoctd, vice viz. help na LUdecomp.

Maple ovlada i jiné druhy rozkladu, napfiklad Choleského rozklad pozitivné definitni
symetrické matic A na dolni trojuhelnikové matice L a L' tak, aby platilo A= L L".

[ > B:= matrix([[7,-1,4],[-1,5,1],[4,1,5]]):
> cholesky(B);

238 34

Nakonec si ukdaZzeme QR rozklad, tj. rozklad matice na horni trojuhelnikovou matici
a matici unitarni.

[ > QRdecomp(A);

224/35 274/35 ]
135 - 35

35
4112910 7534/ 112910
35 56455

41 4/ 3226

0 0
1613




—| Diferen éni rovnice

S diferenénimi rovnicemi si Malpe poradi s pomoci pfikazu rsolve. Taky takhle se
napfiklad da napsat n-faktorial:

> rsolve({y(n) = n*y(n-1), y(0)=1}, y);
Mn+1)

Gama fce. ve vysledku si vSimat nemusite staci védét, ze '(n+ 1) =n!. Vice o
gama-funkci najdete v listu Teorie miry a integralu .

BohuZzel Maple si nedokaze poradit s okrajovymi podminkami, které jsou zadané také v
rekurentni formé. S nasledujicimi rovnicemi si tak Maple neporadi:

> rsolve({y(0)=1/2*(1+1/2*y(0)+1/2*y(1)),y())=1+1/4*y (-1)+1/2*
y()+1/4*y(j+1),y(n)=1+1/2*y(n-1)+1/2*y(n)}.{y});

Error, (in rsolve/singlelprocess) nore than one recurrence relation for
single function

Pokud ale rovnice trochu upravime sectenim a ziskame lepSi vyjadieni pro okrajové
podminky a pro rekurentni vyjadfeni, madZzeme uz diferenéni rovnici v Maplu vyresit:

> simplify(rsolve({y(0)=2*n,y(1)=6*n-2,y(j)-2*y(j-1)+ y(j-2)=-4}
YD)
{y(i)=2n+4nj-2j%

=/ Numerické FeSeni diferencialnich rovnic

Maple obsahuje pomérné velkou knihovnu vSemoznych metod na numerické feSeni
vSech moznych diferencialnich rovnice. Zakladni pouzivani téchto metod nastinime na
nasledujici diferencialni rovnici:

y'(%) =(1+y(x)?) cos(x)
. ] 3 : .
s okrajovou podminkou y(0) :?, na intervalu feSeni [0,6]

Takhle Maple vypodcita feSeni presné:

> presne_reseni =
dsolve{diff(y(x),x)=(1+y(x)*2)*cos(x),y(0)=sqrt(3) 13}y(x));

presne reseni :=y(x) = tan(si n(x) + gj

Ted se pokusime dospét k né€emu podobnému numericky. Neni na tom nic tézkéeho.
Dokonce se i pouZziva stejny pfikaz - dsolve, jediné pfidame dalSi parametry, které urci,




Ze budeme pocitat numericky a jakou metodou to bude.

v s

Takhle v Maplu vypadé nejzakladnéjSi metoda na feSeni diferencialnich rovnic -
Eulerova :

> eulerova := dsolve({diff(y(x),x)=(1+y(x)"2)*cos(x),
y(0)=sqrt(3)/3}, y(x), type=numeric,
method=classical[foreuler]);

eulerova := proc(x_classical) ... end proc

Vysledek na pohled nic moc. Ale to zatim prejdeme, nakonec vSechno srovhdme v
grafu (nedockavci at’ se podivaji hned ;-)). Ted si v Maplu ukdZzeme dalSi metody:

Modifikovana Eulerova:

> meulerova := dsolve({diff(y(x),x)=(1+y(x)"2)*cos(x) ,
y(0)=sqrt(3)/3}, y(x), type=numeric,
method=classical[impoly]);

meulerova := proc(x_classical) ... end proc
Runge-Kutta 2.stupné :

> runge_kutt2 := dsolve({diff(y(x),x)=(1+y(x)*2)*cos( X),
y(0)=sqrt(3)/3}, y(x), type=numeric, method=classic al[rk2]);

runge_kutt2 := proc(x_classical) ... end proc

Z Runge-Kuttovych metod umi Maple i metody tfetiho a ¢tvrtého stupné tj. rk3 a rk4.
Maple ovlada i jen o malo slozitéjSi metody prediktor a prediktor korektor. Metoda
prediktor:

> prediktor := dsolve({diff(y(x),x)=(1+y(x)"2)*cos(x) ,
y(0)=sqrt(3)/3}, y(x), type=numeric,
method=classical[adambash]);

prediktor := proc(x_classical) ... end proc
A konec¢né metoda prediktor-korektor:

> pkorektor := dsolve({diff(y(x),x)=(1+y(x)"2)*cos(x) :
y(0)=sqrt(3)/3}, y(x), type=numeric,
method=classical[abmoulton]);

pkorektor := proc(x_classical) ... end proc

Maple samoziejmé umi i dalSi metody. Jak klasické tak i jiné jako napf. rkdf 45 -
Fehlbergova Runge-Kutta 4.-5. stupné, ktera se automaticky pouziva pokud zadame
pouze type=numeric a hezadame method. Takovymi metodami se tady ale nebudeme
zabyvat.



Ted se podivame, jak vypocitané vysledky zobrazime do grafu. Pouziva se na to
zvlastni funkce odeplot z bali¢ku plots.. Zobrazime vSechny vysledky do jednoho grafu:

[ > plotl:=plots[odeplot](eulerova,[x,y(xX)], 0..6, colo r=green):
> plot2:=plots[odeplot](meulerova,[x,y(x)], 0..6, col or=brown):
> plot3:=plots[odeplot](runge_kutt2,[x,y(x)], O..6,

color=blue):
> plot4:=plots[odeplot](prediktor,[x,y(x)], 0..6, col or=blue):
> plot5:=plots[odeplot](pkorektor,[x,y(x)], 0..6, col or=blue):
> plot6:=plot(tan(sin(x)+1/6*Pi),x=0..6):
> plots[display]({plot1,plot2,plot3,plot4,plot5,plot6 b;

L X

Jak je vidét, v daném pfipadé vSechny metody obstali pomérné dobfe az na
nejjednodussi Eulerovu metodu (zelené). Graf pfesné funkce je samoziejmé Cervené.

Ani pokud bychom chtéli pouze funk&ni hodnoty neni Zzadny problém. Takhle vypada
funkéni hodnota feSeni ziskaného Eulerovou metodou v bodé 1.6:

{ > eulerova(1.6);
[x=1.6, y(x) =18.9188271034394546 |

Nakonec si ukaZzeme, co délat pokud se nAm dosaZzena numericka presnost nelibi.
Nejjednodusi feSeni takového problému je zménit velikost krokd. Déla se to
parametrem stepsize:

> euler2 := dsolve({diff(y(x),x)=(1+y(x)*2)*cos(x),
{ y(0)=sqrt(3)/3}, y(x), type=numeric,



method=classical[foreuler], stepsize=0.0001);

euler2 := proc(x_classical) ... end proc

A ted si to nakreslime:

[ > plot7 := plots[odeplot](euler2,[x,y(X)], 0..6, colo r=blue):
> plots[display]({plot7,plot6});

War ni ng, could not obtain numerical solution at all points, plot nmay be
i nconmpl ete

204
15+

10+

[ >

[ >

PFi dostate¢ném poctu krokl je pomérné presna i tato jinak pomérné neefektivni
metoda (modfe).

Samoziejmé& muzeme pfi numerickém feSeni diferencialni rovnice ménit v Maplu
mnohem vice parametry, vice viz. help nadsolve[numeric] a dsolve[classical] .
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