=| Logisticka kFivka

| P¥i modelovani saturace trhdjakym vyrobkem je&asto vhodné uzit tzv. Sikek. Dvma
nejznamujSimi jsou Gompertzova a logisticka. Podivame segrmmanalytického hlediska a
srovnhame jejich gibeh.

Logisticka Kivka ma tento tvar:

> f9(t):= c/(1+a*b™M);

7 fo(t) : Ltab
| kde c>0, a>1, 0<b<1. Z toho jéegmé, ze pro t jdouci k nekotrau se f9 zdola blizi ke
konstank c.Owtim to vypatem:
> assume(c>0);

assume(a>1);

assume(b, RealRange(Open(0),Open(1)));

limit(fo(t),t=infinity);

" Odbotka:
Na piikaz assume je nutné dat pozoré&¥ o tom nasledujici:
> assume(b, RealRange(0,1));

limit(b”t, t=infinity);
L 0
| Situace b=1, kdy limita vyjde 1 je MAPLEmM ignoroh
| Limita zprava v t=0 je
> limit(fo(t), t=0, right);

c

L l+a
| Zakreslim piéibeh funkce pro #kolik parameté a a b (u ¢ to nema cenu, néljen vertikalrg
"roztahuje" graf).
> ff9:=(t,a,b,c)-> c/(1+a*b™);

ffo:=(t,a,b,c) -
( ) 1+ab

[ > kriv9:=[seq(ff9(t,i,0.5,5),i=[2,10,100,1000])]:

plot(kriv9, t=0..15,color=black,

thickness=[2,0,0,0],tittle="Parametr a=2,10,100,1000 (a=2
tu &né, dalSi doprava)’);




Parametr a=2,10,100,1000 (a=2 tuéné, dal&i doprava)
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L t
> kriv9a:=[seq(ff9(t,10,i,5),i=[0.01, 0.5, 0.7, 0.99] )
plot(kriv9a, t=0..15,color=black,
thickness=[2,0,0,0],tittle="Parametr b=0.01, 0.5, O. 7,0.99

(b=0.01tu &né&, pak doprava)’);




Parametr b=0.01, 0.5, 0.7, 0.99 (b=0.01 tuéné, pak doprava)
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| Derivace (na obrazku znazena twne):
> diff(fo(t),t);
fa9(t):= 3/(1+10*0.5"):
plot( [diff(fa9(t),t),fa9(t)], t=0..10, color=black
thickness=[2,0]);
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Druha derivace je :
> diff(fo(t),t1$2);
2
2ca’(b) In(b~)*> cab'In(b~)?
t s - t 2
L (1+ab) (1+ab)
| Inflexe tedy v:
> solve(diff(fo(t),t$2)=0,t);
In(a)
] In(b)
| Oblast konvexity: MAPLE nerovnici neigsi:
> solve(diff(fo(t),t$2)>0,t);
In(a~
{t<- ( )}
L In(b~)
o . In(a) .
Jelikoz druh& derivace existuje pro vSechna t av@uje v jediném bad(- In(b) ) st&i

2In(a)

In(b)

> d2_9(t):=diff(fo(t),t$2):
subs( t=-2*In(a)/In(b),d2_9(t));

dosadit. Nejprve- ):




oca?lb ") Inb~)? cab ™7 In(b~)?

NS 2
(1+ab[_%)j (1+ab[_%n

_Ca In(b~)? (a~-1)

i (1+a~)®
| Coz je nutg zaporné, vzhledem Kedpokladm o a,b,c.
> subs( t=-1/2*In(a)/In(b),d2_9(t));

2
In(a~)
-1/2
2ca’ (b( In(bﬂj) In(b~)> cab

3
In(a~)
( (_l/ 2 In(b~)jj
a

"> simplify(%);
>

In(a~)
(_l/ 2 In(b~)j

In(b~)?

2
In(a~)
(_l/ 2 In(b~))j

L (1+ab
[ > simplify(%);
>

e~ In(b~)*(-a~+4/a)

, (1+4fas)

In(a
Coz je kladné. Tedy od nuly de ﬁ) je logisticka kivka konvexni, pak konkavni az do

In(a))
L In(b)”
| Vyznamnou vlastnosti logistickéilky je stedova symetrie podle inflexniho bodu. Dokazu
to:
> subs(t=t-In(a)/In(b),fo(t));

nekoneéna. Inflexe je v£

C
In(a~)
1+a b(t_ In(b~)j
"> simplify(%);
>
C~
| 1+b~
[ > %-subs(t=0,%);
- &
| 1+b~' 2
[ > simplify(%);
>
(-1+b~") c~
2 (1+b-Y)

‘7 A to je licha funkce:



>

"> simplify(%):
>

> subs( t=-t, %);

(-1+b~") e~
2(1+b-""y

(-1+b-")c~
2 (1+b-Y)



