Konvexita a konkavnost funkci

Viliam Holub

=/ O co jde, definice

Konvexita a konkavnost jsou vlastnosti funkce, kterou zkouma matematicka analyza.

Néjdrive se podivame na definici:

Definice:
Rekneme, Ze funkce je konvexni na intervalu |, jestlize pro vechna a z intervalu <0,
1> plati

F(A %+ (1=A) %) SAF(x) + (1= A) f(x,)
Rekneme, Ze funkce je konkavni na intervalu |, jestlize pro v§echna a z intervalu <0,
1> plati

AF(X) +(1=A) () <f(AX +(1-A)X,)
Pokud pro funkci na daném intervalu plati néktera z vySe uvedenych definic s ostrou
nerovnosti, fikame, Ze funkce je ryze konvexni resp. konkavni.

Pokud je tato definice pro nékoho pfilis temna, snad mu pomuazou nasledujici
priklady, nebo Ustni vysvétleni:

Funkce je na intervalu | konveni, pokud plati, ze vybereme-li libovolné dva body x,, X,
z tohoto intervalu, bez Ujmy na obecnosti necht x, < x, a prolozime-li na grafu funkce
body f(x,) a f(x,) pfimkou, pak hodnoty funkce na intervalu (x,, x,) lezi pod touto

pfimkou. Obdobné funkce je na intervalu | konkavni, pokud hodnoty funkce lezi nad
pfimkou.

Takeé se fika "Do konkévy kavu nenalejes."

=] Nékteré jednoduché p Fiklady

Konvexita a konkavnost si Ize nejlépe ukazat na grafu:

[ > f:=Xx->x"2:

[ > pf:= CURVES( [seq( [ /10, evalf( f( i/20))], i=-7 0..70)],
THICKNESS( 2)):

> dvabody := flnum -> POINTS( [evalf( flnum/10), eval f(f(




flnum/10))], [evalf( flnum/10) +5, evalf( f( finum/ 10+5))],
COLOUR(RGB, 1, 0, 0), SYMBOL( CIRCLE)):
cara := flnum -> CURVES( [[evalf( flnum/10), evalf( f(
flnum/10))], [evalf( flnum/10 +5), evalf( f( flnum/ 10+5))]],
COLOUR( RGB, 0, 1, 0), SYMBOL( CIRCLE)):
gfce := flnum -> CURVES( [seq( [ I/10, evalf( f( i/ 10))],
i=flnum..flnum+50)], THICKNESS( 2), COLOR( RGB, 0, 0, 1)):
pl := flnum -> [pf, dvabody( flnum), cara( flnum), gfce(
flnum)]:
nadpis ;= P #iklad konvexni funkce':
PLOT( ANIMATE( seq( p1(t), t=-65..15)), TITLE( nad pis));
Pfiklad konvexni funkce
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f = X->-x"2:
pf .= CURVES( [seq( [ /10, evalf( f( i/10))], i=-7 0..70)],
THICKNESS( 2)):
dvabody := flnum -> POINTS( [evalf( flnum/10), eval f(A(
flnum/10))], [evalf( flnum/10) +5, evalf( f( finum/ 10+5))],
COLOUR( RGB, 1, 0, 0), SYMBOL( CIRCLE)):
cara := flnum -> CURVES( [[evalf( flnum/10), evalf( f(
flnum/10))], [evalf( flnum/10 +5), evalf( f( flnum/ 10+5))]],
COLOUR(RGB, 0, 1, 0), SYMBOL( CIRCLE)):
gfce := flnum -> CURVES( [seq( [ I/10, evalf( f( i/ 10))],
i=flnum..flnum+50)], THICKNESS( 2), COLOR( RGB, 0, 0, 1)):
pl := flnum -> [pf, dvabody( flnum), cara( flnum), gfce(

flnum)]:
nadpis ;= P #iklad konkavni funkce:



[ > PLOT( ANIMATE( seq( p1(t), t=-65..15)), TITLE( nad pis));

Pfiklad konkavni funkce
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AvSak pozor:

ﬁ > f:=x->sin( x)+0.3*sin(3*x):

[ > pl:= CURVES([seq([i/10, evalf( f(i/10))], i=-2 .33)],
THICKNESS( 2)), POINTS( [0.2, evalf( f( 0.2))],[ 2 .9, evalf(
f( 2.9))], COLOUR( RGB, 1, 0, 0), SYMBOL( CIRCLE)), CURVES(
[[evalf( 0.2), evalf( f( 0.2))], [evalf( 2.9), eval f( 1(
2.9))]], COLOUR( RGB, 0, 1, 0), SYMBOL( CIRCLE)), C URVES(
[seq( [ /10, evalf( f(i/10))], i=2..29)], THICKNE SS( 2),

| COLOR(RGB, 0,0, 1)):
> PLOT( p1, TITLE( Je funkce na tomto intervalu konk avni?));




Je funkce na tomto intervalu konkavni?
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Neni. Ackoli jsou vSechny hodnoty funkce v tomto intervalu nad useckou, nesplnuje
definici, protoZe ta hovofi o vSech dvojicich bodu v tomto intervalu.

Snadno se podivame, Zze vhodnym zvolenim dvou bodi dotaneme funkci pod Usecku:

ﬁ > f:=x->sin( x)+0.3*sin(3*x):

[ > pl:= CURVES([seq([i/10, evalf( f(i/10))], i=-2 .33)],
THICKNESS( 2)), POINTS( [0.2, evalf( f( 0.2))], [ 2 .9, evalf(
f( 2.9))], COLOUR( RGB, 1, 0, 0), SYMBOL( CIRCLE)), POINTS(
[0.6, evalf( f( 0.6))], [ 2, evalf( f( 2))], COLOUR (RGB, 1,
0, 0), SYMBOL( CIRCLE)), CURVES( [[evalf( 0.2), eva If( f(
0.2))], [evalf( 2.9), evalf( f( 2.9))]], COLOUR( RG B, 0,1,
0)), CURVES( [[evalf( 0.6), evalf( f( 0.6))], [eval f( 2),
evalf( f( 2))]], COLOUR( RGB, 1, 0, 0)), CURVES( [s eq( [
i/10, evalf( f(i/10))], i=2..29)], THICKNESS( 2), COLOR(
RGB, 0, 0, 1)):

> PLOT( p1, TITLE( "Protip #iklad"));




Protipfiklad

0.81

0.6

0.44

0.21

=] Vztah konvexnosti, konkavnosti a druhé derivace

Podivame se na vétu z matematické analyzy:

Véta: Necht f je funkce spojita na intervalu | (libovolného druhu) a necht f°( x) >0
(resp. f7(x) <0) v kazdém vnitfnim bodé intervalu . Pak f je ryze konvexni (resp.
ryze konkavni) na intervalu I.

Coz nam hodné pomaha vysetifujeme-li funkce.

=] Nékteré zajimav &jsi p Fiklady

Podivame se na funkci sin( x), ktera je vSem diverné znama. Sama o sobé nam
poslouzi jako pékna ukazka spojité periodické funkce, ktera stfida konvexitu a
konkavitu.

Podivame se na graf:
> f:=x->sin( x*Pi/64);

(1
fi=x = sm(-xn}
64

> psin ;= CURVES( [seq( [ evalf( i*Pi/64), evalf( f( D)IB

| 1=-64..64)], THICKNESS( 2)):
( > dvabody := flnum -> POINTS( [evalf( flnum*Pi/64), e valf( f(



flnum))], [evalf( (flnum +20)*Pi/64), evalf( f( fin um+20))],
| COLOUR(RGSB, 1, 0, 0), SYMBOL( CIRCLE)):

[ > cara :=flnum -> CURVES( [[evalf( flnum*Pi/64 -( (1 9*Pi/64)
)), evalf( f( finum) -(f( flnum+20)-f( finum)))], [ evalf(
(flnum +20)*Pi/64 +( (19*Pi/64) )), evalf( f( finum +20) +(f(
flnum+20) -f( flnum)))]], COLOUR( RGB, 0, 1, 0), SY MBOL(

| CIRCLE)):

[ > gfce ;= flnum -> CURVES( [seq( [evalf( i*Pi/64), ev alf( f(

1))], i=flnum..flnum+20)], THICKNESS( 2), COLOR( RG B, 0,0,

L D)

[ > konkavni := TEXT( [4, -0.5], 'Konkavni’):

[ > konvexni := TEXT( [4, -0.7], "Konvexni’):

[ > pl:=flnum -> [psin, dvabody( flnum), cara( flnum) , gfce(

| flnum), konvexni]:

[ > p2 :=flnum -> [psin, dvabody( flnum), cara( flnum) , gfce(

| flnum), konkavni]:

[ > nadpis := "Konvexita/konkavnost funkce sin( x):

[ > PLOT( ANIMATE( (seq( p1(t), t=-64..-10), seq( p2( t),
t=-10..44))), TITLE( nadpis));

Konvexita/konkavnost funkce sin( x)
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A jako posledni si ukdZzeme jesté jinou funkci:

[ > f:=x->sin( x) +0.5*sin(x*2);

L f:=x - sin(x) +0.5sin(2 x)
[ > psin ;= CURVES( [seq( [ evalf( i*Pi/32), evalf( f(

| 1*Pi/32))], i=-32..32)], THICKNESS( 2)):

| > dvabody := flnum -> POINTS( [evalf( flnum*Pi/32), e

valf( f(



flnum*Pi/32))], [evalf( (filnum +10)*Pi/32), evalf(
(flnum+10)*Pi/32))], COLOUR( RGB, 1, 0, 0), SYMBOL(
cara := flnum -> CURVES( [[evalf( flnum*Pi/32 -( (9
), evalf( f( finum*Pi/32) -(f( (flnum+10)*Pi/32)-f
flnum*Pi/32)))], [evalf( (flnum +10)*Pi/32 +( (9*Pi
evalf( f( (flnum+10)*Pi/32) +(f( (flnum+10)*Pi/32)
flnum*Pi/32)))]], COLOUR( RGB, 0, 1, 0), SYMBOL( ClI
gfce := flnum -> CURVES( [seq( [evalf( i*Pi/32), ev
i*Pi/32))], i=flnum..flnum+10)], THICKNESS( 2), COL
0,0, 1)):
konvexni := TEXT( [4, -0.7], 'Konvexni):
konkavni := TEXT( [4, -0.5], "Konkavni’):
pl := flnum -> [psin, dvabody( flnum), cara( flnum)
flnum), konkavni]:
p2 := flnum -> [psin, dvabody( flnum), cara( flnum)
flnum), konvexni]:
PLOT( ANIMATE( (seq( p1(t), t=-32..-24), seq( p2(
t=-24..-5), seq( p1(t), t=-5..14), seq( p2(t), t=
TITLE( Konvexita/konkavita funkce"));

Konvexita/konkavita funkce
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