Metody hledani primitivnich funkci

Def: Primitivni funkce

Necht’ F af jsou d¥ funkce definované na otaném intervalud,b). Plati-li pro vSechna z
intervalu @,b) rovnostF'(x)=f(x), fekneme, Ze funkce je primitivni funkci k funkcif na @,b).

I s

Pro existenci primitivni funkce k funk€inam stai, aby funkce byla spojitd na daném intervalu. V
n¢kterych gipadech vSak tuto funkci nejsme schopni viijgdko elementérni funkci.ifkladem

, - , () () sin(x)
takovych funkci jsou ndfklad funkcef(x) =e ", g(x)=e ', h(x) = y

, ch(x) = sin(>?), ...

Pti hledani primitivnich funkci pouzivama zékladni metody. iPmou metodu u funkci, kde Ize
primitivni funkci primo, gripadré po Upravach, najit v tabulkdch. Metoda per pategouziva
hlavre v piipadech, kdy hledame primitivni funkci k st dvou rozdilnych typ funkci. Treti
metodou, jak najit primitivni funkci jsou substitu pravidla.

Predpokladejme, ZE je jedna zcela konkrétni peymvolena primitivni funkce k funkdina
intervalu(a,b). Mnozina vSech funkci definovanych rovnigi= F(x) + c, prox z (a,b), kdec je

realnd konstanta, je mnozinou vSech primitivniafkiii k funkcif na intervalua,b).

Def: Neurcity integral

Neur ¢itym integralem funkcef na intervalua,b) se rozumi mnozina vSech primitivnich funkci k

funkci f na intervalua,b). Tato mnozina se oztiaje Jf(x) dx.

Je tedyjf(x) dx = F(x) + ¢, kdec je libovolné realna konstanta. Pro jednoduchodeime vzdy
uvazovat = 0.

[=] 1) Tabulkové integraly

Klic¢em k Uspéchu jsou praveé tyto vzorce. Pocitani integralt jakymkoliv zpdsobem vzdy
skongi pravé u nich. Neni tedy Uplné na Skodu si je alespon pfipomenout.

Tyto vzorce plati vSude tam, kde jsou dané funlafandvany.

[ > Int(sin(x),x)=int(sin(x),X);

fsin(x) dx = —cogx)
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=] PFevod na tabulkové integraly

VétSina funkci samdejmé nevypada tak, abychom mohli ihned pouZktary z gedchazejicic
vzorai. Presto u mnoha funkci, které vypadaji na prvni pobledit, je cesta k jednodusSimu
tvaru pongrné jednoducha. Je k tomu ale nutné zn&t zikladni pravidla:

1) integrace st

Jf(x) +g(x) dx = Jf(x) dx + Jg(x) dx




2) integrace funkceaidené konstantou: ch(x) dx = cjf(x) ax
V tuto chvili by tedy nerd byt problém spéitat ani tyto integraly:
a) J(l—x) (1-2x)(1-3x)dx

Integral ze satinu funkci neumime, ale ze stu ano. Neni nic jednodussSiho nez zavorky
roznasobit.

{ > expand((1-x)*(1-2*x)*(1-3*x));

1-6x+11xX*-6X%°
Vyuzijeme ol pravidla - jak pro integrovani s¢tu, tak pro integrovani funkce nasobené

konstantou. Zadany integrakiteme tedy fepsat do tvaru:
"

(1—@(1—2@(1—3xyn=Jde—6J}dx+1yﬁ8dx—sjﬁdx

A nyni uz mizeme kazdy integral gdat podle vzorce a) respektive b).

(" 11 3x
1dx—6jxdx+11Jx2dx—6jx3dx:x—3x2+ —

3 2

1
2+ 3x°

dx

1
Tato funkce je napadrpodobna funkc12—x2 , ke které primitivni funkci znamerévest
a +

puvodni funkci do tohoto tvaru nebude takovy problé&tejdiive se "zbavime trojky™:

1 d
X
2+ 3%

A odtud podle vzorce i) dostaneme:

5

14/ 6 arctarE

2+ 3% 6

C) dx

x>+ 1

Vydélime-li ¢itatele jmenovatelem

> cela_cast:=quo(x*4,x"2+1,x); zbytek:=rem(x"4,x"2+1 X);
cela cast:=x* -1
Zbytek :=1

dostaneme postupn



4

dx= |x*-1+ ! d szd Jld i d X + arctarfx)
X = - X = X — X X="_—X+arctanx
X +1 X+ 1 X+ 1 3

d) [tan(x)?dx

Tento integral na prvni pohled vypada, Ze nem&pide&ného s tabulkovymi integraly
uvedenymi v prvnéasti. UkdZzeme si vSak, Zze jednoduchymi Upravaidame tento integral
spaitat.

Jtar(x)z dx = sin(x)° dx = de— L 1 dx = tan(x) — X
" lcogx)? | cogx)? | cogx)? )

e) Mnoho integral vypada na prvni pohled nglemns. Stai vSak mala Uprava a tloha se
zjednodusi. Trik je hodré a prikladh jeS€ vic. Nasledujicichifiklady se po $tSim¢&i menSim
asili se daji pevést na tabulkové integraly.

1 «/x2+1—«/x2—1 1-x’ (1-x)>
———dx, dx, |[—=5——d, | dx,
2-3x° Axt-1 X(x"+1) X

2

a2 dx, Jcot(x)z dx, ...

3) Per partes

Ne kazdou funkci Ize vSakig@vést postupnymi Upravami na getfunkci, jejichz primitivni
funkce jsou v tabulkach. Danéa funkce ani nemugiraai pohled vypadat tak oSkéivpiesto &
se snazime, jak se snaZzime, rozloZit se nam jidagp®otebujeme tedy&aké pravidlo pro
integrovani sotinu funkci. Takovy sotin budeme integrovat piastech per partes.

Metody per partes se uziva hlgwnptipadech, kdy p&itame integral ze séinu dvou funkci
razného typu (polynom*goniometricka funkce, polynomxgpenenciela,
exponenciela*goniometricka funkce, apod.).

Necht’ F je primitivni funkce k funkcf aG je primitivni funkce k funkcg. Potom

ff(x) G(x) dx =F(x) G(x) - JF(X) g(x) dx

a) |x€ dx
Pii pocitani tohoto integralu se budeme snazit zbavitgedrtypu funkce. Zvolme proto
> G(x):=x; f(x):=exp(x); g(x):=diff(G(x),x);
F(x):=int(f(x),x);




G(x) :=x

f(x) ;= €
g(x):=1
F(x) :=¢€"

é potom dostaneme
[ > Int(f(x)*G(X),X)=F(X)*G(x)-Int(F(X)*g(x),X);

Jexxdx:exx—Jexdx
Ig’omohli jsme si docela dost. @iz nebude zadny problém naSe Usilicggp zakortit.

Jxexdx:xeX—Jede: xe —¢g

b) Jln(x) dx
V tomto gripact zdanliv nejde o sotin dvou funkci. Budeme-li vSak uvaZovat gwul.ln(x),
muzeme se vhodnou volbou za funkica G pohodIré zbavit funkcen x )

[ > G(x):=In(x); f(x):=1,; g(x):=diff(G(x),x);
F(x):=int(f(x),x);
G(x) :=In(x)
f(x) =1
1
9(x) =7
X
L F(x) :=x

[ > Int(f(x)*G(X),X)=F(X)*G(X)-Int(F(X)*g(x),X);

fln(x) dx=xIn(x) - jl dx

fln(x) dx=xIn(x) - Jl dx = xIn(x)-x

C) J@ dx

Tento fiklad je sen z@azen schvaky aby bylo vidt, Ze nema cenu ihned propadat panice,
pokud to hned nevyjdefipocitani tohoto integralu se pouziva trik, ktery v rhagiipadech
pomize.
> G(X):=In(x); f(x):=1/x; g(x):=diff(G(x),x);

F(x):=int(f(x),x);

G(x) :=In(x)

1
f(x) ::;




1
a(x) =

L F(x) :=In(x)
[ > Int(f(x)*G(X),X)=F(X)*G(X)-Int(F(X)*g(x),X);

In(x) In(x)

dx = In(x)? - dx

Na prvni pohled to vypada, Ze jsme si moc hepomdblf ale pouzijeme slibovany trik. Z
predchézejici rovnice tideme hledany integral snadno vyfiat. To uz je otazka pouze
pievadji z jedné strany rovnice na druhou.

2J'n(x) dx=In(x)?  => J'@obc%m(x)z

X
V dalSim oddile o substituci bude ¥igdZe tento integral dokdZzeme gfiat mnohem
jednodussim zjsobem.

d) Jex sin(x) dx

Tento iklad je hod# podobny pedchazejicimu, proto rychleji.
[ > G(X):=exp(x); f(x):=sin(x); g(X):=diff(G(x) X);
F(x):=int(f(x),x);

G(x) :=¢€"

f(x) :=sin(x)

g(x) =€
| F(x) :=—co9qx)
[ > Int(f(x)*G(X),X)=F(X)*G(x)-Int(F(X)*g(x),X);

Jsin(x) € dx = —cogx) € - J—cos(x) e dx

A jeSg jednou ...
[ > G(x):=exp(x); f(x):=cos(x); g(x):=diff(G(x) X);
F(x):=int(f(x),x);

G(x) =€

f(x) :=coqx)

g(x) ;=€
L F(x) :=sin(x)
[ > Int(f(x)*G(X),X)=F(X)*G(x)-Int(F(X)*g(x),X);

Jcos(x) e dx = sin(x) € - Jsin(x) e dx

Jex sin(x) dx = —cogx) € - J—cos(x) g dx = —cogx) €+ € sin(x) - Jex sin(x) dx

A stejny trik jako v pfedchozim pfikladé ...



2 Jex sin(x) dx = —cos(x) e+ e* sin(x) => Jex sin(x) dx =

1 e” (sin(x) - cos(x))
2

e) rekurentni vzorce:
Mnoho integral mazeme peitat pomoci rekurentnich vzdraCasem zjistime, Ze spivat

nagiklad integral zesin X Mje jednoduché pouze pro n liché. Pro n sudé fértsi nadlidsky
ukol. Odvarme si tedy metodou per partes rekurentni vzorewyposet integralu

R.(x) = |sin(x)" dx

Jis€ plati:  Ry(x) = jl dx=x, Ry(X)= [sin(x)dx= —-cogx)
Dale

R(x) = |sin(x) sin(x)"" " dx=(&) =

—CcogX) sin(x)(n_l)

- J—cos(x)2 (n-1) -sin(x)" 2 dx =

—cogx) sin(x)" "+ (n-1) |sinx)" 7 cogx)?dx =

r

—cogx) sin)" P+ (n-1) [sin)" 7 (1 - sin(x)?) dx =

—CcogX) sin(x)(n_ Yy (n-1) (Jsin(x)(n_z) dx - Jsin(x)n dxj =
=—cogx) sin(x) " +(n-1) (R,_,(x) ~R(x))

A odtud dostaneme

sin(x)(n_l) cog x) N n-1

R(x)= " R.-2(X)
Tedy nap.
. 3 . 3
Jsin(x)4 dx = Lsin(x) cosx) + 3 Jsin(x)2 dx = 1 sin(x)” cogx)
4 4 4
_ 3 cogx) sin(x) . 3x
8 8
(&):
> G(X):=sin(x)(n-1); f(x):=sin(x); g(x):=dif f(G(x),x);

F(x):=int(f(x),x);




G(x) =sin(x)" Y

f(x) :=sin(x)
. sin(x)(n_l) (n—1) coyx)
olx) := sin(x)
L F(x) := —cogqx)
[ > Int(f(x)*G(x),X)=F(x)*G(x)-Int(F(x)*g(x),X);
L oy | ocogx)?singo" Y (n-1)
Jsm(x) sin(x) dx = —cog x) sin(x) - |- sin(x) dx

e) Zde jsou dalSiifklady na nichz si Ize proatit metodu per partes:

sz sin(x)? dx, Jarcsin(x) dx, sz arcsin(x) dx, sz & sin(x) dx, Jcos(x)n dx,
Jcos(x)4 dx, Jsin(x)6 dx

B 4) Substituce

DalSi metodou, jakeSit integraly, jsou metody substiti.
A) |. substituéni pravidlo

Pomoci prvniho substiéniho pravidla budeme piat integraly typu| f(G(x)) g(x) dx.

Predpokladejme, ZE dand rovnicly = F(t) je primitivni funkci k funkcif na intervaluc,d).
Funkceg dané rovnicit = G(x) je diferencovatelna na intervalab) a zobrazi tento interval na
intelval (c,d) a je primitivni funkci k funkcg. Potom plati:

Jf(G(x)) g(x) dx = Jf(t) dt = F(t) = F(G(x))

a) |sin(x)®cogx) dx

V tomto ipads je f(t) =t3, G(x) = sin(x), g(x) = cogx). Prakticky postupujeme nasledujicim
zpiasobem.
> ti=sin(x); dt=diff(t,x)*dx;

t :=sin(x)
dt = coqx) dx
a dostaneme
o , . t sin(x)*
Jsm(x) cogx)dx= Jt dt = Z =(&) = A

(&):
> ti=sin(x): 1/4*t"4,

1 .
—SIN(X
 Sin)




X3

x®+3

b) dx

Integral nejdive upravime

X 1 | 4x®
dx =— 5 dx
x8+3 4 | +3
Potom
> t=x"4;  dt=diff(t,x)*dx;
t:=x"
dt = 43 dx
1t4/3 1x*4/3
3 143 arctar{ [j 143 arctarE [j
X 1 1 3 3
dx =— 2 dt = =
x8 +3 4 1t°+3 12 12

> t:=xM: 1/12*sqrt(3)*arctan(1/3*t*sqrt(3));

1 ’E x* «/E ]
—4/ 3 arcta
12 3

c) Substituci je mnoho.&fina z nich neni na prvni pohled &tié k jejich vhodnému
pouzivani porize pouze praxe. Pr@které typy funkci existuji dopoéenné substituce, ktere
maji jednu vyhodu - jejich aplikaci sét§inou po ¥tSim Usili doberete k cili.émto substitucin
je vénovana cela Sestast tohoto dokumentu.

1
adx,
arcsin(x)?4/ 1 - x

Jsin(x)2 cogx)’ dx, ...

X

-4 X2 In(x)
y dx, 1-3x dx,

5 dx,
X +4 X

dx,

B) II. substituéni pravidlo
Pti pouziti druhého substitniho pravidla se postupujégsreé obracet nez u prvniho pravidla.
Druhé substiténi pravdlo se pouziva rgjstji v piipadech, kdy hledany integral jékterého z
typd uvedenych v posledidasti tohoto dokumentu. V posledsdisti budou uvedeny substituce,
které je vhodné zvolit, abychontiglusné integralyigvedli na integrély jednodussi.
Predpokladejme, Ze funkde je diferencovatelna a ryze monoténni na intervawobrazuje
tento interval na interval. Predpokladejme dale, Ze funktge definovana na intervallia ma



na tomto intervalu primitivni funkci. Potomibeme vypoet integréhj f(x) dx prevést
substitucix = G(t), dx = g(t) dt na vyp@et integréluff(G( t)) g(t) dt . Zadany integral pak

muzeme vypoitat z rovnostj f(x)dx = Jf(G( t)) g(t) dt do niZ po integraci pravé strany
dosadimé = G_(x)

a) 4 -xZ dx
- > =T
L t:=t
[ > x:=2*sin(t);

L X :=2sin(t)
[ > dx:=simplify(diff(x,t))*dt;

dx :=2coqt) dt

J 4 dx = J24/ 1-sin(t)? coqt) dt = 4}/ cogt)? cogt) dt = 4Jcos(t)2 dt =

2coqt)sin(t) +2t
{> tt:=solve(2*sin(t)=x,t): 2*cos(tt)*sin(tt)+2*tt;

2coqt)sin(t) +2t

j«/ 4-x dx = 144-x'x +2 arcsir(ﬂj
2 2

Je teba si ugdomit, na kterych intervalech jsmé&giusné vypoty provadli. V nasem pipact

lati1=[-2,2 J—[ EH}
platil=[-2,2] aJ= > 5 |

Tento giklad byl svym zgsobem vyjimény. VEtSinou totiz nevime |, jak zvolit substituci
x = G(t). Casgjsim pipadem bude volbie= G_;(x).

AV X=4
X

b) dx

Volime substituct :=/x—4 . Odtudx : =4 +t*> adx =2t dt.

[ > X=X

L X=X

- > =T

L t:=t

[ > x:=solve(t=sqrt(x-4),x);

L X =4+t
[ > dx:=simplify(diff(x,t))*dt;




L dx:=2tdt

[ > ti=sqrt(x-4): 2*t-4*arctan(1/2*t);

24 X—4 —4arctarE X2_4j

X -4 t2 1t 14/x—-4
dx =12 di=2t-4 arctarE—j =24 x—4 - 4arctarE—j
X 4 +t° 2 2

1

X
c) |—7——=dx (voltex=2tan(t)), |— -~ dx
Al (x2 + 4)3 (%]

(1-3x)

= 5) Racionalni funkce

Pt pocitani integral je naSi snahourpveést tento integral na tabulkovy nebo na wgbo
intergalu z raciondlni funkce. K tomu nam slou&e/yivedené metody. Ukazme si nyni, jak se
pocitaji intergaly z raciondalni funkce.
V prvni fazi upravime raciondalni funkci na getipolynomu a ryze lomenné racionalni funkce
(déleni polynonti). Problémem tedyistane pouze integrovani ryze lomenné racionalriidenn
Postup integrovani takovéto funkce si ukazeme ledagcich gikladech.
) Xx+1 q
a X
x'=4x>+5x°-4x+4

UkaZme si, jak se funkce rozklada na&parcialnich zlomk"na papie”. V dalSich
piikladech uz vyuzijeme schopnosti Maplu a nechamethee trapi sam. Prace je to totiz
jednotvarna, zdlouhava a n#lig myslenko¥¢ narana.
V prvnim kroku rozloZzime polynom ve jmenovatelis@atin mocnin dale nerozlozitelnych
realnych polynom - linearnich a kvadratickych.

> factor(x"4-4*x"3+5*x"2-4*x+4);

(¢ +1) (x=2)

Polynomy prvniho stugnodpovidaji kéenovymcinitelam peislusnych realnych keni (
(x - 2)? - dvojnasobny reélny ken 2) a polynomy druhého stupodpovidaji déma
komplexré sdruzenym kienim (x* + 1 - dva komplexni ki@nyi,-i).
Ke kazdému takovému polynomiiglusi tolik parcialnich zlomk kolikanasobny jeislusny




koren s tim, Ze v kazdém nasledujicim zlomku se smigwjp# jmenovatele o jeddku. V
piipad realnych koeni je v éitateli vzdy konstanta, vifpac komplexnich kéeni (kvadraticky
troj¢len) je v¢itateli linearni funkce.
Xx+1 B x+1 B A N B +C+Dx
X' =4 +5X -4x+4 (C+1)(x-2Y (x-2)° X-2 ¥+1
Snad se @ situace trochu vyjasnila. Jésbyva dopéitat koeficienty A, B, C, D. Ukazme si
jednu z moznosti, jak Ize tyto koeficienty gfiat. Revedeme vSechny zlomky na pravé stran

rovnice na spokmého jmenovatele.
> simplify(A/(x-2)"2+B/(x-2)+(C+D*x)/(x"2+1));

AX+A+BX-2BX+BXx-2B+CxX-4Cx+4C+DxX-4DX¥+4Dx
(¢ +1) (x—2)

X+1 B A B C+Dx_
(x2+1)(x—2)2_(x—2)2+X—2+ B+l
AX+A+BX-2BX+Bx-2B+CxX-4Cx+4C+DxX*-4DX+4Dx

(¢ +1) (x-2)

Po Upra¢
X+1=AX+A+BxX’-2BX+Bx-2B+CxX-4Cx+4C+DxX’-4DxX* +4Dx
UZ se to zé&ina pkne rysovat. Dostali jsme rovnost dvou polyninmby tato rovnost platila,
musi se rovnat koeficientyxuse stejnou mocninou na levé i pravé stnavnosti. Dostaneme
tedyctyfi rovnice oétyirech neznamych.
D+B=0
C-4D+A-2B=0
-4C+B+4D=1
4C+A-2B=1

> solve({B+D=0, A-2*B+C-4*D=0, B-4*C+4*D=1, A-2*B+4*C =1},
{A,B,C,D});
3 -7 -1 7
{A:—’ B:—, C:—1 D :—}
5 25 25 25
Dosadime koeficienty A, B, C, D ddipodniho vyrazu.

4, 7x
X+ 1 _3(1) 7(1) 25 25

OE+1) (x=2) 5(x-27 25(x-2)  xX+1
Pokud méate pocit, Ze jsme si moc nepomohli, tak§sata cetli ¢ast o substituci.

1 1 -1+7x
3 Sdx 7 d 1| dx
w1 (x-2) X-2 X +1
4 3 dx = - + =
-4 +5xX -4x+4 5 25 25

_3(Y) _7In(x—2)+7ln(x2+1)_1arctar(x)
5(x-2) 25 50 25




) x>+ 2x+13 g
X
XC=2x*+2x3-4x%+x -2

A ted’ slibené potrapeni Maplu. Néjde si rozloZzime funkci na soet parcialnich zlomk
> convert((x"2+2*x+13)/(x"5-2*x"4+2*x"3-4*x"2+x-2),pa rfrac,x);

—22—- 16x N 21 N —-21x-42
2 — 2
5(+1) 25(x=2) 25(x°+1)
Od této chvile bude gé&ani integral z funkci tohoto typu Uplnou htou.

1 X+ 2 11+ 8x
21| o 2|5k 2|
2 +2x+13 ; X=2 +1 (x*+1)
X = - - =
X -2x' 42X -4 +x-2 25 25 5

21In(x—2)_ 21In(x2+1)_ 97arctar(x)_ 1(22x-16)

25 50 25 100 +1)

) x6—x5+3x3—30x2+59x—44d 3x*+4 ] 1,

c X, |[——dx, X,
X' =x*-7x*+13x -6 (X +1) x* = x?

X2 =3X+2

X (X2 +2x+1)

dx, ...

= 6) Integrovani podle typu funkce - doporu  €ené substituce
Pro rekteré typy funkci existuji tzv. dopafené substituce. Udame si rekteré z nich.

=l A [R]x, (M)(i) ax

cx+d

ax+b

Pokud je dana funkce v tomto tvaru, jako vhodn&stuze se dopotwje; t°= ox+d




a dx
) 2+X
. 2-X
Zvolime t=
2+X

[ > x:=X" ="t

[ > x:=solve(t=sqrt((2-x)/(2+x)),X);
_2(-1+7)
| - 1+t
> dx:=simplify(diff(x,t))*dt;
8tdt
dXi=-—""-
2
| (1+1t9)
2 (-1+t%) 8tdt ) o ]
Odtud pakx :=———— a dx =~ . Dosazenim dojvodniho integralu
1+t 2
(1+19)
dostaneme
2-x t° 4t
dx =-8 S dt= -4 arctar(t) =
(1+8)  1*C

x 2 { x—Zj
x 4 arctal
2+x 2+X

[ > x=X ="
> t:=sqrt((2-x)/(2+x)): simplify(4*t/(1+t"2)-4*arcta n(t));

X—2 X=2 X—2
- X+ 2 —-—— —4arcta -
X+ 2 X+ 2 X+ 2

«/x +a —«/x—a
«/x +a +«/x—a

Tato funkce jegtneni ve tvaru, ve kterém bychom ji fediovali. To se da ale lehce
napravit.

dx

X+a
-1
«/x+a «/x a X—a
= dx
«/x+a+«/x a X+a
+1
X—a
J
Y oy o o X+a
Ted’ uz mizeme pouzit navrhovanou substitutE &

- > x:=solve(t=((x+a)/(x-a))(1/2),x);



| X:=+4-2a,—/-2a
[ > x:=X"t="1"
> dx:=simplify(diff(x,t))*dt;

dx:=0
X+a
-1
«/x+a—«/x—a X—a 4ta
dx= |— 77— —dx= |- 5 5
«/x+a+«/x—a X+a+1 (L+t)°(-1+t%)
X—a

o/

Ted’ uz pouze rozlozime funkci na st parcialnich zlomk udlame zgtnou substituci a
mame hotovo.
> convert(-4*t*a/((1+t)"2*(-1+t"2)),parfrac,t);
a a a 2a
2(-1+t) (1+t)* 2(1+t) (1+1)°

4ta
- 5 5 dt =
(L+t)°(-1+1t9)
1 1
la mdt la ﬁdt
1 1
+a 2dt—2a 3dt— =
2 (1+1) (1+1) 2
lain(1+t) a N a laln(-1+t)
2 1+t (1+1)? 2

[ > t:=((x+a)/(x-a))N(1/2):
1/2*a*In(1+t)-a/(1+t)+a/((1+t)"2)-1/2*a*In(-1+t);

1 X+a a a 1 X+a
Ealn 1+ - + —Ealn -1+
X—a 1+ X+ a X +a X—a

X—a (1+

Jx+a—¢x—a

Sx+a+ix-a

[/ X+a X+a
1a|n( +1J 1a|n( —1]
X—a a a X—a

2 X+ a 2 2
+1 ( X+a+1j




1-4x+1

C) 1 dx

1+ (x+1)°
1

Ted’ uz trochu rychleji. Pouzijeme substitwe (x + 1) ° .
[ > x:=X"t="1"
{ > x:=solve(t=(x+1)"(1/6),x);

x:==1+t°
{> dx:=simplify(diff(x,t))*dt;
dx :=6t° dt
1-4/x+1 6(1-t)t
e L A=
3] 1+t
1+ (x+1)
6t 6t 3t" ., )
~ + 5 + > -2t -3t°+6t+3In(1+t°) -6 arctar(t)
[ > x:=X"t="1"
[ > t:=(x+1)"(1/6):
-6/ T*tNT+6/5*t"\5+3/2*t"4-2*t"3-3*t"2+6*t+3*In(1+t"2 )-6*arc
tan(t);
(716) (5/6) (213)
6(x+1 6(x+1 3(x+1
_6x+1) 6 (x#1)  3(x*+1) xr1-3x+1)?
7 5 2
rex+1)" 43I+ x+ 1)y -6arctar g+ 1 ')y
7 5 2
9 q 3)
1-4x+1 6(x+1) 6(x+1) 3(x+1)
%) 7 5 2
1+ (x+1)

1 1 1 1
—3u+1)3+6u+1)6+3mtwa+n3j—6amm£«+1)6j

1-x
1 1-4/x (1+x)
d) % dx, 1+«/; dx, Ler? dx
((x+1)*(x=1)")




=l B) JR(sin(x), cogx)) ok

NejvhodrgjSi substituce u takto vypadajicich funkci §e&hvisi na pesrgjSim vzhledu dané
funkce. Nech u= sin(x), v=cos(x) => R(u,v)

1) R(-u,v) =-R(u,v) => t=co}(x
2) R(u,-v) =-R(u,v) => t=sin(x
3) R(-u,~v) = R(u,v) => t=tag)(
4) jindy => t=tan(x/2) - univerzalni substituce
: 2
s
1+ sin(x)

Tato funkce spiuje freti podminku. PouZijeme tedy substittreian(x). Abychom mohli
tuto substituci pouzit, musime si pomtari(x) vyjadit sin(x). Pro jiné pipady je zde
uvedeno také vyj&enicos(x ¥ pomocitan(x).

o sin(x)? sin(x)® sin(x)®+cogx)®  tan(x)? t2
sin(x)"=——— 5 = . . = ; = >
sin(x)” + cog x) cog x) cogX) tan(x)" +1 1+t
2 cos(x)2 cos(x)2 sin (x)® + cos (x )? 1
cos(x)” = 5 > = ” / > - . -
sin(x)“ +cos(x)°  cos(x) cos (x) tan(x)” +1
1
1+t
[ >

[ > x:=X"t="1"

[ > x:=solve(t=tan(x),x);
L X = arctarft)
[ > dx:=simplify(diff(x,t))*dt;
d dt
X :=
| 1+t
sin(x)? t? t2 1t 142 arctar(t+/2)
— L dx= 5~ dt= Sy dt=""~-
1 + sin(x) 5 t 1+ 2t 2 4
(L+t9) |1+ 5
1+t

> t=tan(x): 1/2*t-1/4*sqrt(2)*arctan(tsqrt(2));

t 1
E_Z 2 arctar(t«/z)

sin(x)? . ltan(x) 142 arctar{tan & W2)
L+sin(x? = 2 4




2+ co9x)
b) | ——=——— <dx
1+ 2cos(x)
Pti integrovani této funkce musime pouzit univerzalibstitucit=tan(x/2). Vyjadieme si
tedycos(x) pomocitan(x/2) (pro dalSi pipadné piklady uvedeme i vyja@nisin(x)).

2 2 2 2
{1)() _r(lxj {1)() _r(lxj
2 2 CO$— | —sin— cog — | —sin—
1x [ 1x 2 2 2 2
cogx)=co§— | —si /

S
2 2 {1ij ,r(lsz {1sz
co§g — | +SIn — cos ——
2 2 2
2 2
ﬂj
2) 1-¢
lx)2 1+t
2

sri0 = 25 %) cof2)- 2sif3 oot ) 25"@"0{3/

2 2- 2
cos— | +sSin— cos —
2 2 2
2 2
1x [ 1x X
cos— | +sSin— 2tan —
2 2 2 2t
2 2 2
1x 1x 1+t
cos — 1+tan —
2 2

[ > x:=solve(t=tan(x/2),x);

=

X ;=2 arctar(t)
> dx:=simplify(diff(x,t))*dt;

2dt
dx = 5
L 1+t
2 + cog(x ( 1+tj 23+t
2+ cosx). dx = dt= |- ( 5 ) S dt=
1+ 2cos(x) 2(1-t) ) (-3+1t7) (1+1t9)
1+ (1+1t%)
1+
1ty3
«/5 arctan?E [J + arctarft)
> t:=tan(x/2): sgrt(3)*arctanh(1/3*t*sqrt(3))+arct an(t);

f} + arctarft)

ﬁ arctan?E t



1 tar(ﬂj (3

2 + cogx 2 1x
2+ codx) dx :\E arctan + arctarEtar{—D
1+ 2cos(x) 3 2
=
)| —— - Cdx
1+ sin(x)

Toto je integral smiujici ¢tvrtou podminku. Da se ale pomoci jednoduchychvipiravést
na integal splujici prvni podminku (tedy jehi@Seni vede na pouziti prvniho substititno

pravidla.
1 = 1 -sin(x) i = 1 s |- sin(x) dx = tan(x) -
1+ sin(x) B 1—sin(x)2 - cos(x)2 cos(x)2 - cog x)

q 1+tan(x)d 1 q 1 q
) 1 -tan(x) x 2sin(x)—-cos(x)+5 x tan(x)+4 cot(x)+4 X

sin(x)__
(1-coyx))’

-l ¢ JR(e("”)) dx

V takovychto pipadech se dopotuje substituce = e(ax) .

e(ZX)+8

a) (2%) dx

e +4eX+8

2
W e (2x) _ x ox ] o
Jelikoz plati rovnose =(e”) , miZeme provést substitutic €.




2
X
e +8
dx = (2) dx

(eX) +4¢e"+8

e(2 x)+8
(2x)

e +4ex+8

J

[ > x:=X"t="1"

[ > x:=solve(t=exp(x),X);
L x :=In(t)
[ > dx:=simplify(diff(x,t))*dt;
dt
dx :=—
t
2 2
(€) +8 t°+8 1t
5 dx=|— dt = In(t) - 2arctan— +1
(&) +4€+8 (t“+4t+8)t 2

> t:=exp(x): In(t)-2*arctan(1/2*t+1);

t
In(t) -2 arctarEE + 1)

r—\r—\%\

(2x)

1€
dx=In(€") -2 arctarET + 1]

2
e( X)+4e"+8

e 1

b) | —=dx, |5 dx ...
/e(zx)_l_l e(2><)_|_ex_2



