| Integrace - prostor

=l Otazka
| Roste objem jednotkové kouleRl se zvy3uijici se dimenzi prostoru ?
B Nacrtek jednotkové koule v prvnictityi‘ech dimenzich :-).
UZijeme-li projekci do prostoru o jednu dimenzi g, tak nértek jednotkovych kouli
{ muze vypadat nap takto:
[ > with(plots):
| Jednorozrérné:
> plot([[0,0]], styl e=poi nt, axes=none);

| Dvourozn#&rna:
> plot(0,x=-1..1, axes=none);

E Trojrozmerna:
> plot([sin(t),cos(t),t=-Pi..Pi],axes=none);

EAétyfrozmérné:
[ > p4:=plottool s[sphere] ([0,0,0],1):
> pl ots[display]([p4]);
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B Odpoveéd’
(vytesil - prof. RNDr. Ivan Netuka, DrSc. €tdékan MFF UK)
| Oznaime @gedre obecr kouli v Rkjako mnozinw z R¢
> B[r] ={x, abs(x) <=r};
[ Br={x,|x|sr}
> | anbda[ k] ( B[ k] ) =al pha[ k] *r *k;
{ A(By) =a, r"
[ kdea, je objem jednotkové krychIeR}‘.

| Pouzijeme cimrmannovsky krok stranou a - zaprvétiame:
> I=Int(exp(-t"2),t=-infinity..infinity);

2
I=Jme(t)dt

—00

{ (coz jest\/;) - zadruhé sptieme:
[ > Int(exp(-abs(x"2)),x)=Int(exp(-(x[1]72))*exp(-(x[2]"2))*exp(-
(x[k]I™2)), x[ 1] *x[ 2] *x[ K] ) ;

2

Je(-l H dx = Int(e[_xlzj e(_XZZJ e(_Xk j X1 %, XJ

i (MapleV neumot#iuje rgjakym solidnim zpsobem vyjatit nékteré symboly v textuili

| rozumi se, Ze v integralu vpravo integrujeme pdksdoh, vievo \Rk)
| To vSak jest:
[ > Product (Int(exp(-(x[j])"2),x=-infinity..infinity),j=1..k)=pi"

(k/2);
K -x.2 X
o Jl 9,
i=1)

t Dale vyuzijeme geometrického vyznamu integralu rasime:
> | nt(exp(-abs(x)”"2), x) =l anbda[ k+1] ({[ X, y], 0<=y, y<=exp(-abs(x)”"




2)});

(Ax) (Ax)

Je dx=A.,,({0<sy,yse ", [xVl})
I ([ x, y] samozejme z prostorLR(k+l)).Mnoiinu na prave strarozna&imeM.Proy z intervalu
| (0,1) ozna@ime
[ > My={x, y<=exp(-abs(x)"2)};

2
7 My:{x,yse(_lxl )}
| pak tedy s vyuZzitim Fubinihosty plati:
> lanbda[ k+1] ({[x, Y], y <= exp(-abs(x)"2), 0 <=
y})=Int (I anbda[ k] (M‘y), y=0..1);

5 1
Mo a((0sy y<e ™ xoy) ):JAK(My)dy
0

E VyieSenim nerovnice:
[ > y<=exp(-abs(x)"2);

2
7 yseHxI)
| dostaneme:
(> abs(x)<=sqrt(In(1/y));
1

|x|s In(—j
| y
| a plati tedy, Ze:
(> My=B[sqrt(In(1/y))];

M =B
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1
Tedy napravo stoji koule o polén In(;}. Dale jak jsme jiz uvedli mame:
> ambda[ k] (B[sqgrt(In(1/y))])=al pha[k]*(I n(1/y))"(k/2);
k
Ny o= anl—
, ( '“[;]j Y
| SepiSeme-liettzec poznatk, které jsme byli pr&vucnili dostavame:
[ > pi*(k/2)=Int(exp(-abs(x)”"2),x);

@ (4P
T =Je 7 dx
"> I nt (exp(-abs(x)”"2), x)=al pha[k]*Int(In(1/y)~(k/2),y=0..1);
RS
2

2 1
Je(‘|x| ) dx = a, |n(;} dy

0




_ Substituciy =€ >, dy=—-e "~ ds mame:
> alpha[k]*Int(In(1/y)"(1/2*k),y=0..1)=al pha[ k] *I nt (exp(-s)*s”(
k/2),s=0..infinity);

1 k
[2] ” [EJ
1 (-s) \2
o | Inf—| dy=o,| e s ds
y
0
L 0
_ Integral napravo vSak, jak pozorujeme, neni niéjmgamma funkce. Tedy:
[ > al pha[ k] *I nt (exp(-s)*s*(1/2*k),s =0 ..
i nfinity)=al pha[ k] *Gama(k/2+1);
3
W s .
oy e Vs’ ds=a, F(E+ 1}
L 0
. Po vyctleni potom:
[ > al pha[ k] =pi *(k/ 2)/ Gamma( k/ 2+1) ;
k
2
3

Tt

I'(—+ 1)
2

t A objem jednotkové koule mame speny.

| Na zavr poprosime MapleV, aby nanighledré naértl vyvoj objemu jednotkové koule v

| prostorectR azR?°.

> plot([seq([k, Pi *(k/2)/ GAMVA(k/2+1)],k=1..18)], styl e=point, xti
ckmar ks=18) ;
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' Vidime sami, Ze objem jednotkobé koule roste adid®enze 5, kde nabyva svého maxima,
ale poté objem jednotkové koule kles4, [jalce ve jmenovateli stahuje exponencielu v

| citateli.

| [ Atoje odpo¥d na naSi otazku.




