{ Integral s parametrem - spojitost

[ >
= zadani

" VySetete definéni obor funkce a jeji spojitost. Pokuste s&turodnotu fceF & )najdsite
| limity v krajnich bodech defigniho oboru a oboru spojitosti, vyj@de derivaci funkce:
> F.=a->Int((1l-exp(-a*x))/(x*exp(x)),x=0..infinity);

(-ax)
1-e
F:=a - —de
X €

B Defini¢ni obor a konvergence

ax
Na okolix = 0 se integrand chovéjak‘?(—, kteryzto je definovan pro libovolre

(x(-a-1))

Na okolix = « se integrand chova jakoT, ktery konverguje pro libovolnéa - 1< 0.

ﬁ Mame tedy prd- & Yefinicni obor (-1¢).

B Spojitost

(-ax)

{ Predre jestf(x, a) ==, spojita dlex s.v. na intervalu (&) pro vS.a z intervalu (-1x).
X €

| Déle jesff & a )spojita dlea s.v. na intervalu (-&) pro s.vx z intevalu (Oy).
| Déle hledame faj takovou, aby platilo:
{ > abs(f(x,a))<=0;
[f(x a)|<g
| provi.xaa.
| Rozliime nejprve dvatfpady. Prop < g, pevna z intervalu (8), p < a, a < q plati:
[ > abs(f(x,a))<=(1l-exp(-g*x))/(x*exp(x));
(-ax)
-e
[f(x a)|s———
| X €
| Pro p<gq, pevna z intervalu (-1,0) plati:
[ > abs(f(x,a))<=(1l-exp(-p*x))/ (x*exp(x));
(=px)

[f(x a)|<-

X

" Jelikoz ma fcd X, a konvergentni majorantu na kazdém intervala][ je na tchto
intervalech fcd= & ¥pojita a je spojita i na sjednocetgtito interval i.e. na celém
| definiénim oboru.

B Derivace

" Jezto definini obor mame jiz wen a fcd & a )e spojita s.v. dl& pro v3.a, zajiméa nas zda
| derivace fcd X, a Jllea ma konénou derivaci skoro vSude.

| Derivaci integrandu podle parametru ziskame funkci:

> Diff(f(x,a),a)=sinmplify(diff((1l-exp(-a*x))/(x*exp(x)),a));




0 (x(a+1))

| aaf(x, a)=e

' Tato funkce je #jm¢ omezena pro v&.i vs.a. Nyni k ni najgmez vhodnou konvergentni
| majorantu. To zde nenfzké nebd plati:

> exp(-x*(atl)) <=exp(-Xx);

e(—X(a+ 1)) < e(—X)

ETedypIatl': i
(> Diff(F(a),a)=Int(Dff(f(x,a),a),x);

(-ax)

0 l1-e

0
9 & dx | = aaf(x,a)dx

0

A v tomto konkrétnim fipadé mizeme derivaci vyjaiti explicitné jako:
[ > assune(a+l, positive):

> Diff(Int((1l-exp(-a*x))/x/exp(x),x =0 ..
infinity),a)=int(exp(-x*(a+l)),x=0..infinity);

(—a~x)

0 l1-e 1

0
B Hodnota fce a limity v krajnich bodech
' Nyni jiz snadno vyjaiime fci F(a) explicitd pomoci jeji derivace, coz ndm byltegtim tZko
| uciniti. Nejprve jednoduse zintegrujeme vysledekpkisme obdrzeli fed malou chvili
> F(a)=int(1/ (a+l), a) +c;

(—a~x)
l-e
- dx=In(a~+1)+c
X €
0
| a ugime konstantw tak aby platilo:
[ > I n(a+l) +c=Int ((1l-exp(-a*x))/x/exp(x),x =0 .. infinity);

(—a~x)

In(la~+1)+c=| ——dx
x "

0

| Coz vSak neznamena nic jiného nezlicje rovno 0, nebdpo dosazerd = 0 do vyse
| uvedené rovnosti dostavame:

[ > 1 n(1)+c=0;

| c=0

| Odtud také vidime, Ze limity v krajnich bodech d&fiiho oboru fce F(a) jsou:

(> Limt(F(a),a=-1)=limt(ln(a+l), a=-1);




(—a~x)
] 1-e
lim —de:—oo
a~4>(-1) xe

L 0
> Limt(F(a),a=infinity)=limt(ln(a+l),a=infinity);

(-a~x)
] 1-e
lim ———dx=o

a~ - © XeX




