Zakladni prace s cCisly a vyrazy

Posloupnosti

U posloupnosti se daji snadno pocitat jejich nepiili§ komplikované limity. Hromadné body limsup
a liminf se u posloupnosti v tomto programu pocitaji Spatné, je nutné jit ptes MaxValue a MinValue a potom pouZit limity.
V mnoha pfipadech program dlohu nezvladne.

Bezproblémové posloupnosti

V prvni ¢4sti jsou ukdzdny piiklady, které program spocte dobfe. Jsou to vSechno situace, kdy limitovand posloupnost je
ziZeni vhodné funkce na mnoZinu pfirozenych ¢isel a tato funkce m4 limitu v nekone€nu (napf. posloupnost {sin n} je
zuZeni funkce sin x, {2"} je zuZeni funkce 2%, posloupnost {n!} je ziZeni funkce Gamma(x+1) na pfirozend c¢isla). Program
pocitd limitu posloupnosti jako limitu funkce definované v okoli nekonecna.

Infi]:= Limit[a”~ (1 / n), n - Infinity]
Ou[1]= 1

in2):= Limit[n”* (1/n), n - Infinity]
Ooutel= 1

In[3= Limit [Sin[n] /n, n » Infinity]
out[3]= 0

Inf4= Limit[2*n/n!, n -5 Infinity]
Out[4]= 0

5= Limit[n/ (n!)*(1/n), n-» Infinity]
Out[5]= €

in6l:= Limit[(1+a/n)“n, n- Infinity]

a

outjsl= €

Problémové limity

vs w2

Dalsi ¢ast ukazuje piiklady, kde sice limitovana posloupnost je ziZeni vhodné funkce na mnoZinu

prirozenych ¢isel ale tato funkce nema limitu v nekonecnu. Pak se musi ptidat podminka, Ze se pracuje jen v oboru
prirozenych ¢isel. Kromé jednoduchych piipadu byva proto vhodnéjsi tuto podminku ptidavat vzdy. Jak je vidét z
jednoduchého posledniho piikladu, ani pfidani této podminky nezajisti vypocet jednoduché limity.

7= Limit[(-1)*(2*n+1), n -> Infinity]
Nonreal:warning : Nonreal number encountered.
Oout[7]= Nonreal
ingl:= Limit[(-1)*(2*n+1), n -> Infinity, Assumptions - Element[n, Integers]]

out[g]= -1
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in9]:= Limit[Tan[2*n*Pi /2], n -> Infinity, Assumptions - Element[n, Integers]]

outgl= 0

In[10]:= Limit[Sin[n! *Pi], n -> Infinity]
out[10]= Interval[{-1, 1}]
In[11]:= Limit[Sin[n! *Pi], n -> Infinity, Assumptions - Element[n, Integers]]

Out[11]= O

Inf12}= Limit[Sin[n! *Pi /2], n -> Infinity, Assumptions - Element[n, Integers]]

ou[12}= Interval[{-1, 1}]

Numericky pfistup

Muze se stét, Ze program nedovede napsat piesnou hodnotu limity, ale dovede ji odhadnout numericky. K tomu slouZzi piikaz
NLimit (nejdiive je nutné nahrat numericky balicek Numerical Calculus}.

In[13:= Limit [Sum[1l / (k*3 x Log[k]), {k, 2, n}], n -> Infinity]

n 1
Out[13]= Limit {Z —, N>
k=2 k? Log[k]

Inf14]:= Limit [Sum[1l / (k*3 % Log[k]), {k, 2, n}],
n -> Infinity, Assumptions - Element[n, Integers]]
n 1

Out[14]= Limit {Z —————, n-> o, Assumptions - n € Integers
i kK’ Log[k]

In[15= Needs["NumericalCalculus "]
Inf16}- NLimit[Sum[1/ (k~3 * Log[k]), {k, 2, n}], n > Infinity]

out[16]= 0.237996

Rekurentni posloupnosti

Posledni st se zabyvd situaci, kdy je posloupnost definovédna rekurentné. Prvni piiklad s konstantni posloupnosti ukazuje,
Ze si Mathematica s touto situaci jednoduSe neporadi. Existuje numericky postup (ale nikoli s pouzitim NLimit), ktery v
nékterych situacich dé vysledek. Tento vysledek je odhadnut po
numerickém vypoctu jistého poctu prvnich ¢lentt posloupnosti (tento pocet se dd ovlivnit). Druhy piiklad s vysledkem ( \/5

-1)/2 ukazuje, Ze vysledek je vypocten velmi presné. V poslednim piikladé je limita rovna -1.

inf171= Clear[h]; h[1] =1; h[n_] :=h[n-1]

In[18]:= h[5]
out[18]= 1
In[19]:= h[100]

out[19]= 1
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Inf20]:= Limit[h[n], n » Infinity]

$lterationLimit:itlim : Iteration limit of 4096 exceeded. >

Out[20]= Limit [Hold[h[(-4095+n) -1]], n > ]
Inf21]:= Limit[h[n], n » Infinity, Assumptions -» n € Integers]

$lterationLimit:itlim : Iteration limit of 4096 exceeded. >

Out21]= Limit [Hold[h[(-4095+n) -1]], n » o, Assumptions - n € Integers]
In22]:= Limit[h[n], n » Infinity, Assumptions » n € Integers] // N

$lterationLimit:itlim : Iteration limit of 4096 exceeded. >

out[22)= Limit [Hold[h[ (-4095. +n) -1.]], n - o, Assumptions - n € Integers]

In[23]:= Needs["NumericalCalculus' "]

Inf24]:= NLimit[h[n], n » Infinity, Assumptions -» n € Integers]
$IterationLimit:itlim : Iteration limit of 4096 exceeded. >

NLimit:notnum : The expression Hold[h[(=4095. + 1.) — 1.]] is not numerical at the point n == 1.". >

Out[24]= NLimit [Hold[h[ (-4095+n) -1]], n > o, Assumptions - n € Integers]

Infe5]:= posl = Table[h[k], {k, 1, 10}]; SequenceLimit [posl]

Out[25]= 1

Infe6]:= Clear[h]; h[1] =0; h[n_] :=h[n] =1/ (h[n-1] +1)
Infe7]:= posl = Table[h[k], {k, 1, 10}]; SequenceLimit [posl]
Out[27]= 0.61803398874989484820458683436564

Inf2gl:= N[(Sqrt[5] -1) /2, 32]

Out[28]= 0.61803398874989484820458683436564

Inf29)= Clear[h]; h[1] =-1/2; h[n_] :=h[n] =1+h[n-1]+1/h[n-1]
In[30]:= posl = Table[h[k], {k, 1, 10}]; SequenceLimit [posl]

out[30)= —0.9999999999999999



