Extrémy funkce

Kritické body funkce pro hledani extrému funkce jsou podle definice krajni body defini¢niho oboru, body, kde derivace
funkce neexistuje a body, kde se anuluje prvni derivace funkce. Prvné uvedené body Mathematica n€kdy urci - viz funkce-
def. Druhy typ kritickych bodi se zjistuje podobné pomoci defini¢niho oboru derivace - viz funkce-def.Tteti typ kritickych
bodt se zjisti pomoci piikazu Solve.

Budeme tedy hledat body, kde derivace dané funkce md hodnotu nula.

V nésledujicim piikladé mdme najit vSechny lokélni extrémy dané funkce na intervalu [-0,5 ,1, 5]

Infi]:= Clear[£f, derl]; £[x ] :=—-(x-1)"3 % (x*2)~(1/3); okraj={-0.5, 1.5};
2= derl[x_] = Simplify[D[£f[x], x]]

(—l+x)2x (-2 +11 x)

3 <X2> 2/3

out2l= -

In[3)= Reduce[derl[x] =y, y, Reals]
2x-15%%+24%x%-11x*

3 (x2)2/3

ougl= (x <0 ]| x>0)&&y ==

In[4= notder = {0}
out[4]= {0}
In5]:= Solve[derl[x] == 0, x]

out[5]= Hx% 12—1}, {x->1}, {Xﬁl}}

in6]:= nulder = x /. Solve[derl[x] == 0, x]
2
Outel= { —, 1, 1

In[7]:= krit = Union[Sort[Join[okraj, notder, nulder]]]

2
=1, 1.5}
11

out[7]= {—0.5, 0,
Ingl:= Map[£f, krit] // N
outgl= {2.12612, 0., 0.175782, 0., -0.163796}

Vidime, Ze v levém krajnim bodé¢ je maximum funkce, v 0 je lokdlni minimum, ve
2/11 nenf lokalni extrém a v pravém krajnim bod¢ je minimum funkce. Maximum a minimu funkce si miZeme ovéfit pomoci

Maximize a Minimize (piikazy MaxValue a MinValue nedaji body, ve kterych se extrém nachazi).
In9]:= Maximize[{£f[x], -0.5 <x<1.5}, x]

ou9l- {2.12612, {x > -0.5}}

IA

In[10]:= Minimize[{£f[x], -0.5 <x <1.5}, x]

ouio)- {-0.163796, {x > 1.5}}
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Asymptoty

Asymptoty budeme hledat jen v nevlastnich bodech. V ndsledujici ukdzce neni oSetfen piipad, kdy asymptota neexistuje
(nicméné, podle vysledku se to pozna).

Inf11:= Clear[£f]; £[x_] :=x*2% (x—-2) / (x+1) "2+ 2 % Abs[x]

In[12]:= Clear[a]; a = Limit[f[x] / x, x » Infinity];
asymptplus = a* x+Limit[f[x] -—a* X, x » Infinity]

Oou[12]= -4+ 3 x

In[13]:= Clear[a]; a = Limit [f[x] / x, x » -Infinity];
asymptplus = a* x+Limit[f[x] —a*x, x> -Infinity]

Out[13]= -4 - X
Monoténnost a konvexita

Je jednoduché pro zjisténi monoténnosti funkce pouzit derivaci.
In[14:= Clear[f, derf]; f[x_] :=x%2% (x-2) / (x+1) "2
In[15]= derf[x ] =D[£f[x], x]

2 (-2 +x) x° 2 (-2+x)x x?

out[15]= — + +
(1+x)3 (l+x)2 (l+x)2

In[16]:= Reduce[derf[x] > 0, y, Reals]
ouf16]= x < -4 || -1<x<0]|x>1
In[17]:= Reduce[derf[x] < 0, y, Reals]

Ou[17]= -4 <x<-1]]0<x<1

Pro zjistovani konvexuty a konkavity je opét vhodné pouzit druhou derivaci.
inf18= der2f[x_] =D[£f[x], x, x]
6 (-2 +x) x° 8 (-2 +x) x 4 x? 2 (-2 +x) 4 x

out[18]= - _ " +
(l+x)4 (l+x)3 (].+x)3 (l+x)2 (l+x)2

In[19]:= Reduce[der2f[x] > 0, y, Reals]

2
out[19]= X > —
Z

Inf20]:= Reduce[der2f[x] < 0, y, Reals]
2

Outl20]= x < -1 ]| -1<x< —
.

Pribéh funkce

Jedna se o vhodné setazeni piedchozich postupt. Lze napsat i programek, ktery po zadani funkce (ale jen "hezké" funkce)
vypiSe vSe potiebné a nakresli graf.
Projdéme postup pro nasledujici funkci.

Inf21]:= Clear[f, derl, der2]; £f[x_] :=x"2*% (x—-2) / (x+1)"2
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Inf22]:= Reduce[f[x] ==y, %X, y, Reals]

Oute2l= x < =1 ]| x>-1

Defini¢nim oborem jsou tedy vSechna redlna ¢isla kromé -1. MiZeme definovat okrajové body a zjistime ddaje o derivaci. V
bodé€ -1 budeme brét limitu zleva i zprava, a proto tento bod uvedeme dvakrit.

2= okraj = {-1 % Infinity, -1, -1, +Infinity}
out23l= {-, -1, -1, «}

Infe4]:= derl[x_] := Simplify[D[£f[x], x]]

In25]= Reduce[derl[x] ==y, x, y, Reals]

Oute5]= x < -1 ]| x>-1

Derivace je tedy definovana na celém defini¢nim oboru funkce f, ktera je tudiz spojita.

In[26]:= notder = {}
out26]= {}
In27)= nulder = x /. Solve[derl[x] == 0, x]

oute7l= {-4, 0, 1}

Inf28]:= krit = Sort[Join[okra]j, notder, nulder]]
outj2g)- {-4, -1, -1, 0, 1, -, »}

Musime opravit poradi.

Inf29]:= krit = Sort[krit, Less]

out29]= {-, -4, -1, -1, 0, 1, =}

In[30]:= hodnoty = Map[£f, krit] // N

oozindet : Indeterminate expression 0 (—c0) encountered. >

1
Power:infy : Infinite expression — encountered. >
0

1
Power:infy : Infinite expression — encountered. >
0
ocozindet : Indeterminate expression 0 co encountered. >
Oout[30]= {Indeterminate, -10.6667, ComplexInfinity, ComplexInfinity, 0., -0.25, Indeterminate}
Ackoliv Mathematica dovede v jednoduchych piipadech za hodnotu v nekonecnu dat limitu fiunkce v tomto bodé¢, pro nasi
funkci to nedovede a musime dosadit hodnoty ru¢né.

In[31]:= hodnotyl = {Limit[£[x], x » -Infinity], hodnoty[[2]],
Limit[f[x], x> -1, Direction » 1], Limit[£f[x], x » -1, Direction -» -1],
hodnoty[[5]], hodnoty[[6]], Limit[£f[x], x » Infinity]}

ou3i= {-wo, -10.6667, -0, -0, 0., -0.25, »}
Nyni sestavime tabulku a u¢infme prvni zavér.
32~ tab = Table[{krit[[i]], hodnotyl[[i]]}, {i, 1, 7}]

OUI[32]: {{_OOI _OO}I {_41 _10-6667}1 {_ll _OO}I {_11 _OO}I {OI O}I {11 _O~25}r {OOI OO}}
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In[33):= Grid[tab, Frame - All]
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Z uvedenych hodnot ihned pozndme, Ze funkce roste az do bodu -4, pak klesd do bodu-1, kde je kolmd asymptota, poté roste
do bodu 0, klesd do bodu 1 a pak roste na zbytky defini€éniho oboru. Mazima a minima nenabyv4, lokdlni maxima jsou v
bodech -4 a 0, lokalni minimum v bodé¢ 0.
Mizeme se podivat na konvexitu a na asymptoty.
In34)= der2f[x_] = Simplify[D[£f[x], x, x]]

2 (-2 +7x)
Out[34]=

(1+x)*

In[35]= Reduce[der2f[x] > 0, y, Reals]
out[3s]= X > —

In36= Reduce[der2f[x] < 0, y, Reals]

ouf3el= x < -1 ]| -1<x< —
5

n37]:= a = Limit[f[x] / x, x » Infinity]; asymptplus = a*x + Limit[f[x] -a*x, x » Infinity]

Oout[37]= -4+ x

InBgl= a = Limit[£f[x] /x, x » -Infinity]; asymptminus = a * x + Limit [f[x] -a*x, x > -Infinity]

out[38]= —4 + x

Funkce je tedy konkavni na intervalech (-co,-1) a (-1,2/7). konvexni na (2/7,c0).
V obou nevlsatnich bodech ma stejnou asymptotu x-4.
Nakreslime graf.

In[39]:= Plot[{£f[x], x-4}, {x, -7, 8}, PlotRange » {-15, 5}]

out[39]=




