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Pouziti derivace

Néktera pouziti derivace pomoci programu Mathematicabyla probrana v pfedchozi &asti (extrémy, monotdnnost,

asynptoty, grafy funkci). DalSi vyznamné pouZiti je pfi sestavovani diferencialnich rovnic, které bude probrano v

pfislusné Casti o diferencialnich rovnicich. Mezi pouZiti derivace patfi i po€itani limit funkce pomoci L'Hospitalova

pravidla - to vSak pro pouziti programu Mathematicanema velky vyznam. Z latky probirané v pfednasce tedy
zbyva Newtonova metoda feSeni rovnic a aproximace funkce polynomy.

Newtonova metoda reseni rovnic

V programu Mathematica neni pfikaz na pouziti této metody, je vSak velmi jednoduché pfikaz naprogramovat.V
nasledujici Uloze je vhodné volit poateéni bod mezi 0,23 a 0.95. Ozkousejte jiné volby.

Clear[f, h]; £[x_] :=5* (-Sqrt[1-x*2] +0.81); h[1] = 1000;
h[2] = Input["Zadejte vychoxi bod aproximaci"]; n = 3;
While[Abs[h[n -1] -h[n-2]] >10~(-3),

{n++, h[n_] :=h[n] =h[n-1] - £[h[n-1]]1/£'[h[n-1]]1}];
n0 =n; Print[ " Ko¥en je roven ", h[n] // NJ]
Print ["Hodnota funkce v korenu je rovna ", £[h[n]] // N]

Kofen je roven 0.58643

Hodnota funkce v kofenu je rovna 7.59948 x 10713

Nasledujici animace ukazuije, jak se feSeni aproximuije a jak jednotlivé kroky vznikaji.

In[30]:=

For[n=3, n<n0, n++, h[n] =h[n-1] - f[h[n-1]]/£f'[h[n-1]1]];
Manipulate[Plot [{f[x], £[h[n]] + £'[h[n]] * (x-h[n])},
{x, 0, 1},
Epilog > {{PointSize[0.015], Point[{h[n], 0}]},
{PointSize[0.015], Point[{h[n], £[h[n]]}]}},
PlotRange » {-2, 3.5}], {n, 2, n0, 1}]
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Nasledujici animace ukazuje pfipad, kdy posloupnost aproximaci nekonverguje. Ukazte pfipad, kdy absolutni
hodnota aproximaci bude konvergovat k nevlastnimu bodu.

Clear|gqg, k];
g[x_] :=Piecewise[{{-Sqrt[-x], x< 0}, {Sgrt[x], x> +0}}];
k[2] =1; For[n=3, n<7, n++,

k[n] =k[n-1] -g[k[n-1]]/g'[k[n-1]]];
Manipulate[Plot[{g[x], g[k[n]] +g'[k[n]]* (x-k[n])},

{x, -2, 2}, PlotRange-» {-1.6, 1.6},

Epilog » {{PointSize[0.015], Point[{k[n], 0}]},

{PointSize[0.015], Point[{k[n], g[k[n]]1}1}}1,
{n, 2, 6, 1}]
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Taylorovy polynomy

Taylorovy polynomy funkci se pomoci programu Mathematica ziskaji snadno, ale vétSinou se z nich tézko da

poznat zakonitost pro obecné vyjadreni. Také zbytek je uveden ve tvaru, ktery Ize tézko pouzit pro
konvergenci.

Series[Sin[x], {x, 0, 10}]
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Series[{Exp[x], Tan[x]}, {x, 0, 8}]

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
{1+x+—+—+—+—+—+ + +0(x),
6 24 120 720 5040 40320
¥ o2x 174
X+— +— + +0(x9)}
3 15 315
Series[Cos[4 x*3], {x, 0, 30}]
32x12 25618 512x% 4096 x3°
1-8x%+ - + - +0(x)
3 45 315 14175

Chceme-li jen vypsat koeficienty Taylorovy fady, hodi se nasledujici postup.

CoefficientList [Series[Cos[4 x*3], {x, 0, 30}], x]

32
{1’ 0’ 0’ 0’ 0’ 0’ _8’ 0’ 0’ 0’ 0’ 0’ ?’ 0’ 0’ 0’

256 512 4096
0’ 0’ - b 0’ 0’ 0’ 0’ 0’ - b 0’ 0’ 0’ 0’ 0’ - }
45 315 14175

SeriesCoefficient [Series[Cos[4 x*3], {x, 0, 30}], 12]

Nasledujici animace ukazuije, jak sice Taylorovy polynomy stale Iépe aproximuiji danou funkci (v nasem pfipadé
sinus), ale od jistého bodu se od funkce hodné vzdaluji.

Manipulate[Plot [Evaluate[Normal [Series[Sin[x], {x, 0, n}]]],
{x, 0, 3Pi}, PlotRange -» {-2, 2}], {n, 1, 15, 2}]
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Polynomy muzeme vyjadfit pomoci mocnin v jinych bodech nez v 0. Program automaticky pie stale stejny
zbytek, i kdyZ je v tomto pfipadé jasné nulovy. Lze najit i Taylorovy polynomy se stfedem v nekonecnu.

Series[x*5+4x-1, {x, 2, 6}]

39+84 (x—2)+80(x—2)* +40 (x—2)* + 10 (x = 2)* + (x = 2)> + O((x - 2)7)

Series[Exp[x], {x, 1, 8}]

1 1 1
e+re(x-D+—e@x-1D2+-e@x-1P+—e@x-D*+
2 6 24

1 1 e(x-17 ex-1)°8
—e(x-1P+—e@x-1%+ + +0((x-17)
120 720 5040 40320

Series[1l/ (x-1), {x, Infinity, 6}]
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Taylorovy polynomy Ize skladat, nasobit, derivovat, pouzit na né inverzni funkce, atd.

ComposeSeries[Series[Exp[x], {x, 0, 10}],
Series[Sin[x], {x, 0, 10}]]

2 4 S

X X X X6 x7 318 X 20951 x10
1+x+ E —————

— +—+ + -
8 15 240 90 5760 5670 3628800

Series[Exp[Sin[x]], {x, 0, 10}]

2 X x0 x7 318 X 2951 x!0
ldgd—— === —— dp=— o + -
2 8 15 240 90 5760 5670 3628800

Series[Tan[x], {x, 0, 10}]

xXo2x 17X 62X°
X+—+ + +
15 315 2835

+o(x")

InverseSeries[%, x]

P 7

x——+—-—+—+0(x")
35 7 9

Series[ArcTan[x], {x, 0, 10}]
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D[Series[Sin[x], {x, 0, 10}], {x, 2}]
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