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Primitivni funkce

Primitivni funkce se v programu Mathematica ziskaji pomoci neurcitého integralu. Ten se obvykle
déa programem spocitat, ale jsou jednoduché funkce, jejichZ primitivni funkci program nevypocita.

Bezproblémové integraly

Integrovani se provadi pomoci pfikazu Integrate. Je nutné vyznacit proménnou, podle které se

integruje. Ve vysledku program nepiSe pfidané konstanty.

Integrate[Sin[x], x]

—cos(x)

Integrate[l/ (x*2-1), x]

1 1
— log(1 —x)— — log(x+1)
2 s 2 s

Integrate[l/ (x*2 + 1), x]

tan™! (%)

Integrate[Sqrt[1l - x* (2)], x]

% (\/ 1-x% x+ sin_l(x))

Integrate[Sqrt[1l + x* (2)], x]

l (\/ 2+1 x+ sinh_l(x))

2

Integrate[x Log[x], x]

1 2 ) X2
— x“ log(x) — —
2 2 4

Misto pfikazu Integrate Ize pouZit -1.derivaci D[-1]. Pokud dame misto -1 napf. -3, dostaneme
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tfikrat opakovanou integraci.

In[88]:=
Derivative[-1] [Function[x, x*2]]
Out[88]= X3
X —
3
In[89]:=
Derivative[-3] [Function[x, x*2]]
Out[89]= X
X —
60
Vysledky mirné problémové
Obecné program nevyznaci podminky, za kterych vysledek plati. V prvnim pfikladé musi byt n+
-1, ve druhém pfikladé je uveden vysledek jen pro x>0 (ale uz vime, ze Mathematica ma
problémy s absolutni hodnotou). Program tvrdoSijné trva na vysledku, i kdyz dame predpoklad, ze
X je zaporné (duvodem je fakt, Ze program pocita s komplexnimi funkcemi, jak je vidét z
posledniho pfikladu).
In[29]:=
Integrate[x”*n, x]
ouee= | X"
n+1
In[30]:=
Integrate[x* (-1), x]
Out[30]= log(x)
In[31]:=
D[Log[Abs[x]], x]
outzi]= | Abs’(x)
| x|
In[32]:= |
Integrate[x”* (-1), x, Assumptions -» x < 0]
Out[32]=

log(x)
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Assuming[x < 0, Integrate[l/x, x]] /. x> -2

log2)+in

Nékdy se vysledky integrace stejné funkce liSi v zavislosti na tvaru integrované funkce. Vysledky

by se mély liit o konstantu.

Integrate[2 + (x + 3) *3, x]

1 4
—(x+3)"+2x
4

Expand[%]

x* , 27x° 81
— +3x + +29x+—
4 4

Expand[2 + (x + 3) *3]

B +9x2+27x+29

Integrate([%, x]

bl 3 27 x?
— +3x +

+29 x

Problémy

Nékteré primitivni funkce program vypise ve tvaru nam neznamém, tj. pouzije funkce, které jsme
nedefinovali. Jsou to pfipady, kdy se jedna o duleZité funkce pro aplikace. Prvni je tzv. chybova
funkce erf, druha sinovy integral Si, tfeti Fresnellv sinovy integral.

Integrate[Exp[-x*2], x]

1
E Vr erf (%)
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Plot[%, {x, 0, 6}]

0.85F

0.80F

0.75F

0.70 F

0.65F

Integrate[Sin[x] / x, x]

Si(x)

Plot[%, {x, 0, 16}]

1.8

1.7

1.6

1.5

1.4

1.3

1.2
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In[42]:=
Integrate[Sin[x*2], x]
Out[42]= i G 2 .
2 n
In[43]:=
Plot[%, {x, 0, 6}]
Out[43]=
Nékteré integraly ale program nezné a pak opiSe zadani.
In[44]:=
Integrate[Log[x] / Cos[x], x]
Oulf4]- f log(x) sec(x) d x
Najdou se pfiklady, kdy je vysledek sice spravny na nékterych intervalech, ale ne na jejich
sjednoceni. To vSak program nevypiSe. Nasleduijici pfiklad je vybrén z dokumentace
programu. Funkce je na intervalu (0,6) spojita @ ma tam tedy primitivni funkci (ktera musi byt
spojita, protoze ma derivaci).
In[45]:=
Clear[f]; £[x_] :=1/ (Sin[x] + 2)
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Plot[f[x], {x, 0, 6}]

1.0

0.9}

0.8}

0.7F

0.6F

0.5k

Vlypoctena primitivni funkce ale spojita neni. Je to proto, Ze program pocita integral substituci,
kterou nelze pouzit v bodé x=r a vysledky na rlznych intervalech nesrovnava. O tom vice v dalSi

kapitole.

Clear[h]; h[x ] := Evaluate[Integrate[f[x], x]];
h[x]

V3
V3

) tan_l(Ztan(g)H )
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In[49]:=

Plot[h[x], {x, 0, 6}]

-1.0

-1.5

Integrace funkci definovanych po cdstech

Pokud je funkce definovana po ¢astech, program ji zintegruje na stejnych ¢astech a v bodech
styku funkce na jednotlivych Castech ,,slepi”, takze vysledkem je primitivni funkce na celém
definiénim oboru. Zintegrované funkce slepi, i kdyz plvodni funkce v bodech styku spojita neni

(viz pfiklad funkce h1).

Clear[h]; h[x_] := Piecewise[{{-1, x< 1}, {x*2-2, x2>21}}]
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In[53]:=

Plot[h[x], {x, -2, 5}, PlotRange -» {-1.1, 3.1}]

Integrate[h[x], x]

Plot[%, {x, -2, 5}]

20

15

10

i) -1 - — 5 B 4 5

Clear[hl]; hl[x_] :=Piecewise[{{-1, x< 1}, {x°2, x21}}]
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In[54]:=

"= plot[hl[x], {x, -2, 5}, PlotRange » {~1.1, 3.1}]
3-
2_

Out[54]= i

ut[54] b

) -1 [ 1 2 3 4 5

1

In[55]:=

Integrate[hl[x], x]

Out[55]= { X x=1

In[56]:=
Plot[%, {x, -2, 5}]
40}
30F
Out[56]= 20F
10F
m [ N 1
-2 -1 1

Kupodivu si Mathematica nevi rady s funkcema definovanyma uvnitf programu, napf. funkce
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signum a absolutni hodnota, i kdyZ jsou definovany po ¢astech.

? Sign

Sign[x] gives —1, 0 or 1 depending on whether x is negative, zero, or positive. >

Integrate[Sign[x], x]

f sgn(x) d x

? Abs

Abs[z] gives the absolute value of the real or complex number z. >

Integrate[Abs[x], x]

flxl dx

Pokud pouzijeme basolutni hodnotu jako odmocninu ze Etverce, vysledky budou spravné.
Problém zpUsoben vypoctem v komplexnich Cislech - po pfidani podminky, Ze se pracuje v
realnych Cislech, da program spravny vysledek i pro tyto funkce. Dal$i moznosti je zadefinovat

tyto funkce po Castech.

Integrate[Sqgrt[x*2] / x, x]

\/XT

Integrate[Sgrt[x*2], x]

)C\/ )C2

2

Integrate[Sign[x], x, Assumptions -» Element [x, Reals]]

{—x x<0
X True
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In[69]:=

Integrate[Abs[x], x, Assumptions » Element [x, Reals]]

sign[x_] := Piecewise[{{-1, x< 0}, {1, x> 0}}]

Integrate[sign[x], x]

{—x x<0
X True

abs[x_] :=Piecewise[{{-x, x <0}, {x, x>=0}}]

Integrate[abs[x], x]

2
- x<0
2

2

£ True
2

Vréatime se k pfikladu integrace funkce 1/(sin(x)+2), kterou pfikaz Integrate nespocita dobre,
protoZe ji neslepi napf. v bodé 7 (po substituci tg(x/2)). Pokud uvedenou funkci zadefinujeme po
Castech vysledek je stejny, jestlize ji definujeme i v bodé 7 (nasledujici funkce p), ale uz je
spravny slepeny, jestlize bod 7 v definici vynechame (nasledujici funkce p1).

Clear|[p];

plx_] :=

Piecewise[{{1/ (2 + Sin[x]), x <=Pi},
{1/ (2 +Sin[x]), x> Pi}}]
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Plot[p[x], {x, 0, 2Pi}]

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6F

Integrate[p[x], x]

V3
V3

5 tan_1(2tan(g)+l )

Plot[%, {x, 0, 2Pi}]

-1.0

-1.5
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Clear([pl];

pl[x_]

Piecewise[{{1/ (2 + Sin[x]), x < Pi},
{1/ (2 +Sin[x]), x> Pi}}]

Plot[pl[x], {x, 0, 2Pi}]

1.0}
09
0.8
0.}
0.6

0.5k

Integrate[pl[x], x]

2tan~

=

2 tan( )+1

[\

2tan~ !

V3
V3

2 tan(% )+1

iE
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Plot[%, {x, 0, 2Pi}]

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

Existence primitivni funkce ke spojité funkci

V hlavnim textu je dikaz existence primitivni funkce ke spojité funkci proveden pomoci
aproximace funkcemi po ¢astech linearnimi (lomenymi Carami). UkédZeme na pfikladé, jak tyto
aproximace vypadaji a jak se blizi k hledané primitivni funkci (v animaci je graf primitivni funkce
modty).

Clear[f, h, g, p]l; f[x_] :=6%x*2-6+*x+1;
h[x_] := Integrate[f[y], {y, 0, x}1];
ColumnForm[{"£=" £[x], "[£="h[x],
Plot[{£[x], h[x]}, {x, 0, 1}, Epilog -> Text[£, {1, 0.65}]1]}]

f=(6x>-6x+1)
ff=(2x3—3x2+x)

_02f 02204 06 08 1.0
~04} \_/
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In[79]:=

In[81]:=

g[x_, n_] :=
(1/2”n) *Sum[f[i/2%n], {i, 0, Floor[x*2%n] -1}] +
f[Floor[x*2”n] /2”n] * (x-Floor[x*2%n] /2%n);
pln_] :=Plot[{2*x*3 -3*x*2+x, g[x, n]}, {x, 0, 1}];

Manipulate[Plot[{h[x], g[x, n]}, {x, O, 1},
PlotRange » {-0.1, 0.5}], {n, 0, 8, 1}]
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