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Urcity integral
Mathematica spocte hodné urcitych integrald, ale musime byt opatrni a ne vSem vysledkim véfit.
Vime, Ze je vice druhu urcitych integrall (NewtonQv, Riemannuv, Lebesguetlv, Kurzweilly,...), ale
z vysledku nepozname, o jaky integral se jedna. Vétsinou se jedna o zobecnény Newtonlv
integral (i kdyZ v pfiruCce k programu Mathematica se piSe hlavné o Riemannové integralu), jsou
vsak i vyjimky.

Bezproblémové integraly

V pfipadech, ze program zna zobecnénou primitivni funkci (viz pfedchozi kapitolu), integraci
program provede (nékdy ale pomoci funkci, které nezname).

Integrate[Sin[x], {x, 0, 3Pi}]

2

Integrate[Log[x], {x, 0, 1}]

-1

Integrate[ (Cos[x]) *3, {x, 0, Pi/2}]

2
3

Integrate[ArcTan[x], {x, 0, Infinity}]

— Integrate::idiv : Integral of tan -1 (x) does not converge on {0, co}. >

footan_l(x) dx
0

Integrate[Sin[x], {x, 0, Infinity}]

— Integrate::idiv : Integral of sin(x) does not converge on {0, co}. >

f " sin(x) dx
0
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Integrate[l/ (1 +3 (Cos[x])*2), {x, 0, Pi}]

T

Integrate[Sqgrt[Cos[x] - (Cos[x]) *3], {x, -Pi/2, Pi/2}]

4
3

Integrate[l/ (x+Sqgrt[x*2+x+1]), {x, 0, 1}]

—2+\/?+ilog(432(7—4\/?))

Integrate[l/ (x*4+1), {x, 0, 2}]

27+log(~ (33+20V2)) - 2tan—1(¥)
42

Program vypocte i integraly funkci, s jejichZ primitivnimi funkcemi mél problémy, napf. signum
nebo absolutni hodnota, nebo kdy vysledkem byla nespojita primitivni funkce.

Integrate[Abs[x], {x, -2, -1}]

3
2

Integrate[Sign[x], {x, -3, 1}]

-2

Integrate[l/ (2 + Sin[x]), {x, 0, Pi}]

27

33
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Integrate[l/Sqrt[Abs[x]], {x, -1, 1}]

4

Nésleduijici integrovana funkce nemé (pro nas) znamou primitivni funkci, nicméné Mathematica
zna tuto primitivni funkci pod nazvem Si a dovede tedy spocitat i urcité integraly této funkce (ten
prvy ale musi spocitat kazdy).

Integrate[Sin[x] /Abs[x], {x, -2, 2}]

0

Integrate[Sin[x] /Abs[x], {x, -1, 2}]

Si(2) - Si(1)

Mirné problematické vysledky

Vysledky urcitych integral( byvaji, na rozdil od neurcitych integrald, udany s podminkou, kdy
vysledek plati, ale neni tomu tak vzdy. Nasledujici vysledek d& spravnou podminku, kdy integral
konverguije, ale hned dalsi jednodussi priklad ve vysledku zapomene na podminku n+-1.

Integrate[x?n, {x, 0, 2}]

2n+1

ConditionalExpression[ , Re(n) > — 1]

n+1

Integrate[x*n, {x, 1, 2}]

2n+l -1

n+1

Mathematica klidné zintegruje funkci i mimo jeji definiCni obor. Je to opét proto, ze pracuje s
komplexnimi Cisly, jak je vidét z nasledujicich pfiklad(. Program pouZije automaticky rozdil
hodnot primitivni funkce v krajnich bodech - ale nékdy se jedna o viceznacné funkce a neni proto
dobré vysledkim véfit.
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Integrate[ArcSin[x], {x, 0, 2}]

—1+1Z\/?+2$in_1(2)

Integrate[Sqrt[x], {x, -1, 2}]

z(2\/;”)

3

Dalsi pfiklad je spocten dobre, ale nedostaneme oCekavany vysledek n!, i kfyz dame pfedpoklad,
Ze n je celé Cislo - ve vysledku je stale Gama funkce.

Integrate[x*nExp[-x], {x, 0, Infinity}, Element [n, Integers]]

ConditionalExpression[['(n + 1) (n € Z), Re(n) > —1]

S nékterymi pro nas snadnymi integraly ma Mathematica Casové problémy a jejich vypocet trva
znacné déle nez u podobnych pfikladu.

Integrate[Sqgrt[a*2 - x*2], {x, -a, a}] // Timing

{6.224, —; sl }

Musime si byt védomi, Ze ve vysledcich mohou byt pro nas neznamé funkce nebo konstanty (v
nasich pfipadech se jedna o Besselovu funkci a Eulerovu konstantu).

Integrate[Cos[Sin[x]], {x, 0, 2Pi}]

271 Jo(1)

Integrate[Log[x] Exp[-x*2], {x, 0, Infinity}]

1
- Vi (y+log)

Vice problematické integraly

U nasledujici funkce program primitivni funkci nezna a integral nespocte ani po ¢ekani nékolika
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minut. My vime bez pocitani, Ze vysledek je roven 0, protoze integrujeme spojitou lichou funkci
(po dodefinovani v 0).

Integrate[Sin[x] /Log[Abs[x]], {x, -1/2, 1/2}]

$Aborted

DalSi funkce ma Newtondyv integral, ale nema ani nevlastni Riemanniv ani Lebesguelv integral.
Pfesto ho Mathematica spocte pomoci primitivni funkce.Druhy pfiklad nespocte ani po nékolika

minutach - my vime, Ze vysledkem je +co.

Integrate[Sin[x] /x, {x, 0, Infinity}]

T

Integrate[Abs[Sin[x]] /x, {x, 0, Infinity}]

$Aborted

Ani dal$i pfiklad program nespocte.Jedna se sice o zobecnény Newton(v integral, ale se
spocetnou mnozinou bodu nespojitosti integrované funkce. My vSak jeho hodnotu uréime
snadno.Hodnotou je soudet nekoneéné fady X 1/ 42, coz je 72/6. Nelze pouzit ani limitni proces,
pouze numericky vypocet, ktery se ale od spravného vysledku dost liSi (ve vypoctu se zfejmé
akumulovaly chyby).



13-Newton_int.cdf

f[x_] :=1/ (Floor([x]) *2;
Plot[f[x], {x, 1., 9}, PlotRange -» {0, 1}, AxesOrigin -» {0, 0}]

1.0f E—
0.8

0.6

0.4

0.2

Integrate[f[x], {x, 1, Infinity}]

o 1
—dx
1 |x)?

Limit [Integrate[f[x], {x, 1, n}] // N, n > Infinity]

— Nintegrate:nlim: x = n is not a valid limit of integration. >
— Nintegrate:nlim: x = n is not a valid limit of integration. >
— Nintegrate:nlim: x = n is not a valid limit of integration. >

— General:stop:

Further output of Nintegrate::nlim will be suppressed during this calculation. >

1
lim NIntegrate[—Z, {x, 1, n}]

e Lx)
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NIntegrate[f[x], {x, 1, Infinity}, WorkingPrecision -» 100]

— Nintegrate::slwcon :
Numerical integration converging too slowly, suspect one of the following:
singularity, value of the integration is 0, highly

oscillatory integrand, or WorkingPrecision too small. >

— Nintegrate:ncvb : Nintegrate failed to converge to
prescribed accuracy after 9 recursive bisections in x near {x} =
{2.99415578964994043422880129869569039235852172710655767206065 .
4530099653826768269468257076631725749767 ).

Nintegrate obtained

1.644562413802565220600340875777588689192314107754619644287897
360592347347576393132022152525994241841 and

0.000184359268548402466288633432986099494818233673119640147907
3255601844966596658508368116503244266031176

for the integral and error estimates. >

1.644562413802565220600340875777588689192314107754619644287897360592347 .
347576393132022152525994241841

Pi*2/6-%

0.000371653045661215872074290868436500026635793452178793447660868777660".
122826807741811476374625516865

Priklad existence Newtonova a nikoli
Riemannova integralu

Staci vzit vhodnou derivaci néjakeé funkce, ktera bude hodné oscilovat.Program vypocte integral
jako rozdil hodnot primitivni funkce (tedy Newtonlv integral) - Riemanndv integralt neexistuje,

coz naznacuje posledni graf kmitajicich ¢asteCnych souctd.
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Clear[g]; g[x_] :=D[x*2x%xCos[1/x*2], x];
GraphicsRow |
{Plot[Evaluate[g[x]], {x, .1, 2}, AxesOrigin > {0, 0},
PlotLabel - "g(x) "],
Plot[x"Z*Cos[l/x"Z], {x, .1, 2}, AxesOrigin » {0, 0},
PlotLabel - "fg(x)dlx“, ImageSize - 260] }]

2(x) St
st
]
0.5/ 10 Is 2.0 L

Integrate[g[x], {x, 0, 1}]

cos(1)

Clear[h];
h[n_] :=
1/n * Sum[2*xk/n*Cos[n*2/k*2] +2*xn/k*Sin[n*2/k*2],
{k, 1, n}] // N

Manipulate[Plot [h[Floor[x]], {x, 1, n},
PlotRange -» {{0, 300}, {-4, 4}}], {n, 100, 300, 10}]
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k2
T

Konvergence integralii

Pokud program dovede integrél s parametrem spoditat, napiSe vétsinou do vysledku i podminky
na parametr, kdy vysledek plati. Nékdy vSak napie jen ¢as podminek (pfiklad s kvadratickym
trojclenem). Pokud si s integralem nevi rady, samoziejmé Zadné podminky na konvergenci

nedostaneme.

Integrate[ (1 -Cos[x]) /x%a, {x, 0, Pi}]

2
ﬂl—a(le(l_ﬂ é_g._ﬂ_)_l
2 2 2 2 4

ConditionalExpression[

Integrate[Sin[x] /x*a, {x, 0, Infinity}]

na
ConditionalExpression[cos(7) I'l-a), 0 <Re(a) < 2]
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10

Integrate[l/ (x*2+ax +1), {x, 0, 1}]

Z(tan‘l( 4 - )—tan‘l(—Lzz ]]
ConditionalExpression[— ta ta ,
\/ 4 —g?
a*—4 +a¢R \/Re|Va>-4 +a|=0\/Re|Va*-4 +a|=-2
[V VRV -4 +a) = 0\/Re[ V=4 +a) <2\

(Re(a) zRe(\/ﬁ)\/Re(a)+2sRe(\/a2—4 )\/\/a2—4 —aqE[R)]

Integrate[x”a (ArcTan[x]) *“b, {x, 0, Infinity}]

foox“ tan~!(x)? dx
0




