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Parcialni derivace

Zakladni udaje

Parcialni derivace se pocitaji stejné jako derivace funkce jedné proménné, jen nelze pouzivat
¢arku jako horni index pro oznaceni derivace. Proménné v pfikazu D po uvedeni funkce se piSi v
pofadi, v jakém se maji derivovat. Pokud na poradi nezalezi, |ze jednotlivé proménné seskupit

dohromady, y,x,y lze psat jako x,{y,2}. Hodnoty ziskdme dosazenim x->.., y->.. .

flx_,y ] :=x*5-y*3+x*2y*4

D[f[x, y], x, y]

8xy3

D[f[x, y], ¥, %, ¥]

24xy2

D[f[x, y], x, {y, 2}]

24xy2

D[f[x, y], x, {y, 2}]1 /. {x>2, y -3}

432

V pfipadé, Ze na pofadi nezaleZi, Ize seskupeni proménnych psat i nasledovné. V tomto pfipadé
mUzeme i pfimo poCitat Ciselné hodnoty parcialnich derivaci. Pokud nezaddme proménné, je
vysledkem ,,pure” funkce

Derivative[l, 2] [f] [x, y]

24xy2
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Derivative[l, 2] [£f][2, 3]

432

Derivative[l, 2] [£f]

24 71 122 &

Nékteré proménné mohou zaviset na jinych. To se vyjadfi volbou NonConstants->{y,...}. Nejdfive
se podivdme na funkci dvou proménnych, kde y je funkci x (4. jedna se o implicitni funkci). Ve
vysledku mizeme misto D[y,x,NonConstants—{y}] psat y’. V dal§im pfikladé funkce tfi
proménnych je D[z,x,NonConstants—{z}] parciélni derivace z podle x, atd.

D[f[x, y], x, NonConstants - y]

4 x? y3 Dly, x, NonConstants — {y}] -3 y2 D[y, x, NonConstants — {y}] + 5 “+2x y4

glx_, y_, z_] :=x"2 y*"3 -z*2y*4 +5z*2x"7

D[g[x, y, z], x, NonConstants - z]

10 x’ z D[z, x, NonConstants — {z}] —
2 y4 z D[z, x, NonConstants - {z}] +35x° 72 +2 x y3

D[g[x, y, z], %, y, NonConstants - z]

10 x” D[z, x, NonConstants — {z}] D[z, y, NonConstants — {z}] +
10x” z D[z, x, y, NonConstants - {z}] + 70 x° z D[z, y, NonConstants — {z}] —
2 y4 D[z, x, NonConstants — {z}] D[z, y, NonConstants — {z}] —
2 y4 zD|z, x, y, NonConstants — {z}] — 8 y3 z D[z, x, NonConstants — {z}] + 6 x y2

Nespoyjitd funkce majici vSechny smérové
derivace v daném bodeé.

Nasleduijici pfiklad ukazuje nespojitou funkci v poCatku, ktera v ném ma obé parcialni derivace
rovny 0, Nakreslime graf funkce s teCnagmi v poCatku rovnobéznymi s osami soufadnic.
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Clear|[f, £x, fy]; f[x_, y_ ] :=x*2y/ (x*4 + y*2)

£x[0, 0] = Limit[£[h, 0] /h, h > 0]
£y[0, 0] = Limit [£[0, h] /h, h > 0]

0

0

Tato funkce ma v pocatku dervace dokonce v libovolném sméru (u,v).

Limit[f[hu, hv] /h, h > 0]

u2

1%

pl = Plot3D[f[x, yv], {x, -1, 1}, {y, -1, 1},
PlotStyle -> Opacity[.5]1];

p2 = ParametricPlot3D[{x, 0, 0}, {x, -1, 1},
PlotStyle » {Thickness[.02], Red}];

p3 = ParametricPlot3D[{0, x, 0}, {x, -1, 1},
PlotStyle » {Thickness[.02], Green}];

Show[pl, p2, p3]
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Nezdaménnost smisenych derivaci

MUZeme vizualizovat znamy pfiklad na nezaménnost smiSenych parcialnich derivaci.

Clear[f]; f[x_ , vy ] i=x*y* (x*2-y*2)/ (x*2+y"2)

Plot3D[f[x, Y]r {x/ _3/ 3}/ {YI _31 3}]

ViypoCteme parcialni derivaci podle x pro x+0,y=0 a potom podle definice v bodé (0,0).

fx[x_, y_] =D[f[x, y], x]

x2+y2 (x2+y2)2 * x2+y2
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£x[0, 0] = Limit [£[h, 0] /h, h > 0]

0

Podobné vypocteme parcialni derivaqci podle y.

fy[x , y_] =D[f[x, y], y]

2xy? 2xy2(x2—y2) x(xz—yz)
B B 2

24 y? (2 +y2)? 24y

£y[0, 0] = Limit [£[0, h] /h, h » 0]

0

Nyni spocteme parcialni derivaci podle y v (0,0) z parciélni derivace podle x a potom parcialni
derivaci podle x v (0,0) z parcialni derivace podle y. Vidime, Ze hodnoty jsou rizné. Plochy obou
parcialnich derivaci funkce podle x a podle y je vidét na spodnich grafech (snadno vidite, ze

smérnice teCen v (0,0) na obou plochach podle os jsou riizné).

fxy = Limit [£x[0, h] /h, h -» 0]
-1

fyx = Limit [fy[h, O] /h, h -» 0]
1
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{Plot3D[£fx[x, y], {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, AxeslLabel » {x, vy, 2z},
ImageSize - 240],

Plot3D[fy[x, y], {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, AxesLabel » {x, y, 2z},
ImageSize -» 240]}

Parcidlni derivace sloZené funkce

MGZeme si pfipomenout parcialni derivace slozené funkce. Mathematica umi pfimo spocitat
derivaci slozené funkce jen po dosazeni vnitinich funkci ve vypocitaném tvaru pro dosazované
proménné. To je samoziejmé jednoduché.
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Clear[f, g, h]; D[f[g[u, v], h[u, v]], u]
D[f[g[u, v], h[u, v]], u, V]

10w, v) F 0w, v), e, v) + B, v) OV (g, v, hw, v)

RO, v) (8P, v) fED g, v), A, v) + P, v) FOD (g, v), hu, v))) +
g0, v) (gD, v) FO0 g v), A, v)) +hOD(u, v) fED (g, v), b, v)))+
g0, v) F 0%, v), hu, v) + BV, v) FOV (g, v), hiu, v)

Clear[f, g, h, u, v]; £f[x_, y_] :=Sin[x*2y];
glu_, v.] :=u*2-v*2;

hfu , v.] :=uv;

D[f[g[u, v], h[u, v]], u, u] + D[£[g[u, v], h[u, v]], v, V]

(u (u2 - v2)2 —4uv? (u2 - vz))2 (— sin(u v (u2 —v? 2)) -
(4 u? v (u2 - v2) +v (u2 - v2)2)2 sin(u % (u2 - v2)2) +

(8 uv: — 12uv(u2 —vz)) Cos(uv(u2 —v2)2 +(8 3y 12uv(u2 —vz)) cos(uv(u2 -V

2)2)

FullSimplify [%]

- (u2 + vz) ((u2 - v2)2 (u4 + 14>V + v4) sin(u 1 (u2 - v2)2) -8uv cos(u 1 (u2 - vz)z))

Viyjadfime nyni Laplacelv operator v polarnich soufadnicich.

Clear[f, g, h]; g[x_, y_] :=Sqrt[x*2+y"2];
h[{x_, y ] := ArcTan[y/ x];
D[f[g[x, y], h[x, y]], %x, x] + D[f[g[x, y], h[x, y]], ¥, Y]
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> +
x? (y—z + 1)
X
f(l,l)(‘/x2+y2 ’tan—l(%’)) yf(Z,O)(,/x2+y2 ’ta“_l(i))
+
T )
X
+
2 +y?
2 fa 0)(\/ x* +y? , tan 1(2)) x? f(l’o)(\/ X2+ 32, tan_l(z))
X
e (2427
70 2)(1/x2+y2 tan 1(1)) yfa 1)(‘/x2+y2 o 1(1))
+
x(y—2+1) x4y?
X
+
x(y—z + 1)
2
xf(zo)[‘/xzﬂz an 1@)) y 1)(1/x2+y2 tan 1(2))
! 2.2 - 2 (2
Xty X (;-‘rl) )
X +y?
3 20D 2 412 1y
2y’ f ( x“+y-, tan (x))+
X (y—z + 1)2
X
2yf(0’1)(\/ x?+y? , tan 1(2)) 2y fO 1)( x?+y? , tan 1(2))
x3 (i—; + 1) x3 (z—i + 1)2
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FullSimplify[%]

f(O’z)(\/ 2+, tan‘l(:yc))

x2 +y?

f(l,O)(\/m , tan_l(_ﬁ)) .\ f(z,())(\/m : tan_l(z))

X

+

FEr

% /. {(x*"2+y”*2 >r*2, ArcTan[y/x] » t, Sqrt[r*2] - r}

f(o,z)(\/; , t) f(l,O)(\/; , t)
2 Jr

+f(2’0)(\/7, t)




