extrem-vaz.cdf

Extremy funkce vazane
podminkou

Funkce dvou proménnych

Nasledujici procedura vypocte po zadani funkce f(x,y) a podminky g(x,y) ( =0 ) pfislusné lokalni
extrémy v bodech, kde existuji druhé derivace f a g a kde Mathematica umi vyresit pfislusné
rovnice. Procedura neni oSetfena na v3echny mozné vyskyty singularit.

£lx_, y_] 1= 25x"2-35y 3+ 44x"25y"2;
g[X_I Y_] - = x"2+y"2_1;
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Flx_,y ,a]:=f[x, y]l-aglx, yl;
kritnul =
Solve[{D[F[x, y, a], x] =0, D[F[x, vy, a], y] =0,
glx, y] =0}, {x, vy, a}] // N;
diskrl =D[F[x, y, a], x, x] -
2 D[F[x, y, a], %, y] D[g[x, y], x] /D[g[x, y], y] +
D[F[x, y, a], ¥, y] (D[g[x, y]l, x] /D[g[x, y], v])"2;
tabl = Table[{{x, vy}, £[x, y] // N, diskrl} /. kritnul[[i]],
{i, 1, Length[kritnul]}];
diskr2 =D[F[x, y, al], ¥, Y] -
2 D[F[x, y, a], %, y] D[g[x, y], vyl /Dl[g[x, y], x] +
D[F[x, y, al, x, x] (D[g[x, y], y] /DIg[x, y], x])~2;
tab2 = Table[{{x, y}, £[x, y] // N, diskr2} /. kritnul[[i]],
{i, 1, Length[kritnul]}];
Do[Print["V bodé ", tab2[[i]][[1]1], " Jje ",
If[Abs[tabl[[i]][[3]]] = =,
If[tab2[[1]][[3]] < 0, "lokalni maximum",
If[tab2[[i]]1[[3]] > 0, "lokalni minimum",
"nerozhodnuto"]],
If[tabl[[i]][[3]] < 0, "lokalni maximum",
If[tabl[[i]][[3]] > 0, "lokalni minimum",
"nerozhodnuto"]]]], {i, 1, Length[kritnul]}]

V bodé {0., —1.} je lokdlni minimum

V bodé {0., 1.} je lokdlni minimum

V bodé {—1., 0.} je lokdlni minimum

V bodé {1., 0.} je lokdlni minimum

V bodé¢ {-0.518754, —0.854924} je lokdlni maximum

V bodé {0.518754, —0.854924} je lokdlni maximum

V bodé {-0.956289, 0.292424} je lokalni maximum

V bodé {0.956289, 0.292424} je lokdlni maximum
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Pro kontrolu Ize vytisknout tabulky hodnot v kritickych bodech.

Labeled]|
Grid[tabl, Frame - All, ItemSize - All],
Text [Row[ {Style[" (x,y)", Red], Style["f(x,y)", Red],
Style["Kvadr.forma pro gy#0", Red]}, Spacer[100]]], Top]
Labeled]|
Grid[tab2, Frame - All, ItemSize - All],
Text [Row[ {Style[" (x,y)", Red], Style["f(x,y)", Red],
Style["Kvadr.forma pro g,#0", Red]}, Spacer[95]]],
Top]
(x,y) f(x,y) Kvadr.forma pro g,+0
{0., —1.} 3. 3.
{0., 1.} -3. 21.
{-1.,0.} 2. ComplexInfinity
{1., 0.} 2. ComplexInfinity
{—=0.518754, —0.854924} 3.19954 —5.77843
{0.518754, —0.854924} 3.19954 —5.77843
{—0.956289, 0.292424} 2.06676 —57.4091
{0.956289, 0.292424} 2.06676 —57.4091
(X,y) f(x,y) Kvadr.forma pro g,#0
{0., - 1.} 3. ComplexInfinity
{0., 1.} =-3. ComplexInfinity
{—1.,0.} 2. 4.
{1., 0.} 2. 4.
{—0.518754, —0.854924} 3.19954 —15.6943
{0.518754, —0.854924} 3.19954 —15.6943
{—0.956289, 0.292424} 2.06676 —-5.36819
{0.956289, 0.292424} 2.06676 —-5.36819

Pro kontrolu je vhodné nakreslit pfislusny graf. Obecné Ize nakreslit hodnoty funkce f za

podminky g=0 jen jako prinik dvou ploch. Cervené jsou vyznageny kritické body.
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pl = Plot3D[f[x, y], {x, -1, 1}, {y, -1, 1},

AxesLlabel » {x, y, z},

PlotStyle » {Opacity[.6], Blue, Thickness[.02]}];
p2 = ContourPlot3D[g[x, y] == 0, {x, -1, 1}, {y, -1, 1},

{z, -3, 8}, ContourStyle » {Opacity[.7], Green}];
body = Table[{x, v, f[x, y]} /. kritnul[[i]],

{i, 1, Length[kritnul]}];
extr =

Graphics3D[
{Red, Table[Sphere[body[[j]], .05],
{j, 1, Length[kritnul]}]}] ;

Show|[pl, p2, extr, BoxRatios » {1, 1, 1.3}]
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Pokud mame k dispozici parametrické vyjadieni mnoziny g=0, pak Ize snadno vykreslit mnoZinu
hodnot f na této mnoZiné. Nutno vSak dodat, Ze v tomto pfipadé je €asto snadnéjsi pocitat
extrémy bez Lagrangeovyvh multiplikatorl dosazenim parametrického vyjadreni do f.
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pl = Plot3D[f[x, y], {x, -1.1, 1.1}, {y, -1.1, 1.1},
AxeslLabel - {x, y, z}, PlotStyle » {Opacity[.5], Blue}];

p3 = ParametricPlot3D[{Cos[u], Sin[u], £[Cos[u], Sin[u]]},
{u, 0, 2Pi}, Axeslabel » {x, y, 2z},
PlotStyle » {Thickness[.01]}];

Show[ {pl, p3, extr}, BoxRatios » {1, 1, 1.3}]

V pfedchozim pfipadé Ize mnozinu bodd vyhovujicich podmince popsat parametricky. Pak
mUzeme parametry dosadit do dané funkce a feSit tlohu nalezeni extrém funkce jedné
proménné. Porovnejte oba vysledky.
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flx_, vy ] :=2%xx*2-3%xy*3+4*xx"2xy"2;
g[u_] :=Cos[u]; h[u_] :=Sin[u];
£f[u_] = £[x, y] /. {x > g[u], y - h[ul};
nulder =
Sort [Solve[{Derivative[l] [f£f][u] ==0, 0 <u, u<2Pi}, u] //
NJ];
krit = u /. nulder;
tab =
Table [
{{Round[g[u] *1047] /10~7 // N,
Round[h[u] *1077] /1077 // N}, ££f[u] // N} /.
nulder[[i]], {i, 1, Length[krit]}];
Labeled]
Grid[tab, Frame - All, ItemSize -» All],
Text [Row[ {Style[" (x,y)", Red], Style["f(x,y)", Red]},
Spacer[100]]], Top]

(x.y) f(x,y)
{1., 0} 2.
{0.956289, 0.292424} 2.06676
{0., 1.} -3.
{—0.956289, 0.292424)} 2.06676
{-1.,0) 2.
{=0.518754, —0.854924) 3.19954
{0., -1} 3.
{0.518754, —0.854924} 3.19954
{1., 0.} 2.

Funkce ti proménnych s jednou podminkou

Néasleduje obecnéjsi procedura.ktera ale nevyCerpava vSechny pfipady, kdy napf. podminku
nelze vyfesit vzhledem k proménné z (ij., kdy parcialni derivace podminky podle z je 0). Pak je

nutné vzit jinou proménnou
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Needs["VectorAnalysis "]
Clear[f, g, a]; f[{x_, yv_, z_}] :=xy+2yz -22z"2;
gl{x_, v , z_}] :=x*"2+y*2+2°2-1;

(* Mathematica neznd gradienty vys$sich nez 3
proménnych (lze je snadno dodefinovat) a tak vezmeme
v dalsim postupu jen 3 proménné a proménnou "a"
budeme pridavat, kde je tfeba. =*)
F[{x, y, z}] := £[{x, ¥y, z}] -agl{x, y, z}];

(* Nyni vypodéteme kritické body spolu s pfislusnymi

hodnotami multiplikatoru =)

kritnul =
Solve[{Grad[F[{x, y, z}], Cartesian|[x, y, z]] == {0, O, O},
gl{x, v, z}] == 0}, {x, y, z, a}, WorkingPrecision -» 7] //
N;

kritbody = Table[{x, y, z} /. kritnul[[i]],
{i, 1, Length[kritnul], 1}];
(* Mathematica neumi pozit Derivative v obecnéjsim
smyslu
(v nasem pripadé pro f=
ag pomoci obecné daného vektoru s proménnou) a
tak si musime vypomoci definici. Pomoci ni spocteme
matice druhych parcidlnich derivaci =)
der[list_] := Derivative[list] [f][{x, v, 2}] -
aDerivative[list] [g] [{x, v, 2}];
m = Table[Grad[der[UnitVector[3, i]], Cartesian([x, y, z]],
{i, 1, 3, 1}1];

(* Nyni dosadime do kvadratické formy pro F jednu
proménnou z rovnice grad(g) . .=
0 (oznacenou jako varz). Dostaneme kvadratickou

formu (kvadr) dvou proménnych x,
y a vypocteme jeji vlastni &isla v kritickych bodech. =*)

varz =
z /.
NSolve[Grad[g[{x, vy, z}], Cartesian[x, y, z]].{1, 1, 1} ==0,
z][[111[[11];
kvadr = Simplify[{x, y, varz}.m. {x, y, varz}];
mm =

Normal [CoefficientArrays[kvadr, {x, vy},
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"Symmetric" » Truel]l][[3]];
vlastnivektory = Table[Eigenvalues[mm /. kritnul[[i]]],
{i, 1, Length[kritnul]}];
(* Pouzijeme upravenou rozhodovaci funkci z extrémi
funkce tf¥i proménnych na otevfené mnoziné a vypiseme
vysledky. =*)
dec[{a_, b_}, n_] :=
If[ab==0, Print["V bodé ", kritbody[[n]],
" nelze o extrému rozhodnout"],
If[a+Db==Abs[a] + Abs[b],
Print["V bodé ", kritbody[[n]],
" je lokdlni minimum s hodnotou ", f£[kritbody[[n]]]],
If[-a-b==Abs[a] + Abs[b],
Print["V bodé ", kritbody[[n]],
" je lokalni maximum s hodnotou ",
flkritbody[[n]]]],
Print["V bodé ", kritbody[[n]], " neni extrém"]]]11];
(*Vypis zjisténych extrémix)
Table[dec[vlastnivektory[[i]], i], {i, 1, Length[kritnul]}];

V bod¢ {-0.547679, —0.785189, —0.289009}
je lokalni maximum s hodnotou 0.716832

V bodé¢ {0.83276, —0.478122, —0.279125} neni extrém

V bodé¢ {0.0809845, —0.393546, 0.915731}
je lokdlni minimum s hodnotou —2.42976

V bod¢ {-0.0809845, 0.393546, —0.915731}
je lokdlni minimum s hodnotou —2.42976

V bod¢ {-0.83276, 0.478122, 0.279125} neni extrém

V bodé {0.547679, 0.785189, 0.289009} je lokdlni maximum s hodnotou 0.716832

Funkce ti proménnych s dvéma podminkami

Upravime pfedchozi postup pro dvé podminky. Hledame lokalni extrémy funkce f za podminek
g=0,h=0. Zjednodusime si postup pouzitim nestandardniho balicku Miscellaneous'RealOnly".
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Procedura je upravena jen pro jednu moznost nenulového determinantu v matici
(grad(g),grad(h)). V. mnoha pfipadech program soustavu rovnic nevyfesi nebo nenajde vSechna

reSeni.

Needs["VectorAnalysis "]

<< Miscellaneous RealOnly"

Clear[f, g, a]; f[{x_, vy , z_}] :=xy+2yz -2z"2;
gl{x_, v , z_}] :=x*"2+y*2+2°2-1;

hi{x_,vyv , 2z }] :=x-3y+4z°2+1;

— General::obspkg:
Miscellaneous RealOnly" is now obsolete. The legacy version being loaded
may conflict with current Mathematica functionality.

See the Compatibility Guide for updating information. >
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(* Mathematica neznd gradienty vys$sich nez 3
proménnych (lze je snadno dodefinovat) a tak vezmeme
v dalsim postupu jen 3 proménné a proménnou "a"
budeme pridavat, kde je tfeba. =*)

F[{x, y, z}] := £[{x, y, z}] -ag[{x, y, z}] - bh[{x, y, z}];
(* Nyni vypocéteme kritické body spolu s pfislusnymi
hodnotami multiplikatoru =)

kritnul =

Solve[{Grad[F[{x, y, z}], Cartesian|[x, y, z]] == {0, O, O},
gl{x, vy, z}]1 =0, h[{x, y, 2}] =0}, {x, ¥, 2z, a, b},
WorkingPrecision -» 7] // N;
kritbody = Table[{x, y, z} /. kritnul[[i]],
{i, 1, Length[kritnul] -1, 1}];
(* Spoc¢teme matici druhych parcidlnich derivaci =*)
der[list_] := Derivative[list] [f][{x, vy, z}] -
aDerivative[list] [g] [{x, vy, 2}] -
bDerivative[list] [h] [{x, v, 2}];
m = Table[Grad[der [UnitVector[3, i]], Cartesian|[x, y, z]],
{i, 1, 3, 1}1;

(* Nyni dosadime do kvadratické formy pro F derivace
proménnych y a z jako funkce x z rovnic g=0,

h=0 (oznacdené jako vary, varz). Dostaneme kvadratickou

formu (kvadr)

jedné proménné x a z ni snadno rozhodneme o extrémech

(po dosazeni hodnot v kritickych bodech dostaneme
seznam mm a podle parity jeho ¢isel se rozhodne). %)

varzy =

Solve[{Grad[g[{x, y, z}], Cartesian([x, y, z]].{1, 1, 1} == 0O,
Grad[h[{x, y, z}], Cartesian[x, vy, z]].{1, 1, 1} == 0},
{y, z}1;

vary =y /. varzy[[1]][[1]];

varz =z /. varzy[[1]][[2]];

kvadr = Simplify[{x, vary, varz}.m. {x, vary, varz}];

mm = Table[kvadr /. kritnul[[i]],

{i, 1, Length[kritnul] -1, 1}];

decision[u_] := If[u> 0, "lokdlni minimum",
If[u< 0, "lokdlni maximum", If[u == 0, "nerozhodnuto"]]];
Do[Print["V bodé " , kritbody[[i]], " je ",

decision[mm[[i]]]], {i, 1, Length[kritnul] -1, 1}];
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V bodé¢ {-0.305436, 0.729977, —0.611426} je lokalni minimum

V bodé {—-1., 0., 0.} je lokdlni maximum

V bodé {0.642127, 0.692159, 0.329527} je lokdlni maximum

V bodé {-0.758719, 0.415753, 0.501492} je lokédlni minimum



