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Extremy funkci na oteviene
mnoziné

Kritické body

Zjistit kritické body znamena vyresit soustavu rovnic (parciélni derivace 1.fadu se rovnaji 0) a
zjistit, kde parcialni derivace 1.radu neexistuji. U funkci, kde parciaini derivace existuje vSude v
definiCnim oboru tato druha a sloZitéksi ¢ast odpada. Ale i pfi feSeni soustavy rovnic je nutné
davat pozor, protoze Mathematica nemusi uvést vSechna feSeni soustavy.

flx ,y ] :=x"3-6x-6xy+6y+3y”"2

fx =D[f[x, y], x] // Simplify;
fy =D[£f[x, y], y] // Simplify;
kritnul =
Solve[{fx =0, fy =0, 1 <x<3, -2<y<2}, {x,y}] //N

{{x->2,y->1}}

V kritickych bodech zjistime, jak se chova pfislusna kvadraticka forma. Zobrazime v tabulce vlevo

kritické body, v prostrednim sloupci hodnotu druhé derivace %y podle x a ve tietim hodnotu 4y /-

2
£

diskriminant =

D[f[x, y], {x, 2}] *D[£f[x, y], {y, 2}] -
(D[f[x, y], %, y]) "2 // Simplify;

36(x—1)

tab = Table[{{x, vy}, D[f[x, y], {x, 2}], diskriminant} /.
kritnul[[i]], {i, 1, Length[kritnul]}]
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Vidime, Ze ve v8ech kritickych bodech je kvadraticka forma indefinitni a v téchto bodech je sedlo.

Pfedchozi postup se da sepsat do procedury. NapiSeme ji jen pro hledani extrému na obdélniku.
Za meze a,b,c,d Ize vzit funkce, ale je pak nutné o3etfit meze kreslenych graft. Pro pouziti se
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musi zadefinovat finkce a omezeny obor (a,b)x(c,d), na kterém hledame extrémy. Postup je urCen
pro finkce, které na daném oboru maji vSude parcialni derivace prvniho fadu a nejsou problémy s
vyfeSenim pfislusnych rovnic.

extrem[f ,a_,b_,c ,d ] :=
(Clear[fx, fy, kritnul, kvadrl, kvadr2, body, xmin,
xmax, ymin, ymax, decision, min, max];
min = FindMinValue[{f[x, y], a<x<b, c<y=<d}, {x, v}1;
max = FindMaxValue[{f[x, y], a<x<b, c<sy=<d}, {x, v}],
fx =D[f[x, y], x] // Simplify;
fy =D[f[x, y], y] // Simplify;
kritnul =
NSolve[{fx ==0, fy =0, a<x<b, c<y<d}, {x, vy}, Reals] //
N;
del = Length[kritnul];
graf = Plot3D[f[x, y], {x, a, b}, {y, ¢, d},
ImageSize -» 400, PlotStyle » LightBlue];
If[del == 0, Print["ﬁédné kritické body"] &&
Print [graf] && Goto[end], Goto[next] ];

Label [next];
kvadrl = Table[D[f[x, y], {x, 2}] /. kritnul[[i]],
{i, 1, del}];
kvadr2 =
Table[D[f[x, y], {x, 2}] *D[£f[x, y], {y, 2}] -

(D[f[x, v], %, v])*2 /. kritnul[[i]], {i, 1, del}];
body = Table[{x, y, £[x, y]} /. kritnul[[i]], {i, 1, del}];
s = Graphics3D[

{Red, Table[Sphere[body[[i]], -15], {i, 1, del}]}] ;
decision[u_, v.] := If[v>0 && u> 0, "lokdlni minimum",
If[v>0 && u<0, "lokdalni maximum",
If[v <0, "sedlo", "nerozhodnuto"]]];
xmin = Min[Table[body[[i]][[1]], {i, 1, del}]] -1;

xmax = Max[Table[body[[i]]1[[1]], {i, 1, del}]] +1;
ymin = Min[Table[body[[i]]1[[2]], {i, 1, del}]] - 1;
ymax = Max[Table[body[[i]]1[[2]], {i, 1, del}]] +1;
min2 = Min[Table[f[body[[i]] [[1]], body[[i]][[2]]],

{i, 1, del}]];
max2 = Max[Table[f[body[[i]][[1]], body[[i]][[2]1],
{i, 1, del}]];
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PP =
Show[{Plot3D[f[x, y], {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax},
ImageSize -» 400, PlotStyle » LightBlue,
PlotRange » {min2 - .5, max2 + .5}], s}] ;
Print [pp]
Do[Print["V bodé (", body[[i]l][[111, " , ",
body[[i]][[2]], ") Je ",
decision[kvadrl[[i]], kvadr2[[i]]]], {i, 1, del}] ;

Label[end];

)

Zvolme nejdfive funkci, ktera ma nékolik kritickych bodd.

Clear|[f, a, b, ¢, d];

f[x_, y_ ] :=8Sin[x] + Sin[y] + Sin[x +Yy];
a=0;, b=2Pi; c=0;

d=2Pi;
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extrem[f, a, b, ¢, d]

V bodé (1.0472 , 1.0472) je lokdlni maximum

V bod¢ (3.14159 , 3.14159) je sedlo

V bodé¢ (5.23599 , 5.23599) je lokdlni minimum

Nyni zvolime funkci bez kritickych bodd.

Clear[f, a, b, ¢, d];
flx_,y ] :=x*2+y*2;
a=0;, b=2Pi; c=0;
d=2Pji;
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extrem[f, a, b, ¢, d]

Z4dné kritické body

6 0

Pokud v daném oboru existuji body, ve kterych funkce nema nékterou z parcialnich derivaci, musi
se tyto body pfidat do mnoZiny kritickych bodl. Pro funkce dvou a vice proménnych byva v
matematickych programech problém tyto body zjistit. Pomuze funkce Reduce, ktera aspor
napiSe, kde jsou derivace definované. Pak je vhodné zjisténé body ruéné pfidat do mnoziny bodl
s nulovymi parcialnimi derivacemi. Pro tyto nové body ale nelze pouzit test kvadratické formy. Je
mozné nakreslit graf v okoli téchto novych bodl a odhadnout z grafu chovani funkce.

Clear[f]; f[x_, y_] := Abs[x] + Abs[y];

D[f[x, y], x]
D[f[x, y], ¥]

Abs’(x)

Abs’(y)
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Derivaci absolutni hodnoty musime pocitat jinak.

D[Sqrt[x*2] + Sqrt[y*2], x]
D[Sqrt[x"2] + Sqrt[y*2], y]

Vidime, ze v bodé (0,0) je lokalni (a snadno se nahlédne, Ze i globalni) minimum.
MuzZe se stat,, Ze program nevyfesi pfislusnou soustavu rovnic, coz je pfipad nasledujici funkce.
Z grafu funkce ale extrémy rozezndme a mizeme je zKusit lokalizovat.

flx_, y_ ] :=1/Sqgrt[l+x*2+y*2] -
4x"2yExp[-(x*2+y*2)/2];

a=c=-3;

b=d-=3;
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extrem[f, a, b, ¢, d]

— NSolve::nsmet: This system cannot be solved with the methods available to NSolve. >
— NSolve::nsmet : This system cannot be solved with the methods available to NSolve. >
— NSolve:nsmet: This system cannot be solved with the methods available to NSolve. >

— General:stop :

Further output of NSolve:nsmet will be suppressed during this calculation. >

Plot3D[f[x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]

FindMinimum[f[x, y], {x, 1}, {y, 2}]

{—1.29141, {x —» 1.46263, y —» 1.03423}}

FindMinimum[f[x, y], {x, 1.46}, {y, -1}]

— FindMinimum::cvmit:

Failed to converge to the requested accuracy or precision within 100 iterations. >

{2.23544 x 1075, {x - 4.01636 X 10'%, y - —1.96978 x 10'*}}

FindMaximum[f[x, y], {x, -1}, {y, 1}]

{2.29184, {x - 1.36316, y - —0.963899}}

FindMaximum[£f[x, y], {x, -1}, {y, -1}]

{2.29184, {x - —1.36316, y - —0.963899}}




