0. Uvodni poznamky

Predpokladédm znalost béznych zakladnich pojmt z teorie metrickych prostori, jako je pojem uzé-
véru, oteviené mnoziny, souvislého prostoru apod. Vétsinu z nich véetné jejich zdkladnich vlastnosti lze
nalézt napi. v VI. kapitole Jarnikova Diferencidlniho poc¢tu II, mnohem vice je obsaZeno v Aleksandrovové
Uvodu do obecné theorie mnozin a funkei ([6]). Zatimco na tyto definice a véty nebudu odkazovat, budou
v textu obsazeny odkazy na nékterad tvrzeni z teorie dimenze, potiebna v poslednich kapitolach; lze je
nalézt napt. v Kuratowského monografiich Topologie I a II.

Jako ,,véty“ jsou oznacena podstatnéjsi tvrzeni vé. tvrzeni dilezitych pro dalsi text, ,,poznamky*
obsahuji zfejmé nebo snadno dokazatelnd tvrzeni, disledky a ilustrujici priklady.

Oznadeni a terminologie. Uzivam stejné zdkladni terminy jako V. Jarnik v [7], aZ na to, Ze spolu
s kratkym nézvem ,separabilni prostor” casto rikdm ,prostor se spocetnou bazi“, protoze mnohdy se
potiebuje baze, nikoli husta ¢ast. ') Spo&etna mnozina je piitom mnozina, kterou lze prosté zobrazit do
mnoziny N vSech pfirozenych ¢isel; mezi spocetné mnoziny patii tedy vSechny kone¢né mnoziny. Je-li V
vyrokové funkce definovana na mnoziné X, fikdme, ze V (z) plati pro téméF vSechna = ¢ X, plati-li pro
kazdé z € X — S, kde S je néjaka spodetnd mnozina; fikdme, ze V' (z) plati pro skoro vSechna (zkratka:
pro s.v.) ¢ € X, plati-li pro vSechna z € X — K, kde K je néjakd konefnd mnozina. Je-li napft. ze
souvislosti zfejmé, ze X = N, fikdme zpravidla jen ,pro s.v.n“. Mnozinu vSech celych ¢isel, raciondlnich
¢isel a (koneénych) redlnych ¢isel zna¢ime po fadé Z, Q a R. Symbol := znamen4, ze vyraz pfed nim je
vyrazem za nim definovdn. V dekadickych, triadickych, dyadickych (obecné v p-adickych) zlomcich pisi
zésadné tecky, nikoli ¢arky. ?)

Pismeno P (bez dalsiho uréeni) zna¢i neprazdny metricky prostor s metrikou p (v némz pravé pra-
cujeme nebo hodldme pracovat). Je-lip € P, AUB C P, znamend p(p, A) (resp. p(A, B)) vzdalenost bodu
p od mnoziny A (resp. vzdalenost mnozin A, B). Kromé bé&Znych znaki pro mnozinové operace uzivam
znaky Int M, H(M) a der M pro vnit¥ek, hranici a derivaci mnoziny M. U(z,¢) := {2’ € P; p(2',z) < e}
(kde € > 0) je kruhové epsilonové okoli bodu x € P v P, U(M,¢) :=J, ., U(x,€) je kruhové okoli o po-
loméru € mnoziny M C P. U(z) (resp. U(M)) znamend (obecné) okoli bodu = (resp. mnoziny M), tj.
jakoukoli otevrenou mnozinu obsahujici bod x (resp. mnozinu M). Je-li Q C P podprostor prostoru P,
odlisime okoli v P od okoli v @ tim, Ze pro okoli v P zachovame symbol U, zatimco okoli v ¢ budeme
znadit Ug. Je Ug(z,e) = U(z,e) N Q pro kazdé x € Q a Ug(M,e) = U(M,e) N Q pro kazdou mnozinu
M C Q. Je-li G mnozina oteviena v P, je G N mnozina oteviena v ); obracené: pro kazdou mnozinu H
otevienou v () existuje mnozina G oteviend v P tak, ze H = G N Q. Je-li mnozina oteviend i uzaviena,
fikdme, Ze je obojetna.

Mnozina M C P je husta (v P), je-li M NG # () pro kazdou neprazdnou otevienou mnozinu G C P.
Mnozina M C P je fidka (v P), je-li vnit¥ek jejiho uzadvéru prazdny. Uzaviend mnoZina je tedy tidkd,
pravé kdyz nemd Zdadné vnitini body. Oteviend mnoZina N C P je hustd v P, pravé kdyz je jeji doplnék
P — N ridky v P.

Retézem mnoZin budeme rozumét kazdou kone¢nou posloupnost My, My, ..., My, kde M;_1NM; # ()
proi = 1,2,...,s; fikdme, Ze tento Fetéz spojuje body a,b (v P), je-li a € My, b € Mg a M; C P pro
1=0,1,...,s.

Znak {a,...,a,} (kde n € N) znamena kone€nou mnozinu slozenou z bodii aq, . . . , a,. Podobné jako
Whyburn v knize [5], Kuratowski v monografiich [1], [2] a Uryson v [4] vétSinou nerozlisuji (pokud se
tyka oznacdeni) bod p od jednobodové mnoziny {p} a v obou p¥ipadech pisi zpravidla jen p; k nedorozuméni
nemize dojit, protoze aktudlni vyznam pismene je vidy patrny ze souvislosti.

Symbol X; x ... x X,, (kde n € N) znamen4 kartézsky souc¢in mnozin Xi,...,X,; je-li X; = X
pro i = 1,...,n, znaéim tento kartézsky soucin X™. Symbol A (podrobngji Al) bude znacit mnozinu
vSech (koneénych) redlnych ¢isel s obvyklymi aritmetickymi operacemi a usporfadédnim; A™ je aritmeticky

1) Budeme pracovat jen v metrickjch prostorech, v nichZ je existence husté spodetné ¢asti ekvivalentni s existenci
spocetné baze.

2) Poéitacové programy jako je Mathematica, Maple apod. k nam pfichazeji ze Zapadu a dokud nebudeme tak silni,
abychom na svétovém féru vytlacili jejich tecky a prosadili nase ¢arky, méli bychom se pfizptisobit a usetfit si fadu potizi.
V nasi davnéjsi historii jsme ostatné tecky psali — do doby, kdy ndm néjaka genidlni normaliza¢ni komise naordinovala ¢arky.



n-rozmérny prostor.3) R" je n-rozmérny eukleidovsky prostor, tj. prostor A" s kartézskou normou
a metrikou: Je-li a = (a1,...,a,) € A", b= (by,...,b,) € A", je

(1) lla|| :==/a?+...+ a2, pla,b):=]|la—0b|l = \/(bl—a1)2+...+(bn—an)2;

misto R! se zpravidla pise jen R.

Slovo ,ise€ka“ bude znamenat ,uzavienou tsecku”, nebude-li vyslovné feceno néco jiného; jsou-li
a, b jeji krajni body, budeme ji znadit (a; b); (a;b) je piislusnéd oteviena asecka, (a;b), (a;b) ptislusné
usecky polouzaviené.

Lomenou €arou v R™ budeme rozumét kazdou mnozinu tvaru

p
(2) L:= (ag;ai;...;ap) := U(ak,l;ak%
k=1

kde p € N a kde body a = ag,a1,...,a, = b lezi v R" a spliiuji podminku ax—1 # ax pro k =1,...,p;
budeme fikat, ze lomena &ara (2) spojuje body a,b. Budeme fikat, Ze lomend ¢ara (2) je prosta, plati-li
implikace

(B) 0<k<p= (ap—1;ar)N{(ar;apt1) =ar a 0<i<j<p = (ai—1;a:;)N{aj;a;1)=70.

Snadno nahlédneme, Ze prostota lomené cary (2) je ekvivalentni s existenci prosté po cdstech linedrni
funkce ¢ : (o, B) —na L.

* ok Xk

I kdyz predpokladame, Ze ¢tenai Cantorovo diskontinuum a jeho vlastnosti zné, zopakujeme pfi-
slusnou konstrukci, abychom v dalsim mohli uzivat oznaceni, ktera pfi této prilezitosti zavedeme.
»Aritmetickd“ definice Cantorova diskontinua je velmi jednoduché: Je to mnozina vSech éisel

(4) x:22;—2, kde i, € {0,1} pro kazdé n e N.
n=1

Jinymi slovy: Cantorovo diskontinuum se skldd4 pravé ze vSech ¢éisel z intervalu (0, 1), kterd maji triadicky
rozvoj 0.414g .. .4y .. ., kde i, # 1 pro kazdé n. Jesté jinak: Cantorovo diskontinuum je rovno (0,1) — M,
kde M je mnozina vsech cisel, v jejichz triadickém zlomku musi byt aspon na jednom misté cifra 1.
Pfipomenime, Ze triadicky racionalni éisla z intervalu (0, 1) lze napsat dvojim zpisobem, protoze

(51) 0.4182 ..., = 0.iyin ... (in, — 1)222..., je-li i, € {1,2}.
Cisla
(52) 0=0.000..., %:0.1000...:0.0222..., %20.1222...:0.2000..., 1=0.222...

tedy patifi do Cantorova diskontinua stejné jako ¢isla

(53) 0.020202...:% a 0.202020...:%.
Popis$me nyni Cantorovo diskontinuum ,geometricky“: Interval A := (0,1) rozdélme na tii stejné
dlouhé intervaly a oznacme
(6) A0):=(0,3), J:=(3,2), A1) :=(3,1).
7 nerovnosti
(7) 0.0iy...0...<0.0222... =%, 0.2...0...>0.2000...=2

ihned plyne, Ze prvni cifra (za triadickou teckou) &isel z intervalu J must byt 1, takze Cantorovo diskon-
tinuum neobsahuje zadny bod z tohoto intervalu. Je tedy obsazeno v mnoziné A(0) U A(1).

3) Aritmeticky prostor povazujeme mlcky za prostor linedrni s obvyklou definici souétu dvou bodt (vektort) a souéinu
bodu (vektoru) a &isla.



Kazdy z intervaltt A(i1) rozdélme opét na t¥i stejné dlouhé intervaly, prvni resp. t¥eti uzavieny
interval oznac¢me A(iq,0) resp. A(i1,1), zatimco J(i1) je prostfedni otevieny interval. Je tedy

). A0,1) = (3, 3)
). AL, 1) = (5,1)
snadno zjistime, Ze zatimco pfi triadickém zapisu éisel z intervaltt A(iq,42) nepotfebujeme cifru 1 na

prvnich dvou mistech, cifra 1 mus? byt na druhém triadickém misté ¢isel z intervala J(0), J(1).
V n-tém kroku budeme mit uzaviené intervaly

A(0,0) = (0,5), J(0) := (
A(l,O) ::<%7%>7 J(l) ::(

)

(8)
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3
1

)
b

)
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(9) Alir,i2,. .. in) = (0.(2i1)(262) . .. (2in), 0.(201)(2i2) . .. (20n) +37"),
kde (i1,12,...,i,) € {0,1}", a oteviené intervaly
(10) J, J(’Ll), J(il,ig), ceey J(il,ig,. ..,’L'nfl);

intervaly uvedené v fadcich (9) a (10) jsou disjunktni a jejich sjednocenim je (0,1). V dalsim kroku
rozdélime kazdy z intervall (9) na tfi stejné dlouhé intervaly; prvni a tfeti jsou

A(inizs . yin, 0) = (0.(201)(2i2) ... (2in), 0.(2i1)(2i2) . . . (20n) +37"71),

11
() A(in, iz, yin, 1) = (0.(201)(2i2) ... (2in) +2- 37771, 0.(2i1)(262) . . . (2in) + 37",

druhy je roven

(12) (i1, i1, yin) = (0.(2i1)(262) ... (2in) + 3771, 0.(2i1)(2d2) . . . (2in) +2-37"71).

Zatimco kazdy bod z prvniho (resp. z druhého) intervalu v (11) lze napsat jako triadicky zlomek, jehoz
(n + 1)-ni cifra je 0 (resp. 2), body z intervalu (12) musi mit (n 4 1)-ni cifru rovnou 1.

Je zfejmé, ze pro kazdou posloupnost {i, } 52 ;, kde i, € {0, 1} pro kazdé n, je bod (4) jedingm bodem
priniku

(13) () A, .- in),

takze Cantorovo diskontinuum A lze napsat ve tvaru
(14) A=A, kde A, := Aiy, ... in).
n=1 (41,-+448n) €{0,1}"

Ctené¥, ktery zné definici a zédkladni vlastnosti (jednorozmérné) Lebesgueovy miry p, ihned vidi, Ze
pro u(A,), tj. pro soucet délek vSech intervalil, jejichz sjednocenim je A,,, plati relace

(15) w(Ay) = (3)" =0 pro n— oo,
z niz plyne, zZe
(16) u(A) =0,

Cantorovo diskontinuum je pfitom nespocetnd mnozZina, protoze oborem hodnot funkce f, jejiz hod-
notou v bodé (4) je ¢islo

(17) fa) =Y

n=1

b

je zfejmé cely interval (0,1). Ukazme, ze funkce f je (v A) neklesajici, tj. ze (pro kazdou dvojici bodu
2’ 2" z A) plati implikace

(18) f(@) > f(@") = 2/ > 2",



Necht

(19) Z Z

kde kazdé z ¢isel 4/, i je rovno bud 0 nebo 1. Z predpokladu, ze

w|:\.
w|:\.

(20) ICORSICOEDY

zfejmé plyne, Ze pro vhodné N e Nje i), =i pron=1,...,N — 1 a iy — i, = 1. Podle (20) pak je

1 i =i 1 1 1 1
/ " § m m

coz jsme méli dokézat.
Intervaly

(22) (=00,0), J, J(i1), «ovs J(irseeeyin)y - s (1,4+00)

se nazyvaji sty¢né k A. Krajni body vSech omezenych sty¢énych intervalt patii do Cantorova diskontinua
a nazyvaji se body 1. druhu. Protoze jich je jen spocetné mnoho a protoze A je nespoCetnd mnozina,
obsahuje A nespocetné mnoho bodi, které krajnimi body zddného omezeného sty¢ného intervalu nejsou;
to jsou tzv. body 2. druhu Cantorova diskontinua. 4)

Sty¢né intervaly jsou nejen disjunktni, ale Zddné dva (rtizné) z nich nemaji ani krajni bod spoleény;
z toho snadno plyne, ze Cantorovo diskontinuum nemad zadné izolované body. ProtozZe sjednoceni vsech
intervali (18) je (oteviend) mnozina hustd v R, je Cantorovo diskontinuum mnozina ¥idké (a uzaviend).

Poznamenejme jesté, ze rovnost u(A) = 0 lze dokdzat i takto: Protoze u(J) = %, protoze pro kazdé
n € N mé kazdy interval J(iy,...,4,) délku 3="~! a protoze téchto intervalii je 2", je jejich celkova délka
rovna

(23)

W=

oo
2)" =
E )" =

mira Cantorova diskontinua je rovna rozdilu miry (délky) intervalu (0, 1) a sou¢tu (23) mér vSech intervala
J, tedy rovna 0.
Jesté nékolik slov k funkci f: Protoze krajni body intervalu J lze napsat bez uziti cifry 1 ve tvaru

L_ 2 _
(24) 1-0.0222... a 2=0.2000...,
je
25 1\ — 1 1 2
(25) A=Y g = =12,
n=2
Obecné: Krajnimi body sty¢ného intervalu J(i1,...,4i,—1) jsou body tvaru
(26) a:=0.(2i1)...(20,-1)0222... a b:=0.(2i1)...(2i,_1)2000...;
protoze
1
2k on”
k=n+1
je ziejmé f(a) = f(b). V krajnich bodech kazdého omezeného styéného intervalu nabyvé tedy funkce f

stejné hodnoty ; rozsitime-li jeji defini¢ni obor na cely interval (0, 1) tim, Ze ji v kazdém omezeném sty¢ném

4) Pro nés bude (zatim) vyhodné&jsi pocitat body 0 a 1 mezi body 2. druhu; literatura neni v tomto ohledu jednotna.

Ctenaf snadno dokéze, ze mezi body 2. druhu patii napf. 125

[



intervalu polozime rovnu hodnoté v krajnich bodech tohoto intervalu, bude f neklesajici v (0,1). Protoze
oborem hodnot (ptivodni i rozsifené) funkce f je interval (0, 1), je tato funkce spojita v (0,1).°)
Rozsiiend funkce f : (0,1) — a4 (0,1) se nazyva Cantorova stupfovita funkce; schéma jejitho grafu
je vyobrazeno na obr. 1. 6) Funkce f v (0, 1) nekles4; je pozoruhodn4 tim, Ze roste jen v bodech Cantorova
diskontinua: V levych (resp. pravych) krajnich bodech omezenych styénych intervalt zleva (resp. zprava),
v bodé& 0 zprava, v bodé 1 zleva a v ostatnich bodech 2. druhu zleva i zprava. I kdyZ je pu(A) = 0, funkce
f celého svého priristku f(1) — f(0) = 1 na intervalu (0, 1) nabyva pravé jen na Cantorové diskontinuu.
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Obr. 1. Schéma Cantorovy stupiiovité funkce

Délka grafu funkce F' : {a,b) — R se definuje jako supremum délek aproximujicich lomenjch car:
Kazdému déleni D : a = 29 < z1 < ...,x, = b odpovida lomena cara, kterd je sjednocenim tisecek

5) Kdyby nebyla spojitd v bodé x, bylo by bud f(z) — f(z—) > 0, nebo f(z+) — f(x) > 0; funkce f by v prvnim
pfipadé nenabyvala zadné hodnoty z intervalu ( f(z—), f(x)), ve druhém ptipadé zadné hodnoty z intervalu (f(z), f(z+)).

6) Cely graf nelze z pochopitelnych diivodt nakreslit; ,stfidaji“ se v ném (podobné jako se v R ,st¥idaji“ racionalni
a iraciondlni ¢isla) stéle kratsi vodorovné usecky s misty, kde f velmi rychle roste.



s krajnimi body (zx_1, F(zx—1) a (xk, F(2x)), k=1,...,n. Cislo

(27) L(D) == 3" /(e —wr1)? + (Fler) — Flan))?
k=1

je souctem délek vSech téchto tsecek a délka Ly grafu funkce F' je definovana jako supremum disel
(27), kde D probihd mnozinu vSech déleni intervalu (a,b). Je-li F' neklesajici funkce, jsou jeji prirtstky
nezapornd Cisla a v dtsledku toho je

(28) L(D) < ) ((wr = wp-1) + (F2x) = Flar-1)) = (b — a) + (F(b) — F(a))
k=1

pro kazdé D, takze i Ly < (b—a)+ (F(b) — F(a)). Pro Cantorovu funkci f dostdvame tedy odhad L, < 2.
Déleni

(29) Dy :0=2,0<xp1 <...<Tponiz=1

necht se sklddéa z bodt 0 a 1 a krajnich bodi styénych intervala J, J(i1), ..., J(i1, ..., in),

(30) Lk = (zp_1,21), k=1,...,2""2

necht jsou intervaly déleni D,,. Lomena ¢ara pifslusna k déleni D,, je slozena z 27! Sikmych tsecek

(odpovidajicich intervaltim I, j s lichym k) a z 2"™! — 1 vodorovnych tseéek (odpovidajicich intervaliim
I, i se sudym k). Délka sikmé usecky je

(31) \/(wn,2k+1 — Ty k)2 + (F(zn2k41) — F(@n2k))2 > F(wnop+1) — F(por) =271,

a protoze téchto tsedek je 2771, je soucet délek vsech sikmych tiseéek > 1. ProtoZe soudet délek vsech
vodorovnych tsecek je roven

(32) TO+@)+ @)+ @ =1,

je délka lomené ¢ary vétsi nebo rovna 1+ (1 — (2/3)"*1), coz je vyraz, ktery ma pro n — oo limitu 2.
Graf funkce f md tedy mazimdlni mozZnou délku (rovnou 2).
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