6. Ireducibilni a nerozlozitelna kontinua

Definice 6.1. Mnozina F' se nazyvéa ireducibilni vzhledem k mnozZinovému systému S, je-li F ¢ &
a plati-li implikace

(1) XCF = X¢6.

Véta 6.1. (Brouwerova redukéni véta.) Necht P je prostor se spoc¢etnou bazi a necht & je mnozinovy
systém s témito vlastnostmi:

1. Kazda mnozina F € G je uzavienou podmnozinou prostoru P.

2. Je-li {F,,}?2, nerostouci posloupnost mnozin z &, je (\,—, F,, € &.

Pak kazda mnozina F' € & obsahuje mnozinu F'* ireducibilni vzhledem k systému &.

Dukaz. Necht Uy,Us,...,U,,... je baze P a necht F € &. Polozme Fy = F a predpokladejme,
ze pro nékteré n € N je jiz sestrojena mnozina F;,_;. Mohou nastat jen dvé situace:

A. Existuje mnozina H ¢ & tak, ze H C F,,_1 — U,; pak jednu takovou mnozinu H vybereme
a polozime F,, = H.

B. Z4adna mnozina H € & spliujici podminku H C F,,_; — Uy, neexistuje; pak polozime F,, = F,, .

Dokazme, ze mnozina
n=1

je pak hledand ireducibilni mnozina:

Protoze uzaviené mnoziny F;, tvori nerostouci posloupnost, je F'* € & podle pfedpokladu 2 véty;
navic je F* C F. Predpoklddejme, Ze n€jaka mnozina X ¢ F'* je prvkem &; protoze X je pak uzaviena
mnoZina, existuje U, tak, ze U, N F* # 0 = U, N X . Z toho plyne, ze X C F* — U, C F,,_1 — U,, takze
(podle pravidla A konstrukce) je F,, N U, = (. Tim spise je tedy F* N U,, = () — spor.

Definice 6.2. Jsou-li a,b dva rizné body kontinua P, fikdme, Ze P je ireducibilni mezi body a,b,
neexistuje-li zadné kontinuum K ¢ P obsahujici oba body a, b. Rikédme, Ze kontinuum P je ireducibilni,
existuji-li v P dva rfizné body, mezi nimiz je P ireducibilni. }?)

Priklady 6.1. 1. Kontinuum slozené z tsecky u s krajnimi body (0,+1) a z grafu funkce sin(1/z),
x € (0,1) je ireducibilni mezi bodem (1,sin1) a kterymkoli bodem tsecky wu.

2. Kontinuum z ptikladu 4.4 (obr.8) je ireducibilni mezi poc¢dtkem a kterymkoli bodem jednotkové
kruznice.

Obr. 13

19) Oba pojmy jsou topologické.
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3. Necht A je Cantorovo diskontinuum a J(i1,...,4,), n > 0, necht jsou jeho (omezené) styéné
intervaly. P necht je sjednoceni vSech tsecek ((z,0); (z,1)), kde z € A, s tise¢kami ((a,1); (b, 1)), kde
(a,b) = J(i1,...,in), n sudé, a s tseckami ((a,0); (b,0)), kde (a,b) = J(i1,...,in), n liché. Pak je P
kontinuum ireducibilni mezi kazdymi dvéma body A € ((0,0); (0,1)), B € {((1,0); (1,1)). Viz obr. 13.

Véta 6.2. Pro kazdé kontinuum P obsahujici body a # b existuje kontinuum K C P ireducibilni
mezi a, b.

Dtk az. Staci aplikovat Brouwerovu redukéni vétu 6.1, v niz za & zvolime systém vSech kontinui
K C P obsahujicich mnozinu {a,b}. Podminka 2 této véty plati, protoZe prinik nerostouci posloupnosti
kontinui (obsahujicich body a,b) je kontinuum (obsahujici body a, b).

Véta 6.3. Zadné kontinuum P ireducibilni mezi body a,b neni sjednocenim dvou kontinui A, B
obsahujicich bod a a riiznych od P.

Dukaz. Kdyby kontinuum P bylo sjednocenim kontinui A, B riznych od P a obsahujicich bod a,
leZel by bod b v jednom z kontinui A, B, coZz vzhledem k predpokladu A # P # B odporuje ireducibilité
kontinua P mezi body a, b.

Véta 6.4. Necht P je kontinuum ireducibilni mezi body a,b a necht C C P je kontinuum; pak plati:

1. Obsahuje-li kontinuum C' jeden bodi a,b, je P — C souvisla mnozina.

2. Je-li mnozina P — C nesouvisla, je sjednocenim dvou disjunktnich oblasti, z nichz jedna obsahuje
bod a, druh& bod b.

Dikaz. Ad 1. Je-li mnozina P — C nesouvisla, existuje rozklad P — C = AU B na dvé disjunktni,
oteviené a neprazdné mnoziny A, B. Mnoziny AU C, B U C jsou pak podle véty 2.2 kontinua; obé jsou
neprazdnd, riznad od P a jejich sjednocenim je P. Podle véty 6.3 lezi bod a jen v jedné z nich, takze
nemuze lezet v C. Protoze ve vété 6.3 mizeme misto a napsat b, nelezi v C' ani bod b.

Ad 2. Jeden z bodu a,b lezi tedy v A, druhy v B, a oznaceni lze jisté zvolit tak, ze a € A, b € B.
Protoze A U C' je kontinuum obsahujici bod a, plyne z prvni ¢asti véty, v niz C' nahradime mnoZinou
AUC, Ze (oteviend) mnozina P — (AUC) = B je souvisld; z podobnych divoda plati totéz o mnoziné A.

Véta 6.5. K tomu, aby kontinuum K bylo obloukem ab, je nutné a staci, aby bylo lokalné souvislé
a ireducibilni mezi a, b.

Dt kaz. Prooblouk ab je podminka zfejmeé splnéna. Je-li K lokalné souvislé kontinuum, 1ze body
a,b podle véty 5.5 spojit obloukem C' C K. Protoze K je ireducibilni mezi a, b, je C' = K.

Véta 6.6. Je-li P ireducibilni kontinuum a bod p € P lezi v néjakém kontinuu kondenzace K C P,
nenf kontinuum P lokalné souvislé v bodé p. ?°)

Dt kaz. Necht P je ireducibilni mezi body a,b. Jsou dvé moznosti: 1. a #p # b, 2. p € {a, b}.

Ad 1. Mizeme navic predpokladat, ze K C P — {a,b}, nebot podle dusledku 1 Janiszewského véty
4.1 1ze K v pripadé potieby patfiéné zmensit. Oznacime-li

(3) A =konst, (P — K), B =konsty(P—K),
je (podle véty 4.1)
(4) ANK#0#BNK,

takze AUK UB C P je kontinuum; protoze obsahuje body a, b (mezi nimiz je P ireducibilni), je identické
s P. Protoze P — K C AU B a protoze K je ¥fidké v P, plyne z toho, ze P=P — K C AUB C P, takze

(5) P=AUB.

la. Vysetfme nejdiive piipad, kdy p € ANBNK , a predpokladejme, ze P je lokalné souvislé v bode€ p.
Bud U(p) tak malé, ze K — U(p) # 0, a necht C' := komp, U(p). Pak je C' kontinuum obsahujici bod p
uvniti a K — C # (). ProtoZe p € AN B, je ANIntC # () # BNIntC, a z definice konstituanty plyne
existence kontinui K; C A, Ko C B, pronéZ jea € K1, be Ko, Ki NIntC # () # Ko NInt C. MnoZina
K1 UCUK3, C P je pak kontinuum obsahujici body a, b, a protoze P je mezi témito body ireducibilni, je

20) Podle véty 4.7 pak bod p lezi na n&jakém kontinuu konvergence kontinua P.
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K, UC UK, = P. To vsak je spor, protoZze mnoziny A, B, a tim spiSe kontinua K;, K5, jsou disjunktni
s K, takze K — (K1 UCUK») = K — C # 0.
1b. Piedpokladejme nyni, ze p € AN K — B; piipad p € BN K — A je zcela analogicky. Cislo

p = %p(p,B) je pak kladné a mnozina K := kompp(K NU(p,p)) je podle Janiszewského véty 4.1
vlastni kontinuum obsahujici bod p a disjunktni s B.

Predpokladejme, ze kontinuum P je lokalné souvislé v bodé p. Pak existuje kontinuum C' tak, ze
pelntC, Ky — C # (. Podle definice mnoZiny A existuje kontinuum K; C A obsahujici spolu s bodem a
i néjaky bod x € ANInt C. Mnozina K1 UCUK UBCP je kontinuum obsahujici oba body a, b, protoze
kazda z mnozin K, C, K, Eje kontinunumaa e K;, z e K1NC,pe CNK, K HE, b € B. Protoze P
je ireducibilni mezi body a,b, je K1 UC UK U B=P. Kdyby oteviend mnozina P — (K; UC U E) CK
byla neprazdné, méla by mnozina K vnitini body, coz odporuje jeji fidkosti; je tedy K1 U C U B=P
Protoze KN K1 C KgNA=10 aKoﬁE:(i),je

P=Ky—P=Ko— (KiUCUB)=Ko—C#0,

COZ je Spor.

Tim je véta dokdzéna za dodate¢ného predpokladu, Ze a # p # b.

Ad 2. Je-li napf. p = a, lze pfedpokladat, ze b ¢ K. Protoze BNK £ 0, je B U K kontinuum
obsahujici body a = p a b, a je tedy identické s P. Kdyby byla oteviend mnozina P — BCK neprazdna,
obsahovalo by kontinuum K vnitini body; je tedy P = B. Je-li kontinuum P lokalng souvislé v bodé
p = a, existuje kontinuum C tak, Ze a € Int C, K — C # (. Protoze B NInt C' # 0, existuje kontinuum
K> C B tak, ze b e Kz, Ko NInt C # (. Kontinuum K5 U C obsahuje pak oba body a, b, a rovna se tedy
P.Protoze KNKy=0,jel=K—-P=K— (K;UC)=K —C # 0, coz je spor.

Tim je dikaz véty 6.6 dokoncen.

Véta 6.7. Je-li P kontinuum, jsou ekvivalentni tyto tfi podminky:
1. P je oblouk.

2. P je ireducibilni a neobsahuje zadné kontinuum kondenzace.

3. P je ireducibilni a neobsahuje zadné kontinuum konvergence.

Dtukaz.1 = 2 = 3.Jeli P oblouk, je ireducibiln{ (mezi svymi krajnimi body) a neobsahuje
ziejmé zadné Fidké vlastni kontinuum, tedy zadné kontinuum kondenzace; tim spiSe neobsahuje zadné
kontinuum konvergence.

3 = 1. Je-li P ireducibilni a neobsahuje z4dné kontinuum konvergence, je podle véty 4.9 (d&diéné)
lokalné souvislé, a je tedy podle véty 6.5 obloukem.

* ok *

Definice 6.3. Rikame, Ze kontinuum P je nerozloZitelné, je-li vlastni a méa-li tuto vlastnost: Jsou-li
K1, K5 kontinua, pro néz je K1 U Ko = P, je bud K1 = P, nebo Ky = P.

Poznamka 6.1. Je-li P nerozlozitelné kontinuum, je doplnék P — K kazdého kontinua K C P
souvisly. Kdyby totiz bylo P — K = AU B, kde A, B jsou disjunktni neprazdné oteviené mnoziny, byl by
P=(AUK)U(BUK) rozklad P na dvé kontinua (srov. s vétou 2.2), z nichz zadné se nerovna P.

Definice 6.4. Je-li P kontinuum, nazveme kompozantou bodu p v P mnozinu R,(P) vSech bodi
x € P, pro néz je P reducibilni mezi p a x. (Jinymi slovy: x € R,(P), prdvé kdyZ existuje kontinuum
Kpz & P obsahujict body p,x.)

Poznamka 6.2. Doplnék P — R,(P) kompozanty R,(P) je identicky s mnozinou vsech bodt ¢ € P,
pro néz je P ireducibilni mezi p,q. Kompozanta R,(P) je (jakozto sjednoceni jistého systému kontinui

majicich spoleény bod p) souvisla, takze R,(P) je kontinuum.

Priklady 6.2. 1. Je-li P oblouk pg je R,(P) = P —q, Ry(P) = P — p, R,(P) = P pro kazdé
zeP—{pq}.

2. Je-li P topologickd kruznice, je R,(P) = P pro kazdé p € P.

3. Oznac¢me

us = ((0,-1); 0,1)), si:={(x,sin(1/z)); = e (0,1)}, b:=(1,sinl)
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a necht P := siUus. Pak je R,(P) = P — b pro kazdé p € us a R,(P) = si pro kazdé p € si.

Véta 6.8. Pro kazdé vlastni kontinuum P a pro kazdy bod p € P je kompozanta R,(P) husta v P
a existuji kontinua K,, ¢ P tak, Ze

(6) Ry(P) = | K.

Dukaz. 1. Zvolme v P né&jakou bazi {U,}52; neprazdnych mnozin U, a pro kazdé n € N polozme
Voi=U,—pa

(7) K, = komp (P — V).

Kazd4 s mnozin K, je pak kontinuum riizné od P a obsahujici bod p, takze K,, C R,(P) pro kazdé
n € N; prava strana rovnosti (6) je tedy ¢asti jeji levé strany.

Obracené: Je-li x € R,(P), * # p, existuje kontinuum K,, & P obsahujici body p a z. Je-li
y € P — K, existuje V,, tak, ze y € V;, C P — K. Potom vSak je K, C kompp(P —V,) = K, takze
levé strana rovnosti (6) je obsazena v jeji pravé strané. Tim je rovnost (6) dokazéana.

2. Kdyby kontinuum R,(P) nebylo rovno celému P, existovalo by podle dusledku 2 Janiszewského

véty 4.1 kontinuum K tak, ze R,(P) & K & P, a P by pak bylo reducibilni mezi p a kazdym bodem
x € K — R,(P), coz je ve sporu s definici R,(P).

Véta 6.9. Je-li C' kompozanta kontinua P, je mnozina P — C' souvisla.

D t k az . Podle pfedpokladu je C = R,(P) pro vhodné p € P. Staéi vySetfit pfipad, kdy C # P,
tj. kdy existuje bod q € P tak, ze P je ireducibilni mezi p, q.

Pfedpoklddejme, ze P—C = MUN, kde M, N jsou neprazdné odd€lené mnoziny, jejichz oznaceni je
zvoleno tak, ze ¢ € M. Z oddélenosti mnozin M, N (a z normality metrickych prostort) plyne existence
oteviené mnoziny G D M, jejiz uzévér je disjunktni s N. Pak je H(G)N(MUN) = (G—G)N(MUN) = 0,
takze H(G) C C. Oznacime-li K := komp, G, plyne z podminek N # 0, GN N = (), ze G # P; podle
Janiszewského véty 4.1 je tedy K N H(G) # (. Zvolime-li v této mnoziné bod a, je a € C, takZe existuje
kontinuum @ C C obsahujici body p, a. Protoze kontinuum K obsahuje body ¢, a, je Q@ U K kontinuum
obsahujici body p, q. Protoze P je mezi témito body ireducibilni, je Q U K = P, takze N C Q U K; to
spolu s implikacemi

QCcC=QNNCCNN=0, KCG,GNN=0 = KnNN=10

ukazuje, ze N = (), coZ je spor, ktery dokazuje vétu 6.9.

Véta 6.10. K tomu, aby vlastni kontinuum P bylo nerozlozitelné, je nutné a staci, aby kazdé konti-
nuum K & P bylo ridké v P.

D u k a z. 1. Pfedpokladejme, ze kazdé kontinuum K C P rizné od P je v P fidké a necht
P = K1 UK>, kde K1, K> jsou kontinua; mame dokazat, ze pak je bud K; = P, nebo Ko = P. Je-li v8ak
K, # P, je K1 podle predpokladu fidké v P, z ¢ehoz plyne, ze Ko = P.

2. Necht naopak existuje kontinuum K & P, které neni v P ¥idké (takze Int K # (}); mame dokazat,
ze P lze pak rozlozit na dvé kontinua, z nichZ zddné neni identické s P.

Je-li mnozina P — K souvisld, je P — K kontinuum disjunktni s Int K, tedy rtizné od P. Hledanym
rozkladem je tedy rozklad P=KUP — K.

Neni-li mnozina P — K souvisla, je P — K = AU B, kde A, B jsou neprazdné disjunktni oteviené
mnoziny. Podle véty 2.2 jsou mnoziny K; := AU K, K, := B U K kontinua, pficemz K; # P # Ko.
Hledanym rozkladem je proto rozklad P = K; U K.

Véta 6.11. Je-li P nerozlozZitelné kontinuum, plati tato tvrzeni:
1. Pro kazdé dva body p,q z P je

(8) bud R,(P) = R,(P), nebo R,(P)N Ry(P) =10.

2. Systém vsech kompozant kontinua P je nespocetny.

47



3. Existuje nespocetna mnozina M C P tak, ze P je ireducibilni mezi kazdymi dvéma body x # y z M.
Obrécené:
4. Obsahuje-li ireducibilni kontinuum P dvé disjunktni kompozanty, je nerozlozitelné.

5. Obsahuje-li kontinuum P alespon tii ruzné body x,y, z tak, Zze P je ireducibilni mezi x,y, mezi
x,z 1 mezi y, z, je P nerozlozitelné.

Dtk az. 1. Pfedpokladejme, ze R,(P) N R,(P) # 0, a dokazme nejdiive inkluzi
9) Rp(P) C Ry(P).

Je-li y € Ry(P), je P reducibilni mezi body p, y, a existuje tedy kontinuum K, & P obsahujici tyto
body. Zvolime-li pevné né&jaky bod xz € R,(P) N Ry(P), existuje kontinuum K,, & P obsahujici body
p,z a kontinuum K, & P obsahujici body ¢,2. Mnozina Ky, := K, U K, U K, je pak kontinuum
obsahujici body ¢, y; protoze zadné z kontinui vpravo neni rovné P, je podle véty 6.10 ¥idké v P, a totéz
tedy plati i o Kyy. Je proto Ky, # P a bod y tedy lezi v R,(P). Inkluze (9) je dokdzéna.

Protoze obracenou inkluzi dostaneme zaménou bodd p,q, je R,(P) = Rq(P). Tim je tvrzeni 1
dokéazano.

2. Podle véty 6.8 je kazda kompozanta R,(P) sjednocenim spoéetné mnoha kontinui K,, # P, tedy
(podle véty 6.10) kontinui fidkych v P. Kazda kompozanta je tedy mnozinou 1.kategorie. Protoze P
je 2. kategorie a protoze je sjednocenim vSech svych kompozant, musi byt téchto kompozant nespocetné
mnoho.

3. Hledanou mnozinou je zfejmé mnozina M, kterd ma s kazdou kompozantou spoleény praveé jeden
bod.

4. Dokazme, ze je-li rozloZiteln€ kontinuum P ireducibilni mezi body a # b, nejsou Zadné dvé kom-
pozanty kontinua P disjunktni.

Predpoklddame, Ze existuji kontinua Ki, Ko tak, ze K1 # P # Ky a K1 U Ky = P; protoze P je
kontinuum, je K1 N K3 # (. Oba body a, b nelezi v jedné z mnozin K;, Ko, protoZe P je mezi nimi body
a, b ireducibilni; zvolme oznadeni tak, ze a € K1, b € Ka. Necht p, ¢ jsou (libovolné) dva body z P a necht
Ci := R,(P), C2 := R,(P) jsou ptislusné kompozanty. Je-li oznaceni zvoleno tak, ze p € K1, je K1 C C1.

Je-li g € K1, je K1 C (5, takze 1] #+# K1 CCinNCy. Jellige Ko, je Ko C Cy a 1] #+# KiNKs C C1NCs.

5. Pfedpokladejme opét, ze P je rozlozitelné a uzivejme oznaceni ze 4. ¢asti dtikazu. Jsou-li z,y, z t¥i
rtuzné body z P, lezi aspon dva z nich v jedné z mnozin K;, z ¢ehoz plyne, Zze P je mezi témito dvéma
body reducibilni.

Poznamka 6.3. Zatim nevime, zdali nerozlozitelnd kontinua vibec existuji; predchazejici dvé véty
naznacuji, ze pokud ano, budou mit asi velmi slozitou strukturu. Jedno z nejjednodussich nerozlozitelnych
kontinui sestrojil polsky matematik B.Knaster (Fundamenta Mathematicae 3, 1922, str.209); popiSeme
zde jeho konstrukci a nakreslime velmi netplny obrazek jedné kompozanty tohoto kontinua.

Knasterovo nerozlozitelné kontinuum je sjednocenim vsech pilkruznic

(z—3?2+y*=1r% y=>0,

jejichz krajni body lezi v Cantorové diskontinuu a vsech pulkruznic

5 2 2 2
— — <0
(”3 2-3n) ty = ysg

jejichz krajni body lezi v Cantorové diskontinuu a zaroven v intervalu (2/3",1/3"~1). (Viz [2], str. 143.)
Mala ¢ast jeho kompozanty, kterd prochazi vsemi body 1.druhu Cantorova diskontinua, je nakreslena
na obr. 14. Knasterovo kontinuum obsahuje ovSsem podobnjch kompozant, z nichz zadna jiz neobsahuje
zadny bod 1. druhu, nespoc¢etné mnoho.

Knaster vSak v témze ro¢niku 3 ¢asopisu Fundamenta Mathematicae (str.247) nabidl jesté daleko
komplikovanéjsi dédicné nerozlozitelné kontinuum, tedy kontinuum, jehoz zadné vlastni subkontinuum
neni rozlozitelné. Takové kontinuum neobsahuje zadny oblouk, protoze oblouk je rozlozitelny.

Poznamenejme vsak, Ze situace je jesté ,mmnohem, mnohem horsi, neZ by se zdalo“: Lze ukazat, ze
v prostoru vSech neprazdnych kontinui obsazenych napf. ve ¢tverci @ := (0,1) x (0,1) je funkce

d(A, B) := max(max({p(z,B); v € A}),max({p(y,A4); y € B}))
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Obr. 14. Nepatrna ¢ast Knasterova nerozlozZitelného kontinua

metrikou.

Polsky matematik S. Mazurkiewicz dokézal (Fund. Math. 16 (1930), str. 151), ze pi této metrice je
mnozina véech dédicné nerozloZitelnych kontinui obsaZenych v Q mnoZinou 2. kategorie a typu Gs.

Jak poznamendva Kuratowski (srov. [2], str.145), je paradozni, Ze nejsinguldrnéjsi kontinua jsou
mezi kontinuy nejcasté;si.
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