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Pro¢ Lebesguetv integral?

Proto, ze jde o integral, ktery ma v porovnani s jinymi druhy integralu (pfedevsim s integralem
Riemannovym) daleko jednodussi vlastnosti, takZe se s nim nesrovnatelné lépe pracuje.!) Na jeho
optimalni definici a vlastnostech se pracuje vice nez sto let. Od zacatku dvacatého stoleti, kdy byl
definovan, prosel dlouhou fadou tprav sméfujicich k jeho zjednoduseni. Ani jeho souc¢asné definice ne-
jsou bohuzel prilis jednoduché, ale ¢tenaf mé na vybranou dvé moznosti: Riemanntv integral s celkem
snadnou a rychlou definici, ale s vlastnostmi v porovnani s integralem Lebesgueovym neporovnatelné
hor§imi (coz podstatné znesnadiiuje préici s nim), nebo sezndmeni se s (komplikovangjsi a delsi) definici
Lebesgueova integralu, coZ je v8ak jednorazovy akt vyvazeny tim, Ze aplikace (vypocty, ale i ,teoretické
tvahy“) mize pak provadét daleko snadnéji po cely zbytek svého Zivota. Nestoji to zato?

V ¢emz se vlastné oba integraly lisi? Uvedeme t¥i priklady:

1. Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci je relativné mald, integracni obor musi byt
,»,b0 geometrické strance“ pomérné jednoduchy a omezeny, integrovatelnd funkce musi byt omezend
a v jistém smyslu ,blizkd“ spojité funkci. Integra¢nim oborem Lebesgueova integralu z nezaporné
funkce muze byt jakékoli mnoZina, ,s niz se lze v praxi setkat® — nelze integrovat, zhruba feceno, jen
pfes mnoziny, k jejichz konstrukei je nutny tzv. axiom vybéru. Podobné je tomu s lebesgueovskou in-
tegrovatelnosti funkei: Spojité nezdporné funkce jsou integrovatelné, (bodové) limity takovych funkei,
tj. funkce 1. Baireovy tfidy, také, limity posloupnosti funkci 1. t¥idy také, atd. Neintegrovatelnou neza-
pornou funkci nemuZeme pri béznych aplikacich potkat. Obor funkci, které maji Lebesguetv integral,
je nesrovnatelné rozsahlejsi, nez je obor funkci integrovatelnych riemannovsky.

2. Dvé zakladni véty o vypoctu vicerozmérného integralu, a to Fubiniho véta o pfevedeni vicerozmeér-
ného integralu na sled dvou ménérozmérnych integrali a véta o substituci, kterd leckdy dovoluje
prevést integral, ktery nedovedeme spocitat pfimo, na integral, jehoz vypocet je mozny, jsou pro Rie-
manntv integral prakticky nepouzitelné: Existence integralu napt. pres ¢tverec neni postacujici pod-
minkou existence jednorozmérnych integraléi (pfes intervaly), na néz bychom chtéli integral pievést.
Narozdil od toho zarucuje existence dvojrozmérného Lebesgueova integralu existenci obou integrala
jednorozmérnych. Mnohé jednoduché substituce mohou prevadét omezeny interval na neomezeny
(napf. substituce tg pfevadi interval (—%7‘(, %77) na R), ale Riemanntv integral pfes neomezeny interval
neexistuje. Pro Lebesguetiv integral neni neomezenost integra¢niho oboru (a neomezenost integrandu)
nutnou podminkou existence. Spliiuje-li substituce patficné podminky, nemusime u Lebesgueova in-
tegralu ovérovat existenci pred substituci; staci, kdyz existuje integral po substituci.

3. I v aplikacich matematiky v jinych oborech potifebujeme provadét limitni prechody ,za zna-
menim integralu“. To u Riemannova integralu narazi na skutecnost, ze limitnim pfechodem miize
z integrovatelnych funkci snadno vzniknout funkce neintegrovatelnd. U Lebesgueova integralu jsou
limitni pfechody za znamenim integralu moZné za velmi obecnych (a tedy dobfe ovéfitelnych) pied-
pokladi. Typickym piikladem je toto jednoduché tvrzeni, jehoz presné a obecnéjsi znéni najde ctenar
v oddilu 5: KaZdou tadu spojityjch nezdpornych funkci lze integrovat clen po clenu.

Dalsi argumenty pro preferenci Lebesgueova integralu najde ¢tenaf napi. v oddilu 7 pojednévajicim
o tzv. Hilbertové prostoru £2, ktery ma ,rozumné“ vlastnosti jen v piipadé, Ze je definovan na zékladé
Lebesgueova integralu.

*AF K

Ucebni text o Lebesgueové integralu, ktery ¢tenditm timto nabizim, se snazi definovat (pfes
méFitelnost mnozin a funkei) integral co nejpiiméjsi cestou. Cilem bylo nauéit studenty ,kvalifikované
zachdzet” s integralem, zejména s integralem vicerozmérnym. Text je struc¢ny (protoZe jeho obsahu
byl na uditelském studiu Technické univerzity v Liberci vénovan jen jeden semestr), ale doufam, Ze
dostatecéné srozumitelny pro ¢tenaie, ktery mé za sebou zdkladni pripravu z diferencidlniho poctu
jedné i nékolika proménnych, z integralniho poctu jedné proménné a piiméfené znalosti z obecné
teorie mnozin, hlavné z metrickych vlastnosti podmnozin eukleidovskych prostort. Neni to text k ¢etbé
v dopravnich prostfedcich; kazdou Fadku je tfeba promyslet, snazit se pochopit pfislusné myslenkové
pochody a hlavné umét samostatné reprodukovat jiz nastudovanou latku. Pouhym ¢tenim se nikdo

1) Obracim se jen na ¢tenafe, ktefi se nedomnivaji, ze kazdy integral, ktery napisi, existuje, a kazdou operaci s nim,
kterou potiebuji, 1ze (bez jakychkoli pfedpokladii) provést.



matematiku jesté nenaucil; nutny je aktivni pristup. Doporucuji proto ¢asti, jejichz dikazy jsem
Ctendfi zdmérné prenechal (abych jej piimél ke spolupraci), poctivé do v8ech detailti promyslit. Ne
vSechny véty bylo mozné v jednosemestrovém kurzu dokazat. Dikazy jsem vsak vynechéval jen tam,
kde dtikaz neni nutnou podminkou pochopeni prislusného tvrzeni. Plati to zejména o Fubiniho vété
a vét& o substituci, které lze spravné aplikovat i bez znalosti jejich diikazti. Ctenafi, ktery chce uve-
dené vysledky ,jen“ aplikovat, absence nékterych diikazti patrné nebude vadit; ¢tenare, ktery nemé
rad véty bez dukazi, odkazuji na prislusnych mistech na dostupnou literaturu.

Text obsahuje par ilustrac¢nich ptikladi. Chcee-li se ¢tenar zdokonalit ve vypocetni technice Lebesgue-
ova integralu, ma k dispozici fadu ucebnic a sbirek prikladd. Dovoluji si upozornit zejména na Jarnikiv
Integralni pocet 2, kde je vypocetni technice vénovana celd kapitola VII. Na internetu jsou ulozeny
k volnému stazeni i sbirky p¥ikladt [7] a [8], v nichZ ¢tenaf najde i fadu obrazku k¥ivek a ploch,
o nichz je fe¢ v dodatku k oddilu 6 (lemniskata, Descartestiv list, atd.)

0ddil 7 vénovany zakladnim poznatkim o Hilbertové prostoru neni pokracovanim ,pocetni tech-
niky“ Lebesgueova integralu (i kdy# se tato technika v tomto oddilu bohaté vyuziva). Ctenér, ktery
se zajima jen o to, ,jak se s Lebesgueovym integralem pocitad“, ji proto muze vynechat. Rad bych
vSak poznamenal, ze Hilbertiiv prostor je nejblizsim, ale nekone¢nérozmérnym ,,pfibuznym“ euklei-
dovskych prostori, které v jistém smyslu vSechny obsahuje. Je nedilnou soucasti funkcionalni analyzy
a potfebuji jej nejen matematici, ale nap¥. i (kvantovi) fyzici. MtZe byt zajimavy i pro ¢tenére, které
zajima, zdali v nekone¢nérozmérném prostoru plati napr. analogie Pythagorovy véty.

Néktera oznaceni

Na Za Qv Ra ]R-‘ra R—a Rp7 R*

znamenaji po fadé mnozinu vSech prirozenych, celych, racionalnich, iracionanich ¢isel, mnozinu vSech
(koneénych) kladnych a v8ech (koneénych) zaporngch ¢isel a p-rozmérny eukleidovsky prostor (s kartéz-
skou metrikou); R* = RU {+o00, —o0}.

Je-li P néjaky systém mnozin, zna¢ime |JP sjednoceni vSech mnozin tohoto systému. U(z,¢) je
epsilonové okoli bodu z; znak U(z) uzivame pro oznaceni (kruhovych) okoli bodu z.

Derivace f’ vektorové funkce f = (fi, f2,..., fp) nékolika proménnych je matice, jejimiz ¢leny jsou
parcidlni derivace funkci f; podle jednotlivych proménnych. (Viz napt. [6] nebo [8], str.95.)

Dalsi znaky jsou vysvétleny v textu prislusnych oddila.

Podékovani

Srdecné dekuji panu doc. RNDr. Pavlu Pyrihovi z katedry matematické analyzy na MFF UK za
zafazeni tohoto textu na Internet.



0. Nékteré duilezité pojmy a véty

Metricky prostor X se nazyva kompaktni, je-li mozné z kazdé posloupnosti bodu z,, € X vybrat
posloupnost, kterd v X konverguje. Podmnozina M metrického prostoru X se nazyva kompaktni,
je-li kompaktni jakoZto podprostor prostoru X, tj. je-li mozné z kazdé posloupnosti bodu x, ¢ M
vybrat posloupnost, kterd ma limitu v M. ?)

Jak znadmo,

(1) mnozina M C RP je kompaktni pravé tehdy, kdyz je omezena a uzaviens. O

Je-li P néjaky systém mnozin, uzivejme symbol UP pro sjednoceni vsech mnozin tohoto systému.
Plati tato velice dilezita

Borelova véta. Je-li X kompaktni metricky prostor a je-li P systém otevienych mnozin, pro néz je
UP = X, existuje konecny systém P, C P tak, ze UP; = X.

D ik az. 1. Dokazme nejdiive, Ze z kompaktnosti prostoru (X, p) plyne, Ze

(2) pro kazdé e ¢ R, existuje kone¢nd mnozina K C X tak, ze X = U U(z,e).
reK

Postupujme nepfimo, tj. pfedpoklddejme, Ze existuje € € R tak, Ze pro zadnou kone¢nou mnozinu
K C X neni X =J,.x U(x,¢), a dokazme, Ze X pak neni kompaktni. Protoze prvky kazdé konecné
mnoziny lze sefadit do posloupnosti a protoze y ¢ U(x, €) je totéZ co p(y,x) > €, mizeme ekvivalentné
Fici, Ze pro kazdou (kone¢nou) posloupnost bodt z1,...,z, z X existuje bod x,+1 € X tak, Ze
p(Tni1,25) >eproj=1,...,n.

M3-1i prostor X tuto vlastnost, neni prazdny, a mizeme v ném tedy zvolit néjaky bod x;. Jsou-li
jiz pro nékteré n € N sestrojeny body x1,...,z, tak, ze 1 <i < j <n = p(z;,x;) > ¢, existuje podle
predpokladu bod z,41 € X tak, ze p(z,41,2;) > e prokazdéi=1,...,n.

Tim je indukci sestrojena posloupnost bodu z,, € X, pro niz plati implikace: i ¢ N, j e N;i £ j =
p(z;,x;) > €. Nejen tato posloupnost, ale ani zadna posloupnost z ni vybrand neni cauchyovska; tim
spise ovSsem neni konvergentni. Prostor X neni kompaktni.

2. Bud X kompaktni prostor; pro kazdé n € N bud K,, C X kone¢nd mnoZina, pro niz je X =
U.ek, U(x,1/n). Pfedpokladejme, Ze je ddn néjaky systém P otevienych podmnozin prostoru X, pro
ktery je UP = X. Dokazeme-li, ze

(3) existuje n ¢ N tak, Ze pro kazdé x ¢ K,, existuje G, ¢ P tak, ze U(x,1/n) C G,

bude Borelova véta dokdzana, protoze systém P; vSech G, € P, kde x ¢ K,,, je konecny a spliiuje
ziejmé podminku UP; = X.

Dtikaz provedeme sporem: Jestlize podminka (3) neplati, existuje pro kazdé n € N bod z,, € K,
tak, ze pro Zddné G € P neni U(z,,1/n) C G. Protoze prostor X je kompaktni, existuje vybrand
posloupnost {z,,} a bod z € X tak, ze x,, — x. Protoze UP = X, existuje G € P tak, ze x € G;
protoze G je oteviend mnoZzina, existuje 6 € R, tak, ze U(x,d) C G. Jisté existuje k tak velké, ze je
1/ny < §/2 a zéroven p(x,, ,x) < 6/2.

Potom vsak

yeU(xn,,1/ng) = p(y,z) < p(y,xn,) + p(@n,,z) <6 = yecU(x,0) C G,
takze U(xn,,1/nr) C G € P; to v8ak je ve sporu s tim, jak byly vybrany body x,.

2) Spliiuje-li M C X slabsi podminku, Ze z kazdé posloupnosti bodit x,, € M lze vybrat posloupnost s limitou
v X, rikdme, ze M je relativné kompaktni nebo také totdlné omezend. Tento obecnéjsi pojem nebudeme potiebo-
vat a upozornujeme na néj zejména proto, abychom v definici kompaktnosti M nezapominali, Ze zddame, aby limita
posloupnosti vybrané z posloupnosti bodu z,, € M lezela v M ! Poznamenejme jesté, ze v eukleidovskych prostorech je
totalni omezenost mnoziny totéz co jeji omezenost; rozdilné jsou tyto dva pojmy napi. ve vSech nekonecnérozmérnych
normovanych linearnich prostorech.



Tim je Borelova véta dokadzana. [

O systému P mnozin, pro néz mnozina UP obsahuje mnozinu M, se fika, ze tuto mnozinu pokryva
nebo Ze je pokrytim této mnoziny. Je ziejmé, ze pravé dokazanou verzi Borelovy véty lze modifikovat
napf. takto:

Borelova véta (2.verze). Je-li kompaktni podmnozina M (libovolného) metrického prostoru X
pokryta systémem P mnozin otevienych v X, existuje konecny systém P, C P, ktery také pokryva
M.

D u k a z provedeme tak, Ze systém P nahradime systémem P* := {GN M; G ¢ P} mnozin
otevienych v M a s mnozinou M zachazime jako se samostatnym prostorem. Je-li sjednocenim mnozin
GinM,...,G,NM zP* mnozina M,je M C GiU---UG,. O

Mnozina M se nazyva spofetnd, existuje-li prosté zobrazeni ¢ : M — N. Jinymi slovy, M je
spofetnd mnozina, je-li mozné vsechny jeji prvky srovnat do (koneéné nebo nekoneéné, event. prazdné)
posloupnosti. Jesté jinak: M je spocdetna pravé tehdy, kdyZ je bud konecna, nebo existuje prosté
zobrazeni N na M.

Snadno se dokazi tato tvrzeni:

(4) Kazda ¢ast spocetné mnoziny je spocetna;

(5) sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je spocetné;
(6) kartézsky soucin konecného poctu spocetnych mnozin je spocetny;
(7) obraz pri jakémkoli zobrazeni spodetné mnoziny je spocetny .

Dokazme vsak, ze

(8) interval (0, 1) neni spocetny .

D 4 k a z . Predpoklddejme opak; pak existuje posloupnost, jejimiz c¢leny jsou vSechna cisla
z (0,1), a kazdé takové Cislo lze napsat pravé jednim zplisobem ve tvaru dekadického zlomku tvaru
0,109 ...qy ..., predpokladame-li, Ze mezi ciframi nejsou od urcitého indexu samé devitky. Nahra-
dime-li kazdé ¢islo z (0,1) takovymto jeho dekadickym zlomkem, dostaneme posloupnost

0,a11a12...a1n...

0,a21a22...a2n...

dekadickych zlomkt reprezentujicich vSechna éisla z intervalu (0, 1). Definujeme-li vSak a,, := 5, neni-li
Ann = 5, a an := 1, je-li an, = 5, je ziejmé, Ze Cislo x, jehoz dekadicky zlomek je 0,a1a2...a, ...,
lezi v (0,1), ale neni rovno zaddnému ¢&islu z (9), nebot se od n-tého ¢isla v (9) 1lisi n-tou cifrou za
desetinnou ¢arkou.

Tim je nespocetnost intervalu (0,1) dokdzana; z toho, co bylo Feceno, snadno plyne, Ze obecnéji

(10) kazdy jednorozmérny interval je nespocetny. [

Protoze prvky kazdé spocetné mnoziny lze ,odislovat® pfirozenymi ¢isly n bud od 1 do jistého
celého ¢isla ¢ > 0 nebo do nekonecna, neni zadnym omezenim obecnosti, budeme-li predpokladat, ze
se tak stalo. V souvislosti s tim budeme uzivat symboli

(11) San, UM, (Mo

pro soucet spocetné mnoha cisel a,, a pro sjednoceni resp. prinik spocetné mnoha mnozin M,,. Poz-
namenejme, Ze se v dalsim budou vyskytovat jen absolutné konvergentni ¢iselné fady (mezi néz budeme
pocditat i vSechny koneéné fady koneénych ¢isel, v tom i fadu prézdnou) a fady s nezdpornymi, ne
nutné koneénymi ¢leny; kazda z uvedenych fad ma presné definovany soucet, nezavisly na potfadi s¢i-
tanci. Soucet fady >, a, s nezdpornymi ¢leny a, je vzdy nezidporny. Neni-li fada s nezapornymi



¢leny prazdna, je jeji soucet roven sup{)_ . an; K C N je konecnd mnozina}. Konvergentni fady
maji konecné soucty, divergentni fady (s nezdpornymi ¢leny) soucet +o0o. Specidlné: Je-li néktery ¢len
fady s nezdpornymi Cleny roven +oco, fada diverguje; prazdna fada ma soucet 0.

1. Intervaly a jejich konecna sjednoceni

Jsou-li M, N dvé podmnoziny néjakého metrického prostoru, ozna¢me podle Sakse )
(1) MON:=int(MNN), MoN:=int(M — N).

Budeme fikat, ze mnoZiny M, N se pFekryvaji, je-li M ®N # (J; protoze int (MNN) = int M Nint N,
je to totéz, jako kdyz fekneme, ze M, N maji spolecné nékteré vnitini body.

Intervalem v R? neboli p-rozmérnym intervalem budeme rozumét kartézsky soucin tvaru
(2) I=5 x---x1Ip,

kde Iy jsou jednorozmérné intervaly.
Jak snadno nahlédneme, je interval (2) omezeny resp. otevieny resp. kompaktni pravé tehdy, kdyz
totéz plati pro vSechny intervaly Ij.

Umluvme se, Ze slovo interval bude znamenat kompaktni p-rozmérny interval, pokud nebude
vyslovné uvedeno néco jiného nebo pokud to nebude ze situace jednoznacéné vyplyvat. (Pokud neb-
udeme mit na mysli jen kompaktni intervaly, budeme zpravidla mluvit o ,obecnych intervalech“.)

Je jisté ziejmé, ze
(3) priinik dvou prekryvajicich se intervalii I, J je interval.

Podrobnéji: Je-li I =11 x --- xIp, J=Ji X ---x Jp, jeINJ =Ky x---x Ky, kde K; = I; N J; pro
j=1,...,p.

Spise nez prekryvajici se intervaly nas budou v dalsim zajimat neprekryvajici se intervaly nebo
obecnéjsi mnoziny, tedy dvojice mnozin, které nemaji zadny spole¢ny vnitini bod. Obecnéji budeme
tikat, Ze P je systém nepFekryvajicich se mnozin, jestlize se zadné dvé rizné mnoziny z P neprekryvaji;
budeme pak téz fikat, Zze mnozZiny systému P se neprekryvaji.

Dilezitym piikladem systému nepiekryvajicich se intervall je déleni p-rozmérného intervalu:

Bud déan (kompaktni) interval (2) a necht interval I; ma krajni body a’/ < b’; pfedpoklddejme, Ze
pro kazdé 5 = 1,...,p je dano néjaké déleni

(4) Dj:aj:x%<x{<---<xf;j=bj

intervalu I;, a budte I;(k) := <xf;71, xfﬂ), k=1,...,n;, uzaviené intervaly tohoto déleni. Pak budeme
systém vsech intervala

(5) I(k1,... kp) == Ii(k1) x -+ x I(kp),

kde pro j = 1,...,p je 1 < k; < nj, nazyvat délenim intervalu I. Je zfejmé, Ze jde o systém

nepfekryvajicich se intervali, jejichz sjednocenim je 7. O
Jinym prikladem systému nepiekryvajicich se intervali jsou tzv. krychlové site:

Je-li § € R, nazyvame krychlovou §-siti (v R?) systém v8ech krychlovych intervalt tvaru
(6) Ks(1s---5Jp) := (10, (1 + 1)8) x - -+ x (jp0, (jp + 1)0), kde (j1,...,Jp) € ZP. O

3) Kniha [5] Stanistawa Sakse neztratila svou vyjime¢nou hodnotu ani po desetiletich, kterd uplynula od jejiho
vydani. Je to prvni monografie, v niz se soustavné studuji rtizné definice integralu, tedy napf. integral Riemanniv,
Newtontuv, Lebesguetiv, Perrontiv, Denjoytv, Stieltjestiv, Riemann-Stieltjestv, Lebesgue-Stieltjestiv, Perron-Stieltjesiv,
atd., a jejich vzajemné vztahy. Teorit integrdlu je tfeba rozliSovat od integrdlniho poctu; teorie integralu se zabyva prave
naznacenou problematikou, zatimco integralni pocCet je zaméren spise na ,pocetni techniku®.



V dalsim budeme potfebovat nejen déleni intervald, ale i jejich koneénych systémii:

Bud K néjaky koneény systém intervall; kazdy koneény systém nadrovin tvaru z; = konst. (kde
1 <i < p), jejichz sjednoceni obsahuje viechny (p — 1)-rozmérné stény viech intervali z K %), rozdéli
RP na konecny pocet uzavienych intervald, z nichz nékteré jsou omezené, jiné ne. Ty z nich, které jsou
obsazeny v UIC, jsou nutné omezené, tedy kompaktni, a tvori neptrekryvajici se systém R intervala
s touto dtlezitou vlastnosti:

Pro kazdy interval I € K tvori systém R(I) vSech intervali z R, které jsou v I obsazeny, jeho
déleni.
Systém R nazveme simultannim délenim intervali z K.

V predchazejicim textu jsme simultanni déleni nejen definovali, ale zaroven jsme dokazali, Ze

(M) pro kazdy konecny systém K intervalii existuje simultanni déleni intervali z K. O

Jak snadno nahlédneme, plati toto tvrzeni:

Vétall. 1l Jsou-lil =1y x---x1I,, J=Jy x---xJ, dva intervaly, jejichZ sjednocenim je interval
K = K; x---x K, a je-li kromé toho I # K # J, existuje index j tak, ze I; # K; # J;, K; = I;UJ},
zatimco I, = Jy = Ky, pro vSechna k # j.

2. Jestlize se intervaly I, J navic nepiekryvaji, plati totéz o intervalech I;, J;. Podrobnéji: Je-li
I; = (a,b), J; = (c,d), je budb=c a K; = (a,d), nebod =a a K; = (c,b).

Véta 1.2. Jsou-li I, J dva intervaly, je mnozina I © J sjednocenim jistého konec¢ného systému
nepiekryvajicich se intervali. °)

Dtk az.Prop =1 tvrzeni zfejmé plati. Plati-li tvrzeni pro jisté p € N a jsou-li I = I'* x I**,
J = J*xJ** dva (p+1)-rozmérné intervaly, pfi¢emz intervaly s jednou hvézdickou jsou jednorozmérné,
intervaly s dvéma hvézdickami p-rozmérné, uzijeme rozklad

[6J=((I"©J%) x I") U ((I* ® J*) x (I** & J*™)).

(Vnittek intervalu vztahujeme vzdy k eukleidovskému prostoru té dimenze, kterou ma tento interval.)

Indukci vétu 1.2 snadno zobecnime:

Véta 1.3. Je-lin € N a jsou-li I, 0 < k < n, intervaly, je mnozina Iy © (I; U---UT,) sjednocenim
jistého konecného systému neprekryvajicich se intervali.

Oznaéme A, systém vSech podmnozin prostoru RP, které lze napsat jako sjednoceni néjakého
kone¢ného systému (kompaktnich p-rozmérnych) intervali. ¢)

Snadnym dutsledkem toho, co jsme zatim o intervalech fekli, je toto tvrzeni:

Véta 1.4. 1. Kazda mnozina A € A, je sjednocenim jistého konecného systému nepirekryvajicich
se intervali. 2. Je-li A € A,, B € Ay, jsou i mnoziny AUB, A® B a A© B prvky systému A,.

2. Lebesgueova vnéjsi mira

Délku neboli jednorozmérnou Lebesgueovu miru (kompaktniho) jednorozmérného intervalu I
s krajnimi body a < b definujeme jako ¢islo

(1) w(I):=b—a.

4) Nadroviny jsou tedy rovnobézné se soufadnymi nadrovinami v RP; mezi prvky uvedeného systému jsou vSechny
nadroviny, které vzniknou ,prodlouzenim® jednotlivych stén intervalii I;.

5) To zahrnuje i pripad, kdy je mnozina I & J prazdna; pak je samoziejmé i prislusny systém neprekryvajicich se
intervald prazdny. (Prazdné systémy by nebylo vhodné vyludovat, protoze hraji obdobnou roli jako prazdnd mnozina.)

6) Do A, patii i @, protoze je sjednocenim prazdného systému intervald.



p-rozmérnym objemem neboli p-rozmérnou Lebesgueovou mirou (kompaktniho) p-rozmérného
intervalu

(2) I=1x---x1I,
kde Iy, jsou (kompaktni) jednorozmérné intervaly, rozumime soucin

(3) Mp(l) = MI(II)"'MI(Ip)'

Misto u, budeme psat p vSude tam, kde bude zfejmé, Ze dimenze je p; tam, kde by hrozilo ne-
dorozuméni, uzijeme podrobnéjsi oznaceni s indexem.

Je patrné, ze p (I) je vidy koneéné kladné ¢éislo. Snadno také nahlédneme, Ze plati:

(4) Je-li IC déleni intervalu I, je y1 (I) rovno souc¢tu mér vSech intervali z K. O

Jiz jsme se umluvili, Ze pokud budeme mluvit o ,intervalu“ (bez dalich vysvétleni), budeme mit na
mysli kompaktni p-rozmérny interval. ProtoZze zadnou jinou nez Lebesgueovu miru zavadét nebudeme,
budeme zpravidla i toto slovo vynechavat a mluvit pouze o mire. Jisté také nebude vadit, budeme-li
misto A, uzivat strucnéjsi symbol A.

Nyni rozsifime definici miry tim, Ze ji budeme definovat na celém systému A: Protoze kazda
mnozina A € A je disjunktnim sjednocenim jistého koneéného systému K = {I', ..., I"} neprekryva-
jicich se intervaltl, je ,,pfirozené“ polozit

n

(5) pp (A) = (17).

=1
Nesmime ovSem zapomenout ovérit, Ze tato definice je korektni, tj. dokazat toto tvrzeni:

(5%) Pro kazdé dva konec¢né systémy {17}, {J*} nepiekryvajicich se intervalii spliiujici podminku

UjIj:Uka Jje Z]‘/‘L(Ij) :Zkﬂ(ﬂ:)‘

D k az je viak snadny; sestrojime simultanni déleni R vSech intervalt I/ a J* a uvazime,
Ze oba soucty v (5*) se rovnaji soué¢tu mér vSech intervaltl z R, které jsou obsazeny ve sjednoceni
UjIJ =U,J* O

Rozsffeni miry 4 = p, na systém A je tedy korektni”) a mfizeme piikro¢it k odvozeni nékterych
jejich vlastnosti; prvni z nich je jakasi aditivita miry na systému A®), druha je jeji monoténie, tieti
se nazyvéa subaditivita:

Véta 2.1. Necht n € N a necht Aj € A pro j =0,1,...,n. Pak plati:
1. Je-li Ay = A1 U---U A, kde mnoziny vpravo se neprekryvaji, je

n

(6) p(Ao) = n(4y).

j=1
2. Je-li A() C Al, je ,u(Ao) § ILL(Al)

7) V&imnéme si, ze podobné rozsifeni se provadi i v elementarni stiedoskolské geometrii, napt. kdy# se definuje obsah
mnohouhelnika: Rozdélime jej na neprekryvajici se trojuhelniky a jejich obsahy seéteme. Pomineme-li otazku, odkud
vime, Ze takovy rozklad lze provést, mame i zde problém korektnosti vyslovené definice. Pokud aspon nefekneme, ze
»lze dokazat, ze tento soucet obsahii nezavisi na tom, jak jsme mnohouhelnik na trojuhelniky rozlozili“, predvadime
,vzornou ukazku“ vyuky nespravného mysleni. Na stfedni §kole neni samoziejmé nutné (a ve vét$iné obdobnych situacich
to ani neni mozné) shora uvedenou korektnost dokazovat; je vSak hrubou metodickou i logickou chybou tajit, Ze je zde
problém. (Patrné jesté horsi chybou je tvrdit, Ze je nezavislost sou¢tu obsaht trojihelnikti na rozkladu ,samozfejma“.
Kdyby stfedoskolskd matematika skute¢né uéila myslet, musel by se néktery student zeptat: ,,Proc¢ je to samoziejmé 7“)

8) Termin aditivita (podrobnéji konecnd aditivita) — i kdyz jej Saks uzivd pravé za situace z nasledujici véty —
ponechame radéji pro pripad, kdy pujde o kone¢ny systém disjunktnich, nikoli jen neprekryvajicich se mnozin.



3. Je-li Ag C AU+ U A,, je

(7) p(Ao) <> p(4y).

=1

D i kaz.Ad 1l Kazdou z mnozin A;, 1 < j < n, napiSeme jako sjednoceni kone¢ného systému
K; neprekryvajicich se intervalf; intervaly systému K := U?:l KC; se pak téz neprekryvaji a jejich
sjednocenim je Ag. Rovnost (6) tedy plati podle definice miry v A.

Ad 2 a 3. Zfejmé stac¢i dokdzat tvrzeni 3, protoze tvrzeni 2 je jeho specidlnim piipadem.

Kazda z mnozin Ag, ..., A, je sjednocenim jistého koneéného poctu intervalia. Je-li R simultanni
déleni vSech téchto intervali, je ziejmé, Ze systém K vSech intervalii z R obsaZenych v Ag je podsys-
témem systému KC* vSech intervali z R obsazenych v nékteré z mnozin Ay, ..., A,. Platnost nerovnosti
(7) plyne ihned z toho, Ze jeji leva strana je rovna souc¢tu mér vSech intervalii z K a prava strana souctu
mér vSech intervalt z £*. O

Vyhradme znak S pro oznacovani spocetnych systémi (neboli koneénych nebo nekoneénych posloup-
nosti) kompaktnich intervald; je-li S = {I,,} takovy systém, ozna¢me

(®) o(8) =3 u(l)

soudet mér vsech intervaldi I,, € S.9)

Plati toto tvrzeni:

Véta 2.2. Pro kazdou otevienou mnozinu G C RP existuje spocetny systém S neprekryvajicich se
(kompaktnich) intervali tak, ze G = US.

D d k az.Pro kazdé n € N ozna¢me 4,, = 1/2" a bud K,, krychlové ¢,-sit. Bud S; systém vSech
krychli z K1, které jsou obsazeny v G; bud Sy systém vSech krychli z Ko, které jsou obsazeny v G, ale
nejsou obsazeny v zadné krychli z Sp; bud Sz systém vSech krychli z K3, které jsou obsazeny v G, ale
nejsou obsazeny v zadné krychli z S; U Sq, atd.

Je ziejmé, ze S := (J,2, S, je hledany systém: Jisté je US C G; obriceng, je-li x € G, existuje
d € Ry tak, ze okoli U(x,9) je Casti G. Zvolme n tak velké, Ze pramér /pd, krychli sité IC,, je mensi
neZ J; pak je (kazda) krychle systému K,,, kterd obsahuje bod z, obsaZena v G, a bod = tedy lezi bud
v US,,, nebo v nékteré z mnozin US,,, kde m <n. 0O

Nasledujici véta mé pro dalsi rozsifovani miry zasadni dulezitost.
Véta 2.3. Pro kazdou mnoZinu A € A je
9) pw(A) =inf{o(S); ACUS}.

D ik az . Bud ddna mnozina A € A a nechf a znamena pravou stranu rovnosti (9).

Napiseme-li mnozinu A jako sjednoceni kone¢ného systému S neprekryvajicich se intervali, je ovsem
w(A) =0o(S) > «; to ukazuje, ze pu (A4) > a.

Obracené, bud S libovolny spocetny systém intervalti I,,, ktery pokryva mnozinu A, a necht € € R,..
Nahradme kazdy interval I,, otevfengm intervalem .J,, D I,, tak, Ze i (Tn) < (1+¢e)p(I,), a ozna¢me
T systém vsech intervala J,. Podle Borelovy véty existuje koneény systém 7; C 7 pokryvajici A.
Podle véty 2.1 je

pA) < S w40 S wl) < (A +2)a(S);

JneTh Jn€Th
protoZe € € R, bylo libovolné, je pu (A) < o(S) pro kazdé S. Z toho plyne, ze u(A) < a. O
Pravé dokazana véta dovoluje rozsifit miru ze systému A na systém vsech podmnoZin prostoru RP.
Polozme

(10) p* (M) :=inf{o(S); M CUS} pro kazdou mnozinu M C RP

9) Soucet vpravo neni? mira mnoziny US, a to ani v pripadé, Ze je systém S konecny, protoze nepredpokldddme, ze
se intervaly I, neptekryvaji. V ptipadé nekonecného systému neni mira mnoziny US zatim ani definovana, a ani az ji
zavedeme, nebude obecné rovna souétu na pravé strané (8) — opét proto, Ze se intervaly I, mohou piekryvat.



a nazyvejme toto ¢islo vnéjsi mira mnoziny M. Z véty 2.3 plyne, Ze

(11) Ae A= p (A)=pn(A);

vnéjsi mira je tedy skutecné rozsifenim miry ze systému A na systém vsSech podmnozin prostoru RP.
Piimo z definice vnéjsi miry plyne jeji monoténie, tj. podminka

(12) MCN = p* (M) <p"(N).

Kazdy systém S pokryvajici N pokryva totiz i M; infima pfislusnych o(S) proto spliiuji uvedenou
nerovnost.

Protoze je kazd4 omezend mnozina ¢asti néjakého kompaktniho intervalu, plyne z (12) tento dulezity
disledek:

(13) Kazdé omezend mnozina méa kone¢nou vnéjsi miru.

V hlavni ¢4sti nasledujici véty dokdZeme tzv. o-subaditivitu vngjsi miry. 10)

Véta 2.4. Pro kazdy spocetny systém P mnozin M,, C R? je

(14) w (U)o ().
Dasledek.
(147) M CUP = p* (M) <) " (M,).

Dtukaz. (14*) plyne ihned ze (14) vzhledem k monotdnii vnéjsi miry. Protoze nerovnost (14) plati
trivialné, je-li jeji prava strana rovna +oo, bud soucet vpravo koneény; pak je ovSem p* (M,,) < +oo
pro kazdé n. Bud déno libovolné ¢ € Ry a pro kazdé n zvolme pevné néjaky systém S,, pokryvajici
M, tak, ze 0(S,) < p* (M,)+¢/2". Systém S :=J,, Sn, pokryva |J,, M, a je

,u*(UMn) <o(8) = ZU(SH) < Zu* (M) +e.

Protoze € € Ry bylo libovolné, je tim (14) dokdzano. O

Dalsi véta pojednava o moznosti aproximovat mnozinu ,shora“ otevienymi mnozinami, a to ,,s li-
bovolnou presnosti, pokud se (vnéjsi) miry tykd “:

Véta 2.5. Pro kazdou mnozinu M C RP kone¢né vnéjsi miry a pro kazdé € ¢ R existuje oteviend
mnozina G D M tak, Ze

(15) P (G) < p* (M) +e.
D ik az.Bud dino € € Ry; pokryjme mnozinu M systémem S = {[,,} tak, zZe

Sl = o(8) < " (M) + be,

anajdéme intervaly J,,, pro néz je I,, C int Jy,, p (J,) < p (I,)+e/2" ! pro kazdé n, takze Y 1 (J,) <
S 1 (In) + 3e. Polozime-li G := J,, int J,,, bude G oteviena mnozina, pro niz je M C |J, I, C
U, int J, = G. Podle véty 2.4 je

PG <Y (it Jy) <Y p(de) < Y p(la) + 5e <pt (M) +e.

Tim je véta dokdzana. O

10) Jde o podminku silnéjsi, nez je subaditivita; nyni je systém 7P spoéetny, zatimco v pt¥ipadé subaditivity $lo jen

o konec¢né systémy.



Budeme fikat, ze mnozina M C RP? je nulova (podrobnéji: (p)-nulova), je-li jeji (p-rozmérnd) vnéjsi
mira rovna 0.

Z monotoénie vnéjsi miry plyne, ze kazda cast nulové mnoziny je nulova; o-subaditivita vnéjsi miry
ma za nasledek, ze

(16) sjednoceni spocetné mnoha nulovych mnozin je nulovd mnoZina.

Priklady. 1. Kazd4 spoetnd mnozina M C RP je (p)-nulovi. Specidlné, mnozina Q C R vSech
racionalnich ¢isel je (1)-nulova, mnozina viech bodt roviny R?, jejichz obé soutadnice jsou raciondlni,
je (2)-nulovd, atd.

2. Kazda nadrovina v RP a kazd4 sténa kazdého p-rozmérného intervalu (ktery nemusi byt kom-
paktni) je (p)-nulovd mnozina. TotéZ plati o spocetnych sjednocenich takovych mnozin.

3. Cantorovo diskontinuum D je nespocetnd (1)-nulovd mnozina. Kartézské souciny D x D a D xR
jsou (2)-nulové mnoziny.

4. Graf spojité funkce f: I — R, kde I C RP je (obecny) interval, je (p + 1)-nulovd mnoZina.
3. Méritelné mnoziny a mira

Vnéjsi miru méa kazZdd podmnozina prostoru RP; to by bylo velmi uspokojivé, kdyby mnozinova
funkce p* meéla uspokojivé vlastnosti, a mezi né se vSeobecné pocita tzv. aditivita. Aditivitou mnozi-
nové funkce v se pfitom rozumi platnost rovnosti

(1) v(M; U Msy) = v(M;) + v(Ms) pro kazdé dvé disjunktni mnoziny My, Ms

z defini¢niho oboru funkce v. Protoze pravé napsanou podminku Ize indukci rozsirit na ekvivalentni
podminku, ale formulovanou pro libovolny koneény pocet mnozin, najdeme v literature definici adi-
tivity (nebo, jak se také pro odliSeni od tzv. o-aditivity ¥ikd, koneéné aditivity) funkce v i ve tvaru

q q
(1%) qgeN, My,...,M, jsou disjunktni mnoziny = V( U Mn) = Z v(M,);

n=1 n=1
predpoklada se pfi tom, Zze mnoziny M, i jejich sjednoceni pat¥i do defini¢niho oboru funkce v.

Lze ukazat 1), Ze na systému vsech podmnoZin prostoru RP neni vnéjsi Lebesqueova mira aditivni ;
neni vSak nic ztraceno, vnéjsi miru jsme rozhodné nekonstruovali zbytecné, metoda rozsiteni miry in-
tervalu byla myslenkové naprosto spravna. Jen systém vsech podmnozin prostoru RP je prilis rozsahly,
a proto na ném nema funkce pu* dobré vlastnosti; kdyz tento systém vhodnym zpisobem zreduku-
jeme, a to na systém tzv. méritelnych mnozin, bude vnéjsi mira na tomto mensim systému dokonce
o-aditivni ! Ukazuje se, ze méfitelnost mnoziny lze definovat napf. takto: 12)

Rikdme, Ze mnoZina M C R” je (lebesgueovsky) méfitelna (nebo jests podrobndji: méfitelna pfi
p-rozmérné Lebesgueové mire), jestlize

(2) pro kazdé € € R, existuje oteviend mnozina G O M tak, ze i (G— M) < e.
Systém vSech méfitelnych mnozin budeme znacit M, podrobnéji mizeme psat M,,.
Systém P mnozin se nazyva aditivni (resp. o-aditivni), jestlize
pro kazdy konecny (resp. spocetny) systém T C P je UT ¢ P.

11)
12)

Rozbor lze najit napf. v ucebnici [2].

Tim nechceme naznadit, Ze ve svétové literature kolisd pojem lebesgueovsky meéritelné mnoziny, protoze tomu
tak neni. Je vSak znama fada ekvivalentnich definic méfitelnosti a je na autorovi resp. prednasejicim, kterou z nich
z metodickych nebo jinjch divodit vybere. Ctenaf najde i v tomto textu nékolik nutnych a postacujicich podminek
méftitelnosti; existuje jich vSak daleko vice a méfitelnost by bylo samozifejmé mozné definovat pomoci kazdé z nich.

10



Podle véty 1.4 je aditivni nap¥. systém A; je téZz dobfe znamo, Ze aditivni jsou i systémy vSech
uzavienych resp. vSech kompaktnich podmnozin jakéhokoli metrického prostoru X. Systém vsSech
otevienych podmnozin prostoru X stejné jako systém vsech spocetnych podmnozin jakékoli mnoziny
X je o-aditivni. Velmi dilezité je zjisténi, ze i systém M je o-aditivni:

Véta 3.1. Je-li P spocetny systém méritelnych mnozin, je i UP méFitelna mnozina.

D 1 k a z . Nechf se systém P skldadd z mnozin M,,. Pro kazdé ¢ € R, pak existuji oteviené
mnoziny G, D M, tak, ze pu* (G, — M) < €/2". Mnozina G := |J,, G», je oteviend, pii¢emz G—M =
U, Gn—U,, M, C U, (Gn — M,), takze p* (G — M) <> p* (Gn— M,) <e.

Tlustrujme nyni méfitelnost nékolika dulezitymi pfiklady: Pfimo z definice je patrné, Ze
(31) kazd4 oteviend mnozina je méfitelnd .

Je téz pravda, ze
(32) kazdy interval je méFitelny :

Pro kazdy interval I a pro kazdé € € R, existuje interval J tak, ze I C int J, p(J) < p(I) + €.
ProtoZe vSechny t¥1 mnoZiny v identité J = I U (J © I) pat¥{ do A a protoZe mnoziny vpravo se
neptekryvaji, je pu (J) = p(I)+u (J & I) podle 1. ¢asti véty 2.1. Protoze int J — I je oteviend mnozina
obsazend v J & I, je

pr(ntJ—I)<p (Jel)=p(Jol)=n(J)—p()<e.
Ukazme dale, ze
(33) kazda nulova mnozina je méritelna :

Podle definice existuje pro kazdou nulovou mnozinu M a pro kazdé € € Ry systém S intervalt I,
tak, ze M C US, >, pu(I,) < /2. Pro kazdy interval I,, € S existuje interval J,, tak, ze I,, C int J,,
p(Jn) < p(I,)+e/2" 1 bud T systém viech téchto intervali J,,. Mnozina G := |, int J,, je oteviend
a obsahuje M, pficemz G C U7, takze

PG —M) < (G)<o(T)=> pu(Ja) <D pnlln)+ Y g/2mt <letle=e.

Jak je patrné, dokazali jsme zaroven tuto dtlezitou charakteristiku nulovych mnozin: Mnozina M
je nulové prévé tehdy, kdyz pro kazdé € € R, existuje oteviend mnozina G DO M tak, ze u* (G) < e.

Dtikaz tvrzeni, ze
(34) kazda mnozina M € A je méfitelnd ,

je velmi snadny. Sta¢i uvazit, ze kazdy interval je méfitelny, ze kazda mnozina M € A je sjednocenim
kone¢ného systému intervald, a aplikovat vétu 3.1. [

Tvrzeni (34) je velmi dilezité, protoze spolu s vétou 2.3, podle které je u* (M) = pu (M) pro kazdou
mnozinu M € A, zarucuje korektnost této definice a oznaceni:

Vnéjsi miru méritelné mnoziny M budeme nazyvat kratce jeji (p-rozmérnou Lebesgueovou) mirou
a budeme ji znacit p (M).13)

Poznamka. Vsimnéme si rozdilu mezi tvrzenim véty 2.5 a vyrokem (2), kterym se definuje méfitel-
nost mnoziny M: Podminku (15) z véty 2.5, tj. nerovnost u* (G) < p* (M) + €, 1ze vzhledem k pied-
pokladu konecénosti p* (M) napsat i ve tvaru p* (G) — p* (M) < e, ve vyroku (2) je p* (G — M) < e.
V pfipadé, Ze by bylo pu* (M) = +o00, bylo by i u* (G) = 400, ostra nerovnost (15) by byla nesplnitelnd
a rozdil p* (G) — p* (M) by nemél smysl; v piipadé, Ze bychom se spokojili s neostrou nerovnosti

13) Toto oznaceni tedy nekoliduje s dosavadnim oznacenim miry, kterd byla zatim definovana jen na systému .A.

Mira na A se nyni stava restrikci miry p definované na systému M vsech mévitelngych mnozin, a p je restrikci vnéjsi
miry p* (definované na systému vsech mnozin M C RP) na systém M.
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p* (G) < p* (M) 4+ € (= +0), bylo by mozné klast G = R? a splnit tak podminku analogickou (15)
trividlneé.

Podminka (2) méfitelnosti se vztahuje i na mnoziny M nekoneéné miry; je-li u (M) = +oo, je
samoziejmé i u (G) = 400, a presto musi byt moziné vhodnou volbou G udélat rozdil G — M ,ve
smyslu miry libovolné maly“!

Jak ukdzeme za chvili, je podminka (15) z véty 2.5 pro méFitelné mnoziny koneéné miry a za
predpokladu, Ze M C G, ekvivalentni s podminkou (2). V pfipadé mnozin nekone¢né miry vak
podminku (15) podminkou (2) nahrazovat nelze. O

Pro dikaz méfitelnosti uzavienych mnozin budeme potiebovat toto

Lemma. 1. Pro vnéjsi miry kazdych dvou disjunktnich kompaktnich mnozin Ny, Ny plati rovnost
w* (N1 U Ng) = p* (N1) 4+ p* (N2). 2. Analogické tvrzeni plati pro jakykoli koneény pocet disjunktnich
kompaktnich mnozin. **)

Dtikaz. 1l Necht € € Ry anecht systém S pokryva N := Ny U Na, pficemz o(S) < p* (N) + €.
ProtoZe intervaly systému S 1ze rozdélit na mensi beze zmény o(S), lze pfedpokladat, Ze zadny interval
systému S neprotind obé mnoziny N;. Ozna¢ime-li pak S; (j = 1, 2) systém vSech intervali z S,
které protinaji N;, pokryva S; mnozinu N; a systémy Si, S, jsou disjunktni. Pfitom je o(S) >
0(81) + 0(S2) > w* (N1) + p* (N2), takze p* (N) > o(S) —e > p* (N1) + p* (N2) — . Vzhledem
k tomu, ze ¢ € Ry bylo libovolné, plyne z toho, ze u* (N) > p* (N1) + p* (N2). Protoze obracend

nerovnost plati (v dasledku subaditivity vnéj$i miry) obecné, je tim dokazana rovnost.
2. Druha ¢ast tvrzeni véty plyne z prvni snadnou indukci.

Véta 3.2. Kazda uzaviend mnozina je méritelna.

D i k a z . Protoze kazda uzaviend mnozina je sjednocenim spocetné mnoha kompaktnich mnozin,
staci (vzhledem k vété 3.1) ditkaz provést jen pro kompaktni mnoziny.

Je-li N kompaktni mnozina a je-li € € Ry, existuje podle véty 2.5 oteviend mnozina G O N tak,
7e u(G) < u*(N)+e,a H:= G — N je pak oteviend mnozina. Podle véty 2.2 existuje systém S
nepiekryvajicich se intervala I, tak, ze H = US = (J,, I,. Protoze jedinou kompaktni a zarovei
otevienou podmnoZinou prostoru R? je 0, je bud H = 0 a N = G = ) € M, nebo je systém S
nekonecny.

Pro kazdé ¢ € N je v tom ptipadé J?_, I, "N =0, J?_, I, UN C G, takze

q q q
> w(l) + ut (V) :M*( U In) + o (N) :,ﬁ( U InuN) < u(G) < p* (N) +e.
n=1 n=1 n=1

podle 2. tvrzen{ lemmatu. Pro kazdé ¢ € N je tedy > 7 _, 1 (I,) < ¢, a odtud plyne, ze

p(G—N)=p(H)<o(S)=> n(l,) <e.
n=1

Tim je méfitelnost mnoziny N dokazéna.
Véta 3.3. Doplnék kazdé méfitelné mnoziny je méritelny.
D d k a z . Je-li M méfitelnd mnozina, existuje pro kazdé n € N oteviend mnozina G, O M tak,
ze u* (G, — M) < 1/n. Mnoziny H,, := RP — G,, jsou uzaviené, obsazené v R? — M, a
it (RP = M) — Hy) = i* (G — M) < 1/,

protoze (RP — M) — H,, = G, — M. Mnozina H := .., H,, je méfitelnd, pficemz p* (RP — M) — H)
< p* ((R? — M) — H,,) < 1/n pro kazdé n; z toho plyne, ze p* (RP — M) — H) = 0. Doplnék RP — M
mnoziny M je tedy sjednocenim nulové (tedy métitelné) mnoziny (R? — M) — H a (méfitelné) mnoziny
H; tim je jeho méfitelnost dokézana. [

14) Na systému vsech kompaktnich ¢asti prostoru R? je tedy vnéjsi mira aditivni; diukaz bude snadny, protoze kazZdé
dvé disjunktni kompaktni mnoziny maji kladnou vzddlenost, coz napft. o obecnych disjunktnich uzavienych mnozinach

neplati.
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V nésledujici vété se meritelné mnoziny charakterizuji moznosti aproximovat je zevnitt ,,ve smyslu
vnéjsi miry s libovolnou pfesnosti“ uzavienymi mnozinami. Bude to podminka ,dudlni“ k definici (2),
a bylo by moZné pfijmout ji za (ekvivalentni) definici méFitelnosti mnoziny.

Véta 3.4. Mnozina M je méfitelnd pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ € R, existuje uzaviend mnozina
N C M tak, ze p* (M — N) < e.

D tkaz. M jeméfitelnd pravé tehdy, kdyz je méfitelnd RP — M; aproximace p* (G — (RP — M))
< ¢ otevienou mnozinou G O RP — M znamena totéz co aproximace p* (M — (RP — G)) < € uzavienou
mnozinou R? — G C M, protoze G — (RP — M) =M — (R? - G). O

Piimym dtsledkem vét 3.1, 3.3 a de Morganovych pravidel je toto tvrzeni:

Véta 3.5. 1. Jsou-li M,, méfitelné mnoziny, plati totéz o (1, M,. 2. Jsou-li M, N méfitelné mnoziny,
plati totéz o M — N.

D 4 k a z . K dikazu prvni ¢asti tvrzeni staci uvazit, ze (), M,, = R? — (R? — (), M,,) = RP —
U,.(RP — M,,), a aplikovat véty 3.3 a 3.1.

Druhé ¢ast tvrzeni plyne z prvni ¢asti a z véty 3.3, protoze M — N =M N (R? — N). O

V lemmatu jsme vidéli, ze (vnéjsi) mira p* je napf. na systému vSech kompaktnich ¢asti prostoru
RP aditivni; v nésledujici vété je dokdzana jeji o-aditivita na systému M (kde ji znac¢ime p).

Véta 3.6. Pro kazdy spocetny systém disjunktnich méfitelnych mnozin M,, je
(4) p(UMa) =Y n(M).

D i k a z . Je-li mnozin M, jen konecny pocet, dopliime pfisluSnou posloupnost Mj, ..., M, na
nekonecénou tim, %e poloZime M,, := () pro vechna n > ¢; tim se nic podstatného nezméni.

1. Budte M,, nejdiive omezené, takze p(M,) < +oo pro kazdé n, a bud ¢ € R,. Podle véty
3.4 existuji uzaviené mnoziny N, C M, tak, ze u (M, — N,) < £/2". Protoze jsou omezené, jsou
kompaktni; protoze mnoziny M, jsou disjunktni, plati totéz o mnozinadch N,,. Protoze M, = N, U
(M, — N,,), je p(My) < pu(Np) + p (M, — Np) < u(Ny,) + &/27, takZze podle lemmatu je

DRV E(VESENUEARD SIOAES Sl CRISE-)ES SPICTAEE

pro kazdé ¢ € N. Limitnim prechodem pro ¢ — oo odtud plyne, ze pu (oo My) > D000 p(M,) — &,
a protoze tato nerovnost plati pro kazdé € € Ry, je p(Ur—y Mn) > D07, pu(M,,). Protoze obracena
nerovnost plati vzhledem k o-subaditivité, plati rovnost (4).

2. Necht K; (kde j € N) znaéi p-rozmérnou krychli o stfedu v poéatku a délce hrany 2j; necht
Ly := Ky, L; == K; — K;_1 pro kazdé j > 1. Pak je R’ = U;’il L;, pficemz mnoziny vpravo jsou
méiitelné, omezené a disjunktni. Protoze M = J; 2, M,, = U,Z, U2, Mn N Ly, je podle prvni ¢asti

dtikazu
pM)y=> "> " u(MunLy) =" u(M,),

n=1j=1
¢imz je ditkaz véty dokoncen. [J
P¥imym dtsledkem pravé dokézané véty je toto tvrzeni o mire rozdilu:
Véta 3.7. Jsou-li M, N méfitelné mnoziny a je-li N C M, u(N) < 400, je u(M — N) = p (M) —
p(N).

Dikaz.JeM=NU(M— N), vSechny tfi mnoziny jsou méfitelné a sjednoceni vpravo je
disjunktni. Je tedy pu (M) = (N) + u (M — N), a staéi odecist od obou stran &slo p (N). %) O

15) Odegcitat bychom nemohli, kdyby bylo u (N) = +oco, protoze pak by bylo i u (M) = +oco. O mife rozdilu dvou
mnozin N C M s nekone¢nou mirou nelze obecné nic Fici. Pfiklad mnozin M := Ry, N := (a,+0o0) resp. M = R,
N := R4 ukazuje, ze pro kazdé éislo o > 0 existuji v R dvé mnoziny s nekoneénou mirou, pro néz je u (M — N) = a.
Rozdil M — N, kde N C M, p (M) = 400, pu(N) < 400, mé oviem miru +oo.
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Nasledujici véta se tyka monoténnich posloupnosti méfitelnych mnozin.

Véta 3.8. Necht M,, jsou méfitelné mnoziny; pak plati:

1. Je-li posloupnost {M,} neklesajici a je-li M :=J,—; M, je pu (M) = lim, o p (M,).

2. Je-li posloupnost {M,} nerostouci, je-li M = (2, M, a je-li p(My) < +oo, je p(M) =
lim , o0 pt (Mp).

Dikaz.Ad1. Jeli nékteré z ¢isel u (M,,) rovné 400, tvrzeni zfejmé plati; bud tedy p (M,,) < +oo
pro vsechna n. Pak je

s

oo
M = M’rl = M1 U U (M7L+1 - Mn)7
n=1

n=1

kde sjednoceni za poslednim rovnitkem je disjunktni. Podle vét 3.6 a 3.7 je v dtsledku toho

p(M) = p (M) + > p(Mogy — M) = p(My) + > (1 (Mrgr) — (M)
() 4 T S (M) — (M) = Tim e (M),

q— 00 q—00

Ad 2. Je-li x € My, je bud z € M,, pro kazdé n, nacez x € (), M, = M, nebo existuje nejmensi n
tak, ze x ¢ M,,+1, nacez je x € M,, — M, 11 (pro toto n), a tim spise je x € M* :=J, 2| (M, — My 41).

My — M =J,_ (M, — M,41). Protoze posledni sjednoceni je disjunktni, je podle vét 3.7 a 3.6

i (M) = e (M) = o (Mg = M) = (| (Mg = Miy1)) = D7 s (Myy = M)

n=1
=D (u (M) = i (Mny1)) = Jim. > (M) = i (Myg1)) = i (My) — Jim 1 (M),
n=1 n=1

a staci upravit. O

Poznamenejme, ze 2. ¢ast véty 3.8 bez predpokladu, ze nékterd z mnozin M, (ne nutné M;) mé
koneénou miru, neplati : Kazdd z mnozin M, := (n,+00) ma (jednorozmérnou) miru +oo, ale jejich
prinik je prazdny (takZe ma miru 0). O

Plati-li pro néjaky neprazdny systém P podmnozin jisté mnoziny X podminky

q

(6) qu,MleP,...,quP:UMjeP,
j=1

(7) MeP, NeP= M-NEeP,

fikdme, ze P je (mnozinovy) okruh (v X); je-li navic X € P, mluvime o (mnoZinové) algebie. Jak je
ihned patrné, kazdy okruh obsahuje 0.
Plati-li misto (6) silnéjsi podminka

o0
(6%) M, € P prokazdé neN = UMneP,
n=1
fikdme, ze P je o-okruh resp. o-algebra. Z de Morganovych vzorct ihned plyne, zZe algebra resp.
o-algebra obsahuje s kaZdym konecnym resp. spocetnym systémem mnoZzin i jejich prinik.
Snadno nahlédneme, ze
(8) prunik libovolného systému okruhi je okruh; totéz plati o o-okruzich, algebrdch a o-algebrdch.

Pro kazdy systém P podmnozin dané mnoziny X existuje o-algebra podmnozin mnoziny X, ktera
‘P obsahuje; je to o-algebra vsech podmnozin mnoziny X. Ma tedy dobry smysl mluvit o praniku
véech o-algeber obsahujicich systém P (a slozenych z podmnozin mnoziny X); je to zfejmé nejmenst
o-algebra obsahugici systém P.

14



V teorii mnozin, v teorii miry, v topologii i v dal$ich matematickych disciplinach hraje velmi
dilezitou ulohu nejmensi o-algebra obsahujict systém vsech otevienych podmnoZin daného metrického
prostoru X (neboli jeho topologii); budeme ji znacit B(X), a v piipadé, ze X = RP, kratce B nebo
B,,. Jeji prvky se nazyvaji borelovské mnoziny prostoru X. Lze je rozdélit do nespocetné mnoha tiid,
které je zvykem oznacCovat tzv. spocetnymi ordindlnimi cisly.

Borelovskymi mnozinami jsou kromé vsech otevienych mnozin jisté i vSechny uzaviené podmnoziny
prostoru X; spolu s otevienymi mnozinami tvoii tzv. nultou tridu borelovskych mnozin. Spocetna
sjednoceni otevienych mnozin resp. spocetné pruniky uzavienych mnozin jsou opét oteviené resp.
uzaviené mnoziny. Priniky posloupnosti otevienych mnozin ani sjednoceni posloupnosti uzavienych
mnozin vsak jiz do nulté t¥idy patfit nemusi; tvofi dohromady tzv. prunt t¥idu borelovskych mnozin.
Prvni t¥ida obsahuje ovSem nultou tfidu; v ptipadé (ktery je pro nas jediné dilezity), ze X = RP,
obsahuje prvni tfida mnoziny, které do nulté t¥idy nepatti.

Podrobnéji se sjednocenim posloupnosti uzavienych mnozin fikd mnoziny typu F,, a prianiky
posloupnosti otevienych mnozin se nazyvaji mnoziny typu Gs. 16)

Podobné jako oteviené a uzaviené mnoziny jsou vzajemnymi mnozinovymi dopliky, plati:
(9) M je typu F, pravé tehdy, kdyz je RP — M typu Gs;

plyne to snadno z de Morganovych vzorct.

Piikladem mnoziny typu F, v R je mnozina QQ vsech racionélnich ¢isel — je sjednocenim spocetné
mnoha jednobodovych mnozin; mnozina RP — Q vsech iracionalnich ¢&isel je tedy typu Gs. Zadna
z téchto mnozin neni ani oteviend, ani uzaviena, takze nepatii do nulté t¥idy. Lze také dokézat, ze Q
nent typu G5 a ze R — Q nend typu F,.

Lze vsak pokracovat dale: Spocetna sjednoceni mnozin typu F, jsou sice opét typu F, a spocetné
pruniky mnozin typu Gy jsou typu Gy, ale spocetné priniky mnozin typu F, — tzv. mnoziny typu
F,s — a spocetnd sjednoceni mnozin typu Gs — tzv. mnoziny typu G, tvori dohromady druhou tridu
borelovskych mnozin; lze dokazat, ze tato tiida neni v prvni tfidé obsazena, pokud je napt. X = RP.

Jisté je i bez formalni definice zfejmé, co jsou to mnoziny typl Fyso, Frsos, - - - 1€5P- Goos, Gooso,
... . Stridajicich se indexi o, 6 mize byt libovolny koneény pocet a tento pocet je i poradovym
¢islem prislusné tridy. Dalsi informace o borelovskych mnozinach najde ¢tenar v dodatku k tomuto
oddilu; obsah dodatku neni sice nutné z hlediska nasich dalsich potieb znat, ale ¢tenaf si mozna jeho
prostudovanim vytvori lepsi pfedstavu o nekonecnu v matematice. [J

Vratme se vSak opét k R? a k mife. Z toho, co jsme dokazali ve vétach 3.1, 3.3 a 3.6, je patrné, Ze
(10)  systém M vsech méfitelnych mnozin je o-algebra, na niz je Lebesgueova mira o-aditivni ;

protoZe obsahuje vSechny oteviené podmnoziny RP a protoze B := B(RP) je nejmensi o-algebra, kterd
je obsahuje, plati toto dilezité tvrzeni (které dava tusit, jak je systém M rozsahly):

(11) Systém M obsahuje vsechny borelovské mnoziny prostoru RP. [

Dopliime zatim dokazand tvrzeni o méfitelnych mnozinach a o mire jesté touto informaci:

Véta 3.9. K tomu, aby mnozina M byla méritelna, je nutné a staci, aby platila jedna z téchto
(ekvivalentnich) podminek:

1. Existuje mnozina H O M typu Gs tak, ze mnozina H — M je nulova.

2. Existuje mnozina K C M typu F, tak, ze mnozina M — K je nulova.
16) Geneze téchto oznaceni je svym zpiisobem kuriézni: Dlouhé desitky let pfed prvni svétovou valkou ovliviiovala
rozvoj matematiky podstatnym zpisobem némecka a francouzska matematicka skola. V némciné se slovo Gebiet uzivalo
pro (obecnou) otevienou mnozinu - odtud ono ,,G“. (V matematice druhé poloviny dvacatého stoleti znamend ,,Gebiet*
spiSe jiz oblast, tedy souvislou otevienou mnozinu.) ,,F'“ je na rozdil od toho pocéteéni pismeno francouzského slova
fermé, které pripojeno ke slovu ensemble znamenalo a znamenda uzavienou mnozinu. V matematické literatuie napft.
z oboru topologie se jesté v padesatych letech naseho stoleti uzivalo pro oznaceni otevienych resp. uzavienych mnozin
skoro vylu¢né pismeno G resp. F'; dnes to jiz tak jednoznac¢né zcela jisté neni. Oznaceni F,, Gg, atd. vSak pretrvala,
a lze je povazovat za ustdlena nejen pro dnesek, ale i pro budoucnost. ,,0“ souvisi se slovem Summe (soudet, sjednoceni)
a ,0“ se slovem Durchschnitt (prinik).
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D t k a z . Protoze je zfejmé, ze podminky jsou (pro méfitelnost mnoziny M) postacujici, ukazme,
Ze jsou nutné. Bud tedy M € M.

Ad 1. Z definice méfitelnosti plyne, Ze pro kazdé n € N existuje oteviena mnozina G,, O M tak, ze
p(Gn — M) < 1/n. Mnozina H := (,—, G,, kterd je typu G5 a obsahuje mnozinu M, spliiuje pak
podminku H — M C G,, — M pro kazdé n, takze je u (H — M) < 1/n pro kazdé n € N, a odtud plyne,
ze p(H — M) = 0. Tim je prvni ¢ast véty dokdzana.

Ad 2. Pro kazdou meéfitelnou mnozinu M je i mnoZina N := RP — M méFitelna, a podle toho, co
jsme pravé dokazali, existuje mnozina H D N typu G5 tak, ze u (H — N) = 0. MnoZina K :=RP — H
je typu Fy, je ¢asti mnoziny M a spliiuje podminku M —K = M —(RP—H)=H—(RP —M)=H—-N,
takze je nulova. Tim je dokézana i druha ¢ast véty. O

Poznamka. Situace tedy neni tak nepfehlednd, jak se mohlo zdat. Systém M je sice ,velice
rozsahly“, ,struktura“ méritelné mnoziny muze byt z hlediska topologie nesmirné komplikovana, ale
z hlediska teorie miry to tak slozité neni:

Kazdd meéritelnd mnoZina vznikne z vhodné mnoZiny typu G5 odectenim jisté nulové mnoZiny, a lze
Ji vytvorit takée tim, Ze jistou nulovou mnoZinu priddime ke vhodné mnoziné typu F,.

Snad je tedy poucné uvédomit si, ze celou komplikovanost ,topologické struktury“ meéfitelnych
mnozin (a také obrovskou mohutnost systému M) zptsobuji nulové mnoziny, které jsou z hlediska
miry ,bezvyznamné“ v tom smyslu, Ze zddnou miru ani nepfindseji, ani neubiraji. Jak uvidime
pozdéji, Lebesgueuv integral jakékoli funkce pres nulovou mnozinu je nulovy. Nulové mnoziny hraji pii
lebesgueovském integrovani ,neutralni roli“: lze je pfidavat nebo odebirat, aniz to jakkoli ovlivni exis-
tenci resp. hodnotu integralu. Z toho je patrné, ze pri integraci bychom mohli omezit integra¢ni obory
na mnoziny prvni t¥idy; nedéla se to mj. proto, ze prvni borelovska t¥ida méa daleko horsi mnozinové
vlastnosti nez o-algebra M.

Dodatek k oddilu 3

V hlavnim textu jsme naznacili, co jsou borelovské mnoziny n-té tfidy, kde n > 0 je celé ¢islo. Tim
vSak klasifikace borelovskych mnoZin zdaleka nekondi, protoze v jistém smyslu ,vétsina“ borelovskych
mnozin do Zadné z téchto trid nepatii!

Mnozinami t¥idy w se nazyvaji vSechny mnoziny vSech tfid, jejichz ,,poradi® je nezaporné celé ¢islo;
touto t¥idou zacéinaji t¥idy s tzv. transfinitnim potadim. Spocetna sjednoceni a pruniky mnozin t¥idy
w se nazyvaji (borelovskymi) mnozinami t¥idy w + 1. Podobné se definuji (borelovské) mnoziny tfidy

w42, w+3, ..., w+n, atd. az do nekonecna, a vSechny mnoziny, o nichZ jsme zatim mluvili, jsou
(borelovské) mnoziny t¥idy w + w = w - 2. Pak nésleduji t¥idy s pofadovymi ¢isly w -2+ 1, w -2 + 2,
., w-24mn, ..., coz dohromady vytvoii tfidu w - 2 + w = w - 3. Analogicky dojdeme k t¥idam w - 4,
., w-n, .... TuSime jisté, Ze nyni utvorime sjednoceni vSech tf¥id, o nichz jsme zatim mluvili; toto

sjednoceni m4 transfinitni pofadi w - w, co se znaéi w?. Neni ovéem 7adny diéivod piestat; nasleduji
potadova ¢isla

W41 w42, w2, w4 we 3, W W
coz se znadi w? - 2. Za nim jdou

u)2-2—|—1,...,u)2-2—l—w,...,(4)2-2—1—@27

coz je w? - 3. Jisté uhadneme, Ze (se stale vétsimi ,odstupy*) nasleduji



pocet w v exponentu exponentu exponentu . .. se zvétsuje neomezené, a prestavame stacit se symbolem
w kombinovanym s pfirozenymi ¢isly.

Vsechny borelovské tfidy, o nichz jsme dosud mluvili, vytvori novou tfidu s transfinitnim pofadovym
¢islem €, a mizeme zacit znovu: Po € nasleduje

w

5 w w
e+l ..., e4w,...,e+w, .., e+ e+ e WY L,
az dojdeme k € + € = ¢ - 2, nacez nasleduje

e-241,...,e-3, ..., w,...,e-w? L w e Y L
a viechny piislusné tiidy vytvoii t¥idu s poradovym &islem ¢ - ¢ = 2. Pokrac¢ujeme a s obrovskymi
odstupy se dostavame k poradim

az exponenti exponentti exponentu ... bude nekonecné mnoho, takze budeme muset vybrat dalsi
symbol a pokracovat ... .

Lze si nejen domyslet, ale je mozné dokézat, ze zadného ,konce“ se spocetnymi operacemi ne-
dobereme, a jsme pfitom stale v o-algebie B borelovskych mnozin v RP! D4 se mj. ukazat, Ze naz-
nacenych

(a) t¥id borelovskych mnozin je nespocetné mnoho,
pfi¢emz
(b) kazd4 tiida obsahuje mnoziny, které nepatii do zadné z predchéazejicich trid.

Dalsich nékolik informaci snad mutze dokreslit nasi predstavu:
(c) Borelovskych mnozin je stejné jako realnych cisel,
¢imz rozumime, Ze
(c*) existuje prosté zobrazeni mnoziny R na o-algebru B vSech borelovskych mnozin;
je jich vsak méné nez nulovych mnozin, protoze
(d) nulovych mnozin je stejné jako vSech podmnozin mnoziny R,
a téch je ,,0 hodné“ vice, nez je redlnych c¢isel. Tim se rozumi, ze
(e) R Ize prosté zobrazit do systému vsech podmnozin mnoziny R
(napf. tak, ze ¢islu x pfifadime nulovou jednobodovou mnozinu {z}), ale
(e%) neexistuje zadné zobrazeni R na tento systém.

Protoze kazda nulovd mnozina je méfitelna, je zfejmé, ze méfitelnych mnozin je vice nez mnozin
borelovskych, takze

(f) existuji méfitelné mnoziny, které nejsou borelovské;

je jich dokonce daleko vice, nez je borelovskych mnozin. Je ovSem ,,dosti nepravdépodobné®, ze bychom
se nékdy s takovou mnozinou napf¥. ,v pocetni praxi“ setkali.
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4. Méritelné funkce

Pred studiem tohoto oddilu je nutné dobfe se seznamit s vlastnostmi miry a méfitelnych mnozin;
kdybychom méli neustale odkazovat na véty z oddilu 3, text by byl velmi Spatné Citelny, protoze by
zna¢né mnozstvi odkazl neustale odvadélo pozornost od novych hlavnich myslenek.

Umluva. Slovo funkce bude v tomto oddilu znamenat zobrazeni (jakékoli) mnoziny do R*; zo-
brazenim do R fikame ovSem konecné funkce. [

Algebraické operace s +0o jsme zavedli v zékladnim kursu analyzy; zde zachovame platnost vSech
dosavadnich definic az na definici sou€inu, kterou budeme modifikovat tak, ze soucin bude mit smysl
vZdy. Je-lin e Ny n > 1, a jsou-li ay,...,a, ¢isla z R*, definujme

ajas - ay =0, je-li aspon jedno z ¢isel a; rovné 0.
Je tedy napi.
0-(£o0) =0, (£o0)-0=0.
Dopliime jesté, Ze (+00) := 400 pro kazdé a € Ry, (£00)? :=1a 1/(+o0):=0. O

Nez piejdeme k definici méritelnosti funkce, dokazme toto pomocné tvrzeni:

Lemma. Je-li f funkce definovana na méritelné mnoziné M, jsou ekvivalentni tyto 4 podminky:

(a) Pro kazdé c € R je méfitelnd mnozina {x € M; f(z) <c}.
(b) () <c}.
(c) Pro kazdé c € R je méfitelnd mnozina {x € M; f(z) > c}.
(d) Pro kazdé c ¢ R je méfitelnd mnozina {x ¢ M; f(z) > c}.

D t k a z . Implikace (a) = (b) = (c) = (d) = (a) plynou z identit

{reM; f(x)<c}=(){reM; f(z) <c+1/n},

{xeM; f(z) >c}=M—{xelM; f(x) <c},

Pro kazdé ¢ ¢ R je méfitelnd mnozina {x ¢ M; f(x

{weM; fz)>c}=(V{ze M; f(z) >c—1/n},
{zeM; f(z) <c}=M—{xeM; f(x) 2c}. O

Budeme fikat, Ze funkce f je méfitelna v (nebo: na) mnoziné M, je-li mnoZina M méfitelna a plati-
li nékterd z podminek (a) — (d) préavé uvedeného lemmatu (v ném? jsme dokdzali, ze kdyZ f spliuje
jednu z téchto podminek, spliiuje vsechny ¢tyi). V dalsim stale pamatujme, Ze v definici méritelnosti
funkce f na mnoziné M je zahrnut predpoklad, Ze mnoZina M je méritelnd!

Nejjednodussim piikladem méfitelné funkce je funkce konstantni na méritelné mnoziné M; pro ni
je totiZ kazda z mnoZin uvedenych v lemmatu rovna bud M nebo 0.

Uvedme dalsi jednoduchy, ale dilezity priklad: Charakteristickou funkci mnoziny M C R? rozumi-
me funkci

1 pro vSsechna x €¢ M
(2) X () = { }

0 pro vsechna x ¢ R?P — M
Je jisté ziejmé, ze
(2%) mnozina M C R? je méfitelnd pravé tehdy, kdyz je métitelna funkce x s ;

kazda z mnozin uvedenych sub (a) v lemmatu je totiz rovna bud R? nebo M nebo 0.

Je téz uziteéné uvédomit si, ze

(3) kazda funkce f definovana na nulové mnoziné M je v ni méritelna;
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vSechny mnoziny z lemmatu jsou pak totiz nulové, tedy métitelné.

Protoze v matematické analyze hraji velmi dulezitou tulohu spojité funkce, ma i nasledujici véta
znalny vyznam.

Véta 4.1. Je-li funkce f spojitda na méfitelné mnoziné M, je na ni méfitelna.

Dtk az.Prokazdé c € R je mnozina {x € M; f(z) < ¢} vzor otevieného intervalu (—oo, ¢) p¥i

zobrazeni f, tedy mnoZina oteviend v M (jakozto podprostoru prostoru R?). Protoze kazda takova
mnozina je prunikem M s néjakou mnozinou G otevienou v RP, je méFitelnd. [J

Kdybychom vsude v lemmatu napsali ¢ € R* misto ¢ € R, zbytecné bychom pfi ovérovdini métitel-
nosti museli pocitat i s ¢isly +oo; smysl podminek by se tim vSak nezménil:

Véta 4.2. Je-li f méfitelnd v mnoziné M, jsou mnoziny {x ¢ M; f(z) <c}, {x € M; f(x) <c},
{r e M; f(x)>c}, {xeM; f(x)>c}, {x e M; f(z) = c} méfitelné pro kazdé c ¢ R*.

Dtkaz.ProcecRjemnozina{x ¢ M; f(x)=c}lroma{zc M; f(x) <c}n{zec M; f(x) >c}.
Je-li ¢ = 400, je uvedend mnozina dopliikem mnoziny

oo
{reM; f(z) <+oo} = U{xeM; flx) <n};
n=1
podobné pro ¢ = —oo. Z toho, co jsme zatim uvedli, je jisté patrny postup i pfi dikazu méritelnosti

ostatnich mnozin. O
S méfitelnosti ,mnoziny mezi grafy* dvou méfitelnych funkeci a praniku jejich graft souvisi

Véta 4.3. Jsou-li funkce f, g méFitelné na mnoziné M, jsou méritelné mnoziny
{zeM; f(z) <g(x)}, {zveM; f(x)<g(x)}, {zeM; f(z)=ygx)}.
D 1 k a z . Méritelnost uvedenych mnozin je primym disledkem relaci

{zeM; flx) <gl@)} =) ({reM; fl@) <r}n{zeM; g(x) >r}),
reQ
{zeM; f(z)<g(x)} =M —{z e M; g(z) < f(2) },
{reM; f(z)=g(@)} ={reM; f(z) <g(x)}N{zr e M; g(z) < f(x)}. O

Restrikce, rozsifovani a jednoducha modifikace méfitelné funkce jsou obsahem dalsich tii vét.

Véta 4.4. Je-li f méritelna v M a je-li mnozina N C M mérfitelna, je f méritelna i v N.
Dtkaz.ProkazdéccRje{zc N; f(z)<c}=Nn{zxecM; f(z) <c}

Véta 4.5. Je-li M = J,, M, a je-li funkce f méFitelnd v kazdé mnoziné M, je méfitelnd i v M.
Dikaz.Prokazdé ceRje {x e M; f(z)<c}=U,{reMy; f(x) <c}. O

Véta 4.6. Necht N C M jsou méFitelné mnoziny. Bud f definovdna v N a necht

o= {17 L

Pak je f méritelna v N pravé tehdy, kdyz je g méritelna v M.

Dakaz.1 Jeli f méfitelnd v N, je g méfitelnd v M podle véty 4.5, protoze 0 je métitelna
v M — N. 2. Je-li g métitelnd v M, je f méfitelna v N podle véty 4.4. O

Nasledujicich nékolik vét je vénovano algebraickym a jinym operacim s méfitelnymi funkcemi.

Véta 4.7. Je-li f méritelna v M, plati totéz o funkci af pro kazdé a € R. Jsou-li funkce f, g
méfitelné v M, jsou i funkce f + g méFitelné, a to kazd4 z nich ve svém definiénim oboru. 17)

17) Defini¢nim oborem souétu resp. rozdilu je ovéem (méfitelnd) mnozina M — {x € M; f(z) = —g(x) = Foo} resp.

M —{z € M; f(z) = g(z) = £o0}.
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Dukaz.1 Jelia=0,jeaf =0, améfitelnost je zfejma; je-li a € Ry, je {x € M; af(z) >c} =
{reM; f(x) >c/a}l;jeliacR_,je{r e M; af(z) >ct={zx e M; f(z) <c/a}.

2. Je zfejmé, ze funkce g je méfitelnd na néjaké mnoziné pravé tehdy, kdyz je na téze mnoziné
meéritelnd kterdkoli z funkci g + ¢, kde ¢ € R. Jsou-li funkce f, g méfitelné v M, neni jejich rozdil
definovan na mnoziné N := {z € M; f(z) = g(x) = £oo}, o niz vime, Ze je méfitelna. Méfitelnost
f—gv M—N jepatrna z rovnosti {x ¢ M — N; f(z)—g(x) <c}={reM—-N; f(x) < g(zx)+c},
platné pro kazdé c € R, a z véty 4.3.

3. Spolu s g je podle prvniho tvrzeni véty méfitelnd i funkce —g; protoze f + g = f — (—g), plyne
meéfitelnost souctu ihned z méritelnosti rozdilu. O

P¥imym dtsledkem prave dokdzané véty je toto tvrzeni:

Véta 4.8. Linedrni kombinace (s koeficienty z R) funkci méritelnych v M je méFitelnd na (maxi-
malni) mnoziné N C M, na niz m4 smysl.

Vé&ta 4.9. Necht funkce f, g jsou méfitelné v M. Pak je soucin fg je méFitelny v M, zatimco podil
f/g je méfitelny na (maximdlni) mnoZing, na niz ma smysl. 18)

Dikaz. 1l Jeli f méfitelnd v M, plati totéz o funkci f2, protoze

0 proc<0
{x e M; f(z) < Ve}n{z e M; f(z) > e} proceR+}'

2. Jsou-li méfitelné funkce f, g konecéné, jsou funkce f 4 g méfitelné v M, totéz plati o jejich
¢tvercich, a tedy i o fg = %((f +9)?—(f— g)z). Obecné (méfitelné) funkce f, g jsou tedy méfitelné
na mnoziné M — ({x € M; f(z) = oo} U{x € M; g(x) = +o0}), na niz jsou konecné; protoze
odectena mnozina je sjednocenim t¥i méfitelnych mnozin, na nichz je fg po fadé rovna —oo, 0, +00,
je fg méfitelnd i na ni. Pak staci uzit vétu 4.5.

3. Protoze f/g = f - (1/g), staéi dokdzat méfitelnost funkce h := 1/g v jejim definiénim oboru
N := M —g_1(0). ProtoZe h je nulové, tedy méfitelnd v métitelné mnoziné P := {x € N; g(x) = +oo},
staci podle véty 4.5 dokéazat, ze je méfitelnd v mnoziné ) := N — P. To vSak je patrné z relaci

{z e M; fz(x)<c}—{

{zreQ; g(z) >0}N{reQ; g(z) <1/c} pro vsechna ce Ry
{reQ; h(z) >c}=<¢ {reQ; gx) >c} proc=20 . O
{rec@; g(x) >0} U{rec@Q; g(x) <1/c} pro v8echna c e R_
Pfipomenime nékteré znamé definice: Pro kazdé = € R* je
(4) o7 :=max(r,0) resp. ¥~ :=max(—x,0)

tzv. kladna resp. zaporna cast ¢isla x; pro kazdé z jsou to nezdpornd ¢isla, z nichz (aspoii) jedno je
rovno 0. Z definic (4) je patrné, ze

N x =|z| prokazdé x >0 B 0 pro kazdé x > 0
" 7o pro kazdé x <0 [’ v '

(47)

—x =|z| prokazdé z <0
Pro kazdé x € R* plati tyto identity:

(5) r=zt -2, |z|=2t+2", (-o)t=2", (—z) =z
M34-1i soucet x + y smysl, plati nerovnosti

(6) (@+y)" <ot +y", (@+y) <oty

mé-li smysl rozdil z — vy, je

(7) ot =y <o —yl, |27 -y [<|a—yl.

18) Abychom ziskali defini¢ni obor podilu, je tieba z M odstranit vechny body, v nichz se g anuluje, a viechny body,
v nichz jsou obé funkce f, g nekonec¢né.
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Je-li funkce f definovana na néjaké mnoziné M, je jeji kladna resp. zaporna cast definovana rovnosti

(8) (f ) (@) = (f(2))" resp. (f7)(z):=(f(z))” prokazdé x e M.
Pro dvé takové funkce plati vztahy analogické tém, které jsme uvedli pro dvé ¢isla. 19)

Véta 4.10. Jsou-li f, g funkce méfitelné na mnoziné M, plati totéz o funkcich max (f, g), min(f, g),
f*, [, a také o funkci | f|* pro kazdé o e R,..

Dukasz.Prokazdé ccR je
{z e M; max(f(z),9(z)) <c}={zeM; f(z) <c}n{zeM;g(x) <c},
{zr e M; min(f(x),g(z)) <c}={zxeM; f(z)<c}U{zeM; g(z) <c},
a z toho je patrnd méfitelnost uvedeného maxima a minima. ProtoZe nulové funkce je v. M méfitelna,
plyne z toho méfitelnost funkci f™ a f~, a z jejich mé&Fitelnosti vyplyva méfitelnost funkce | f| =

[t + f~ podle véty 4.7. ProtoZe mnoZina {z € M; | f(x)|* < ¢} je prazdna, je-li ¢ < 0, a rovnd se
{x e M; |f(x)| </}, je-li c € Ry, je i funkee | f|* méFitelnd v M.

Véta 4.11. Je-li kazd§ z funkci f,,, n € N, méfitelnd v M, plati totéZ i o funkcich sup {f,; n € N},
inf {f,; ne N}

D 1 k a z . Oznac¢ime-li ¢ resp. ¥ uvedené supremum resp. infimum, je pro kazdé ¢ € R zfejmé

{reM; o(z) >c} = U{xeM; ful(x) >},
n=1

{r e M; Y(x)<c} = U{xeM; falz) <c}. O
n=1

Pro kazdou posloupnost ¢isel a,, € R* je jeji limes superior resp. limes inferior definovan rovnosti

9) limsup ay, := lim sup{ar; k > n} resp. liminfa, := lim inf{ay; k > n}.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Jak vime, je to nejvétsi resp. nejmensi hromadny bod posloupnosti ¢isel a,,, tedy maximum resp.
minimum mnoziny Ls a,,. 2°) Posloupnost m4 limitu pravé tehdy, kdyz se jeji limes inferior rovna limes
superior; obecné plati jen nerovnost liminf a,, < limsup a,.
Je uziteéné uvédomit si, ze vzhledem k tomu, Ze posloupnost ¢éisel sup{a; k > n} je nerostouci,
posloupnost ¢isel inf {ay; k > n} neklesajici, je (podle véty o limité monoténni posloupnosti)

(10) limsup a,, = inf {sup{ar; k > n}; n e N}, liminfa, = sup{inf{ay; k > n}; n € N}.

Podobné jako pro posloupnosti ¢isel definujeme ovsem limes superior a limes inferior posloupnosti
funkci definovanych na néjaké mnoziné M; formalni definice je jisté zbytecna, ale méjme na paméti, ze
zatimco lim f,, nemusi mit smysl nikde v M, limes superior a limes inferior maji naopak smysl vsude

vM. O

Pfimym dtsledkem véty 4.11 a relaci (10) je toto tvrzeni:

Véta 4.12. Jsou-li funkce f,,, n € N, méfitelné v M, plati totéZ o funkcich lim sup f,,, liminf f,,.
S limitou je to o néco slozit&jsi:

Véta 4.13. Jsou-li funkce f,,, n € N, méfitelné v M, je funkce f := lim f,, méfitelnd v mnoziné N

vSech x € M, v nichZ limita posloupnosti { f,,(x)} existuje.

19) Podstatny rozdil se samoziejmé v tom, Ze napf. u souctu dvou cisel muzeme jednoznacné rozhodnout, zdali je
definovan nebo ne, ale soucet dvou funkci je obecné v nékterych bodech mnoziny M definovan a v jinych ne.

20) Pfipomenime, Ze Lsan znamend mnozinu vSech hromadnych bodt posloupnosti {ar}, tedy mnozZinu vsech ¢isel
z R*, které jsou limitou né&jaké posloupnosti vybrané z {a, }. Podle Bolzano-Weierstrassovy véty je mnozina Ls a,, vzdy

neprazdnd; snadno nahlédneme, ze je (v R*) uzaviena.
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D i k a z . Protoze limes superior i limes inferior jsou méritelné v M, je méfitelnd i mnozina N,
kde se rovnaji. Na N se vSak lim f,, rovna napft. limsup f,, a je tedy méfitelnd podle véty 4.4. [

Poznamka. Véta 4.1 zarucuje, ze funkce spojité na (dané) métitelné mnoziné M jsou na ni métitelné;
tyto funkce tvori nultou tridu tzv. Bairovy klasifikace funkci. Véta 4.13 ukazuje, Ze pfi limitnim pre-
chodu se méritelnost funkci zachovava. Vime téz, ze stejnomérnd limita posloupnosti spojitych funkci
je opét funkce spojitd, zatimco pouhd bodovd konvergence spojitost obecné nezachovdvd. (Ptiklad:
Funkee f,(z) := n?2?/(1 4+ n?z?) maji za limitu funkci, kterd je v bodé 0 rovna 0 a vsude jinde se
rovna 1.)

(Bodové) limity posloupnosti spojitych funkei tvoii pruni Bairovu tidu; vSechny jsou ovSem méfitel-
né. Snadno nahlédneme, ze do prvni t¥idy na mnoziné R patii napf. funkce sgn, sgnosin, celd ¢ast
¢isla x, apod. Lze dokdzat (viz napt. [3]), Ze funkcemi prvni t¥idy v jednorozmérném kompaktnim
intervalu jsou napt. vSechny monoténni funkce, vsechny funkce, které maji jen spocetné mnoho bodu
nespojitosti, a také napt. charakteristické funkce vSech uzavifenych ¢asti daného intervalu.

Bodové limity posloupnosti funkci prvni tfidy tvori druhou Bairovu tiidu; nejznaméjsi funkce druhé
t¥idy v R, ktera nepatii do prvni tfidy, je Dirichletova funkce, kterou lze vytvorit dvéma limitnimi
prechody z funkci spojitych: 2) Jak snadno zjistime, je

1, jeli €@
. . 2k, | _
(11) nlggo (kli{l;o cos™ (nlmz)) { 0, jeli zeR—-Q } '

S Bairovou klasifikaci 1ze pokracovat dale: Mame-li jiz definovanu n-tou t¥idu, definujeme (n+1)-ni
tf¥idu jako mnozinu v8ech limit bodové konvergentnich posloupnosti funkci z n-té tfidy. Poznamenejme,
Ze trvalo velmi dlouho, nez se podafilo ,efektivné® sestrojit funkci t¥eti tfidy nepatfici do druhé t¥idy;
yprakticky“ to znamenad, ze funkce, s nimiz se ,bézné“ setkdvame, jsou nejvyse druhé tiidy.

Podobné, jako je tomu s borelovskymi mnoZinami, 1ze v Bairové klasifikaci pokracovat transfinitné
: Tfidu s poradovym ¢islem w definujeme jako sjednoceni vSech tiid s koneénym poradovym Cislem;
bodové limity posloupnosti funkci t¥idy w tvori tfidu s pofadovym ¢islem w + 1, atd. - viz dodatek
o borelovskych mnozinach.

Struéné jen konstatujme, ze je dokdzano, ze kazda z nespocetné mnoha Bairovych t¥id napf¥. na
mnoziné RP obsahuje funkce, které nepatii do zadné t¥idy s mensim potfadovym ¢islem, tj. ze limitnimi

Neméritelné funkce sice existuji, ale jejich ,konstrukce“ narazi na stejné obtize jako ,konstrukce®
neméftitelnych mnozin; ,méme-li“ vSak néjakou nemétitelnou mnozinu M, je — jak vime — jeji charak-
teristickd funkce y s také neméfitelnd. (Jak obrécené z dané neméfitelné funkce ziskame neméfitelnou
mnozinu, pfenechdvidme ¢tendfi za cviceni.)

Jak vime, existuje pro kazdou méfitelnou mnozinu M a pro kazdé € € R oteviend mnozina G O M
a uzaviend mnozina H C M tak, ze pu* (G — M) < &, p* (M — H) < e. Vime téz, ze pak existuje
mnozina G* O M typu Gs a mnozina H* C M typu F, tak, ze u(G* — M) = p(M — H*) = 0.
Méfitelné mnoziny se tedy v jistém smyslu ,,pfilis nelisi“ od mnozin nulté resp. prvni Borelovy t¥idy.

Podobné se méfitelné funkce v jistém smyslu ,malo 1isi“ od funkci nulté resp. prvni Bairovy t¥idy;
plati totiz napf. Luzinova véta (viz JII, véta 40):

Konec¢na funkce f je na méritelné mnoziné M métitelna praveé tehdy, kdyz pro kazdé € € R existuje
oteviend mnozina G tak, ze u(G) < e, pficemz restrikce f|(M — G) je spojitda (v M — G), a také
pravé tehdy, kdyz existuje nulovd mnozina H tak, Zze f|(M — H) je prvni tfidy (v M — H).

K funkcim druhé t¥idy maji méfitelné funkce jesté blize: V kapitole XV knihy [3] najde ¢tenaf tuto
Vitaliho vétu:

Pro kazdou konecnou funkci f méritelnou v M existuje funkce g druhé Bairovy tiidy v M a nulova
mnozina N tak, ze f =g vsudev M — N. O

V teorii Lebesgueova integralu hraji velmi dilezitou roli tzv. monotonni limitni prechody: Je-li

Bézny dikaz vychazi z hlubokého tvrzeni (které lze opét najit v [3]), Ze mnozina vSech bodi spojitosti kazdé funkce
prvni tfidy v R je husta v R.
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an € R* pro kazdé n € N a je-li a € R*, budeme psét

an /G neklesajici
(12) , je-i a, — a a je-li posloupnost {a,}
an "\, @ nerostouci
v obou pripadech budeme mluvit o monoténni konvergenci a,, — a.
Pro posloupnosti funkei zni p¥islusnd definice takto: Je-li M néjakd mnoZina a je-li f,(z) /~ f(x)
(resp. fn(z) \\ f(z)) pro vSechna x € M, budeme psat f,, /' f (resp. fn \\ f) v M a budeme Fikat,
7e konvergence f,, — f je v M monoténni.??) [

Vratme se k charakteristickym funkcim (zejména méfitelnych) mnozin a uvedme nékteré jejich
zékladni vlastnosti:

(13) MCN & xu < XN;
(14) M= UMM N = ﬂMn = xym =max{xa,; n}, Xy =min{xa,; n};
(15) M= UM"’ kde M, jsou disjunktni mnozZiny = Y = ZXMn?
(16) {M,} je neklesajici, M = U M, = xum, /" X5

n=1

oo
(17) {M,.} je nerostouci, M = ﬂ M, = Xa, \ XM -

n=1

Snadné dukazy vSech tvrzeni prenechavame ¢tenari. [

Jednoduchou funkci v M (C RP) budeme rozumét kazdou kone¢nou nezépornou funkci f, métitel-
nou v M a nabyvajici tam jen koneéného poc¢tu hodnot. 23)
Piikladem jednoduché funkce (v RP) je funkce tvaru

q
(18) f= Z An X M, »

n=1
kde ¢ € N, My, ..., M, jsou méfitelné mnoziny, ai,...,a, konecnd nezaporna ¢isla. Kazda kladnd
hodnota této funkce ma ziejmeé tvar a,, + -+ an,, kde 1 <r<gal<n; <---<n, <gq. Jsouli
mnoziny M,, navic disjunktni, nabyva f jen hodnot 0,a1,...,a,. 24)

Necht f je jednoduché funkce v M # (); sefadme vsechny hodnoty, kterych v M nabyva, do rostouci
posloupnosti a1 < --- < a4 a definujme M,, := f_i(a,) pro n = 1,...,¢. Pak jsou mnoziny M,
disjunktni, neprazdné a méritelné; jsou funkci f uréeny jednoznacéné a jejich sjednoceni je M. Funkci
f lze opét napsat ve tvaru (18), nyni je vsak toto vyjddieni funkci f wurceno jednoznacné; budeme je
nazyvat kanonické vyjadfeni (jednoduché) funkce f.

Snadno nahlédneme, Ze plati toto tvrzeni:

(19) Jsou-li f, g jednoduché funkce v M, plati totéz o funkcich f + g, fg, max(f,g), min(f,g) ;
analogicka tvrzeni plati pro jakykoli konecny pocet jednoduchych funkci. [J

Jako velmi dilezita se ukdze byt pro teorii Lebesgueova integralu nasledujici véta, v niz se kazdé
nezaporné métitelné funkci f efektivné pfiradi jistd neklesajici posloupnost jednoduchych funkci f,,,
které maji f za limitu.

22) Muze se stat, ze posloupnost {fn(z)} je pro kazdé x € M monoténni, piicemz existuje bod x € M, v némz tato
posloupnost neni neklesajici, zatimco v jiném bodé = € M neni nerostouci; za takové situace nejsou spinény podminky
uvedené v definici, takze nejde o monotonni konvergenci v M ! V definici totiz zdddme, aby posloupnost {fn(x)} byla
bud pro vdechna x € M neklesajici, nebo pro viechna x € M nerostouci.

23) Podle definice métitelné funkce je tedy i mnozina M v této definici méFitelna.

24) Jisté dobfe rozumime sltivku ,jen“: V této souvislosti znamena, #e f nenabyva Zddnijch jingch nez uvedenych
hodnot; netvrdime pfitom, ze vSech téchto hodnot opravdu nabyvéa. Pfidame-li ovsem k disjunktnosti mnozin M,, jesté
podminku, Ze jsou vSechny neprazdné, jsou vSechna a,, skutecné hodnotami funkce f; 0 je pak hodnotou funkce f pravé
tehdy, kdyz je bud nékteré a,, nulové, nebo kdyz sjednoceni vsech M,, neni celé RP.
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Véta 4.14. Pro kazdou meéfitelnou funkci f : M — (0,400) existuje posloupnost jednoduchych
funkci f,,, pro néz je f, /' f v M.

Dukaz.Prokazdé x € M apro kazdé n € N bud f,,(x) nejvétsi z ¢isel k/27, 0 < k < n2", které

neptevysuje f(z).
Protoze vSechny mnoziny

M) :={zxeM; f(x) >n}, Mmnk)={zxecM; (k—-1)/2" < f(z) <k/2"}, 1<k<n2",
jsou méritelné, jsou i jejich charakteristické funkce méritelné. Protoze je ziejmé

n2 E—1
fal@) = nxarm) + Z “on XM(n.k)
k=1

jsou i v8echny funkce f,, méfitelné; viechny jsou ovSem i nezdporné a kazda z nich nabyva jen konecného
poc¢tu hodnot.

Protoze pro kazdé n jsou ¢leny posloupnosti 0, 1/2™, 2/2™, ..., n2"™ /2™ zaroven ¢leny posloupnosti
0, 1/2nFt 2/2n+1 (n + 1)27F1/27F1 ] a protoze f,(x) resp. fni1(z) je nejvétsi ¢len prvni resp.
druhé posloupnosti, ktery nepfevysuje f(x), je zfejmé, ze f,,(x) < fnr1(z) (pro kazdé x € M).

Je-lli x € M a f(z) = 400, je fn(z) = n pro kazdé n € N, a lim, .o fn(z) = o0 = f(z). Je-li
f(x) < 400 an > f(z), je 0 < f(x) — fu(x) < 1/2™; z toho ihned plyne, ze i v tomto ptipadé je
lm, oo fu(z) = f(z). O

V dalsim budeme potiebovat napsat monoténni limitu funkei, z nichz kazda je monoténni limitou
jednoduchych funkci, jako monoténni limitu jednoduchych funkci; p¥islusny algoritmus popisuje

Véta 4.15. Necht' v M je f,, /" f pron — o0 a fur / fn prok — oo a kazdé n. Pak posloupnost

(20) Gn = max(f1n,---s fun)
spliuje v M podminky
(21) 9n < fns Gn /' f.
Jsou-li funkce f, i jednoduché, plati totéz o funkcich g,,.
D 4 k az.Protoze fin, < fintt,- > fon < frntis j€ gn < gnt1; vSude v M tedy existuje
g = lim g,,. Z nerovnosti f1, < fi < fu,..., fan < fn, plynou nerovnosti g, < f,; protoze f, < f,

je tim spise g, < f (pro kazdé n), a tedy i g < f.

Pro kazdé € M je f,(z) / f(x). Je-li tedy dano libovolné ¢islo A < f(z), existuje N € N tak,
ze fn(z) > A; protoze je fni(x) / fn(x) pro k — oo, existuje K e N tak, ze fy x(z) > A. Je-li
n > max (N, K), je tedy

gn(x) = max(fl,n(x)v- . ',fN,n(x); .- afn,n(w)) > fN,n(m) > fN,K(l') > A;

tim spiSe je g(x) > A. ProtoZe to plati pro kazdé A < f(z), je g(x) > f(x).
)

Tim je dokdzéno, ze g = f; zbytek tvrzeni je jisté (vzhledem k (19)) jiz zfejmy.
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5. Lebesgueiiv integral

Lebesguetiv integral budeme definovat ve ¢tyfech etapach: Nejdiive pro (vSechny) jednoduché
funkce, pak pro (vSechny) nezédporné métitelné funkce, ddle pro (nékteré) funkce ménici obecné své
znaménko, a nakonec pro (nékteré) funkce, které nejsou (na dané mnoziné) definoviny vsude, ale jen
v$ude az na jistou nulovou mnozinu.

Bud déna néjaka jednoduché funkce f na néjaké (méfitelné) mnoziné M C R? a bud

q
(1) f = Z An XM,
n=1

jeji kanonicke vyjadreni. Protoze kanonické vyjadieni je funkci f uréeno jednoznacné, je korektni tato
definice: Lebesgueovym integralem funkce (1) pfes mnozinu M rozumime ¢islo

(2) /M fi=>anu(M,).
n=1

Protoze jinymi nez Lebesgueovymi integraly se soustavné zabyvat nebudeme, budeme mluvit zpravidla
kratce o integralu.

Integral (2) je vzdy nezdporng; nekonecny mize byt jen tehdy, kdyz je u (M) = 4+00. Pak ma totiz
i nékterad z mnozin M, miru +oo, a staci, aby pfislusny koeficient a,, byl kladny.

Je zfejmé, ze
3) / ¢ = cu (M) pro kazdou konstantu c € (0,+00) a pro kazdou méfitelnou mnozinu M .
M

Je vhodné mit na paméti, ze pro ¢ = 0 je integrél roven 0 i v pfipadé, Ze mnozina M mé nekonecnou
miru.

Poznamka. Piedstavme si na piikladu z R®, co znamena (3) geometricky: Je-li ¢ € R, a je-li
M C R? napt. kruh, je fM ¢ objem vélce s podstavou o obsahu p2(M) a s vyskou c. Nic nebréni tomu
zobecnit pojem valce tak, aby mohl mit za podstavu libovolnou podmnozinu R?; je-li podstava M
méfitelnd, je cus (M) ,,pFirozenym* zobecnénim objemu p¥islusného valce M x (0, ¢). Je-li ¢ = 0, nejde
o ,normalni“ vélec, ale mizeme mluvit napt. o valci ,,degenerovaném“, s nulovou vyskou a nulovym
objemem; takovato terminologie ndm umozni pracovat se vSemi nezapornymi (koneénymi) ,,vyskami.

1(2) lze snadno interpretovat geometricky: Mnozina M je rozdélena na disjunktni méfitelné mnoziny
M,, a pro kazdou z nich utvofime véalec s podstavou M,, a vyskou a,,. Objemy ziskanych disjunktnich
valcl seCteme.

Pro obecné p se jedna o obdobu vélcit v RPT!; podstava bude (méfitelnou) ¢asti RP, jobjem® je
t¥eba interpretovat jako (p + 1)-rozmérnou Lebesgueovu miru. O

Je jisté ziejmé, ze
(4) w(M)=0 = / f =0 pro kazdou jednoduchou funkci f;
M

v jejim kanonickém rozkladu (1) jsou totiz vSechny mnoziny M,, nulové, takZe na pravé strané (2) se
s¢itaji samé nuly. [
Velmi snadné je dokazat, ze plati tato

Véta 5.1. Pro kazdou jednoduchou funkci f na M a pro kazdou konstantu ¢ € (0,400) je

(5) /Mcf:c/Mf.

Dtkaz.Jeli c=0, jsou na obou strandch nuly; je-li ¢ € R4 a je-li (1) kanonicky rozklad funkce
fyjecf =31 _ canxnm, zFejmé kanonicky rozklad funkce c¢f. Z toho a z definice integralu plyne
ihned rovnost (5). O
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Dokézat analogickym zptisobem rovnost [, (f +g) = [,, f + [, 9 (pro jednoduché funkce f, g)
neni mozné, protoze kanonické vyjadreni funkce f+ g neni obecné rovno souc¢tu kanonickych vyjadieni
funkei f, g. (Funkce f 4+ g nabyva napf. hodnotu 5 v bodech, v nichz jsou f, g napf. rovny 1 a 4,
ale také v bodech, v nichz jsou napf. rovny 2 a 3 nebo g a % atd.) Potfebujeme proto néjaké tvrzeni,
pomoci néhoz lze [ 1 J vypocitat za ponékud obecnéjsi situace, nez kdyz je f vyjadiena kanonicky:

Véta 5.2. Je-li r ¢ N, je-li mnozina M sjednocenim disjunktnich méfitelnych mnozin N1, ..., N,
a jsou-li by, ..., b, koneéna nezaporn4 ¢isla®), je

(6) /M ; bex N, = ;bku (Nk) -

D i k a z . Ozna¢me f integrovanou funkci. Aniz se cokoli podstatného zméni, lze ¢isla by spolu
s mnozinami Ny precislovat a sefadit do skupin tak, Ze

by ="+ =bra) <bry+r = =bre) < <bpgn+r = = b

Oznacime-li spole¢né hodnoty ve skupinéch ai,..., a4, polozime-li My := Ny U--- U Ny, ... ,
My := Ni(g—1)41 U - - - U Ny(qg) a znamena-li k£(0) nulu, je ziejmé

T q k(n) q k(n) q
Zbk/*"(Nk):Z Z bjM(Nj):Zan( Z M(Nj>) :ZanU(Mn):/ I
k=1 n=1j=k(n—1)+1 n=1  j=k(n—1)+1 n=1 M

protoZe posledni soucet jiz odpovida kanonickému vyjadieni (1) funkce f. O

Na zakladé praveé dokazané véty miizeme jiz celkem snadno ovérit platnost nahote zminéného tvrzeni
o integraci souctu:

Véta 5.3. Pro kazdé dvé jednoduché funkce f, g v M je

(7) /M<f+g):/Mf+/Mg.

D 1 k a z . NapiSme obé funkce v kanonickych tvarech

q r
f = Z AnXM,, 9= Z meNm
m=1

n=1

a utvofme mnoziny P(n,m) := M, N N,,, 1 <n < ¢, 1 <m < r. Mnoziny P(n,m) jsou disjunktni,
I _P(n,m) = Ny, U, _1P(n,m) = M,, funkce f + g je v kazdém P(n,m) konstantni, rovna

an + by, Je proto

q T
f +9= Z Z (a’n + bm)XP(n,m)7

a z véty 5.2 plyne, ze o
[ G+ =32 S b (Plm) = 3 (an 3 e (Plmn))) + 3 (b 3 (Pln))
n=1m=1 n=1 m=1 m=1 n=1

Véta b.4. Jsou-li f, g dvé jednoduché funkce v M a je-li f < g v M, je

e ),s

25) Nemusi byt navzajem rtizna a nemusi tvo¥it rostouci posloupnost, jako je tomu s &isly a,, v definici kanonického

vyjadfeni. Prava strana (6) je vSak opét soucet objemt disjunktnich valcl; nékteré z nich mohou mit nyni touz vysku.

26



Dtk az . Funkce h := g — f je jednoducha, takze fM h > 0; staci tedy uvazit, ze f +h = g, a uzit
vétu 5.3.

Véta 5.5. Jsou-li A, B dvé disjunktni méfitelné mnoziny a je-li f jednoducha funkce na mnoziné
M := AU B, je

(9) /Mf:/Af+/Bf.

Dasledek. Je-li f jednoducha funkce v mnoziné M, je

(10) / f< f pro kazdou méfitelnou mnozinu N C M.
N M

D ik az . Je zfejmé, Ze restrikce f|A, f|B jsou opét jednoduché funkce. Je-li f definovéna jako
v (1), je

/Mf:zi:anu(Mn):Xq:an,u(AﬂMn)—i—zq:an,u(BﬂMn):/Af—&-/Bf.

n=1 n=1

Diasledek jezfejmy: V hlavni ¢asti véty polozime A = N, B = M — N a uvazime, Ze
Jy-nf =20

Poznamka. Véty 5.1 a 5.3 by bylo mozné shrnout do jednoho tvrzeni o integralu funkce tvaru
af + Bg, kde f, g jsou jednoduché funkce a «, 3 dvé nezdpornd konec¢néa cisla. Prislusné tvrzeni lze
pak indukeci rozsifit na libovolny koneény pocet funkci. Tedy:

(11) Integral linedrni kombinace libovolného kone¢ného poctu jednoduchych funkci s nezapornymi
konec¢nymi koeficienty je roven prislusné linearni kombinaci integralii.

Podobné lze i hlavni ¢ast véty 5.5 zobecnit na ptipad, kdy je M sjednocenim vétsiho po¢tu mnozin:

(12) Integral jednoduché funkce pres disjunktni sjednoceni libovolného konec¢ného poc¢tu méfitelnych
mnozin je roven souctu integrali pres tyto mnoziny. [

Prejdéme nyni k tvrzenim o limitnim prechodu za znamenim integralu, tj. k otédzce, kdy plati rovnost

(13) lim fn= / lim f,.
n—oo [ar M oo

Poznamenejme, ze jde o problém velmi dilezity jak z hlediska teorie, tak i poc¢etni praxe; jak uspoko-
jivé mé TesSeni, zalezi na tom, ktery integradl mame na mysli. Lebesgueovu teorii charakterisuje jednodu-
chost prislusnych vét a — jak uvidime pozdéji — zcela jednoduchy je v ni zejména monoténni limitni
prechod. V pfipadé Riemannova integralu zavisi prislusna tvrzeni velmi vyrazné na stejnomérné kon-
vergenci, coz je podminka zna¢né silné, tedy méné ¢asto splnéna a obtiznéji ovétitelna. U monoténniho
limitniho pfechodu narazime pfitom na tuto nepiijemnost: Pro funkce f,, riemannovsky integrovatelné
napf. v (0,1) nezarucuje podminka f, /' f existenci integrdlu z f ani v piipadé, Ze je tato funkce
v (0,1) omezend. (Pfiklad: Sefadme v8echna racionalni éisla z intervalu (0,1) do prosté posloupnosti
T1, 72y, Tn,--.; funkce f, necht je rovna 1 v bodech 71, ..., r, a vSude jinde v (0, 1) necht se rovnd
0. Jak snadno (napf¥. pfimo z definice integralu) zjistime, je pak Riemanntv integral fol fn pro kazdé
n nulovy; zéroveil je ziejmé, ze f, / f v (0,1), kde f je Dirichletova funkce, a ta — jak zndmo —
Riemanntv integral nemd.) O

Prvni z vét o limitnim prechodu za znamenim integralu méa — pfes svou docasnou nepostradatelnost

Véta 5.6. Jsou-li f a fi, kde k € N, jednoduché funkce na mnoziné M, pak

(14) fk/va:/A4fk//Mf.
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Dukaz.Znerovnosti fi, < fr41 platnych v M pro vSechna k € N plynou podle véty 5.4 nerovnosti
fM fi < fM fr+1, které ukazuji, Ze posloupnost o ¢lenech fM fx je neklesajici. Jeji limita tedy existuje,
a zbyva dokazat, ze je rovna [, f.

Predpokladejme nejdiive, ze f je konstantni, rovna konecnému ¢ > 0. Protoze v pfipadé ¢ = 0 jsou
i vSechny funkce fj, identicky rovny nule a vSe je zfejmé, bud ¢ € R, a necht A € (0,¢) je (zatim)
pevné déno. Protoze f " ¢, tvoii mnoziny Xy := {& € M; fr(x) > A} neklesajici posloupnost;
protoze pro kazdé x € M existuje k tak, ze fi(z) > A, je sjednocenim mnozin X; mnozina M. Podle
véty 3.8 je tedy u (Xy) /" u(M). Protoze je A - xx, < fr < c pro kazdé k, je

) = [ A< [ gos [ e=anon,

z ¢ehoz plynou limitnim prechodem nerovnosti

Ap(M) < lim | fr. <cu(M).
M

" k—oo

Protoze A € (0,c) bylo libovolné, lze provést limitni pfechod A — c—, a okamzité vidime, Ze plati

zévér implikace (14) — zatim ovSem za dodateéného piedpokladu, ze f je konstantni.
Predpokladejme nyni, Ze f je obecnd jednoducha funkce a ze (1) je jeji kanonicky rozklad. Pak jsou

restrikce f|M,, (1 <n < q) konstantni, rovné a,, a podle toho, co jsme jiz dokézali, je tedy

/ fe / f prokazdé n=1,...,q.
M, M,

Se¢teme-li podle n, dostaneme (vzhledem k (12)) zddany vysledek. O

M7

Nasledujici véta ndm umozni rozsitit definici integralu na mnozinu vSech nezapornych méfitelnych
funkci.

Véta 5.7. Necht f je funkce definovand v (méfitelné) mnoziné M a necht {fi} a {gr} jsou dvé
posloupnosti jednoduchych funkci v M. Pak

(15) /8 o/ v M =t [ o= gim [ g
- JM M

k—oo

D @ k a z . Protoze posloupnosti o ¢lenech [ A Jr resp. / ar 9k jsou neklesajici, limity v zdvéru
implikace (15) existuji, a zbyva dokazat jejich rovnost.

Zvolme na okamzik pevné i ¢ N a bud hy, := min (fx, ¢g;); funkce hy jsou jednoduché a spliiuji v M
podminku hy " min(f,g;) = g; pro k — oo, protoze f > g;. Z véty 5.6 a z nerovnosti hy < fi
platnych v M pro vSechna k plyne, Ze [, gi = limy oo [, hie < limg_oo [y, fr-

Protoze i bylo libovolné, vyplyva z toho, Ze lim; .o [, 9i < limg_co [, fr; druhy integral v (15)
je tedy nejvysSe roven prvnimu. Protoze predpoklady véty jsou symetrické vzhledem k funkcim fx, g,
plati i obracena nerovnost, coz dohromady dava zadanou rovnost. [J

Kazd4 funkce f méfitelnd na mnozing M ¢ M je (podle véty 4.14) limitou neklesajici posloup-
nosti {f,,} jednoduchych funkci, jejichz integral jsme jiz definovali; zakladni mySlenkou, jak definovat
integral z nezdporné métitelné funkce, je napsat f jako limitu takové posloupnosti {f,} a definovat
integral z f jako limitu integralt z f,. Protoze posledné jmenovana posloupnost je monoténni, neni
problém s existenci této limity. Problém je v tom, Ze bud se musime rozhodnout, Ze pro danou funkci
f uzijeme zcela uréitou, jednozna¢né definovanou posloupnost {f,} jednoduchych funkei a integral
z f definujeme pomoci ni, nebo musime dokazat nezavislost limity integrala z f,, na blizsi volbé této
posloupnosti. 2¢) Ukazuje se, ze prvni moznost je sice realizovatelna (ve vété 4.14 jsme sestrojili zcela
urc¢itou, na zdkladé funkce f jednoznacné definovanou posloupnost jednoduchych funkci f,, ' f), ale
zcela ,neprakticka“: Soucty funkei f,,, g, pfifazenych takto funkcim f, g, by nemusely tvorit posloup-
nost pfifazenou funkci f + g; analogie véty 5.3 pro obecné (méfitelné nezaporné) funkce by pak nebyla

26') Neni-li f =0, je posloupnosti, které spliiuji (pro danou funkeci f) uvedené podminky, nespoéetné mnoho.

28



trividlnim désledkem véty 5.3 (v niz jsou funkce f, g jednoduché). Podobné potize by se vyskytly
i v celé fadé dalsich situaci.

»,Nastésti“ véta 5.7 zarucuje, ze mizeme jit druhou z naznacenych cest: lim f o Jn opravdu na blizsi
volbé posloupnosti jednoduchych funkei f,,, pro néz je f,, ,/ f v M, nezavisi. Je tedy korektni definovat
Lebesguetv integral funkce f méfitelné a nezaporné v M rovnosti

(16) / f:= lim fn, kde f, jsou jednoduché funkce, pro néz je f, /' f v M.
M

Jak je patrné,
(17) Lebesguetiv integral pfes M funkce méfitelné a nezaporné v M existuje vzdy

a je nezaporny, ne nutné konecény. Toto mimorddné zdvainé tvrzeni budeme mit stdle na paméti. [

Je-li funkce f méFitelnd a nezdporna v M, existuji jednoduché funkce f,,  f; je-li ¢ € (0, +00), jsou
¢fn jednoduché funkce spliujici podminku cf,, / ¢f. Podle véty 5.1 je kromé toho [ v Cfn=c I} v In
pro kazdé n. Z definice integralu plyne, ze [y, fn /[y, f5 [y, ¢fn / [y cf- Z toho je patrné, ze vétu
5.1 lze zobecnit takto:

(18) Je-li funkce f nezdporna a métitelnd v M a je-li ¢ € (0,+00), je / cf=c| [
M M

Podobné je to s vétou 5.3: Jsou-li f, g dvé funkce, nezdporné a méfitelné v M, existuji dvé posloup-
nosti {fn}, {gn} jednoduchych funkci tak, ze f, /' f, gn ./ g; fn + gn jsou pak jednoduché funkce
splijici podminku f, + g, /" f + g. Podle véty 5.3 je [,,(fn + 9n) = [3y fn + [3y 9n (Pro kazdé n),

podle definice integralu plati relace [y, fn / [y fo [ar9n /7 Jos 95 Jor(Fn +90) /7 3 (f +9)-
Z toho je patrnd platnost tohoto tvrzeni (které zobeciiuje vétu 5.3):

(19) Jsou-li funkce f, g nezaporné a méritelné v M, je / (f+9) = / I +/ qg.
M M M

Kombinaci pravé dokdzanych dvou tvrzeni a indukei dostaneme ihned tuto analogii tvrzeni (11):

(20) Jeliq e N, jsou-li fi,..., fy nezdporné funkce méfitelné v M a jsou-li c1,...,cq koneéna
nezéporna ¢isla, je [\, (30 cafn) =20 1 cn [y for O

Dalsi, pfedposledni krok pfi rozsSifovani definice integralu je jednoduchy: Lebesguetiv integral
obecné funkce f méritelné v M pres tuto mnozZinu definujeme rovnosti

(21) / f= / fr— /=, ma-li pravd strana této rovnosti smysl ;
M M M

zobecnéni je korektni, protoZe v ptipadé nezdporné funkce f je f© = f, f~ = 0, a nova definice
integralu je tedy v souladu s definici dosavadni.

Protoze oba integraly na pravé strané (21) existuji a jsou nezdporné, integrdal vlevo neexistuje pravé
tehdy, kdyz jsou oba integraly vpravo rovny +oo. Zaroveil je ziejmé, Ze integrdl (21) je vétsi neZ —oo
resp. mensi nez +o0o resp. konecny prdvé tehdy, kdyz je fM f~ < 400 resp. fM fT < 4oo resp. kdyz
jsou oba integrdly konecné.

Je-li Lebesgueuv integral funkce f pfes mnozinu M konecny, fikdme, ze konverguje; za vSeobecné
prijaté lze povazovat oznaceni prislusné mnoziny funkci:

(22) LM):={f:M—R" [,, feR}.

Podstatné je pfitom pismeno ,L“, nikoli typ pisma, kterym se tiskne.?") [

27) V Cesting jsou bohuzel potize s adjektivem, které by vyjadifovalo, ze dani funkce f ma pfes danou mnozinu
M konecény integral. Obcas se Fika, Ze je pres M integrovatelnd (integrabilni), ale bohuzel to neodpovida mezinarodni
terminologii, kde toto slovo znamena spiSe funkci, kterd mé koneény nebo nekoneény integral. (Bylo by skutecné dosti
zvlastni Fikat o funkci, ktera sice ma integral, ale rovny 4oo, Ze neni integrovatelnd.) V Saksové monografii [6] najdeme
terminy ,sommable pro funkce z £L(M) a ,intégrable“ pro funkce f, pro néz f oy 1 existuje. V cesting (na rozdil od fady
cizich jazykd vé. napf. rustiny) jedno z téchto slov chybi. Nezbyva proto asi nic jiného nez fikat, ze ,integral existuje®,
Hintegral konverguje*, ,funkce mé integral“, ,funkce méa konecny integral“ neboli ze ,funkce patii do L£*.
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Jak jsme jiz Tekli na samém zacatku tohoto oddilu, cekd nés jesté jedno, relativné jednoduché
zobecnéni integralu, které je vSak zcela jiné povahy neZ napf. posledni dvé zobecnéni. 28) Protoze na
integralu se jiz ,,;skoro nic podstatného nezméni“, ale tvrzeni o integralu jsou pii jeho aktudlni definici
ponékud jednodussi, odvodime vétsinu z nich pro integral podle této — jesté ne zcela obecné — definice.

Poznamka. Zatimco v teorii vysta¢ime zpravidla se symbolem [ w f» v pocetni praxi se s vyhodou
uzivaji i jind oznaceni, napf.

(23) f(z)dx, /f(t)dt, flx1,. .., zp)der .. . dxp, /f(ul,...7up)du1...dup;
M M M M

symbolim dz, dzy ...dzp,... se jiz ddvno nepodkladd zadny jiny vyznam (napf. vpravdé archaickd
predstava nekoneéné malgch diferencidli), nez ze slouzi k vyznadeni proménné resp. proménnych
»,bodle které resp. kterych® se ma integrovat. Znacime-li ,proménnou” v R pismenem x resp. ¢, piSeme
v konkrétnich situacich za znamenim integralu misto f zpravidla f(x)dz resp. f(t)dt. Je-li symbol x
vektorovym oznacenim bodu z RP, uzivame pro integral opét symbol f 1 f () dx; ze souvislosti by pak
mélo byt patrné, Ze nepracujeme v R, ale v RP. Zapisujeme-li vSak body z RP ve tvaru (z1,...,2p),
kde zj € R, hodi se k oznaceni integralu tieti ze symboli uvedenych v (23); i symbol [ mizeme pti
tom napsat p-krat za sebou, chceme-li zdtiraznit, Ze jde o p-rozmeérnou integraci, tj. o integraci pres
mnozinu M C RP pfi mife .

Protoze body roviny resp. prostoru znacime ¢asto (z,y) resp. (z,y, z), je nasnadé uzivat pro inte-
graly pfes rovinné nebo prostorové ,atvary“ M napt. znaky

(24) /M f(z,y)dxdy, /M f(z,y,z)dzdydz nebo //M f(z,y)dady, ///M f(z,y, z)dedydz;

posledni dva symboly zvyraznuji dimenzi prostoru, v némz lezi mnozina M.
Uzitecnost symboliky vyuzivajici znakd dz, dy apod. je dobfe patrnd u integralti zavislych na
parametru (nebo parametrech): Je-li f funkce napf. dvou proménnych, je ze zapisu

(25) /M f(z,y)dz resp. /M £ ) dy

ihned vidét, Ze v prvnim resp. druhém piipadé integrujeme vlastné funkci f(.,y) resp. f(x,.) prvni
resp. druhé proménné, zatimco y resp. = je pfi integraci ,,parametrem®. Symboly

(26) /Mﬂ.,y) ]t

jsou sice asi presnéjsi, ale trochu hife Citelné; v kazdém z téchto integralt se integruje podle proménné
nahrazené teckou.

Jsou-li hodnoty f(z) resp. f(z1,...,z,) funkce f ddny ,vzorcem“, ddme pravdépodobné pfednost
nékterému z oznaceni (23), (24); kratky zapis [,, f by v tom pfipadé byl totiz ze ziejmych divodi
zpravidla velmi tézkopadny. [

Pfikro¢me nyni k odvozeni zdkladnich vlastnosti Lebesgueova integralu; tvrzeni (18) lze zobecnit
takto:

(27) Je-li ceR, je / cf =c / f, existuje-li integrdl vpravo.
M M

D 4 k a z staci provést pouze pro nenulova c € R, protoze pro ¢ = 0 tvrzeni plati trividlneé.

Pro kazdé ¢ € Ry je (¢f)T = cf™, (¢f)” = ¢f; z toho podle (18) plyne, ze [,,(cf)" =c [, [T,
Sy lef)” = cf,, [~ Protoze [,, f existuje, lze pravé, tedy i levé strany odecist, ¢imz dostaneme
rovnost z (27).

Protoze (—f)T = f~, (=f)” = [T, je zfejmé piimo z definice integrélu, Ze

(28) / (-f) = —/ f, existuje-li jeden z téchto integrali.
M M

28) Existuji oviem daleko podstatnéjsi zobecnéni Lebesgueova integralu; nejzndméjsi z nich je tzv. zobecnény Lebesgue-

v integrdl a Perroniv integrdl. O obou se ¢tendf mize docist v [2].
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Je-lic € R_, je ¢* := —c € Ry, takze podle toho, co jsme jiz dokézali, je [,, ¢*f = ¢* [, f. Abychom
nahlédli, ze rovnost z (27) plati i nyni, staci uzit tvrzeni (28).

Véta 5.8. Implikace
(29) ,u(M):0:>/f:O
M

plati pro kazdou funkci f : M — R*.

D ik az. Jak vime (viz (3) v odd. 4), je kaZdd funkce definovana na nulové mnoziné méfiteln4.
Pro jednoduché funkce jsme platnost implikace (29) konstatovali v (4). Je-li f nezdpornd, existuji
jednoduché funkce f,, tak, ze f,, / f; protoze [,, fn = 0 pro vSechna n, jei f[,, f = 0 podle definice
tohoto integralu. Pro obecnou funkci f je tedy [,, fT = [,, f~ =0, a v disledku toho i [,, f = 0.

Véta 5.9. Jsou-li méfitelné mnoziny A, B disjunktni a je-li M = AU B, je
(30) / f= / f+ / f, méa-li jedna strana rovnosti smysl;
M A B

analogické tvrzeni plati pro sjednoceni jakéhokoli kone¢ného poc¢tu disjunktnich méFitelnych mnozin.?®))

D @ k a z . Protoze druha ¢ast tvrzeni plyne indukci z ¢asti prvni, dokdzeme jen prvni ¢ast. Pro
jednoduché funkce je tvrzeni obsahem véty 5.5. Je-li f méfitelnd a nezdpornad (v M, neboli jak v A,
tak i v B), existuji jednoduché funkce f, tak, ze f, /' f v M; protoze je [y, fn = [4 fn + [5 fn DTo

kazdé n a protoze
/an//Mf, /Afn//Af, /Bfn//Bf,

je zfejmé, ze dokazovand rovnost plati i v tomto pripadé.
Pro obecnou méfitelnou funkci f je tedy

L=l fr=foefr

a jde jen o to, zdali 1ze druhou rovnost odecist od prvni.

Ma4-li smysl leva strana rovnosti v (30), je bud fM /T < 400 nebo fM [~ < +o0; stejné nerovnosti
pak ovsem plati i pro integraly pres A a B, takze odeéist muzeme. Ma-li smysl prava strana rovnosti
v (30), jsou bud oba integrily vpravo vétsi nez —oo, nebo jsou oba mensi nez +oco. V prvnim ptipadé
jsou integréily z f~ pres A i pfes B koneéné, a totéz tedy plati o integralu pfes M; ve druhém pfipadé
jsou koneéné viechny tii integraly z f+. I nyni lze tedy odec¢ist. [

P¥imym dusledkem prave dokézané véty je toto tvrzeni:

Véta 5.10. Necht N je méfitelnd ¢dst mnoziny M ; pak plati:

1. Existuje-li [,, f, existuje i [ f.

2. Konverguje-li [,, f, konverguje i [, f. Obecnéji: Je-li [,, f vétsi nez —oco resp. mensi nez +oo,
plati totéz o [ f.

3. Je-li f méfitelnd a nezéporna v M, je [\ f < [,/ [f-

Dt kaz. Veveté 5.9 staci klast A = N, B = M — N a pii dikazu posledniho tvrzeni uvazit,
Ze integral z nezdporné (méfitelné) funkce (pres jakoukoli méfitelnou mnozinu) je integralem z jeji
kladné casti, takze je to nezaporné ¢islo. [

Z elementt analyzy zndme piiklady funkei spojitych v intervalu (a,b), pro néz Newtontv integral
f: f existuje, ale Newtontiv integral f: | f| nikoli. Takovym integraltim se ¥ika neabsolutné konvergentni

> P vs . +oo, . . v .
a dobfe znamym prikladem je fo (sin /Id). Na rozdil od toho neabsolutné konvergentni Lebesgueovy
integrdly neexistuji; kaZdy konvergentni Lebesqueuv integral konverguje absolutné:

Véta 5.11. Pro kazdou funkci f méfitelnou v M plati:

29) Tato vlastnost se nazyvéa (koneénd) aditivita integralu vzhledem k integraénimu oboru.
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(31) ’/ f‘ < |f|, existuje-li integrédl vlevo;
M M

(32) integral / f konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integral / [ f].
M M

D ik az. Vzhledem k tomu, Ze | f| = f* + f~, je (podle definice [,, f a podle (19))

(33) o=l =< [ e [ = [ 1,

mé-1i prvni z téchto integralti smysl. Protoze (pro métitelnou funkei f) je konecnost kazdého z integralt
Jas s Jar 1| ekvivalentni s konec¢nosti integrala [,, f*, [, f~, je zfejmé, Ze plati (32).

Véta 5.12. Pro kazdé dvé funkce f, g plati:
(34) f<gv M= / < / g, existuji-li oba integraly .
M M

Dusledek 1. Je-li f méFitelnd v M, je-li |f| < g v M ajelige L(M), jei f e L(M).

Dusledek 2. Je-li f méfitelnd a omezend na mnoziné M konecéné miry, je f ¢ L(M).

Dusledek 3. Je-li f méFitelnd a omezend na mnoziné M a je-li g € L(M), jei fg e L(M).

D i k a z . Platnost tvrzeni z hlavni ¢asti véty je ndm (z véty 5.4) zndma v piipadé, ze funkce f,
g jsou jednoduché.

Jsou-li funkce f, g nezdporné a méfitelné, existuji jednoduché funkce f,, g, tak, ze f,, /" f, 9, /g

v M. Funkce hy, := min(fn, gn) jsou jednoduché; protoze hn < gn, je i [, hn < [}, gn (pro kazdé n).
Protoze h,, /" min(f,9) = fa g, g, je

/fz lim [ h, < lim gn:/ g
]\/[ n—oo M n—oo M M

Jsou-li f, g obecné funkce, které maji pres M integraly, uvazme, ze f < g = f+ <g", f~ >g".
Z toho, co jsme jiz dokazali, pak plyne, Ze

/Mf+§/Mg+, /Mf_Z/Mg_,

Pokud se tyka dusledku 1, staci uvazit, ze z nerovnosti —g < f < g, které v M predpokladame,
plynou nerovnosti g~ = (—g)t < fT < g%, gt = (—g)” > f~ > g~. ProtoZe integrdly z g* a z g~
jsou koneéné, plati totéZ i o integralech z fT a z f~, coz dokazuje, ze f e L(M).

K dtikazu disledku 2 sta¢i uvazit, ze 1) existuje K € Ry tak, ze |f| < K vSude v M a 2) ze
(M) <+oo = [}, K=Ku(M)<+oo = K e L(M), a aplikovat pak disledek 1.

Diisledek 3 plyne z nerovnosti | fg| < K |g| a z dusledku 1, protoze [,, K |g| =K [,,|g] e R. O

a stacéi odecist.

DulezZita poznamka. Jak jiz bylo fec¢eno, nezadporné méritelné funkce maji pres méritelné mnoziny
Lebesguetv integral sice vzdy, integral vsak nemusi byt konec¢ny. Dusledky pravé dokdzané véty patii

vvvvvv

(35) Meétitelnd funkce, majorizovatelna (v absolutni hodnoté) funkci z L, lezi v L.

(V literatufe se nékdy toto dilezité tvrzeni cituje heslem: ,Méfitelnd funkce majici integrovatelnou
majorantu je sama integrovatelna.“ Pak ovSsem autor musi termin ,integrovatelna majoranta®“ defino-
vat jako synonymum ,majoranty z £L“, protoze jinak by tvrzeni bylo trividlné neplatné — kazda funkce
ma totiz majorantu = +oo, a ta méa integral pres kazdou méfitelnou mnozinu. Na rozdil od formulace
z (35) zde hrozi znacné nebezpeci z nedorozuménd; sr. s poznamkou 27).) O
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Zbyva provést zdverecny krok v definici Lebesgueova integralu — krok velmi zavazny z hlediska teorie
a velmi uzitecny z hlediska praxe. Souvisi s tim, ze nulové mnoziny hraji pfi lebesgueovské integraci
yzcela zanedbatelnou roli. Zavedme pfedevsim béZnou terminologii uzivanou v souvislosti s vyjimkami
na nulovych mnozinach:

Je-1i V(z) vyrok tykajici se bodt prostoru R?, budeme fikat, ze vyrok V' plati skoro vSude v mnoziné
M C RP (nebo: V(z) plati pro skoro viechna x ¢ M), existuje-li nulovd mnozina N tak, ze V() plati
pro vSechna x € M — N. Slova ,skoro vSude“ resp. ,,skoro vSechna“ budeme zkracovat na ,,s.v. “; neni
vylouceno, ze ze stylistickych divodu nékdy fekneme napi. ,skoro kazdy“ bod x € M ma& vlastnost
V(z) apod.

Pfipomenme, Ze kaZdd nulovd mnozina je meritelnd. Jisté tedy plati implikace
(36) MecM,u(N)=0= MUNcM, M—NecM, u(MUN)=pu(M—N)=pn(M);

ani priddnim, ani odectenim nulové mnozZiny nezmenime ani meritelnost mnoZiny, ani jeji miru.

Symetrickou diferenci mnozin A, B se rozumi mnoZina
(37) A(A,B):=(A-B)U(B-A);

je to mnoZina viech bodfi, které patii pravé do jedné z mnozin A, B. Rikejme, Ze mnoZiny A, B jsou
ekvivalentni, je-li u (A (A, B)) =0, a piSme pak A ~ B. Protoze pro kazdé dvé mnoziny A, B plati
identity A= ANBU(A—-B), B=ANBU(B— A), je piimym dutsledkem (36) platnost implikace

(38) AeM,A~B = BeM, u(A)=p(B).
Vzhledem k tomu, ze nulové mnoziny tvori o-okruh, je zfejmé, ze plati napt. i tato tvrzeni:
(39) A~ B, V(x) plati s.v.v A = V(z) plati s.v.v B;

(40) V() plati s. v. na kazdé ze spocetné mnoha mnozin M, = V(x) platis.v.v {J, M,. O

Rikejme, ze dvé funkce f, g jsou ekvivalentni v mnoziné M, je-li f = g s.v.v M; piSme pak f ~ g
v M.V této definici je implicite obsazeno, ze obé funkce f, g jsou definovany skoro vsude v M; nemusi
to byt vsude v M!

Z definice méfitelnosti je zfejmé, Ze plati: Jsou-li funkce f, g definovany vsude v M, je-li f méritelnd
v M ajeli f~guvM,jeig méritelng v M.

Z4dn4 zména funkce f na z4dné mnoziné miry 0 neovlivni tedy jeji métitelnost (resp. nemétitelnost).
Funkci definovanou jen skoro vsude v mnoziné M € M | tedy vSude v M — N, kde u (N) = 0, miZzeme
v N vzdy né&jak definovat 39); jakmile je definovana v celém M, m4 smysl otazka, zdali je méfitelna,
a odpovéd na tuto otazku je nezdvisld na tom, jak jsme funkci f na mnoZiné N definovali. Ziejmé
tedy lze méritelnost funkce na mnoziné M zobecnit takto:

Rikejme, e funkce definovand s.v.v méfitelné mnoziné M je méfitelna v M, je-li po (jakémkoli)
rozsifeni na celé M méftitelnd v M v dosavadnim smyslu.

Jak se snadno presvédcime, i po tomto zobecnéni budou platit tvrzeni analogickd tém, ktera jsme
o meéfitelnych funkcich dokézali v oddilu 4. Vyroky platné pivodné vsude lze ve vétsiné pripadu
nahradit vyroky platnymi jen skoro vsude. [I

Podle véty 5.8 je integral jakékoli funkce pies jakoukoli nulovou mnozinu M (na niz je funkce
definovéna) roven nule. Protoze plati i véta 5.9, je zfejmé, Ze i zde mizeme zobecnit:

Predpokladejme, ze M € M a Ze funkce f je méfitelnd v M; pak je f definovana v . M — N, kde
N C M je jistd nulovd mnozina. Bud g néjaké rozsiteni funkce f z M — N na M a definujme:

Integralem funkce f pfes mnozinu M rozumime | 9 v dosavadnim smyslu, pokud tento integral
existuje. Z toho, co jsme fekli, je zfejmé, ze existence ani hodnota integrdlu nezdvisi na zpusobu, jak

N2

bylo rozsirent funkce f 2 M — N mna M provedeno. Definice je tedy korektni; pro pravé definovany

30) Pokud neni N = (), lze to provést nespo¢etné mnoha zplsoby; patrné nejjednodussi je definovat ji v N jako nulu.

33



integral budeme samoziejmé uzivat dosavadni oznadeni | v J+ Spolu s integrdlem zménime ovsem
i smysl symbolu £(M): Bude nyni znamenat systém vSech funkci definovangch skoro vsude v M, pro
néz [,, f konverguje.

Modifikaci vét dokazanych pro integral pres M z funkci definovanych vsude v M na tvrzeni
o ponékud obecnéjsi integraci funkci definovanych jen skoro vsude v M prenechévéame étenafi. Uvedme
jen dva (ndhodné vybrané) ptriklady na to, jak 1ze dokdzané véty modifikovat; ¢tenaiim doporucujeme,
aby sami podobnym zptsobem modifikovali dal$ich nékolik tvrzeni:

(41) f<gsvv M= < / g, existuji-li oba integraly ,
M M
(42) f je méfitelnd v M, |f|<gs.v.v M, ge LIM) = fec L(M), |f|ec L(M).

Poznamka. Je ziejmé, ze plati implikace

(43) fr~gv My ~My = f= / g, existuje-li jeden z integralti.
My My

Funkci f tedy mtzeme podle potieby upravovat na mnozinach miry 0 a stejné tak mizeme pridava-
nim nebo ubirdnim nulovych mnozin ménit ptvodni integracni obor, aniz to jakkoli ovlivni existenci
resp. hodnotu integralu. Pri integraci funkci f,, definovanych jen s.v.v M budeme casto bez komentdre
predpokladat, ze jsou definovany vsude v M, a napt. predpoklad f,, — f s.v.v M nahradime silnéjsim
predpokladem f,, — f vSude v M. Takovéto modifikace jsou pripustné a v praxi nesmirné vyhodne:

Misto toho, abychom integrovali Dirichletovu nebo Riemannovu funkci, mizeme integrovat funkci
(identicky) nulovou; obé funkce jsou totiz rovny 0 s.v.v R.

Integraci funkce f(x,y) := lg (2% +y?) napi. ptes jednotkovy kruh nebrani, Ze f neni v po¢atku defi-
novana, a je lhostejné, rozumime-li ,,jednotkovym kruhem* uzavieny nebo otevieny jednotkovy kruh
U — rozdil je mnozina miry 0; podstatné je, ze f je v M := U — {(0,0)} spojitd (tedy méFitelnd)
a zépornd, protoze to zaruCuje existenci integralu. (P¥i FeSeni tohoto piikladu bychom asi presli
k polarnim souradnicim pomoci véty 6.6 o substituci, kterou vyslovime v néasledujicim oddilu; substi-
tuce ®(r, p) := (rcos g, rsiny) spliiuje podminky véty 6.6 napt. v intervalu (0,1) x (0, 27), pficemz
druhy z intervalti nelze bez poruseni prostoty funkce ® zvétsit. Funkce ® zobrazuje sice uvedeny
otevieny obdélnik jen na mnozinu, kterd vznikne z M odstranénim oteviené tsecky (0,1) na ose x,
ale to nevadi, protoze odstranéné tise¢ka mé dvojrozmérnou miru 0.) O

Nasledujicich nékolik vét ukazuje, ze v jistém smyslu vyjimecné se integrovatelné funkce chovaji
jen na nulovych mnozinach.

Véta 5.13. Je-li f € L(M), je f konec¢nd s.v.v M. Obecnégji: Je-li [,, f < +oc resp. [,, f > —oo0,
jef<+4ocresp. f>—c0s.v.v M.

D tk a z . ProtoZe prvni tvrzeni véty je konjunkei zbyvajicich dvou (obecnéjsich) tvrzeni, a protoze
dikaz tretiho tvrzeni je zcela analogicky diikazu druhého z nich, omezme se na diitkaz druhého tvrzeni.

Z predpokladu [,, f < —+oo plyne, ze [,, fT < +oo. Protoze N := {x € M; f(z) = 4o0} je
méfitelnd mnoZina a protoe v ni je f+ > n pro kazdé n e N, je

n,u(N)z/nS/ fT< /| fT<+oo prokazdé neN.
N N M

To je v8ak mozné jen v piipadg, ze u(N)=0. O
Pravé dokazana véta umoznuje diikaz tohoto velmi zavazného tvrzeni:

Véta 5.14. 1. Rovnost

(44) /M(f+g) = /Mf+/Mg

plati, ma-li jeji prava strana smysl.

34



2. Obecnéji : Je-li ¢ € N a jsou-li cy, ..., cq konecna realna cisla, plati rovnost
q q
(45) / (Z Cn fn) = Z Cn / fn, ma-li pravd strana smysl.
M N 1 M

Dtk az.Ad 1. Protoze soucet integrdli na pravé strané (44) m4 podle pfedpokladu smysl, je
bud [,, f > —o0, [, 9 > —o0, nebo [, f < +o0, [,, g < 400. Protoze druhy piipad lze pievést na
prvni tim, Ze od f, g pfejdeme k — f, —g, coz mé podle tvrzeni (28) za nasledek jen zménu znaménka
u vSech t¥ integralt v (44), staci vySetfit prvni z uvedenych p¥ipadt. Podle véty 5.13 je pak f > —oo,
g > —o0 s.v.v M, a lze jisté predpokladat, ze je to pravda vsude v M; pak je ovSem i f +¢g > —o0
viude v M a vSechny t¥i funkce f~, g—, (f + ¢)~ jsou v8ude v M konecné.

Se¢tenim (evidentnich) nerovnosti —f < f~, —g < g~ dostaneme nerovnost —f —g < f~ 4+ g7,
a protoze jeji prava strana je nezaporna, je v dusledku toho

(46) (f+9)” <f +g vSudev M.
Rovnosti
(47) (f+9) +tu=f +g°

je tedy v M definovéna koneénd méfitelnd nezdporna funkce u, a z tvrzeni (19) plyne, Ze je

Lo fpum e

7Z identity

(49) (f+9t—(f+9) =f+g=f"—f"+9" -9

platné vSude v M plyne se¢tenim s identitou (47) identita

(50) (f+o)t+u=f"+g4"

platnd také véude v M. Podle tvrzeni (19) lze opét integrovat, ¢imz dostaneme rovnost

foreors fo= [+ o

odecteme-li od ni (48), dostaneme (44).
Ad 2. Rovnost (45) je pro ¢ = 2 pfimym disledkem 1. ¢asti véty a tvrzeni (27); pro obecné q se
ziska snadnou indukci. [J

Jak vime, pres nulovou mnozinu mé kazda funkce f nulovy integral; nemusi byt v této mnoziné
dokonce ani definovana. Plati téz tvrzeni: Je-li f = 0s.v.v M € M, je fo = 0. Pro nezdporné
funkce je k dispozici i obracené tvrzeni:

Véta 5.15. Je-li f >0s.v.v M ajeli [,, f=0,je f=0sv.v M.

D ik a z . Protoze mnozina N := {z € M; f(x) > 0} je sjednocenim posloupnosti mnozin N,
{x e M; f(x)>1/n}, staci dokdzat, ze vSechny mnoziny N, jsou nulové. To vSak je zfejmé z relaci

oz/Mf>/”f>/“jl=iu<Nn)>0. O

Ze zékladnich v&t o Lebesgueové integralu ndm zbyva dokédzat tvrzeni, v nichz vystupuji bud
nekonecné posloupnosti funkci nebo nekonecné posloupnosti mnozin. Pujde tedy o zdvislost inte-
grdlu na integrandu resp. na integracnim oboru. Nasledujici véta obsahuje dvé tvrzeni o monotonnim
limitnim prechodu za znamenim integrdlu.
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Véta 5.16. Necht je kazd4 z funkci f,, kde n € N, méfitelnd a nezapornd s.v.v M. Pak plati:

(52) n/fvajAn/Aﬂ
(53) FoNfsv.v M, fie L(M) = /an\/Mf.

D i k az .1 Dokazme (52): Pro kazdé n ¢ N existuje posloupnost jednoduchych funkei f,j tak,
7e for /" fn Pro k — oo. Funkce g, := max(fin, fon,- -, fan) jsou jednoduché a spliuji podminky
In < fu < f, gn /[ (viz vétu 4.15). Protoze fM gn /" [y [ (podle definice posledniho integrélu), je
€7 [y o /" Jar £

2. Abychom dokézali (53), uvazme pfedevsim, ze z relaci 0 < f, < f1 € L(M) plyne, Ze je
fM fn € R pro kazdé n. Podle véty 5.13 jsou funkce f,, konecné s.v.v M, takze funkce g, := f1 — fn

jsou definovany s.v. v M; jsou tam navic métitelné a s.v.nezdporné, pricemz g, / f1 — f s.v.v M.
Podle véty 5.14 a (52) je tedy

AﬁfAm:Amfm:A%/Aﬁﬁﬂ:Athﬂ

zévér implikace (53) ziskdme odectenim [, f1 a zménou znaménka.

Véta 5.17. (Fatouovo lemma.) Pro kaZzdou posloupnost nezapornych funkei f,, méfitelnych v M
je
(54) / liminf f,, < liminf/ f-
M M

n—oo n—oo

D ik az.Oznacime-li g, := inf{fx; k > n}, jsou g, nezdporné méfitelné funkce tvorici neklesajici
posloupnost s limitou lim inf f,; kromé toho je g, < fn, tedy i [;, gn < [, fn. Podle véty 5.16 je tedy

/ liminf f, :/ limgnzlim/ gnzliminf/ In gliminf/ fn. QO
M M M M M

Nasledujici véta o limitnim prechodu za znamenim integralu je zaloZena na mozZnosti majorizace

vvvvv

Lebesgueova véta o majorizovaném limitnim prechodu za znamenim integralu.

Véta 5.18. Jsou-li f,, funkce méritelné v M a je-li f,, — f s.v.v M, plati tato tvrzeni:
1. Existuje-lIi funkce g € L(M) tak, Ze | f, | < g pro véechna n € N skoro viude v M,31) je

(55) ”ILH;O -/M Jn= /M I

2. Je-li 4 (M) < 400, staci k platnosti (55) existence konstanty K ¢ Ry, pro niz je | f,| < K pro
vSechna n e N skoro vsude v M.>?)

3. Je-li i (M) < +o00 a navic f,, € L(M) pro véechnan e N, f,, — f stejnomérné v M, plati (55).33)

Dukaz.Ad 1. VSechny funkce f, lezi podle disledku 1 véty 5.12 v £(M); bez Gjmy na obecnosti
1ze (vzhledem k vété 5.13) predpoklddat, Ze g i vSechny funkce f,, jsou koneéné vsude v M a Ze plati

31) Je jedno, rozumime-li tomu tak, Ze pro kazdé n existuje nulovd mnozina N, tak, ze | fn| < g vSude v M — Ny,
nebo Ze existuje nulovd mnozina N tak, Ze pro kazdé n a vSude v M — N plati nerovnost | f, | < g. Sjednoceni nulovych
mnozin N, je totiz nulovd mnozina.

32) Funkce f,, : M — R, pro néz existuje K € Ry tak, #e nerovnost | f, | < K plati pro kazdé n € N viude v M,
se nazyvaji stejné omezené v M — konstanta K omezujici shora funkce | fy | nezavisi na n.

33) Véta o limitnim pfechodu se silnym piedpokladem stejnomérné konvergence f, — f hraje v Lebesgueové teorii
(na rozdil napf. od Riemannovy teorie) zcela podruznou tlohu, protoze je trividlnim disledkem Lebesgueovy véty.
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nerovnosti —g < f, < g pro vSechna n a vSude v M. Funkce f,, + g, g — fn jsou pak méritelné
a nezaporné, takze podle Fatouova lemmatu plati relace

/M(f+g)Z/M(limfn+g)=/Mlim(fn+g):/Mliminf(fn—i—g)gliminf/M(fn—i—g),

[ o-n= [ tag=1mp)= [ tmg— )= [ timint(o - £,) < mint [ (g £.).

Uvazme predevsim, ze pro kazdou posloupnost ¢isel a,, € R* a pro kazdé ¢islo b € R je lim inf a,, <
lim sup a,,, — liminf (—a,) = lim sup a,, liminf (a, £b) = liminf a,, £b. Ode¢téme pak od prvni fadky
v (56) ¢islo [,, g € R a druhou fadku v (56) naopak odectéme od [, g; dostaneme relace

/Mf:/M(f+g)*/Mggliminf/M(fnJrg)—/Mg:hminf/Mfm
/Mf:/Mg_/M(g_f)Z/Mg_hminf/M(g—fn):—liminf(—/an) :hmsup/an,

z nichz plyne, ze
/ f< liminf/ fn < limsup/ fn < f
M M M M

Protoze se prvni vyraz rovna poslednimu, maji prostiedni dva vyrazy touz hodnotu, takze existuje
limita [,, fn; rovna se ovSem [,  f. Tim je dokézana hlavni Gast véty.

(56)

2. ¢ast véty plyne ihned z jeji 1. asti, protoze p (M) < 400 = K ¢ L(M).

3. ¢ast dokéazeme takto: Z Bolzano-Cauchyho podminky stejnomérné konvergence f, — f v M
plyne existence ¢éisla N € N, pro néz je | f, — fn| < 1 v M pro vSechna n > N. Pro takovd n je pak
[l <Vfn—fN|+ 1INl <14|fn]| e L(M), astali tedy aplikovat 1. éast véty. O

Predchéazejici tvrzeni maji i své velmi obecné a dobfe aplikovatelné analogie pro fady. Prvni z nich
miizeme charakterizovat heslem: KaZdou fadu s meritelnymi nezdpornymi cleny lze integrovat clen po
clenu. Presné feCeno:

Véta 5.19. Pro kazdou posloupnost (s. v.) nezapornych funkci f, méfitelnych v M je
51 [ t=> [ s
o w2

D akaz.Protoze > ,_; f /Y rey fis Plyne (57) z vét 5.14 a 5.16. O

Nasledujici vétu lze nazvat integralnim kritériem konvergence rady funkci; je ovSem zaroven jednou
z vét o integraci Tady clen po clenu.

Véta 5.20. Pro kazdou posloupnost funkci f, méfitelnych v M plati: Je-li

(58) g/M|fn|<+m,

konverguje fada ) .-, f,, absolutné s.v.v M, jeji soucet patti do L(M) a je

D ik az. Oza¢imeli F :=> 7 |f.|, je F e L(M) podle (58) a podle véty 5.19, takze F je
podle véty 5.13 skoro vSude koneéné. V kazdém bodé x € M, v némz je F(z) € R, konverguje fada
S o2 ) fn(z) absolutné. Jeji soucet f(z) je tedy definovan pro s.v.z € M a je méfitelny; vzhledem
k tomu, ze | f| < F s.v.v M, je f € L(M) podle véty 5.12. Uvazime-li, ze s.v.v M je

PAESIAES AR
k=1 k=1 k=1
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vidime, Ze na ¢dstecné soucty fady lze aplikovat Lebesgueovu vétu; z toho ihned plyne (59). O

Véta 5.9 se tykala (konefné) aditivity Lebesgueova integrdlu vzhledem k integraénimu oboru.
Posledni (¢islovand) véta tohoto oddilu ukazuje, v jakém smyslu lze vétu 5.9 zobecnit na piipad
spocetnych disjunktnich systémt méfitelnych mnozin; prislusné vlastnosti integralu se fiké o-aditivita
vzhledem k integracnimu oboru.

Véta 5.21. Necht M je sjednocenim spocetné mnoha disjunktnich méfitelnych mnozin M,,. Pak je

(60) / F=y / f, existuje-li integral vlevo.
M — JM,

D i k a z . Protoze pfipad kone¢ného systému mnozin M, je rozfesen vétou 5.9, pfedpokladejme,
Ze nyni jde o nekonec¢nou posloupnost mnozin.
Necht je nejdfive f > 0 vsude v M. Polozme P, := M; U ---U M, pro kazdé n € N a bud

f(z) pro v8echna =z ¢ P,
fnl@) = 0 provsechna zeM—P,[’

Pakje0< f, /" f v M, takze
R WA W WV s
1\/11 ]\/—[n n M M
coz je totéz co (60).

Pro obecnou funkci f ovéfime platnost tvrzeni pomoci rozkladu na kladnou a zapornou ¢ast a toho,
co jsme pravé dokazali.

Poznamka. V prave dokazané vété je predpoklad existence integralu vlevo podstatny; z konvergence
fady vpravo neplyne existence integralu vlevo (a tedy ani rovnost v (60)). Ukazuje to tento priklad:

Necht M,, := (n — 1,n) pro kazdé n ¢ N, takze M = R, ; necht f :=1/n v intervalu My, a f :=
—1/n v intervalu Ma,,. Pak jsou integraly pfes M,, rovny po fadé 1, —1, 1/2, —1/2, ... ,1/n, —1/n,
..., takZe soucet fady na pravé strané rovnosti v (60) je roven 0. Integrdl vlevo vSak neexistuje,
protoze oba integraly | v It f 1 /7 jsou ziejmé rovny souctu harmonické fady. [

O Lebesgueove integralu jsme dokézali fadu obecnych vét, ale vypocitat jej umime vlastné jen v pfi-
padé, Ze integrand je konstantni nebo obecnéji ,,po ¢astech konstantni“. Protoze vypoctu vicerozmérné-
ho Lebesgueova integralu bude vénovana ¢ast oddilu 6, omezme se zde jen na pfipad jednorozmérné
integrace. Pro integral funkce f pres interval s krajnimi body a < b se pak uziva bézny symbol f: 5
pripsdnim znacek (R), (L), (N) pfed znak integralu miuzeme rozlisit, zdali mame na mysli Riemanntiv,
Lebesguetiv nebo Newtoniv integral.

Poznamenejme predevsim, ze podobné jako Riemanntiv integral ani Lebesguetv integral se vétsinou
nepo¢itd primo, ale pomoci primitivnich funkei, tedy v zdsadé pomoci integralu Newtonova. V [3]
(kapitola 8, §8, véta 1) se dokazuje, Ze

b b
(61) (L)/ f= (N)/ f, kdykoli oba integraly existuji;

protoze dikaz je zaloZzen mj. na vlastnostech Lebesgueova integralu s proménnou horni mezi, neni pro
nas dostupny. Dodejme vSak, Ze tvrzeni (61) plati z daleko hlubsich dévodt : Oba uvedené integraly
jsou totiz specidlnimi pfipady tzv. Perronova integrdlu — viz napi. [2] nebo [5].

Protoze nemame prostiedky k tomu, abychom tvrzeni (61) dokézali obecné, spokojime se s timto
specialnéjsim tvrzenim, s nimz ovSem pfi elementarnich vypoctech vétsinou vystacime:

(62) Tvrzeni (61) plati za dodateéného predpokladu, ze funkce f je spojitd v (a,b).
D i k a z . Necht oba integraly (61) existuji. Ze spojitosti funkce f v (a,b) plyne existence funkce

F primitivni k f v (a,b), a je ovSem (N)f: f=F(b—)— F(a+). Zvolme pevné ¢isla a,, n € Z, tak, ze
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je...<ap<ap1<...<a<a<...<a,<..., a_p, —a, a, — b. Pak je F(a_,) — F(a+),
F(a,) — F(b—) a podle véty 5.21 plati i relace

an n—1 Ap41 e o] ap41 b
OFRNED Y T SN RV OF A
G=n k=-n Ak k=—o00 ag a
Z toho je patrné, Ze staci pro kazdé n € N dokézat rovnost (N)f:fn f= (L)fjj‘n f, coz je v podstaté
totéz, jako kdyz fekneme, Ze rovnost ze (61) staci dokdzat za dodateéného predpokladu, Ze interval
(a, by je kompaktni.

Stale ovSsem predpokladame, ze f je v tomto intervalu spojita; jak vime, lze pak funkci F' spojité
rozsitit na celé (a,b) a funkce f je v (a,b) stejnomérné spojitd. Je-li tedy dano libovolné ¢islo € € Ry,
existuje 6 € R tak, ze
€

Ve ), o e ), o~ <6 = 1S ~ )] < g

Bud D:a =129 <z <...<x4,=>néjaké déleni intervalu (a,b) s | D|| < 6. Pisme

F(b) — F(a) =Y (F(xx) — Fwr-1))

k=1

a uvaZme, ze podle Lagrangeovy véty o prirtstku funkce existuji body & € (xk—1,xy) tak, Ze rovnost
F(xg) — F(zk—1) = f(&)(xr — xx—1) plati pro kazdé k =1,...,q. Protoze je | (&) — f| <e/2(b—a)
viude v (zy_1, 1), je

b b b p T
‘(N) i f—(L)/a f)_’(F(b)—F(a))—(L)/a f\:’ ;((F(mk)—F(m1))_(5)1k1f)‘
| ;(f@m_xk1>—<L>/mf)\ - | ;;<(L)/wk e - [ )]
<@ [ 1 1< g S — ) = § <=

vzhledem k tomu, ze € € Ry bylo libovolné, je z toho patrna rovnost obou integrélt.

Poznamka. Vzhledem k tomu, ze jak Newtontv, tak Lebesguetv integral je aditivni funkce inter-
valu, staci ve vété pfedpoklddat, ze funkce f je v (a,b) po cdstech spojitd. Existenci obou integrild je
samoziejmé tieba i nadéle predpokladat!

Vime ovSem té7, Ze existence Lebesgueova integralu v (1) je zarucena, pokud je f v (a,b) nejen
spojita, ale navic nezdporna. V tom pfipadé neexistence integralu na pravé strané (1) znamend, Ze je
bud F(a+) = —oo nebo F(b—) = +0o0, a piislusny Lebesguetiv integral je pak roven +oo.

Protoze integral
+oo
sin x
/ dx
O :1:

existuje v Newtonové, ale neexistuje v Lebesgueové smyslu, je v pripadé, ze funkce f meéni své
znaménko, na misté nalezita opatrnost. [J

Bohuzel jen mélo funkci mé za primitivni funkci néjakou jednoduchou kombinaci ,elementarnich®
funkci; v nékterych pripadech nam vsak pri integraci muze pomoci véta 5.20:
Priklad. Protoze
lg(l—2z) =z !
63 —_—— = ro vsechna x € (0,1),
(63) RIS 0.1)

protoze

bygn-t1 ™l 1 .
dr = [—2} = — pro vSechna neN
0 n n?lo n
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o0

a protoze fada » .-, n~ 2 konverguje, konverguje (podle véty 5.20) fada > °~ | (z"~!/n) absolutné pro

s.v.z € (0,1).3%) Jeji soucet patii do £({0,1)) a je

"g(1—x) 1 n?
4 _ el N T
(64) /0 . dz E 2 6

jak vime napf. z komplexni analyzy. [

Na z&vér je$té naznacme, jak by se dalo dokazat, ze pro kazdy kompaktni interval {a,b) C R je

b b
(65) (fR)/ f= (L)/ f, existuje-li integral vlevo,

tj. ze Lebesguetv integrdl je obecnéjsi nez integrdl Riemanniuv. K diikazu uzijeme tuto zajimavou a pro
teorii integralu dilezitou existenéni vétu (sr. s JII, véta 161):

(66) (fR)fab | existuje pravé tehdy, kdyz je funkce f omezend v (a,b) a kdyZ md mnozZina N vsech
bodii z € (a,b), v nichZ je f nespojita, miru 0.

Z ni ihned plyne, ze kaZdd riemannovsky integrovatelnd funkce md konecny Lebesguetiv integral:
Protoze restrikce f|((a,b) — N) je spojitd, je podle véty 4.1 méfitelnd v (a,b) — N, tedy i v {(a,b),
protoZe u1 (V) = 0. ProtoZe f je omezend, je (podle disledku 2 véty 5.12) f € L({a, b); zbyva dokazat
rovnost obou integralt ze (65):

Pro kazdé déleni D : a = zp < z1 < ... < x4 = b intervalu (a, b) je
inf f({xg—1,2k)) < f <sup f({zxgp_1,2zk)) vSude v (Tg_1,xk)

pro k=1,...,q, z ¢ehoz lebesgueovskou integraci a seCtenim dostaneme nerovnosti

b
(67) s(D) < (&) / /< S(D).

v nichz s(D) resp. S(D) znamend dolni resp. horni (riemannovsky) soucet odpovidajici déleni D.
Protoze (R) f; f je spoleéna hodnota suprema vsech dolnich sou¢td a infima vSech hornich souctu,
plyne z nerovnosti (67) (platnych pro kazdé déleni D) ihned rovnost (R) f; f=w f; I

6. Fubiniho véta a véta o substituci

Obé hlavni véty tohoto oddilu budeme muset pro nedostatek ¢asu ponechat bez dukazu (ktery
¢tenaf najde napf. v ucebnicich [2] a [6]).

Fubiniho véta jedna o moZnosti pfevedeni integrace pies danou mnozinu M C RP*9 na sled integraci
pres vhodné ¢asti RP a RY. Abychom se mohli stru¢né, ale pfesné vyjadfovat, budeme potfebovat
nékolik novych definic, oznaceni a tmluv.

V celém tomto oddilu budeme &slem r rozumét vdy p+q. Body z € RPT? = R” budeme ztotoZiiovat

s body R? x R?a v souvislosti s tim je budeme zapisovat ve tvaru (z,y), kde z = (x1,...,2,) € RP,
y = (Y1,---.Yq) € R9.%) Pred oznafenim [,, f(z)dz integralu pfes mnozinu M C R” dame prednost
oznaceni

//M fz,y) dedy.

Budeme-li potfebovat Lebesgueovu miru ve viech prostorech R?, R?, R” = RP*4 soudasné, budeme

N

uzivat podrobnéjsich symbolt jip, ftg, fbr = tp4q. Mnoziny a funkce, které jsme dosud nazyvali krétce

34) To 1ze ovSem snadno dokazat i bez uziti véty 5.20; je dobfe zndmo, ze fada konverguje absolutné viude v (—1,1),
diverguje v bodé 1, konverguje neabsolutné v bodé —1.
35) Ztotoziiujeme tedy posloupnost (x1,...,Zp,Y1,.--,Yq) Cisel z R s dvojici {(z1,...,%p), (¥1,---,Yq¢)}-
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méFitelné, budeme v piipadé potfeby nazyvat (p)-méfitelné, (¢)-métitelné a (r)-méfitelné; podobné
tomu bude napft. s nulovymi mnozinami a se slovy ,s.v.“ — v pfipadé potfeby budeme mluvit napf.
o (p)-nulové mnoziné nebo o vyroku, ktery plati (r)-s.v. apod. O

Zac¢neme integraci ptres cely prostor R” a pfislusny vzorec uvedeme nejdiive ve tvaru, v némz se
v bézné pocetni praxi pise.

Véta 6.1. (Fubiniho véta pro prostor RP"%.) Rovnosti

1) J[ ta@adeay= [ ([ f@ga)ae= [ ([ ramds)ay

plati, existuje-li prvni z integrali.
Patrné bude vhodné urcité véci v souvislosti s pravé uvedenou vétou vysvétlit resp. pripomenout.
1. Predpoklad, Ze prvni z integralt existuje, v sobé implicite zahrnuje, Ze f je (r)-méfitelnd funkce
definovana (r)-s.v.v R"; integrujeme ji pfes R” pfi (Lebesgueové) r-rozmérné mife. Neni podstatné,
zdali je integrdl konecny nebo ne. 3¢)

2. Protoze ve druhém resp. ve tfetim integralu integrujeme (pfes R? resp. pfes R?) funkci

() F(z):= [ f(z,y)dy resp. G(y):= | f(z,y)dx

R4 RP
a protoze véta tvrdi, Ze je to mozné, musi byt funkce F', G definovany skoro vSude (prvni (p)-s. v.v RP,
drubé (g)-s.v.v R?).

3. Je bezpodmineéné nutné rozumét rozdilu mezi prvnim integrélem v (1) a dal§imi dvéma inte-
graly; nékdy se pro leps$i rozliSeni uziva terminti dvojny pro prvni integral a dvojndsobny pro druhy
a tfeti integral. Pozdéji uvedeme piiklad funkce, pro niz sice existuje druhy i t¥eti integral, ale prvni
nikoli; ,,poc¢itdme-li* naivné takovyto neexistujici integral jakoby Fubiniho vétou (coZ je samoziejmé
nesmyslné), miize se stat leccos — kazdy z dvojnasobnych integralt mize mit nap¥. jinou hodnotu!

4. Pfic¢ina, pro¢ se v zapisu Fubiniho véty uziva fada licenci bude jasna, uvedeme-li jeden z moznych
presnych zapisu této véty.

Predpokladame existenci integralu

(3) I= | f;
RT

protoZe integrujeme pres R", je jasné, ze f je (r)-méfitelnd funkce definovana (r)-skoro vsude v R”
(coz samo o sobé& ovSem k existenci integralu nestac?).

Véta tvrdi, ze za uvedeného pfedpokladu existuje (p)-skoro vSude v R? resp. (¢)-skoro vSude v R?
integral

(4) F(z) = qu(%-) resp. G(y) := IRpf(-,y);

f(z,.) resp. f(.,y) je pfitom, jak zndmo, funkce, jejiz hodnoty jsou v bodech y € R? resp. z ¢ RP dény
rovnostmi

(f(ac7 ))(y) = f(x,y) resp. (f(, y)) () = f(z,y), m&-li pfislusnd prava strana smysl.

Véta déle tvrdi, ze funkce F' mé integral pres RP, funkce G pres RY, pficemz

(5) / F=1, G=1.
RP Ra

36) To je jeden z Jarnikovjch p¥inost k teorii Lebesgueova integralu — p¥inos bezesporu dilezity z hlediska teorie,
ale hlavné nesmirné uziteény z hlediska tzv. praze, v tomto pfipadé ,pocetni praxe®. Pfevidime-li (p 4+ ¢)-rozmérnou
integraci na sled integrace p-rozmérné a g-rozmérné, staci dokazat existenci (p+q)-rozmérného integralu; teprve nasledny
vypocet (pokud je prakticky proveditelny) ukéze, zdali integral konverguje nebo ne. Méfitelnd nezdpornd funkce integral
ma a nic tedy nebrani aplikaci Fubiniho véty. Méni-li integrand znaménko, lze Casto existenci prislusného integralu zjistit
pomoci majoranty; protoze majoranta je vzdy nezdporna, miuzeme ke zjisténi, zdali lezi v £, uzit Fubiniho vétu.
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Jak je patrné, museli bychom pfi formdiné presném zapisu misto jedné fadky napsat tfi a navic asi
zavést dvé nova oznaceni F, G. Davame-li pfiméfeny pozor a jsme-li si védomi vSech uzitych licenci,
nemuze byt jen formdiné méné dokonaly zéapis (1) pFi¢inou zddné chyby napf. pfi vypoétu. O

Vysvétleme nyni, jak bychom mohli pomoci véty 6.1 pocitat r-rozmérnou miru néjaké (méfitelné)
mnoziny M C R”. Mira je integral z charakteristické funkce pres cely prostor:

(6) i O0) = [ ar,

Oznalme [ := yp a uvazme, jaké vlastnosti maji funkce f(z,.), f(-,y), které bychom méli inte-
grovat pres R? resp. RP; protoze vse je do zna¢né miry symetrické v p a g, vySetfujme podrobnéji napt.
prvni z téchto funkci. Konstatujme pfedevsim, Ze funkce ¢, := f(z,.) je pro s. v.z méfiteln, tj. ze ex-
istuje nulovd mnozina N C RP tak, Ze tato funkce je méfitelna pro kazdé = € RP — N; predpokladejme
v dalsim, Ze x je takto zvoleno.

Protoze ¢, (y) = f(x,y) = xm(z,y) pro kazdé y € RY, je ¢, (y) rovna 1, je-li (z,y) € M, a rovna 0,
neni-li tomu tak. Definujeme-li tedy

(71) M>* :={y e R?; (x,y) € M} prokazdé = c RP,
je

Pz (y) =

1 pro vSechna y e M**
0 pro v8echna y e R? — M**

 je tedy charakteristickd funkce mnoziny M®*, a jeji integrél pfes R? je (¢g-rozmérna) mira této
mnoziny. (ProtoZe predpokldddme, Ze z € RP — N, je mnozina M®* méfitelnd.) Misto abychom
integrovali funkci ¢, pfes RY, muzeme integrovat konstantu 1 pres M**; vysledek bude tyz.

Zatim jsme tedy dokéazali, ze

®) mon= [ o= [ ([ L) = [ o) da

tento vysledek 1ze jesté dale upravit:

Oznacime-li I, (M) ortogonélni pramét mnoziny M do prostoru RP, tj. klademe-li
(91) II,(M) := {z € R?; existuje y € R? tak, ze (z,y) € M },

je ¢z = 0 pro kazdé z € R? — II,(M), a zddlo by se tedy, Zze nic nebrani nahradit v (8) integraci
pfes R? integraci pres II,(M). Tim bychom se v8ak dopustili hrubé logické chyby, protoze primét
(méfitelné !) mnoziny M mtze byt neméiitelny! 3”) Na ,praktické poc¢itani“ viak tyto potiZe nemaji
zédny vliv, protoZe je nepravdépodobné, ze bychom meéfitelnou mnozinu s neméfitelnym prumétem
nékdy potkali — pokud ji zrovna nehledame.

Casto se integruje napf. pies oteviené mnoziny, jejichz priiméty jsou, jak snadno nahlédneme, také
oteviené. Pokud ma mnozina M, pfes niz integrujeme, hranici miry 0 (coz je asi ,vétSinou“ pravda),
je jedno, zdali integrujeme pres M nebo pfes int M, a tato posledni mnozina je ovSsem oteviena, takze
s prumétem nejsou zadné potize.

V (8) tedy nemuzeme napsat II,(M) misto R”, ale mizeme tam napsat jakoukoli (p)-méfitelnou
mnozinu, kterd tento primét obsahuje. Jind moznost je méfitelnost pramétu predpoklddat; tim nase
,braktické pocitani“ rozhodné nezatizime komplikovanym ovéfovanim. Shriime tedy vysledky a pfide-
jme k nim i jejich analogie, které by z nich vznikly zdménou x a y:

Polozime-li
(72) M*Y .= {x c¢RP; (z,y) € M} prokazdé yc R,
(92) IT, (M) := {y € R?; existuje = € R? tak, ze (z,y) € M },
plati toto tvrzeni:
37) Je-li X C R, ma mnozina Y := {(z,0) € R%?; z € X} lezici na ose x dvojrozmérnou miru rovnou 0, a to

i v pfipadé, ze jeji primét X do osy x je (pfi jednorozmérné mifre) neméfitelny.
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Véta 6.2. Necht M je (p + q)-méfitelnd mnozina. Pak plati: Mnozina (71) je (q)-méfitelnd pro
(p)-skoro vSechna x € RP a mnozina (73) je (p)-méfitelnd pro (q)-skoro vSechnay € RY. Je-li ortogondlni
primét (91) resp. (92) mnoziny M do RP resp. do RY méfitelny, plati rovnost

(10) iy (M) = /

pq (M*®*) dx resp. pprq (M) = / pp (M™Y) dy;
I, (M)

I, (M)
pokud priimét méritelny neni, Ize jej nahradit jakoukoli méfitelnou mnozinou, ktera jej obsahuje.

Poznamka. Mnozinam
(11) {la,y) e M5 aeRP, y e R}, {(z,b) e M; 2 eRP, be R}

se ¢asto ikd rezy mnoziny M rovnobézné s linedrnim obalem L, resp. L, prvnich p resp. poslednich ¢
soufadnych os v RPT4. Mnoziny (71), (72) s nimi velmi tizce souvisi: Prvni resp. druhy z ezl je roven

(12) {(a,y) e RPT%; y e M**} resp. {(z,b) e RPTY; 2 M*b}.

Miru by bylo mozné pfenést z R? resp. z R? evidentnim zptisobem do prostorti rovnobé&znych s L,
resp. s L, tak, Ze by mira fezli a k nim piisluSnych podmnozin RP resp. R? byla stejn4. Kdybychom
to provedli, méli bychom moznost velmi nézorné fici, jak lze dojit k mife mnoziny M : Vypocitaji se
miry vsech Tezi rovnobéZnych napr. s L, a zintegruji se pres L.

Velmi dulezity pfiklad. Je-li f méritelnd nezdpornd funkce definovand viude v (méfitelné) mnoZiné
M e RP, plati rovnost

(13) ppir ({(2,9) € R e M, 0 <y < f(x)}) :/Mf7

tj. (p+ 1)-rozmérnd mira ,mnoZiny pod grafem funkce f“ je rovna integrdlu z f pres M. Poznamene-
jme, Ze se tomuto tvrzeni fika geometricky vyznam integrdlu z nezdporné funkce.

Priklad odpovidéa ¢ = 1, pfi¢emz pro kazdé x € M je

(0,+00), je-li f(x) =400
M = <07 f(:L‘)>, Je-li f(w) eRy
{O}a je‘h f(:C) =0

ProtoZe (jednorozmérnd) mira kazdé z téchto mnoZin je rovna piislusnému f(z), ziskdme ¢islo z levé
strany (13) podle véty 6.2 integraci funkce f pfes mnozinu M.

Podobné, jsou-li dany dvé funkce f < g méfitelné v M, je

tps ({(,y) € R w e M, f(z) <y < g(x)}) = /M(g—f);

nyni se ziejmé jedna o miru ,mnoZiny mezi grafy funkci f a g“. O
Zobecnénim véty 6.1 je

Véta 6.3. (Fubiniho véta pro obecnou mnozinu.) Je-li f funkce méfitelnd na (méfitelné) mnoziné
M C RPH, je

(14 | s@wasay= [ ([ sewa)ar= [ ([ iz

misto integrace pres RP resp. pres RY lze integrovat pres jakoukoli méfitelnou podmnozinu tohoto
prostoru, ktera obsahuje primeét I1,(M) resp. I1,(M) mnoziny M do R? resp. do R?.

Dulezita poznamka. Pii aplikaci Fubiniho véty je nutné ovéfit existenci prvniho integralu v (14).
Nejcastéji prichazeji v ivahu dvé metody ovérovani:

1. Je-li integrovana funkce f méritelna a nezdporna v M, neméme zadny problém — integral existuje;
nemusi byt sice konecny, ale to je pii aplikaci véty 6.3 nepodstatné.
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2. Méni-li méfitelnd funkece f v M své znaménko, tj. maji-li obé mnoziny {x ¢ M; f(x) > 0},
{r ¢ M; f(z) < 0} kladnou miru, mtZzeme se pokusit najit funkci g € L(M), pro niz je |f| < g
(s.v.v M); podle dusledku 1 véty 5.12 a podle véty 5.11 je pak také f ¢ L(M), |f| € L(M). Jak
jsme jiz naznacili v poznamce 2) pod ¢arou, o tom, zdali funkce g lezi v £L(M), se lze asto presvédéit
pomoci Fubiniho véty, protoze majoranta je vzdy nezdporné.

Ezistuge-li proni z integrdli v (14), existuje ¢ druhy a tieti integrdl a vSechny tii integrdly se rovnaji;
dvojny integrdl muzZeme pocitat dvojndsobnou integract, a na poradi integraci ,,podle x“ a ,podle y*“
nezdlezi. %)

Pokud dvojny integral neexistuje, nelze o existenci zbylych dvou integralti obecné nic tvrdit — mohou
existovat oba, nebo jen jeden z nich, nebo zadny z nich. Pozor v8ak! I kdyZ oba dvojndsobné integrdly
existuji, nemusi mit stejnou hodnotu!

Je-li p nebo ¢ vétsi nez 1, mizeme Fubiniho vétu aplikovat znovu, aniz je nutné cokoli dalsiho
ovéfovat. Pro pfipad r = 3 plati tedy napf. rovnost

(15) // f(z,y, 2) dedydz = / (/ (/ f(z,y,2) dm) dy) dz, existuje-li integral vlevo;
R3 R VJR VIR

na potadi, v némz integrujeme podle jednotlivich proménnych, nezalezi,??) takze plati jesté dalsich 5
identit podobnych (15). Pro obecnou mnozinu M C R3? pifslusny vzorec neuvadime, protoZe oznaceni
Hrezi“ by bylo dosti komplikované; stac¢i pamatovat si, ze nemusime integrovat pres mnoziny, na nichz

je piislusné funkce (identicky) rovna 0. O
Uvedme nékolik piiklad souvisejicich s Fubiniho vétou:

Priklad funkce, kterd nemé dvojny integral a pro niZ oba dvojnasobné integraly sice existuji, ale
maji ruzné hodnoty, neni viibec komplikovany — staci zvolit vhodnou racionalni funkci na vhodném
¢tverci! 40) Necht

(16) Fz,y) = ﬁ M :=(0,1) x (0,1).

Snadno se presvéd¢ime, ze
2 _ .2

oy E(L)
(3:2—|—y2)2 - 3y 72 +y2
pro vSechna (z,y) # (0,0); v dusledku toho je

[ Y P

y=0

Protoze f(y,z) = —f(z,y), je vSak

/01 (/olf(x’y) df”)‘ly = —[arctgy}é =—ir. O

Je pozoruhodné, Zze mozna nerovnost mezi dvojnasobnymi integraly, pfed niz jsme pravé varovali,
muZe mit i pozitivni vyznam; lze na zakladé ni dokazat napt. zdkladni vétu algebry!

Dukaz zakladni véty algebry. Necht n € N a necht f(2) := 2" + a,_12""* + -+ + ao, kde a;, jsou
komplexni é&isla. Pfejdéme do komplexnich polarnich soufadnic, tj. pisme z = re*, kde r je nezdporné,

38) Neméli bychom fikat, Ze napf. v prostfednim integralu ve (14) integrujeme ,nejdfive podle x, pak podle y*,
protoze v tomto poradi jsou integraly jen ,napsany“. Ve skutecnosti integrujeme nejdrive podle y, a vysledky se teprve
potom integruji podle z. Vhodnéjsi je tedy napft. Fici, ze ,uvniti“ integrujeme podle y, ,,vné“ podle x.

39) K tvrzeni, Ze miizeme podle jednotlivych proménnych integrovat v jakémkoli pofadi, se jesté vratime; k diikazu
budeme potiebovat vétu o substituci — viz 1. ptriklad za vétou 6.6.

40) Tim je neovéfovani existence dvojného integralu pii aplikaci Fubiniho véty nebezpecnéjsi; ignorujeme-li zasady
solidni matematické analyzy a zvykneme-li si pfili§ napf. na obskurni metody bezduchého kalkulu, v némz se hlavné
pocita, ale co a jak, neni podstatné, muzeme se dockat nepfijemného prekvapeni, Ze totiz na poradi integraci ,,obcas®
zéalezi! Neni divu, ,poéitdame-li“ néco, co neexistuje.
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t realné. Jednoduchym vypoctem zjistime, ze realna ¢ast A(r,t) a imaginarni ¢ast B(r,t) funkce f(re®)
jsou dany rovnostmi
n—1
(171) A(r,t) = 1" cosnt+ Z ¥ (o, cos kt — By sin kt)+ag,
k=1
n—1
(172) B(r,t) = r"sinnt+ Z 7k (B cos kt + ay sin kt)+5,,
k=1

kde oy, resp. By je redlna resp. imaginarni ¢ast Cisla ag.
Uk4Zzeme, 7e piedpoklad f # 0 vsude v C, tj. A% + B2 > 0 viude v (0, +0c0) x R, vede ke sporu.

Zacneme tim, ze za uvedeného predpokladu dokazeme, ze funkce

0A 0B 1 (8A 0B

1 . 9C oD
C(T, t) = m(a —A 67~ )7 .D("’7 t) = m E _AE) sp]nLIjl identitu E = E

Je-li B(r,t) # 0 v néjakém bodé (r,t), je v jistém jeho okoli

(181) C = %(arctg %), D= %(arctg %) ,

a uvedené tvrzeni plyne ze zaménnosti parcidlnich derivaci 2. fadu. Je-li A(r,t) # 0 v néjakém bodé
(r,t), je v jistém jeho okoli

0 B
(182) C= —E(arctg Z), D=—-—— (arctg —) )
a argumentace je analogicka.
Pro kazdé R € R integral

P[]
0<r<R ¢

0<t<27

konverguje, nebot integraéni obor je kompaktni a mé tedy koneénou miru, a integrand je v ném spojity,
tedy méritelny a omezeny. Prislusné dvojnasobné integraly by proto mély mit stejnou hodnotu. Je vSak

R 2 oC R R
/ ( —dt)drz/ (C(r,2m) — C(r,0)) dr:/ 0dr =0,
0 o Ot 0 0

protoze funkce C je 2m-periodickd v proménné ¢, a

~ [foc  [%oD

J(t) = = D(R,t) — D(0,) = D(R, 1),

o =), o
protoze 0A/0t i 9B /0t jsou v bodé (0,t) rovny 0. Z definic funkci A, B, D navic snadno plyne, Ze

—nr® + E(r,t)

D(Ta t) = r2n +F(r, t)

pro vhodné polynomy E(r,t), F(r,t) v proménné r stupné mensiho nez 2n, jejichz koeficienty jsou
omezené funkce proménné ¢. Délime-li v &itateli i ve jmenovateli vyrazem r2", je z toho patrné, ze
zlomek pro r — +oo konverguje k —n stejnomérné v R (vzhledem k proménné ¢), takZe pro vSechna
dost velkd R je zlomek sam mensi nez napf. —%n pro vSechna t; pro vSechna dost velkd R je tedy

27
D(R,t)dt < —nm < 0.
0
Dvojnasobné integraly se tedy nerovnaji, coz je hledany spor. Jeho piicinou byl predpoklad, ze se
polynom f nikde v C neanuluje, protoze z néj plynula existence dvojného integralu I. Tento pfedpoklad
byl tedy nespravny; zavér: Kazdy komplexni polynom kladného stupné md v C aspor jeden koven. [
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Dalsi dva ptiklady naznadi, jak lze pocitat nékteré jednorozmérné (Lebesgueovy nebo Newtonovy)
integraly metodou integrace podle parametru, zalozenou na Fubiniho vété.

Priklad 1. Integral

! arctgx

—dx
0o V1 —x2

muzeme pocitat napi. takto: Jak snadno ovérime, je

arctg x Loay ., )
- :/0 oy pro kazdé z ¢ (0,1);

(19) I:=

podle Fubiniho véty je

= /o1 (/01 1 +x2yi§/m)dx N /o1 (/01 (1 +m2yi§m>dy’

protoZe integrand je méfitelny a nezdporny v (0,1) x (0,1). Substituci x = w(t) := sint, t € (0, %7‘(’),
a pak substituci ¢t = ¥ (u) := arctgu, u € R, dostaneme:

/1 dx _/“/2 dt _/+°° du _ T

o (I+a22)v1—22 Jo 1+y2sin’t Jo 1+0+y)u?  2/T+42
Odtud plyne, ze

:%ﬂ'lg(l—k\/i).

1
1= %7‘(‘ / Ay
o V1+y?

Detaily vypoctu lze jisté prenechat ¢tenari. Jeho hlavni myslenkou bylo nahradit ¢ast integrandu
integralem a — po zjisténi, ze prislusny dvojny integral existuje — integrovat v obraceném poradi; jak
je patrné, muze se stat, ze s integraci v jednom poradi mame podstatné potize, zatimco integrace
v obraceném poradi je proveditelna.

Priklad 2. Vypocet Newtonova integralu, ktery neni integralem Lebesgueovym, integraci podle
parametru je zpravidla obtiznéjsi. To je prirozené, protoze Fubiniho vétu nebudeme moci uzit pfimo;
vSechny integraly, o nichz se mluvi ve Fubiniho vété, jsou totiz Lebesgueovy.

Je dobfe znamo, ze integral

+oo s
(20) = / ST dr
0

X

1 +oo
- = / e "dy
T 0

platné pro kazdé x € R. Dosazenim dostaneme rovnost

“+o0 “+oo
(211) J:/ (/ e~ ™Y sinzdy) dz,
0 0

ktera sice sama o sobé nic nefesi, ale zménou poradi integraci ziskdme dvojnasobny integral, ktery
vypocitat dovedeme:

+oo “+o0 +00 dy
(213) K := / (/ e sinxdaz) dy :/ —— = iT.
0 0 0 1+ Yy

Cely nas problém by byl tedy vyfesen, kdybychom dokazali, ze K = J. Jak jsme vsak jiz rekli,
nemuzeme k dikazu této rovnosti uzit Fubiniho vétu pfimo, protoze pfislusny dvojny integral neexis-
tuje. (Kdyby existoval, byl by integral J Lebesguetiv, coz neni pravda.)

Abychom mohli Fubiniho vétu aplikovat, musime zmensit integracni obor, a to tak, aby dvojny
integral pfes néj existoval. Integral J neni Lebesguetv proto, ze integrujeme do +oo; piSme proto

Ize vypocitat uzitim identity
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misto této horni meze mez n € N a ozna¢me struéné M,, := (0,n) x R;. Protoze integrand f(z,y) :=
e~ sinz méni znaménko, neni ani existence integralu [ M, f na prvni pohled patrna; nezbyva nic
jiného nez hledat n&jakou majorantu funkce f lezici v L(M,,).

Jako prvni nés patrné napadne funkce e~*Y, kterd je majorantou funkce f(z,y) v celém R?;
k rozhodnuti, zdali e=*¥ patii do £L(M,,), uzijeme Fubiniho vétu: ProtozZe je

n +oo n
// e”Wdxdy = / (/ e” " dy) dx = / dr = +o00,
(0,m) % (0,400) 0 0 o L

funkce e~*¥ bohuzel do L(M,,) nepatii — a hned vidime proé¢: Posledni integrél je roven +oo, protoze
funkce 1/x je u nuly prilis velkd; tato funkce se vSak ve vypoctu objevila proto, Ze jsme pivodni
integrand f(z,y) odhadli u bodu 0 ,,velmi necitlivé“: Funkce sinz ma v bodé 0 limitu 0, a my jsme
ji odhadli jednickou.

Protoze pro vSechna x € Ry plati nerovnosti 0 < [sinz| < x, je ze~*Y majorantou funkce f(x,y),
a tato majoranta ma integral pres M, rovny n, tedy koneény. Podle Fubiniho véty je tedy

(22) K, = /On (/O+OO e Y sinxdy) dr = /0+OO </0" e einx dx) dy ;

snadno pritom zjistime, ze

n 1_ —ny .
(23) Ry = [ e s ap = L2 conn)
0 v+ 1

pro vSechna n € N a vSechna y € R,..

Otéazkou nyni je, zdali je lim,, .., K, = K, tj. zdali mtzeme provést limitni pfechod za znamenim
integralu f0+°° F,(y)dy v (22); k ovéfeni uzijeme Lebesgueovu vétu: Protoze je lim, . Fi(y) =
f0+00 e "sinzdr (pro vSechna y ¢ R;), sta¢i najit n&jakou majorantu g(y) vSech funkci F,(y),
patfici do £L(R,). Jak snadno ovéfime, nerovnosti |e™™ cosn| < 1, [e ™ysiny| < nye ™Y < 1 plati
pro viechna n € N a vechna y € R, ; druh4 z nich plyne z toho, e (kladnd) funkce te™* ma v R
maximum rovné 1/e < 1. Funkce g(y) := 3/(y? + 1) je tedy (vzhledem k (23)) hledanou majorantou
funkei F,,(y); jeji integrovatelnost pfes R, je ziejma.

Résumé: Limitni pfechod n — oo lze v identité (22) provést; v disledku toho J = K = ¢7.41) O

Obratime se nyni k problematice véty o substituci pro vicerozmérné integraly; abychom tuto vétu
mohli viibec vyslovit, musime zavést nékteré pojmy z teorie funkci vice proménnych.*?)

Budeme fikat, ze @ je reguldrni zobrazeni mnoziny {2 C RP, jsou-li splnény tyto podminky:

1. Mnozina € je oteviena (v RP), ®(Q2) C R?;

2. @ je tifdy C; v ;%)

3. hodnost matice ®'(z) je rovna p v kazdém bodé x € 2.44)

V Jarnikové DII (véta 212) lze nalézt toto tvrzeni:

Véta 6.4. Je-li @ : Q — RP reguldrni zobrazeni, je mnozina ®(X) oteviend pro kazdou otevienou
mnozinu X C Q. Specialné: Obor hodnot ®(2) zobrazeni ® je otevieny. Je-li zobrazeni ® navic prosté,
je i zobrazeni ®_; : ®(Q) 2 Q inverzni k ® reguldrni, a to na mnoziné ®(1).

Pro regularni prosté zobrazeni se v poslednich desetiletich ujal nazev difeomorfni zobrazeni neboli
difeomorfismus, tedy jakysi diferenciadlni homeomorfismus; neni divod neuzivat jej, protoze dobfe
vystihuje podstatu véci a terminologii Gcelné zestrucriuje.

Nésledujici véta obsahuje nékterd zavazna tvrzeni dokdzand v kapitole VI Jarnikova JII:

41)
42)

Dalsi priklady uvedeného typu ¢tenar najde v Jarnikové JII.
Dikaz véty o substituci by si naproti tomu vyzadal znalost celé fady hlubokych vét z teorie funkci nékolika
proménnych, jejichz dikazy nejsou — jak lze ocekdvat — nikterak jednoduché. VSechny je lze nalézt jak v Sikorského
knize [6], tak i v Jarnikovych ucebnicich DII a JII.
43) Pfipomenme, Ze to znamend, ze parcidlni derivace 1. fadu funkce ® podle vSech proménnych jsou v Q spojité.
44) Jinymi slovy, determinant této matice (tedy tzv. Jacobiho determinant neboli jakobidn vektorové funkce ®) je
vsude v  nenulovy.
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Véta 6.5. Je-li ¢ : Q) — RP difeomorini zobrazeni, plati:
1. Je-li X C Q méfitelnd mnozina, plati totéz o mnoziné ®(X).
2. Je-li X C Q nulovd mnozina, plati totéz o mnoziné ®(X).

3. Je-li funkce f méfitelnd na mnoziné Y C ®(Q), je funkce f o ® méfitelnd na mnoziné ®_1 (V).

I nésledujici vétu najdeme v JII (véta 103).

Véta 6.6 (o substituci v Lebesgueové integralu). Je-li & difeomorfni zobrazeni mnoziny <), plati
implikace:

(24) McQ-= f= / (fo®)|det ®'|, existuje-li jeden z integrali ,
(M M

(24*) NcCoQ) = / f= / (f o ®)|det ®’|, existuje-li jeden z integrali .
N 1(N)

Z praktického hlediska je velice dilezité, Ze rovnost v (24) resp. v (24*) je zaruGena existenci
kteréhokoli z napsanych integrali. 45)

Jsou-li splnény ostatni predpoklady véty, zejména tedy predpoklad, Ze zobrazeni ® je difeomorfni,
midZeme substituci provést, aniz je nutné predem zjistovat, zdali integrdl na levé strané (24) resp. (24*),
v némz substituci provadime, existuje! Integral se pfitom substituci miiZze natolik zjednodusit, Ze se
jeho existence (tj. existence integralu na pravé strané (24) resp. (24*)) da dokéazat jiz daleko snadnéji.

Priklady. 1. Jednoduchym piikladem difeomorfismu R?P na RP je permutace soutadnic; je to zo-
brazeni tvaru ®(z1,...,1,) := (i, .., 7,), kde (i1,...,4p) je permutaci p-tice (1,...,p). Je zfejmé,
ze pak |det ®'| = |+1| = 1.

Permutaci soufadnic mizeme tedy provést v kazdém integralu; z toho napf. ihned plyne, Ze pfi
prevodu p-rozmérného integralu na sled p jednorozmeérnych integraci miZzeme integrovat ,podle jed-
notlivych proménnych® v libovolném potadi. To velmi Gcelné doplnuje Fubiniho vétu a je pro pocetni
praxi velice dtlezité.

2. Ponékud obecnéjsim prikladem difeomorfismu R? na RP je linedrni zobrazent, jehoz matice ma
nenulovy determinant (tj. je reguldrni). Jacobiho determinantem tohoto zobrazeni je determinant
pfislusné matice.

3. Diilezitym difeomorfismem je zobrazeni ®(r, ) := (rcosp,rsing), kde r € Ry, ¢ € I, kde I
je otevieny (jednorozmérny) interval délky 27, tedy interval tvaru (a,a + 27), kde o € R. Tento
difeomorfismus souvisi s pfechodem od poldrnich souradnic ke kartézskym; zobrazuje Ry X (o, a4 27)
na rovinu R2, z ni% je vynechdna uzaviena polopfimka vychéazejici z pocatku a svirajici s kladnym
smérem osy x thel a. Jeho jakobian, jak snadno nahlédneme, je roven r — viz téz ptiklad 1 z dodatku
k tomuto oddilu. Protoze vynechand polopfimka mé dvojrozmérnou miru nula, lze od kartézskych
souradnic prejit k poldrnim pri vypoctu integrdlu pres jakoukoli rovinnou mnoZinu M .

V jednom z Keplerovych zékont se mluvi o ,,plose opsané privodic¢em“ télesa pohybujiciho se pod
vlivem slunecni ptitazlivosti po nékteré z kuzelosecek; vzorec pro obsah mnoziny M, dané v polarnich
soutadnicich podminkami tvaru

(25) a<p<fB,0<r<fo),

kde 0 < 8 —a < 2m akde f: (a,3) — Ry je spojita funkce, se potfebuje i v jinych souvislostech.
Mnozina M je pak oteviend (tedy méfitelnd) a jeji mira se vypocte takto:

(26) //dacdy— // rdrde = /(/Of(@)rdr)dgoz/aﬁéfQ(w)dnp.

a<¢<ﬂ
0<r<f(p

45) Je opét Jarnikovou zasluhou, Ze vyslovenou vétu dokézal pravé v tomto tvaru, tedy bez predpokladu, Ze integraly
jsou konec¢né. V dusledku toho ji lze uzit i k dikazu existence resp. konvergence integralu. Snad je na misté i poznamka,
e zacatkem 50-tych let, kdy byl Lebesguetiv integral na MFF UK v Praze poprvé (v déjinach CSR) zafazen do vjuky
formou kursovni prednasky, nebyly tyto souvislosti jasné ani zndmym zahraniénim odbornikim na teorii integralu.
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4. Neméné dilezitym difeomorfismem je zobrazeni
U(r,p,0) := (rcospcosb,rsinpcosb,rsinb),

kde (r,¢,0) € Ry x (0,2m) x (—4m, 37). Souvisi s pfechodem ze sférickyich souradnic ke kartézskym
v prostoru R3. Oborem jeho hodnot je prostor R?, z ného# je vynechdna uzaviend polorovina, ktera
obsahuje kladnou ¢ast osy x a jejiz hranici je osa z. Jak snadno zjistime, je jakobian zobrazeni ¥ je roven
r2 cos 0 — sr. s prikladem 12 resp. 10 v dodatku k tomuto oddilu, kde se vysetiuje difeomorfismus o néco
obecnéjsi. Protoze vynechand polorovina méa trojrozmérnou miru nula, lze od kartézskych soutadnic

prejit ke sférickym pri vypoctu integrdlu pres jakoukoli mnoZinu M C R3. O
Dodatek k oddilu 6

Ackoli si tento text neklade za kol naucdit ¢tenafe pocetni technice Lebesgueova integralu, prece
jen by bylo skoda neuvést nékteré uzitecné priklady, které ukazi, jak se obecné véty obsazené na
predchazejicich strankach aplikuji. Priklady jsou castecné pfevzaty z Jarnikova JII, kde je pocetni
technice vénovana celd dlouha kapitola VII a ¢ast kapitoly VIII.

Zacéneme jednoduchym, ale dilezitym prikladem aplikace véty o substituci v kombinaci s Fubiniho
vétou. V komplexni analyze se sice Fresnelovy integrdly f0+oo sin 22 dx, f0+°° cos z?dx poéitaji tzv.
residuovou vétou, ale potfebuje se pfi tom tento vysledek:

Priklad 1. Tzv. Laplacetv integral je integral

+o0 2
(1) I::/ e " dx.
0

Je ziejmé, ze existuje — integrand je nezaporny a spojity, tedy métitelny v R, . Z podobného divodu
existuje integral

(2) // e~ (@ +v?) dxdy :/ (/ e dac)e_y2 dy :/ e dr / e_dey =I?;
Ry xR Ry IRy R, Ry

v§imnéme si, Ze jsme uzili Fubiniho véty opravnéné (integrand je méFitelny, nezdporny), a Ze se v tomto
okamziku viibec nemusime starat o to, zdali je kone¢ny nebo ne.
V prvnim integrélu v (2) provedme substituci do polarnich soufadnic, tj. polozme

(3) r=rcosp, T =rsiny.

Zde je nutné byt opatrnéjsi a ovérit fadné predpoklady: Substituce, kterou mame na mysli, odpovida
funkci

(3%) ®(r,¢) := (rcosp,rsing), kde re Ry, ¢e(0,4m),

ktera zfejmé uvedenou mnozinu bodt (r, ¢) zobrazuje prosté na Ry x R, coZ je obor, pies ktery v (2)
integrujeme. Jakobian substituce je determinant jeji derivace, tedy funkce

cosp —rsing

/ —
) det '(r, ¢) = sinp  rcosgp

=r>0.

Jak vidime, jsou vSechny pfedpoklady véty o substituci splnény, takze podle (2) a (4) je

/2 +oo /2 /2
I = // refrzdrdgpz/ (/ refﬂd?")d@:/ ([7%(;,«2]30@)0@:/ 3dp =
0 0 0 0

0<r<+oo
0<p<m/2

.

PN

Z toho plyne hodnota Laplaceova integralu:

(5) _ /Om o= YT,



Substituci x = y/at, kde a € Ry, ziskdme tento ponékud obecnéjsi vysledek:

+o0 ' 1
(6) / e_‘”?dx:j/z. O
0 2V«

V celé fadé situaci hraji nenahraditelnou tlohu funkce nazyvané gamma (I') a beta (B). Jsou
definovany rovnostmi

+oo
(7) I'(s) := / =5 e % dx pro kazdé s e R,
0

1
(8) B(p,q) := / P71 —2)9 dx pro kazdé p e Ry akazdé q e Ry ;
0

jak snadno nahlédneme, jsou oba integraly pro uvedené hodnoty parametri s, p, ¢ kladné a konecné
(zatimco pro vSechny ostatni hodnoty téchto parametri by byly rovny +o0).

Priklad 2. Dokazme pfedevsim, Ze

I'(p)I'(q)
L(p+q)

D 1 k a z . Podle definice funkce I" a podle Fubiniho véty je

—+oo —+oo
(10) I'(p)T(q) = / xP e da / Yy te Vdy = // 2Py 1= @) dpay .
0 0 R

2
+

9) B(p,q) =

pro vSechna pe R4, ge R, .

Funkce
(11) ®(u,v) := (uwv, u(1 —v)), kde ueR;, ve(0,1),
je v uvedeném oboru prostd, nebot rovnice = uv, y = u(1 — v) maji vzhledem k u, v jednozna¢né
feseni
x .
r+y’

(12) u=xr+y, v=
pfitom je patrné, ze mnozina Ri se zobrazi funkei ®_; (popsanou pravé uvedenymi vztahy (12)) na

mnozinu Ry x (0,1). Protoze @ je t¥idy Cw a protoze — jak snadno zjistime — je det ®'(u,v) = —u,
lze na posledni integral v (10) aplikovat vétu o substituci, ¢imz dostaneme rovnosti

T'(p)T(q) = //R o w- (uww)? - (u(l =) e dudv
+oo

1
- / uPtile = gy - / vP 1 =) dov =T (p + q)B(p,q),
0 0

coz jsme méli dokézat.
V rovnosti (8) lze provést substituci z = w(t) := sin’¢t, ktera zobrazuje interval (0, 17) prosté na
interval (0, 1), pficem# w'(t) = 2 sintcost je v (0, 37) spojita a kladna. Tim dostaneme identitu

/2
B(p,q) = 2/ sin?? ! tcos?? L tdt;
0
piSeme-li jesté o := 2p, B := 2q a uzijeme-li (9), vidime, zZe
/2 I'(3a)T(}
(13) / sin® ! tcos? Tt dt = M pro vechna « € Ry a vSechna g e R, .
0 2T(3 (e +9))

Tim jsou viechny konvergentni integraly pies interval (0, 37) ze souéintt mocnin (i s necelymi ex-
ponenty !) funkei sinus a kosinus vyjaddfeny pomoci hodnot funkce I', které jsou podrobné tabelovany;
v celych néasobcich ¢isla % je lze jednoduse vypocitat :
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Integraci per partes ziskdme snadno identitu

(14) I'(s+1) =sI'(s) prokazdé scRy;

uvazime-li, ze I'(1) = f0+oo e ®dx = 1, vidime, Ze pro kazdé n € N je
Fn+1)=nl(n)=nn-1)In-1)=---=nn-1)(n-2)---2-1-T(1),

tedy ze

(15) I'(n+1) =n! pro kazdé celé ¢islo n > 0.

Funkce I'(s) je tedy rozsitenim faktoridlu (n —1)! z N na celé R, ; zaroveii je vidét, Ze rovnost 0! = 1,
uzivana i v elementarni matematice, ma daleko hlubsi divody, nez je napf. jen platnost rovnosti

(1) = 7o

pro vSechna celd ¢islan > 0, k > 0, pro néz je 0 < k < n.

Provedeme-li v rovnosti (5) substituci = /s, dostaneme rovnost
(16) I'(3)=v7;
podle (14) je tedy

(2n—1)N

5 /7 pro kazdé celé n>0. O

(1) Dt d) = (o= B3 AT -

Pravé dokazané vzorce se nam budou hodit v nékolika dalsich ptikladech, v nichz se vyskytnou
integraly typu (13); uSetfi ndm — nap¥. v pfipadé vétsich lichych a, 8 — nékdy dosti pracnou integraci
per partes.

Priklad 3. Vypoc¢téme obsah (neboli dvojrozmérnou Lebesgueovu miru) vnittku ,smycky“ lem-
niskaty obsazené v poloroviné x > 0, popsaného v kartézskych souradnicich x, y nerovnostmi

(18) (2 +9°)? < 2a*(a® — %), >0,
kde @ € R4. V polarnich soufadnicich r, ¢ ma nerovnost (18) tvar
(18a) r? < 2a® cos 2¢p

a poloroviné z > 0 odpovidaji pfitom dhly ¢ € (— 271' L 7). Primét mnoziny (18a) do osy ¢ je mnozina

viech ¢ € (—3m, 7), pro néz existuje r € Ry tak, Ze plati (18a); Je 1dentlcky s mnozinou téch ¢

(z uvedeného intervalu), pro néz je cos2¢p > 0, tedy s intervalem (—im, 7). Pfi kazdém takovém ¢
integrujeme podle r od 0 do a+/2 cos 2.

Je proto
—— /4
//da:dy— // rdrdp = / [; 2] 26052@d / cos2¢pdp =a®. O
—m/4 —m/4
0<r<ay/2cos2¢p

—7/4<p<m/4

V pravé uvedeném piikladu jsme pfesli k poldrnim soufadnicim proto, ze v nich je ,kartézsky“
vyraz z2 4+ y? velmi jednoduchy. Z dalsich dvou piiklad@ bude patrné, Ze poldrni soufadnice ¢asto
modifikujeme se stejnym cilem — aby se nerovnost, kterou je integra¢ni obor popsan, zjednodusila.

Priklad 4. Bud

(19) M :={(z,y) eR*; (x+y)® <zy,z>0,y>0};
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nyni by se vypocet obsahu mnoziny M zjednodusil substituci ® popsanou rovnostmi
(20) x=rcos’p, y=rsin’p;

je v8ak tfeba zjistit, zdali je pfipustna, tj. zdali je ve vhodném oboru difeomorfismem. Protoze je tfidy
Cs v celém R? a protoze jeji jakobian je

cos?p —2rcospsing

(21) sin? %) 2rsin p cos

= 2rsingpcosy >0 pro kazdé ¢ e (0,17),

zbyva jesté dokazat, Ze je prostd v polopasu N := {(r,p); r e Ry, 0 < p < %w} a Ze tento polopés
zobrazuje na R .
Je ziejmé, ze ®(N) C R%; protoze lze z rovnic (20) pro kazdé (z,y) € R jednoznaéné vypocitat

(20a) r=x+y (eRy), ¢=arctg (e (0,3m)),

a e

je zobrazeni prosté a na Ri. Vztahy (20a) popisuji ovem zobrazeni ®_;. V  kiivocarych® soufadnicich
r, ¢ méa mnozina M popis 0 < r < sin? pcos? ¢, z néhoz je patrné, ze priimétem do osy ¢ je cely
interval (0, 37).

Véta o substituci a vzorce (13) a (15) vedou k tomuto vysledku:

w/2 sin? ¢ cos?
NQ(M)://dxdy: // 2rsingpcoscpdrdcp:/ (/ 27"dr)sin<pcosgod<p
0 0
M

0<r<sin? ] cos? 7]
0<p<m/2

/2 ;2 2 w/2 1_‘2(3) 92 1
o 217 sin® pcos” ¢ . . . 5 5 B B _
,/0 %], s1n<pcos90ds0—/0 sin” ¢ cos ¢d¢72r(6)72-120*@'

Priklad 5. K vypoctu obsahu vnitiku M astroidy, tedy mnoziny popsané v kartézskych souradnicich
nerovnosti

(22) x2/3+y2/3 <a2/3,

kde a € R, uzijeme opét k¥ivocarych soutfadnic, v nichz se tato nerovnost velice podstatné zjednodusi.
Uzijeme substituci ®(r, ¢) popsanou rovnostmi

(23) r=rcos’p, y=rsin®p,

ktera je t¥idy Cs v R? a — jak snadno nahlédneme — prost4 napi. v oboru R, x (0, 27), ktery zobrazuje
na R? — {(z,0); z € (0, +00)}. Protoze se vSak jeji jakobian

cos® p  —3rcos? psiny

/ _
(24) det ®'(r, ) = sin® ¢ 3rsin@cosep

2
= 3rsin® ¢ cos? ¢

anuluje pravé ve vSech bodech (r,¢), jejichz obrazy lezi na osich soufadnych, bylo by tfeba pfed
aplikaci véty o substituci tyto body odstranit. Patrné o trochu jednodussi je postupovat takto:

Vzhledem k tomu, Ze nerovnost (22) spliiuji spolu s kazdym bodem (z,y) i body (*z,=+y), je
p2(M) = 4ps (M NRZ), pFiemz pro (r, ¢) z mnoziny Q := Ry x (0, %W) je determinant (24) nenulovy;
rovnosti (23) jsou pak ekvivalentni s rovnostmi

3/2 Yy
(230) r= PP Ry, p=aret Y (< (0.4m),

coz dokazuje prostotu restrikce ® | a zéroveti i rovnost ®(Q2) = R?. Nerovnost (22) piejde v novych
soufadnicich r, ¢ ve zcela jednoduchou nerovnost r < a.
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Podle véty o substituci a vzorct (13) a (17) je tedy

.2 2 » T2(3) 2 3_ o
ug(M):él// dxdy =6 // 2rsin” p cos” p drdy = 6a“ - = 6a” - =57
M

2T(3) 4
0<p<n/2
0<r<a

Priklad 6. Tzv. Descartesiv list je kfivka popsana parametricky vztahy

t 2

25 = — —_ -
(25) T e YT i

kde t ¢ (—o0,—1)U(—1,+400);

jeji geometricky obraz obsahuje ,smycku“ obsazenou v prvnim kvadrantu ), jejiz vnittek M se da
v kartézskych soufadnicich popsat nerovnostmi

(26) B4y <zy, x>0, y>0.
Substituce
(27) z=rcos??p, y=rsin?p, reRy,, e (0,im),

spliiuje vSechny predpoklady véty o substituci: Je v uvedeném oboru t¥idy Cs, rovnice z (27) lze jed-
noznaéné vytesit vzhledem kr a ¢ (je-liz e Ry, y e Ry, jer = 3/a3 +y3 e Ry, p = arctg((y/x)>/?) €
(0,37)) a jakobidn

cos?Pp —ZrcosT3psing| 2 173 13
2/3 3 = —rsin” "/’ pcos

%) grsin_l/ggocosgo 3 4

sin

je v8ude v uvedeném oboru nenulovy (a neomezeny, coz ovsem pii aplikaci véty 6.6 nevadi). (26) prejde

v nerovnost r < sin®/® ¢ cos?/3 o, z niz je patrné, Ze primét do osy ¢ je interval (0, 17). Obsah mnoziny
2/3

M je roven integralu z jakobidnu pfes obor Q := {(r,¢); 0 < ¢ < im, 0 <r < sin®? pcos?/3 p}, tj.

1 /2 sin?/3 o cos?/3
o (M) g// 2rsin_1/3<pcos*1/3gpd<p:/ [r2]0 ? “sin™Y3 pcos™/3 pdyp
Q 0

/2 1 /2 1
z/ Sin4/3apcos4/3<p~sin71/3gocos_1/3<pdcp:g/ Singocoswdap:g.
0 0

Priklad 7. Jak jsme jiz nékolikrat fekli, prechazime od kartézskych souradnic ke vhodnym ,kfivoca-
rym soufadnicim“ velmi ¢asto proto, abychom zjednodusili popis dané mnoziny. Mnozina

(28) M = {(z,y) e R?; az® < y < ba?, cy® < = < dy?},

kde 0 <a<b< +00,0<c<d<+00, je Cast Ri vymezena Ctyfmi parabolami, ale v soutfadnicich

_ Y _Z
(29) u = P, v = ?
by t4z mnozina byla obdélnik Q := (a,b) x (¢,d) C R2. Ovéfme proto piedpoklady véty o substituci:
V R% je zobrazeni ¥(z,y) popsané rovnostmi (29) tiidy Cs, pFicemz ¥(R2) C R%; z téchto rovnic
Ize pfitom pii (u,v) € R jednoznacné vypoéitat

(30) z= (W) PRy, y=w?) VPeR,.

Zobrazeni ¥ : Ri = Ri je proto prosté a (30) je popisem zobrazeni ® := ¥_;. ProtoZe i jakobidn

_2,-5/3,-1/3 _1,-2/3 —4/3 1

u v u v

31 det &' (u,v) =| 3 3 = —

( ) ( ’ ) —%u_4/3v_2/3 —%u_1/3v_5/3 Fu2v?
46) Smycka“ odpovida hodnotam parametru ¢ z intervalu (0, +00).
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je vSude v R2 nenulovy, je (podle véty o substituci)

dudv 1 (Pdu [Tdv 1 140 1714 (b—a)(d—c)
M) = dedy = auav-_ 2 4t 7:,[_,} {_,} _b=ald=c) 4
Ha (M) // vy // 3u2v? 3/(1 w? J, v? 3 U la vle 3 abed
M a<u<b
c<v<d
V piikladu, ktery jsme pravé vyfesili, byl integracni obor urcen vztahy tvaru
(32) a< f(z,y) <b, c<g(zy) <d;
pokud zobrazeni popsané rovnostmi
(33) u=f(z,y), v=g(x,y)
splituje pfedpoklady véty o substituci, pfevede se jeho zavedenim integrace ptes obor (32) na integraci

pres obdélnik. Podobné je tomu i v prostorech vétsi dimenze:

Priklad 8. Objem neboli trojrozmérnou Lebesgueovu miru mnoZiny
(34) M :={(z,y,2) eR*; A< xyz < B, Cz < xy < Dz, Eyz < x < Fyz},

kde A < B, C < D, E < F jsou ¢isla z R, vypocteme zavedenim novych soufadnic

(35) u=2xyz, v:%, w= 2.
z yz

Je ovem nutné ovéiit predpoklady véty 6.6 a najit jakobian inverzni transformace ®; protoze uw = x2,

v/w = y? u/v =22, je  popsano rovnicemi

(36) r=viw, =yt a2t

® je tedy prosté zobrazeni tfidy Cs v 1. oktantu R%, piicemz ziejmé ®(R3) = R3; obrazem kvadru
0 :=(A,B) x (C,D) x (E, F) je mnozina M.

Jakobian difeomorfismu ® jsme zatim vzdy pocitali pfimo z definice; v pfipadech, kdy se jakobian
inverzniho zobrazeni ¥ := ®_; vypocte snadnéji, lze vsak s vyhodou postupovat i jinak: Protoze obé
superpozice ® o ¥, ¥ o & jsou identickd zobrazeni, jsou podle véty o diferencovani superpozice obé
matice (®' o ¥) e U/ (¥’ o ®) e d’ 47) jednotkové, a pro prislusné determinanty plati identity

1 1
37 det® = ————, det¥V' = ——— |
(87) ¢ det W/ od  °° det @' o ¥
kazda z nich v pfislusném oboru difeomorfnosti.
V naSem piipadé ddme pravé tomuto postupu piednost, protoze v (35) nejsou odmocniny; protoze
Yz xz Ty 22
det V' (z,y,2) = | y/z )z —wy/?| = —4Z—2 #0 viudev R3,
Vyz —xfy’z —a/y2?

je det ' (u, v, w) = —1/4vw.
Objem mnoziny (34) je proto roven

1 dudvdw 1 [P Pav (Fdw 1 D F
“3(M)_1///QT_Z/A‘W/C F'LZ_E(B_A”gélgE'

Priklad 9. Vypocitejme objem &ty¥sténu vymezeného soufadnymi rovinami v R? a rovinou prochéaze-
jici body (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c), kde a, b, ¢ jsou t¥i libovolna ¢éisla z R, tedy mnoziny

y

(38) Mi={(a,9.2);2>0,y>0,2>0, =+

z
- <1}
+ - }

47) Znak e uzivame pro maticové nasobeni.
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Trojny integrél rozloZime nejdiive na dvojny (vné) a jednorozmérny (uvnitf), v némz budeme
integrovat napt. podle z.4®) Priimétem mnoziny M do roviny xy je pak zfejmé trojihelnik

y

1.
p <1

N :={(z,y); x>0, y >0, 2-1—
k bodu (z,y) € R% existuje totiz ¢islo z € Ry tak, Ze (z,y,z) € M, pravé tehdy, kdyz je (z,y) € N.
Je-li pfitom (x,y) € N, lezi (z,y,z) v M pravé tehdy, kdyz je 0 < z < ¢(1 — z/a — y/b).
Je tedy

(39)  ps(M) = ///M dwdydz = //N (/Oc(lmy/b) dz> dedy = c//N (1 - g . %) dedy .

ProtoZze primét mnoziny N do osy x je interval (0,a) a protoze pro kazdé x € (0,a) je (z,y) € N
pravé tehdy, kdyz je 0 <y < b(1 — z/a), je

o= [(([ (-2 Dy [ D810
=gt [ (=0 = goe (- 9[(-1) To = o

Priklad 10. Vyskytne-li se pii integraci pres n&jakou éast R? vyraz x2 + y% + 22, je ¢asto vhodné
prejit od kartézskych soufadnic x,, z ke sférickym soufadnicim r, ¢, 8; i vyraz 22 +y? je sice v téchto
souradnicich celkem jednoduchy, ale nékdy je vhodné dat prednost tzv. souradnicim vdlcovym, pii
nichz napft. soufadnici z ponechame beze zmény a klademe x = r cos ¢, y = rsiny.

Vypocitejme objem tzv. Vivianiho télesa, coz je mnozina tvaru

(40) M= {(x,y,2) e R®; 2® +y? + 22 < R? 2® +4* < Ra},

kde R € Ry. Jak je patrné, jde o prunik koule o stfedu v pocatku a poloméru R s valcem, jehoz osa

je rovnobéZna s osou z a jehoz primét do roviny xy je kruh N := {(z,y); (z — 3R)? +y? < 1R*} =

{(z,y); 2% +y? < Rx} o stfedu (%R, 0) a poloméru %R; osa z ziejmé lezi na povrchu tohoto vélce.
Protoze pii kazdé pevném (z,y) € N je (z,y, 2) € M pravé tehdy, kdyz je —/R2 — 22 —y2 <z <

R — o — 7, je
ug(M):/// da:dydzz?// R? — 22 — y2 dady .
M N

Protoze nerovnost 22 4 y? < Rx pfejde v polarnich soufadnicich v nerovnost r < Rcos ¢, je pramét
piislusné mnoziny do osy ¢ interval (—im, 17), v némz je prava strana nerovnosti kladna. Je tedy

272
/2 Rcos ¢
ps(M) = 2/

777/2( ; \/R27r2~7"dr) dyp

/2 1 Rcos ¢ 2 /2
:2/ [—f(RQ—rQ)z;/Q} d<p:—R3/ (1—[sin’p|) dp;
—7/2 3 r=0 3 —n/2

pii dosazovani horni meze Rcos bylo samozfejmé t¥eba spravné odmocnit: (R? — R? cos? p)%/? =

R3 (sin® ¢)3/2 je rovno R® |sin3 g0|, nikoli R®sin®!%?) Protoze f:/r% dp =7 a fl/jz ‘sing <p| dp =

2foﬂ/2 sin® pdyp = 2foﬂ/2(cos2<p —1)(—sinp)dp = 2[§ cos® p — coscp]g/2 =3, je
ps(M)=2R¥r—3%). O

48) Na potadi integraci podle jednotlivych proménnych zde nezélezi v tom smyslu, Ze postup je stejné jednoduchy
ve vSech pripadech.

49) R %w z liché
funkce sin® ¢ bude roven 0. Kdybychom vsak uzili rovnost uz(M) = 2us(M N Ri), integrovali bychom podle ¢ pres

Pokud zde udélame naznacenou chybu, bude vysledek mesprdvny, protoze integral v mezich —%ﬂ'

interval (0, %ﬂ') a uvedenou chybu bychom ,neméli prilezitost“ udélat.
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Ve dvou dalsich prikladech budeme fesit urcité fyzikdlni ulohy: Jak znamo, je hmotnost télesa M
o hustoté p(z,y, z) je ddna integralem

(41) ///M p(z,y, z) dedydz ,

jeho staticky moment vzhledem k roviné yz resp. xz resp. xy integralem

(42) /// p(x,y,z) xdxdydz resp. /// p(x,y, z) ydedydz resp. /// p(x,y, 2) zdxdydz .
M M M

Souradnice tézisté télesa M o hustoté p se ziskaji délenim statickych moment télesa M vzhledem
k jednotlivym soufadnym rovindm (v pofadi, v némz byly ve (42) napsany) hmotnosti tohoto télesa.
Je-li téleso homogenni, tedy o konstantni hustoté, lze p ze vSech integralti vytknout; pii déleni se
pak p zkrati, takze lze od zacatku bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze jde o téleso s hustotou 1.

My

vvey

(43) M := {(x,y,z) e R3; (%>2+ (%)QJr (%)2 <l,z>0,y>0, 220}.

K vypoctu hmotnosti a statického momentu télesa M uZijeme zobecnéné sférickeé souradnice
(44) Tz =arcospcosf, y=>brsinpcosf, z=crsinf;

oktantu R% odpovidéd mnozina G := {(r,¢,0); 0 <r < 400, 0 < ¢ < 27, 0 < § < 1x}. 50) Protoze

2 2 2
(f) + (%) + (E) = 72 ((cos? ¢ + sin? ) cos® § + sin? §) = 2,
a c

odpovida vnitiku mnoziny M v novych soufadnicich kvadr Q := (0, 1) x (0, %TF) x (0, %71') Pro (x,y,2) €
R? maji rovnice (44) jednozna¢né FeSeni

O (D) () e ameots 2 o= aneeons[(£)((2)"+ (1))

piicemz ziejmé (r, ¢, 0) € G. Zobrazeni ® popsané rovnicemi (44) je tedy v G prosté a ®(G) = R3.
Jakobian zobrazeni @, tj.

cospcosf —rsinpcosf —rcospsinf
det ®'(r,,0) = abc - | sinpcosf  rcospcos —rsingsind | = aber? cosh,
sin 0 0 rcosf

je v8ude v Q nenulovy; protoze ® je t¥idy Co, (v celém R?), je ®|G difeomorfismus.
Hmotnost télesa M je (pfi p = 1) rovna jeho mife, tedy ¢islu

1 w/2 /2 rabe
///dxdydz:///abcr2(:059drd<pd0:abc/ r2dr~/ dgo'/ cosfdl = 6
0 0 0
M Q

Staticky moment mnoziny M vzhledem k roviné yz se rovna

1 m/2 w/2
///xdmdydz = /// a’ber® cos ¢ cos? 0 drdpdd = ach/ 3 dr / cos o dy / cos® 0 do
0 0 0
M Q

1 T wa’be
2
be-=-1- .
aoe 4 4 16 '

50) V definici difeomorfismu je ptedpoklad, ze jeho obor je otevieny; protoze hranice mnoziny M mé trojrozmérnou
miru 0, je lhostejné, zdali integrujeme pfes M nebo pres int M, coz je Cast Ri.

56



jak snadno nahlédneme, dostanou se statické momenty vzhledem k rovindm zx a xy cyklickou permu-
taci Cisel a, b, c. Tézistém télesa M je tedy bod (%a, %b, %c). O

Moment setrvacnosti télesa M vzhledem k ose z je roven integralu

(45) JI[ w4 dnayas

momenty setrvacnosti vzhledem k ose x resp. y se ziskaji cyklickou zadménou z, y, z.
Priklad 12. Vypoc¢téme moment setrvacnosti vzhledem k ose z kulové vrstvy
(46) M :={(z,y,2) e R*; a® <a® + > + 2> <V},

kde 0 < a < b < +00, je-li hustota dana rovnosti p(z,y, 2) := (2% + y> + 22) /2.
K vypoctu uzijeme sférickych souradnic

(47) x=rcospcosh, y=rsinpcosh, z=rsinb;
jakobian tohoto zobrazeni ® je 7% cos @ (sr. s pitkladem 10), v oboru
(48) Q:={(r,0,0);0<r <+o00,0< p<2m, —inr <0< ir}

je ® difeomorfni, mnozina ®(Q) vznikne z R? vynechanim uzaviené poloroviny, jejiz hranici je osa z a
ktera obsahuje kladnou ¢ast osy x. Protoze tato polorovina ma miru 0, mtizeme zobrazeni ® uzit ve
vété 6.6 o substituci pro kazdou mnozinu M C R3.

Uvézime-li, Ze 2% 4+ y? = r2 cos? 0, vidime, Ze moment setrvacnosti, ktery mame pocitat, je roven

2 2
/ / / TRV gedyds = / / / 3 cos® 0 drdipdf
P VarZ +y? 4 22

a<r<b,0<p<2m
—m/2<0<m/2

b 27 /2
:/ 7“3d7"-/0 dcp-//2 cos’0df = 2 (b* —a*) - 27 4 =2 (b* —a?).

Poznamenejme, Ze moment setrva¢nosti kulové vrstvy (46) bychom mohli stejnou metodou pocitat
pro vSechny hustoty, které maji ve sférickych soufadnicich tvar p(r) = r~, kde o € R; stejnou
metodou bychom vypocetli i moment setrvacnosti koule o poloméru R € Ry, ale jen pro hustoty
p(r) =r~% kde o < 5, protoze pro ostatni a by byl integral fOR r*~% dr roven +o00. Viibec by pfitom
»Z matematického hlediska“ nevadilo, ze pro a > 0 neni hustota v pocatku definovana a ze je v kazdém
okoli tohoto bodu neomezena. Pro hustoty p(r) = r~* s @ < 5 by bylo moZzné moment setrvacnosti
mnoziny (46) pocitat jako rozdil momenti setrvaénosti kouli o polomérech b a a.

Priklad 13. Nakonec jesté vypoéteme objem p-rozmérné koule. Necht V,(r) znamena p-rozmérnou
miru p-rozmérné koule

(49) My(r) ={z eRP; ||z| <r}

o stfedu v poéatku a poloméru r € R,. Polozime-li z = ry, je zfejmé ||z| < r < |y|| < 1; protoze
jakobian této substituce je roven r?, je V,(r) = rPV,(1) = r’W,, kde W), znamend (p-rozmérnou)
miru jednotkové (p-rozmérné) koule ||y|| < 1.

V (49) jsme uzili vektorovy zapis bodt z R?. Uzivejme nyni slozkové znafeni « = (21,22,...,2p)
a uvazme, Ze integraci pres jednotkovou kouli M, (1) charakterizovanou nerovnosti z%+- - ~+x§71+x127 <
1, mtZeme podle Fubiniho véty pievést na sled jednorozmeérné integrace podle proménné z, pfes
interval (—1,1) a (p — 1)-rozmérné integrace pres obor z7 +---+1x2_; <1 —x2, coZ je koule dimenze
p — 1 o poloméru (1 — x?))l/Q. Je tedy

1 1
(50) W, = / dgg:/1< // da:l...dxp_l) da:p:/l‘/})—1((1—5€;2))1/2)dxp
M, (1) Mp_1((1—2z2)*/?)

1
= / (1—)PD2W, dt =W, 11,_1,

-1
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kde

1 1
n = —t t= —t t pro kazde n > —1.
51 I 1—tH"2qt=2 [ (1-¢)"?4d kazdé 1
0

-1

Provedeme-li substituci t = sins, s € (0, 47), a uZijeme-li (13), vidime, Ze

/2 (305 (n+2
(52) In:2/ cos"lsds = (2)1(2(71 ) pro kazdé n > —1.
0 I'(3(n+3))

Z identity W), = Wj,_11,_1 plyne identita
(53) W, =Wy_olp_1I,_o prokazdé peN,
pri¢emz (podle (52), (16), (14))

_TETGE+Y) TG - Tap) _ T(p)  2r
(54) Ip_ljp_g = 1 . 1 =T 1 =T 1 1 = —.

I'Gp+2) Te+1) I(zp+1) zpT(p) P
Uvézime-li jests, ze Wy = 2 (délka usecky (—1,1)) a Wy = 7 (obsah jednotkového kruhu), vidime,
ze pro kazdé n € N je
T T

55 Won = Worn—1y Ion—1 Ian_o2 = Wo_1) — = Wor_2) — =
(55) 2 2(n—1) Lon—1 I2n—2 2n-1) 2n-2)

—w, T T_m

T an—1 2 nl’

27 27 27
56 Wan i1 = Wan—1 Ton Ton—1 = Wan1 —0— = Wy g —r— — ...
(56) 2n+1 on—112n L2n—1 219 23 5 T o 1
27 2 27 gntlyn

Mo tr1on—1 3 T @nr)l”
posledni zlomek lze rozsifenim vyrazem 2n (2n — 2) --- 4 -2 = 2" . n! upravit na tvar

22n+17(”7’l!

56 Woni1 = D0
(562) 2= Ton 1)1

Abychom dostali objemy kouli o obecném poloméru r € Ry, stadi nasobit pfisluSnou mocninou
poloméru; je tedy

71_,,,2)71 22n+1,n_n,r.2n+1
2 Ve, -z
» Ve () = =5

—~

(57) Van(r) = pro kazdé n e N.

n!

Specialné: objemy kouli dimenzi 3,4,5 jsou po fadé §7TT3, %77%4, %71’27‘5. Jak je patrné, mocnina
Cisla 7 s rostouci dimenzi koule roste, ale ,poloviéni rychlosti“ v porovnéani s dimenzi prostoru (dimen-

zim 2n a 2n + 1 odpovidd n-t4 mocnina ¢isla 7); objem 2n-rozmérné koule je n-tou mocninou obsahu

vvvvvv

7. Hilbertav prostor

Rikdme, Ze metricky prostor (X,p) je separabilni, ma-li hustou spocetnou ¢ast (tj. existuje-li
spofetnd mnozina Y C X, pro niz je Y = X).
Pfipomenme, ze mnozina Y C X je husta v X pravé tehdy, kdyz

(1) kazdy bod x € X je limitou jisté posloupnosti bodi x, € Y,
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a také prave tehdy, kdyz

(1%) pro kazdé x ¢ X a pro kazdé e ¢ R, existujey € Y tak, ze p(z,y) <e¢.

Priklady. 1. Eukleidovsky prostor R? je separabilni pro kazdé p € N; jeho hustou spocetnou ¢asti
je napr. mnozina QP vSech bodt, jejichz vSechny soufadnice jsou racionalni.

2. Kazdy podprostor X1 separabilniho prostoru X je separabilni: Je-1i prostor X konecny, je tvrzeni
ziejmé; je-li prostor X nekonecny, je i kazd4a jeho husta ¢ast nekonecna. Predpokladejme, Ze se husta
spocetna ¢ast Y prostoru X sklada z bodu yy, kde k € N; pak je i systém vSech okoli tvaru Uy, :=
U(yk,1/n), kde k € N, n € N, spoéetny. Zvolme v kazdém neprédzdném priniku Uy, NX; bod a oznac¢me
j€j Zkn. Bodu zi, je spocetné mnoho; dokazme, zZe mnozina vSech téchto bodi je husta v Xj.

Necht z € X; a necht ¢ ¢ Ry; bud n € N tak velké, ze 2/n < e. Protoze je mnozina Y hustd
v X, existuje bod yi € Y tak, ze p(z,yr) < 1/n. Okoli Uy, obsahuje bod z € X; a pati{ tedy mezi
ta okoli, z nichZz byl vybran bod zi, € X;. Podle trojuhelnikové nerovnosti je pfitom p(x, zk,) <
p (@, yk) + p (ks 2kn) < 1/n+1/n < e. Tim je tvrzeni dokdzéno.

3. Prostor M v8ech omezenych funkci f : (0,1) — R se supremovou normou neni separabilni.
Lezi v ném totiz mnozina My vSech funkei f,., kde = € (0,1), definovanych podminkami f,(z) := 1,
fz(t) := 0 pro vSechna t # x. Protoze « # y = || fo — fy|| = 1, je My diskrétni podprostor prostoru
M a jeho jedinou hustou ¢asti je cely podprostor My. Protoze je to nespocetnd mnozina, neni Mg
separabilni; tim spiSe neni separabilni prostor M.

4. Je-li X = \J,, Xn a je-li kaZdy ze (spocetné mnoha) prostori X, separabilni, je separabilni
i prostor X . Je-li totiz Y, hustd spocetnd Cast prostoru X,, je Y := (J, Y, hustd spocetna Cast
prostoru X.

5. Eristuje-li v X podprostor X1, ktery je husty v X a zdroven separabilni, je i prostor X separabilng;
kazda mnozina Y husta v X; je totiz zfejmé husta i v X. [

Abstraktnim Hilbertovym prostorem rozumime linearni prostor H, v némz je zaveden skalarni
soucin ®!) a ktery spliiuje tyto podminky:

1. Algebraicka dimenze prostoru H je nekonecna.

2. Pfi metrice p generované skalarnim soucinem je prostor H uplny a separabilni.

Kazdy konkrétni prostor, ktery tyto podminky spliiuje, se nazyva realizace (abstraktniho) Hilber-
tova prostoru.

Dulezity priklad. Z elementt analyzy je ndm znam prostor ¢? vSech nekoneénych posloupnosti
{,,} redlnych ¢isel, pro néz fada » - | x2 konverguje; vime, Ze je linearni. Skaldrni sou€in element
x ={zn}, y = {yn} tohoto prostoru a norma z jsou definoviny rovnostmi

(@ 9) =3 eaga, o= (z-2)=

Pfipomerime, ze pro kazdé n € N je e, :={0,...,0,1,0,...} (jednicka na n-tém misté, na ostatnich
mistech nuly) jednotkovy vektor n-té souradné osy v /2; n-ta soufadna osa je mnozina viech nasobkii
vektoru e,,.

Dokazme, ze
(2) prostor 2 je realizaci abstraktniho Hilbertova prostoru :

Prostor (2 md nekonecnou dimenzi, protoze vektory e,, n € N, jsou linedrné nezavislé.

Dokazme, ze prostor {2 je separabilni: ProtoZe mnozina
R, := {{x,} € *; 2, = 0 pro vSechna n > p}

51) Skalarnim soucinem, jehoz hodnotu v bodé (z,y) € H x H zna¢ime (z - y), se v H generuje automaticky i norma
|z := /(2 -x) a metrika p(z,y) := || — y||; pfipometime, Ze £n, — T, Yn — Yy = (Zn -Yn) — (z-y), tj. Ze skalarni

soudin je spojity v H x H, a ze ortogonalita vektort © € H, y € H je definovéna rovnosti (z-y) = 0.
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je pro kazdé p € N izometricky izomorfni s R?, je separabilni, a totéz tedy plati o mnoziné R, :=
UoZ, Ry (sr. s piikladem 4).

p=1
Pro kazdy bod = = {z,} € £* a pro kazdé ¢ € Ry pfitom existuje p € N tak, ze 37 . 7 < &%
bod y := {x1,...,2,,0,0,...} leii zejmé v R, a |z —y|* = Y omepi1Tn < €% Tim je dokdzéno, ze

mnozina R, je hustd v /2, a diikaz separability ¢? je tim (podle piikladu 5) dokonéen.

Dokazme, 7ze prostor (% je uplnyg: Bud z(™) = {acgm)7 xém), e ,xﬁ{"), ... } cauchyovské posloupnost

bodt z £2. Protoze kazda cauchyovska posloupnost je omezena, existuje K € R, tak, ze ||z(™ || < K
pro kazdé m e N. Protoze je posloupnost {z(™} cauchyovska a protoZze nerovnost |x$1k) - x%m)| <

|2®) — (™) || plati pro kazdou trojici pfirozenych &isel n, k, m, je i kazda posloupnost {mglm)};ij:l
(m)

(redlnych ¢isel) cauchyovskd, tedy konvergentni. Oznafme x, := lim,, .o, 2, = a dokazme, Ze bod
x:= {x1,2s,...} je limitou posloupnosti {z("™} v prostoru £2:

Protoze pro kazdé m € N a kazdé p € N je Zzl(x%m))Q < ||#m)|2 < K? a protoze Y0 _ 22 =
lim oo Zszl(x%m))Q, je > P a2 <K?prokazdé pe N, atedyi) - 22 < K?, takze z ¢ (2.

Bud opét dano néjaké ¢ € R;. Podle B.C. podminky existuje N € N tak, ze pro kazdé m > N
a kazdé k > N je ||z — z(®)||2 < 2; tim spise plati pro takova m, k a pro kazdé p € N nerovnost

L |25 — 2{¥) |2 < 2. Z ni plyne limitnim prechodem pro k — oo nerovnost P |28 — 2, |2 <
€2 a dal$im limitnim pfechodem pro p — oo nerovnost p |x$bm) —x,]? < €% pro kazdé m > N.
Protoze soucet vlevo je roven ||z(™) — x|, je tim dokazano, ze (™ — z.

Tim je dtikaz tvrzeni (2) dokon¢en. [

Mnozinu vSech funkei f, méfitelnych v (méfitelné) mnoziné M C RP, pro néz je

(3) /M f? < +oo,

budeme znacit £2(M). Poznamenejme, 7ze kazda funkce f e £2(M) je (podle véty 5.15) skoro vsude
v M konec¢né, takze kazda linearni kombinace funkci z £2(M) je nejen definovana, ale také koneéna
s.v.v M.

Dokazme predevsim, ze
(4) L?(M) je linearni prostor

coZ znamend, e spolu s kazdymi dvéma funkcemi patii do £2(M) i kazd4 jejich linearni kombinace;
protoze spolu s funkci f patif do £L2(M) zfejmé i kazd4 funkce cf, kde ¢ € R, obratme se k souctu
dvou funkef z £2(M).

Budeme potifebovat dvé tvrzeni:

Véta 7.1. Pro kazdé dvé funkce f, g métitelné v M je

) /M|fg|gm~m.

D a k a z . Je-li néktery z integrali vpravo roven 0, je pfislusna funkce rovna 0 s.v.v M, totéz
plati o sou¢inu fg, a na obou stranich (5) jsou nuly. Zbyvé pfipad, Ze oba integraly vpravo — zna¢me
je Iy a I, — jsou kladné; protoze piipad, Ze néktery z téchto integrald je roven +oo, je trivialni, zbyva
piipad, Ze obé funkce f, g lezi v £2(M). Bez ijmy na obecnosti miizeme predpoklddat, Ze funkce f, g
jsou pak konec¢né vsude v M.

Uvazme, ze pro kazda dvé ¢isla a, b z R a také pro kazdé dvé konecéné funkce a, b plati nerovnost
lab| < i(a® + b?). Polozime-li v této nerovnosti a := |f|/\/Is, b = |g|/\/I,, integrujeme-li
a nasobime-li vysledek vyrazem /I¢I,, dostaneme

1 2 1 2)
I Oy R M R
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Véta 7.2. Pro kazdé dvé funkce f, g méritelné a skoro vsude konecné v M plati nerovnost

(6) \//M(f+g)2§\//Mf2+\//MgQ-

Dt k az . Jeli vpravo +oco nebo vlevo 0, je vie ziejmé; zbyvé piipad, kdy funkce f, g lezi v £2(M)
a integral vlevo je kladny. Podle véty 7.1 plati nerovnosti

/M|f||f+gsWMfZ-\//Mum?, /M|g||f+g|s\//Mg2-WM<f+g>2,

aprotoze (f+g)2 = |f+gllf+g|<|flIf+gl+|g|lf+g| (podle trojihelnikové nerovnosti), je

[ wor< [ 1sirals [ 1allr+l < (\//Mf2+\//MgQ>-\//M(f+g)2-

Staci pak jiz jen délit posledni odmocninou. Pravé dokazana véta ukazuje, ze spolu s f, g patfi do
L2(M) i funkce f + g; tim je diikaz tvrzeni (4) dokoncen. [J

Podle (5) je ¢islo

(1) <f~g>::/Mfg

koneéné pro kazdé dvé funkce f, g z L2(M), pticemz (f-f) >0, (f-g) = (g- f), (cf - g) pro kazdé
ceRa((f+g)-h)=(f-h)+(g-h). Jen jedina piekdzka ndm brani prohlasit (7) za skaldrni souéin
v L2(M): Z podminky (f - f) = 0 neplyne, ze f =0 v M, ale jen f = 0s.v.v M (viz vétu 5.15). Jsou
dvé moznosti, jak situaci ,napravit“:

1. Prohlasime, 7e rovnost na mnoZiné £?(M) neni obvykla rovnost funkci (rovnost defini¢nich
obortu a rovnost hodnot v kaZdém bodé spole¢ného defini¢niho oboru), ale rovnost skoro vSude v M,
tj. ekvivalence ~. Znamena to zavést umluvu, podle niz ztotozZnime dvojice funkci ekvivalentnich v M.

Takovy postup se mize setkat s (opravnénymi) nadmitkami z naruSeni jednoho z nejzikladnéjsich
pojmi teorie funkci — definice jejich rovnosti. V tom pfipadé nezbyva nic jiného, nez postupovat
opatrnéji:

2. Vytvofime prostor O vSech funkci skoro vsude v M rovnych nule, ktery je ziejmé linedrnim
podprostorem prostoru £2(M), a pak prostor £L2(M)/O vsech zbytkovych tiid podle tohoto podpros-
toru. 52) Je zfejmé, Ze integraly dvou funkci z téze t¥idy jsou rovny, takze lze definovat ,integrél tiidy*
jakozto spole¢nou hodnotu integralt vsech funkei z této tr¥idy. Kdybychom chtéli uzit tuto metodu,
museli bychom i definici prostoru £2(M) modifikovat tak, Ze se ve skutecnosti nejedn4 o prostor funkei,
ale o prostor zbytkovych tiid. [

------

(zejména proto, ze nepotiebuje zaddné licence a Ze je pojmové naprosto presnd), ale v konkrétnich
situacich je nékdy tézkopadna, protoze vyzaduje zavedeni fady novych symbolt a definic. Pfiklonime
se proto k metodé 1, ale budeme pamatovat, ze je zaloZena na odlisné definici rovnosti funkci.53)

Rovnost (7) budeme tedy povazovat za definici skaldrniho soucinu; ¢islo

(8) 11 = /M s

52) Dvé funkce f, g z £L2(M) patii do téze tiidy pravé tehdy, kdyz jejich rozdil patii do O, tj. kdyz je f ~ g v M.
Protoze je tato binarni relace ziejmé reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je to ekvivalence ve smyslu obecné teorie
mnozin. Nulovou tfidou je ovSéem podprostor O, funkce z tohoto podprostoru maji integral nulovy. Proces vytvéfeni
prostoru vsech zbytkovych t¥id je dobfe znam z teorie mnozin i z algebry a stejné dobfe je znam zpusob, jak se algebraické
operace pienesou z puvodniho prostoru na prostor vSech tt¥id; jisté tedy neni tfeba zabyvat se detaily.

53) Jarnik pti své mimotadné peclivosti zvolil metodu 2, takze tenaf, ktery by nebyl spokojen s nasim postupem,
muze vse nastudovat v JII. Vétsina autord vsak neni tak uzkostlivad a uziva metodu 1.
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je pak oviem norma funkce f € £L2(M) a vzdalenost p(f, g) dvou funkci f, g je rovna || f —g||. O
V nésledujici vété uéinime dalsi krok v postupu, ktery nas (asponi v nékterych specialnich pfipadech)
pfivede ke zjisténi, ze prostor £2(M) je realizaci abstraktniho Hilbertova prostoru.
Véta 7.3. Prostor £2(M) je uplny.

D @ k a z . Bud dédna né&jaké cauchyovska posloupnost funkci f,, € £2(M). Lze predpokladat, Ze
funkce f,, jsou koneéné vsude v M, a jisté téz existuje posloupnost indexti n; < ... < ng < ... tak,
ze H Jrw = fria H < 27%. Abychom se vyhnuli psani indexii 2. f4du, polozme g, := f,,; fada

(oo} oo 1
} : 2

— < -
k_1/ (gr — gr+1) ];:1 1

pak konverguje. Dokazme, Ze posloupnost {gi} konverguje skoro vsude v M :
Protoze (kazdd méfitelnd) mnozina M je sjednocenim spocetné mnoha mnozin koneéné miry, staci
tvrzeni dokdzat za dodateéného predpokladu, ze p (M) < +oo. Podle véty 7.1 je pak

/gkgk+1§\//l-\// (gkigk+1)2g\/M'Hgk*gk+1”§@.
M M M

7 konvergence Tady, jejimz k-tym Clenem je integral vlevo, vSak podle véty 5.20 plyne konvergence
skoro vSude v M fady >, |gk — gr+1; tim spiSe tedy konverguje s.v.v M fada > o (9k — gr+1)-

To znamend, Ze s.v.v M existuje konecnd lim,_, o Zz;i(gk = grt1) = lim,00(91 — gr)-

Odtud je patrné, ze posloupnost funkci f,, = ¢gr mé s.v.v M konefnou limitu; oznacme ji f
a dokazme, ze f e L2(M). Protoze {f,} je cauchyovskéa posloupnost, existuje pro kazdé ¢ € R, &islo
N eNtak,zen >N, m>N = || fn— fm| <e&; existuje oviem 1 K € N tak, ze k > K = nji > N.
Pro kazdé (pevné) n > N plati tedy nerovnost || f,, — gx || < € pro vSechna k > K a podle Fatouova
lemmatu tedy je pak

k—oo k—o0

© [ (= 0= [ (= Jim = [ dmint (g < tmink [ (£, -0 < 2.

Z toho plyne, Ze funkce f,, — f lezi (pro kazdé n > N) v L2(M); protoze jiz vime, Ze je to linedrni
prostor, lezi v diisledku toho v £2(M) i funkce f = f, — (fn — f).

Piedchazejici tvaha ndm ukézala, Ze pro kazdé e € R, existuje N tak, ze n > N = || f, — f|I> =
S (fn — [)? < €% z toho je patrné, Ze lim, .o || fn — f|| = 0, neboli f, — f.

Kazda cauchyovskd posloupnost funkci f,, € £(M) mé tedy limitu; véta 7.3 je dokdzdna. O

Lze obecné dokazat, Ze
(10) prostor L*(M) je pro kazdou méfitelnou mnozinu M C RP separabilni,

ale nemame bohuzel k dispozici vétu, kterd by nam dukaz dovolila provést. Jedna se o dilezité tvrzeni
z teorie metrickych prostorti znamé pod nazvem

Tietzova véta. Pro kazdou spojitou realnou funkci f definovanou na uzaviené podmnoziné Y
metrického prostoru X existuje spojitd funkce F : X — R tak, ze f = F|Y. Funkci F Ize navic volit
tak, Zze inf F(X) = inf f(Y), sup F(X) = sup f(Y).

Ctenéf ji najde napt. v Jarnikové DII (véta 175). ProtoZe jeji diikaz nepatii k nejkratsim, vyhneme
se ji tim, Ze se pti ditkazu separability prostoru £2(M) omezime na p = 1, tj. na méfitelné mnoziny
M CR.

Véta 7.4. Pro kazdou méfitelnou mnoZinu M C R je prostor £2(M) separabilni.

D kaz provedeme tak, Ze po zjisténi, Ze separabilita obecného prostoru £2(M) plyne ze separability
prostoru X := £2(R), budeme v X, postupné konstruovat mensi a mensi podprostory X; D Xo D
- D Xg, a to tak, ze vidy bude X D Xj_;. Je ziejmé, ze kazdy z podprostortt X bude pak husty
v Xo; protoze posledni podprostor Xg bude spocetny, bude tim separabilita prostoru X, dokézana.
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(Sr. s ptikladem 5 na zac¢atku tohoto oddilu.) U vsech funkei z £2(M) miizeme jisté predpokladat, Ze
jsou definovany vSude v M, nikoli jen skoro vsude.

0. Kazdé funkei f € £2(M) piifadme funkci Fy, kterd se rovna f v M a nule jinde. Je ziejmé, ze toto
pfitazeni je izometricky izomorfismus £2(M) do £2(R), takZe k tomu, abychom dok4zali separabilitu
L2(M), staci dokéazat separabilitu £2(R) = Xp. (Sr. s piikladem 2 na zac¢atku tohoto oddilu.)

1. Je-li f € Xy, polozme f,, := f v intervalu I" := (—n,n), f, := 0 v R—I". Pak je zfejmé f, — f
v R a f? je majorantou z £ viech funkci (f,, — f)2. Podle Lebesgueovy véty je proto

an—f||2=/R(fn—f)2—>0 bro 1 oo,

Résumé 1: Prostor Xy := {f € Xo; ezistuje n € N tak, Ze f =0 v R — I"} je husty v Xo.

2. Je-li f € X1, je f =0 vné néjakého intervalu I*; pro kazdé n € N a kazdé = € I* polozme

—n, jeli f(z)<-—n

fn(x) = f($)7 je_li |f(.T)| <n ;

n, jeli f(z)>n

mimo I*¥ bud f, = 0. Kazd4 z funkci f, je pak omezena v R, f, — f v R a f? je majorantou z £
véech funkci (f, — f)2. Podle Lebesgueovy véty je proto opét || f, — f|| — 0.

Résumé 2: Prostor Xo vsech omezenych funkci z X1 je husty v X;.

3. Necht f ¢ Xo; pak je f méfitelnd v R a existuji éisla k € N, K ¢ Ry tak, Ze f = 0 mimo
I¥ a |f| < K vsude v R. Podle véty 4.14 existuji jednoduché funkce f,, g, v I* tak, ze f, / f+
a g, / f~ v I*; rozsifme je nulou na celé R. Pak je zfejmé h,, := f, — g, — f vSude v R a majorantou
z L(R) vSech funkci (h,, — f)? je funkce rovnd K2 v I* a nule mimo I*. Podle Lebesgueovy véty je
tedy ||hn — f|l — 0.

Résumé 3: Prostor X3 wvSech omezengch meéritelnych funkci f, které jsou rovny 0 vné nékterého
z intervali I* a které nabyvagi jen konecného poctu hodnot, je husty v Xo.

4. Pro kazdou funkci f € X3 existuje k tak, ze f = 0 vné I*; nic podstatného se nezméni, polozime-li
f(£k) :=0. Jsou-li a1 < --- < a4 pravé viechny hodnoty, kterych f nabyva v (—k, k), jsou mnoziny
M; :={z € (=k,k); f(z) = a;}, 1 <i < q, disjunktni a méfitelné, pficemz |J{_, M; = (—k, k). Bud
K ¢ Ry zvoleno tak, ze | f| < K (v R), a bud dano libovolné € € R...

Podle véty 3.4 existuji kompaktni mnoziny N; C M; tak, ze u(M; — N;) < €2/(4K?q) pro i =
1,...,q; polozme jesté Ng := {—k}, Nyt1 :={k}, N := ;.1;_01 N;. Pak je ovSem I* — N =J’_, M, —

N, cUL,(M; — N;), takze p (I’€ — N) <39 p(M;—N;) <e?/AK>

Restrikce g := f|N je konstantni na kazdé z mnozin N; (které jsou kompaktni a disjunktni, takze
0<i<j<gq = dist(N;,N;) > 0); na jejich sjednoceni N je tedy spojita. Oteviend mnozina I* - N
je sjednocenim jistého disjunktniho spocetného systému otevienych intervald .J,,, jejichz krajni body
Am < by, lezi v N.5%%) Rozsiiime-li funkci g na I* tim, Ze ji v kazdém intervalu .J,, interpolujeme
linearné (tj. klademe-li tam g(z) := g(am) + (9(bm) — g(am))(@ — am)/(bm — am)), ) bude spojita
v I*; protoze v bodech £k je rovna 0, bude spojité v celém R, polozime-li ji rovnu 0 v R — I*. Kromé
toho bude |g| < K, tedy i | f — g| < 2K v celém R.

V disledku toho je

2

[G-02= [ G-op car?u(r-N) <ar? o=

Résumé 4: Prostor X4 vSech spojityjch funkei f : R — R, které jsou rovny 0 mimo jisty interval I*,
je husty v prostoru Xs.

54) Viz napt. Jarnik DII, véta 69.

55) V obecném RP bychom na tomto misté potifebovali Tietzovu vétu; az ¢tenar dikaz véty 7.4 docte, bude mu jisté
jasné, ze nejen to, co jsme dosud dokazali, ale i vSechny dalsi kroky lze snadno modifikovat tak, aby je bylo mozné
provést i v RP.
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5. Bud f € X4, takze f je spojitd v R a rovna 0 mimo jisty interval I*. Necht K € R, je zvoleno
tak, ze | f| < K v8ude v R. Oznaéme D) déleni intervalu I* na m stejné dlouhych intervalt a bud

zﬁm (= —k + 2kj/m) koncovy bod j-tého intervalu déleni DX . Polozme funkci g,, rovnu f(zﬁw)
v (z’fn’jfl, xﬁ”) pro j = 1,...,m arovnu 0 viude jinde. Ze stejnomérné spojitosti funkce f v I* plyne,

7e pak g, — f prom — 0o s.v.v R (vude, az snad na délici body vsech déleni D} ), pficemz mimo
I¥ je g,, = f = 0 a v I* plati nerovnost |g,,| < K v I*, tedy i nerovnost (f — g,,)? < 4K? e L(I*).
Aplikaci Lebesgueovy véty dostaneme:

/ﬂ{(f—gm)QZ/Ik(f—gm)ZHO pro m — oo.

Résumé 5: Prostor X5 vsech funkci f, k nimz existuje k € N a m € N tak, Ze f je konstanini
v kazdém otevieném intervalu déleni DE a rovnd 0 vsude jinde, je hustd v prostoru Xy. °¢)

6. Necht f € Xj5, takze existuje interval I* a jeho déleni DX tak, ze f je konstantni v kazdém
otevieném intervalu A; tohoto déleni a vSude jinde je rovna 0; necht ¢; je jeji hodnota v A; a necht
K € R, je zvoleno tak, ze | f| < K vSude v R. Je-li dano libovolné € € R, zvolme raciondlni ¢isla d;
tak, ze pro kazdé j = 1,...,m je |¢; —d;| < e/v2k+1, a polozme g :=d; v Ajproj=1,...,m
a g := 0 vsude jinde. Pak je

ik e?u (A, 2k
/R<f—g>2=/Ik<f—g>2=;/%<q—dj>2g;y]zi{):gzwl<52.

Résumé 6: Prostor X¢ viech funkci f, k nimZ existuje interval I* a jeho déleni DE tak, Ze f je
v kaZdém otevieném intervalu déleni D}, rovno néjakému raciondlnimu ¢islu a viude jinde je nulovd,
je husty v prostoru Xs.

Intervalii I* je spocetné mnoho, kazdému z nich je piifazena posloupnost déleni D} | kazdé déleni
déli I* jen na koneény pocet intervald a pro kazdy z téchto intervalil 1ze volit hodnotu funkce f € X
jen spocetné mnoha zptisoby. Z toho je patrné, ze prostor Xg je spocetny. Véta 7.4 je dokdzana. [

Zbyvéa odpovédét na otézku, zdali je prostor £2(M) nekoneénédimenzionélni; to jisté neni pravda
v pfipadé, ze u (M) = 0, protoze pak se tento prostor redukuje na nulovou funkci a mé dimenzi 0.
Jinak je vSak odpovéd kladna:

Véta 7.5. Je-li M C RP mnozina kladné miry, ma prostor £2(M ) nekone¢nou algebraickou dimenzi.

D @ k a z . Mdme dokézat, %e pro kazdé n e N existuje v £2(M) (aspoiil) n lineArné nezavis-
Iych funkci. Bud tedy n € N déno, zvolme ¢ ¢ R, tak, ze nd? < u (M), a srovnejme J-sit krychli
v RP do prosté posloupnosti S = {Kj},. Protoze u(K;) = 67 pro kazdé j a protoze u(M) =
E;’;l (M N K;), je mezi séitanci v poslednim sou¢tu aspont n kladnjch; protoze na oéislovani krychli
nezélezi, 1ze pfedpokladat, ze kladnou miru maji mnoziny M N K, kde 1 < j < n, a tedy i disjunktni
mnoziny M; := M N int K;. Protoze tyto mnoziny jsou omezené, lezi jejich charakteristické funkce f;
v L2(M).

Funkce f; jsou linedrné nezavislé, protoze z identity 0 = Z;L=1 ¢;f; (s.v.v RP) plyne pro kazdé
i=1,...,nidentita 0 =37, ¢; [, fj = cipu (M;), tedy rovnost ¢; =0. [

Shrneme-li vysledky dokézané v tvrzeni (4) a ve vétach 7.3 — 7.5, vidime, Ze plati

Véta 7.6. Pro kazdou mnozinu M C R kladné miry je prostor L£?(M) realizaci abstraktniho

Hilbertova prostoru.

56) Ctenaf, ktery dosel az na toto misto dikazu, jisté zpozoroval, %e jsme v podstaté dokazali vétu o aproximaci
Lebesgueova integralu ze spojité funkce pres kompaktni interval kone¢nymi souéty tvaru Zm f(&m)(@m —xm—1). Toto
tvrzeni nema nic spole¢ného s Tietzovou vétou a da se analogickou metodou dokézat i pro (kompaktni) p-rozmérné
intervaly. Jsou tedy zcela mylné predstavy nékterych horlivych zastdnci Riemannova integralu, Ze ,Lebesguetv in-
tegral nesouvisi s koneénymi ,riemannovskymi“ soucty, které nutné potfebujeme“. Tento pseudoargument svédéi jen
o neznalosti teorie integralu obecné a teorie Lebesgueova integralu zvlast: Kazdy integral — Newtontv, Riemanniiv,
Lebesguetv, Perroniiv, Kurzweiltv, atd. — ze spojité funkce pres kompaktni interval ma totiz tuto vlastnost, protoze
integraly podle vSech téchto definic pak existuji a maji touz hodnotu. Bylo by skuteéné na case opustit jiz zastaraly
Riemanniiv integral s jeho velice nepfijemnymi vlastnostmi a zaéit ,v teorii“ uzivat (vice nez sto let stary) integral
Lebesguetuv a ,,v pocCetni praxi® integral Newtonutv.
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Tusime téz, Ze tvrzeni plati sice i za obecnéjsiho predpokladu M C RP ale zZe k provedeni diikazu
bychom potfebovali Tietzovu vétu. [

Ortogonalnim systémem v (abstraktnim) Hilbertové prostoru H rozumime kazdou nekone¢nou
posloupnost nenulovych a navzajem ortogonalnich elementd tohoto prostoru. Maji-li vSechny prvky
ortogonalniho systému normu rovnou 1, mluvime o ortonormalnim systému v H.

Poznamenejme, ze z kaZdého ortogondlniho systému lze vytvorit systém ortonormdlni tim, Ze kaZdy
element systému délime jeho normou.

Ortogondlni systém {f,}52,; v H je nazyva aplny, je-li jedinym vektorem ortogonalnim ke vSem
vektortim f,, vektor nulovy. (Kazdy vektor f, uréuje v H jistou osu soufadnou; uplnost systému {f, }
znamend, ze k témto osdm jiz nelze pfidat zddnou dalsi osu ke vSem z nich kolmou.)

Ptikladem tiplného ortonormélniho systému v prostoru £? je systém slozeny ze vSech jednotkovych
vektortl e, soufadnych os. Je-li totiz = {x,} € 2, je (v -e,) = x,; jsou-li viechny tyto skaldrni
souciny nulové, je x =0. O

Trigonometricky systém se sklad4 z funkci
(12) 1, cosz, sinx, cos 2z, sin2z, ..., cosnz, sinnz, ...
a je pifkladem ortogonalniho systému v £2((—n, 7)), protoze véechny skaldrni souciny
s ™ ™
(13) / 1-cosnzxdzx, / 1-sinnzdx, kde neN, / cosnxsinmzx dr, kde n #m,
—T —T —T
jsou — jak se snadno ovéri — nulové. Systém vSak neni ortonormalni, protoze ¢tverce norem jsou
™ s ™
(14) / 1=271 a / cos? nx dr = / sin? nzdr =7 pro kazdé n e N.
—T —T —Tr
Lze v8ak ukézat, ze trigonometricky systém je uplny; dikaz viz Jarnikdv JII, véta 187. [

Jednim z nejdilezitéjsich problémt tykajicich se ortogonélnich systému je otézka nejlepsi aproxi-
mace elementt f € H linedrnimi kombinacemi prvki tohoto systému:
Necht {f,}22, je ortogondlni systém v H a necht f € H. Pro kazdé n € N a pfi kazdé volbé

n=1

konstant ¢y, ..., ¢, je pak (v disledku ortogonality)

= ((fi%’fj) : (fé%fk))
= |f||222njck<f~fk>+2njci I £ 12

(f fk> ()Y
=171+ (k el -
Z 17 Z 17el
z toho je patrné, Ze nejlepsi aproximaci bude linearni kombinace s koeficienty

_(h)
177

coz jsou tzv. Fourierovy koeficienty vektoru f v daném ortogonalnim systému {fj}. Dosadime-li je
(f - fr)

do (15), ziskdme rovnost
_ ~((f- fk)>2
| -2 (Y

Tyto relace maji velmi jednoduchy geometricky vyznam: Pfi pevném n € N utvofime linearni obal
O,, elementt fi,..., f,, cozZ je jisty n-rozmérny linedrni podprostor (nekoneénérozmérného) prostoru
H. Nejblize k danému f € H je v tomto podprostoru ortogondlni primét

(15) =S
=

(16)

(17) Hf
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(18) Z (flifkg)fk
vektoru f do O,; o tom, ze vektor
ka H

je ortogondlni ke vSem vektorum fi1,..., f, se snadno presvédcime tim, Ze vypocteme prislusné skalarni
souciny.

Protoze ¢islo (17) je nezaporné, plati vZdy (tj. pro kazdy ortogonalni systém, kazdy vektor f a kazdé
n € N) nerovnost

. £ fe) 2
(20) Z( 7l ) <7l

=1

a z ni limitnim pfechodem pro n — oo vyplyvajici tzv. Besselova nerovnost
00 2
(f-fx) 2
(21) > ( <51
2\l

rada vlevo je tedy vidy konvergentni.

V kazdém normovaném linedrnim prostoru X lze mluvit o konvergenci podle normy Fad elementii
a € X: Utvorime ¢astetné soucty s,, := > ,_, aj a za sou€et ¥ady > -, a; prohldsime vektor s € X,
pro ktery je || s, — s|| — 0 pro n — oo. Je-li prostor X navic dplng, plati i p¥islusnd B.C. podminka
konvergence:

Rada Ziozl ay, konverguje prdvé tehdy, kdyz pro kazdé € € R, existuje N tak, Ze

n+p

>

k=n+1

(22) n>N, peN = <e.

Vse, co jsme pravé fekli, lze ovSem aplikovat na Hilberttv prostor. Ze (17) je patrné, Ze rovnost
oo
(f fr)
(23) f= Z NS

plati prave tehdy, kdyz misto Besselovy nerovnosti plati tzv. Parsevalova rovnost
00 2

(21) > (L) =i
2N\ ]

Rada na pravé strané (23) se nazyva Fourierova fada vektoru f v (daném ortogonalnim) systému
{fn}; konverguje vidy, nebot z rovnosti

n+p
Z (f- fk)fk

2
k=n+1 kaH

(SN
- > | ||fkﬁ>

k=n-+1

a z konvergence fady na levé strané (21) je patrné platnost B.C. podminky.
Utvofenim piislusnych skalarnich soucint se snadno pfesvédéime, ze vektor

(25) p-y )y,

je vidy ortogondlni ke viem vektorim fi. Pokud je tedy systém vektori fy, dplny, je vektor (25) nulovy,
takze (kazdy) vektor f ¢ H je pak souctem své Fourierovy tady.
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Déle: Plati-li (23), lezi f jisté v uzdvéru linedrniho obalu O vsech vektorit fi. Necht je obracené
f € O; pak je f = lim,, .o gm pro vhodné zvolené vektory g,, € O. Kazdé g,, lezi v jistém O,
a — vzhledem k tomu, Ze je posloupnost {O,} rostouci — lze pfedpokladat, ze i posloupnost {n.,}
roste. Necht s, znamené n,,-ty ¢asteény soucet Fourierovy rady vektoru f. ProtoZe s,, je nejlepsi
aproximaci f v Oy, ,je || f — sm|| < || f — gm ||; protoze || f — gm || — 0, je sm — f, takze f je souctem
své Fourierovy rady.

Nasledujici véta shrnuje nékteré z pravé dokazanych vysledki.
Vé&ta 7.7. Necht {f} je ortogonalni systém v Hilbertové prostoru H. Pak plati:

1. Fourierova fada kazdého vektoru f ¢ H konverguje, pfidemz rozdil (25) je ortogonalni ke viem
vektorum fj.

2. Pro kazdy vektor f € H plati Besselova nerovnost; Parsevalova rovnost plati pravé tehdy, kdyz
se f rovna souctu své Fourierovy fady, a také pravé tehdy, kdyz f lezi v uzavéru O linearniho obalu
O vsech vektori fy.

3. Systém {fi} je tplny pravé tehdy, kdyzZ je splnéna néktera z téchto vzdjemné ekvivalentnich
podminek:

a) Kazdy vektor f je souctem své Fourierovy Fady.

b) Pro kazdy vektor f plati Parsevalova rovnost.

¢) Linedrni obal O vsech vektorii fy, je husty v H.

Poznamka. Geometricky vyznam Parsevalovy rovnosti je nejlépe patrny v pripadé ortonorméalnich
systémit: Vektor f je rozlozen na slozky (f - fi) fr; lezi-li v uzdvéru linedrniho obalu vektord fy, je
&tverec || f || délky vektoru f roven souctu 3 vy (f - f1)? ¢tvercii délek viech slozek. Je-li systém tplny
(tj. neni-li v H mozné k osdm uréenym vektory fi pfidat zZddnou dalsi osu, k nim v8em ortogondlni),
plati rovnost || f || = S e (f - fr)? pro kazdy vektor f.

Z toho je patrné, ze Parsevalova rovnost je zobecnénim Pythagorovy véty na nekonecénérozmérny
prostor H, v némz je dan ,uplny systém os souradngych®. [

Velmi dilezita je pro teorii ortogonalnich systému tato existenc¢ni véta:

Véta 7.8. V kazdém Hilbertové prostoru existuji uplné ortonormalni systémy.

V dilkkazu budeme potfebovat toto

Lemma. Kazdy konec¢nérozmérny (linedrni) podprostor X prostoru H je uzavieny v H.

D k az lemmatu. Jak je zndmo z algebry (a jak ostatné uvidime i v dikazu véty 7.8), existuji
v X ortonormalni baze; necht &1, ..., &, je takovou bazi. Mame dokézat, Ze pro kazdou posloupnost
vektord x,, € X, kterd v H konverguje, je limz, ¢ X.

Pro kazdé n € N existuji ¢isla ¢,; € R tak, ze z,, = 25:1 ¢n;&;. Protoze posloupnost {z, } konver-
guje, je cauchyovskd, takze pro kazdé ¢ ¢ R, existuje N tak, ze n > N, m > N = ||z, — x| < e.

7 relaci
2 q

= (Cnj = emy)* = (Cnj — Cmj)”

j=1

Hxn _xrn”2 =

q
D (enj —emy)
i=1

platnych pro kazdé j = 1,...,q je patrné, Ze kazdd posloupnost {c,;}5%; je téZ cauchyovska, tedy
konvergentni. Oznacime-li ¢; := lim,,_, cpj, je T := Z?:l cjéjeXa

q
D (enj — )&
j=1

2 q

=D fen )~ 0;

Jj=1

| Zn —1‘H2 =

tim je lemma dokazano. [

D kaz véty 7.8. Prostor H mé podle predpokladu hustou spodetnou ¢ast; necht ji tvori vektory
F,, n € N. Zna¢me O(u,v,w,...) linedrni obal vSech vektort napsanych v zavorce za symbolem O.
Protoze samy vektory F,, tvori hustou ¢ast prostoru H, plati to tim spiSe o jejich linedrnim obalu O,,,.

Bud n; nejmensi pfirozené ¢&islo, pro néz je F,, # 0; pak je ovSem Oy := O(F,,) = O(F1,..., F,,).
Jsou-li jiz pro nékteré k € N sestrojena pfirozend ¢isla ny < --- < ny tak, ze vektory Fy,,..., F,,
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jsou linedrné nezévislé a ze Oy := O(Fy,, Fn,,..., Fn,) = O(F1, Fa, ..., F,,), definujme ngq jako
nejmensi pfirozené ¢islo vétsi nez ny, pro néz vektor I, ., nepatii do Oy. Takovy vektor existuje,
protoZe prostor O mé (kone¢nou) dimenzi k, je proto podle lemmatu uzavieny, tj. rovny svému
uzavéru, a nemuze tedy obsahovat vSechny vektory F,,, protoze uzavér jejich linearniho obalu je
nekonecnédimenzionalni prostor H.

Je ztejmé, ze pravé popsand konstrukce vede k nekonecné posloupnosti ¢isel n; < --- < ng < ...,
kterd maji tu vlastnost, Ze linearni obal vsech vektorii G := F),,, kde 1 < j < k, je roven Oy, takze
linearni obal vsech vektort Gy splyva s linedrnim obalem O, vsech vektoru Fj,; vektory Gy jsou vSak
navic linedrné nezavislé.

Polozime-li f1 := G1/||G1 |, je || f1ll = 1 a O(f1) = O1; predpokladejme, Ze jsou pro nékteré k
sestrojeny jednotkové, navzdjem ortogonalni vektory fi,..., fr tak, ze O(f1,..., fr) = Ok. Polozme

(26) Jiz1:=Gry1—arfi — - —apfy

a koeficienty a; zvolme tak, aby platily rovnosti

(27) (fis1- 1) = (Gria - fj) —a; (fj - fj) = (Gryr - fj) —a; =0 prokazdé j=1,....k.

Volba a; := (Gj41 - fj) zarucuje vzajemnou ortogonalitu vSech vektort fi,..., fx, fi,q; tato pod-
minka ziistane zachovana, nahradime-li posledni vektor jednotkovym vektorem fy. 1 := f;, ,/ H Tr H
Rovnost O(f1,..., f&, fk+1) = Ors1 je jisté ziejma. Jisté je téZz zfejmé, Ze posloupnost vektoru f,
ziskana pravé provedenou indukci, je hledanym tplnym ortonormalnim systémem. []

Algoritmus, kterym se v pravé provedeném dikazu z husté spocetné ¢asti vytvoril iplny ortonor-
mélni systém, vypada celkem jednodusSe, zejména pokud bychom vysli z posloupnosti {Gy} linedrné
nezavislych vektort, jejichz linearni obal je husty v H. Pak totiZz staci ortogonalizovat a — pokud
by mél byt vysledkem ortonormélni systém — jesté délit vysledky pfislusnymi normami. (Zdanlive)
jednoduchy a pfitom uziteény piiklad nadm ukéze, jaky mize byt rozdil mezi (jednoduchou) teorii
a (nékdy dosti svizelnou) praxi. Nejdiive tedy teorie:

Vé&ta 7.9. Mnozina vSech polynomii je hustd v kazdém prostoru £2((a, b)), kde —oo < a < b < +00.

Ddkaz.Zrésumé 4 v dikazu véty 7.4 snadno plyne, ze mnozina C vsech spojitych funkci
f:{a,b) — R je hustd v £L2({a,b)); staci proto dokdzat, Ze mnozina vSech polynomt je husta v C.

Z Weierstrassovy véty, kterou ¢tenai najde v dodatku k tomuto oddilu, °7) viak plyne, Ze pro kazdé
f e C a pro kazdé ¢ € Ry existuje polynom g tak, ze | f — g| < ¢/vb—a viude v (a,b); &tverec
vzdalenosti funkei f, g v metrice prostoru £2({(a, b)) je pak roven

g2 9

b
179l = [(-9P< ;-0 =2

Tim je hustota mnoziny viech polynomt v C' dokazana®®) a podle véty 7.8 tedy v £2((a, b)) ezistuje
uplny ortogonalni systém polynomt. [J

Nyni k jeho praktickému nalezeni: Protoze mnozina vSech polynom je linearni obal vSech celocisel-
nych mocnin Id" s nezdpornym exponentem n, stacilo by posloupnost {Id"}22, ortogonalizovat postu-
pem vysvétlenym v ditkazu véty 7.8. PFitom bychom uvézili, Ze funkce Id" jsou linedrné nezéavislé a ze
pokud dovedeme ortogonaliza¢ni postup uskuteénit napf. v intervalu (—1, 1), je jiz velmi snadné najit
ortogonalni systém v obecném intervalu (a, b): Je-li f,, (pro kazdé n > 0) polynom stupné n a tvoii-li
polynomy f,, iplny ortogondlni systém v £2((—1,1)), tvofi polynomy g,(x) := f,((z — a)/(b — a))
tplny ortogonalni systém v £2((a, b)), pficemz g, ma opét stupeti n.

Predpoklddejme tedy, ze (a,b) = (—1,1); tim se ortogonalizace mocnin Id" trochu zjednodusi.
Nebudeme-li trvat na jednotkovych norméch, mazeme polozit fy := 1, f; = Id, protoze fil fofi =

57) Zatadili jsme ji do dodatku, abychom nenarusovali souvislost vykladu soustfedujiciho se v tomto oddilu hlavné

na ortogonalni systémy v Hilbertovych prostorech. Weierstrassova véta se vSeobecné pocitd mezi nejzdvaznéjsi tvrzeni
analyzy, a to jak pro svou zna¢nou teoretickou cenu, tak i proto, ze hraje podstatnou roli v celé fadé dulezitych aplikaci.

58) Vsimnéme si, zZe podle Weierstrassovy véty je mnozina vSech polynomi hustd v C pfi supremové normé, zatimco
ve vété 7.9 jde o hustotu pti normé prostoru L£2({(a,b)). Jak je patrné z kratkého dikazu véty 7.9, je prvni podminka
podstatné silnéjsi nez podminka druha.
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f_ll xdr = 0. Polynom fy(x) = 22 — a — br mé4 spliiovat podminky 0 = (fs - fo) = f_ll(ac2 —a)dx =

2(3—0a),0=(fo-f1)=-b Ll1 2? de = —2b,%9), takze lze kldst fo(z) := 22 — £. K urdeni koeficient
polynomu f3(z) = 2® — A — Bz — Cz? bychom museli spocitat t¥i integraly; vyslo by f3(z) := 23 — 2z,
atd. Bohuzel neni vibec jasné, jak bychom méli ziskat vsechny polynomy f,,; na prvni pohled neni
totiz patrnd zadna zavislost (rekurentni vztah) mezi koeficienty polynomu f,, a koeficienty polynomii
fo, ..., fn_1. Tato cesta se tedy jevi jako neschiidna.

K cili, jak se ukaZe, vede tato myslenka: Polozime fy := 1; pro kazdé n € N m4a mit polynom f;,
stupen n a ma byt ortogonalni ke vSech polynomum stupmni mensich. Protoze kazdy polynom stupné
n je n-tou derivaci néjakého polynomu g, stupné 2n, pisme f,, = g,(zn) a ptejme se, jak mame zvolit
polynomy g,,. ProtoZze mé byt (f,-h) = 0 pro kazdy polynom h stupné mensiho neZ n, napiSme
piislusny integral a integrujme celkem n-krat per partes:

/_11 foh = /_11 gMh = [g,(ln—l)(x)h(x)}l_l - /_11 e
1 1
(28) = [gﬁn—l)(x)h(x) - 97(1”—2)(33)11’(36)} - /_1 SO~

oD (V) — o™= ()1 e (—D) 1y D]
= g (@)h(x) — g, 7 (@)h' (@) + -+ (=1)""gn ;

vzali jsme pfitom v tvahu, ze f_ll gnh(™ dz = 0, protoze h(™ = 0. Vjraz za poslednim rovnitkem
v (28) bude pfitom (pro kazdy polynom h) roven 0, bude-li mit polynom g, v bodech +1 kofeny
nasobnosti n; vzhledem k tomu, Ze g, ma mit stupen 2n, urcuje jej tato podminka jednozna¢né az na
multiplikativni konstantu: Musi byt g, (x) = A, (2 — 1)", kde A,, # 0. Pak tvoii polynomy

(29) falz) = Ay [(2® - 1)"](n) (kde n >0)

tplny ortogonalni systém v £2({(—1,1)); f, mé stupett n a vhodnou volbou ¢&isel A,, lze doséhnout
napf. toho, ze koeficient u mocniny 2" v f,(x) je roven 1, nebo ze || f,, || = 1.

To je sice jiz dosti uspokojivy vysledek, ale koeficienty polynomu f,, bychom zatim museli pro kazdé
n pocitat zvlast, pricemz vypodet by asi vzhledem k nutnosti n-krat derivovat nepattil k nejpiehled-
néj$im. Hledejme proto néjaky rekurentni vztah mezi polynomy f,. Dokazme pfedevS§im toto

Lemma. Pro kazdé n € N existuji (konecnd redlnd) ¢isla «,, By, vn tak, Ze

(30) anfn+l($) = (33 + 6n)fn($) + Tn fnfl(x)-

D ik az . Znamené-li A, (pro kazdé n > 0) koeficient u mocniny 2" v f,(z), je

(31) fn+1($) _xfn(w) — chfl(x)

A A
n+1 n i—0

pro vhodni ¢; € R, protoze polynom vlevo méa stupen nejvyse rovny n. Je-li n > 1, utvofme na obou
strandch (31) skalarn{ souiny s polynomy fi, kde 0 < k < n — 2. Vzhledem k ortogonalité dostaneme
vlevo nulu, vpravo cg (fi - fx ), takze cg = -+ - = ¢,—2 = 0. Plati tedy identita tvaru

(31/) fn+1(73) — fn('r)

>\n+1 A, = Cnfn(x) +Cn—1fn—1(m);

pron =1 je (31") totéz co (31). Nasobime-li (31’) ¢islem A, a polozime-li oy, := Ay, /Anit1, Bn i= Ancn,
Yn = AnCn—1, dostaneme (30). O
Lemma je dokazano, ale zbyva najit ¢isla au,, B, Vn: Protoze podle binomické véty je (z2 —1)" =
22" —na?"=2 4+ ... plyne z (29), ze
fal@) =4, (2n)2n—1)--- (n+1)z" —n(2n —2)2n —3) - (n— 1)z" 2 +...),

59) Liché mocniny nepiSeme, protoze maji integral rovny 0.
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coz lze napsat i ve tvaru

(2n)!

(32) Fulw) = A (2 an - (2n—2)!

" —2)!

a:"72—|—...).

Jak je patrné, je polynom f, pro kazdé liché (sudé) n lineadrni kombinaci lichych (sudych) mocnin
identity; z toho plyne, Ze v identité (30) je 3, = 0. Dosadime-li do (30) podle (32), 1ze koeficienty «,,
Yn ziskat porovnanim koeficient u mocnin 2”1 a 2"~ !: Relace

(2n+2)! (2n)! A, 1
= 4An Qp = a7o 1 1y
(n+1)! Api12(2n+1)

(33&) ()énAn+1 o

ziskdme porovnanim koeficient@ u z"*!; porovnanim koeficient@ u 2”~! dostaneme rovnost

anAns1(n+ 1)(71(2_71)1')' =nA,

(2n —2)!
m + Y An—1

tedy — po dosazeni vypoctené hodnoty ., a po Upravé — rovnost

(2n —2)!
(n—1)!"

A, 2n2
33b = .
(33b) T 1

Dosadime-li tyto vysledky do (30), pfevedeme-li vSe na jednu stranu a nasobime-li vyrazem 2 (2n+1),
dostaneme rekurentni vztah

An Ay,
(34) = farr(@) = 2(2n+ 1) fu(x) + 4n® foa(z) =0,
An+1 An—l
ktery bude zvlasté jednoduchy, rozhodneme-li se polozit
1

35 A, = ——

(35) 2nn!
pak totiz pfejde identita (34) v rekurentni vztah

(36) (n+1) foy1(z) = 2n+ 1) fr(x) + nfn_1(x) =0.

Poznamenejme, 7e pti volbé (35) ¢isel A,, jsou f, tzv. Legendrovy polynomy. 5%)
Polynomy fj, f1 najdeme z definice (29), dalsi po¢itdme pomoci (36); bez obtizi zjistime, ze

folw) =1, fi(z) ==, fo(x) = 5(32% = 1), fa(z) = ja(52% = 3),
fa(z) = £(352"* —302% + 3), f5(z) = L (632" — 702° + 15), atd.

Jak vidime, cesta k numerickému vypocétu polynomd, které vzniknou ortogonalizaci posloupnosti
{Id"}22,, byla dosti dlouhd a tspéch byl zaloZen i na nékolika ne zcela trividlnich obratech. Poz-
namenejme jesté, Ze volba koeficient (35) méa za nésledek, ze

(37) fn(1)=1 a f,(-1)=(-1)" pro vSechna celd ¢isla n > 0;
plyne to z (36) snadnou indukei (kterou pfenechévame ¢tenéafi). Méné snadné je dokazat, Ze
(38) | fnl <1 vSude v (—1,1) a pro vSechna cela ¢isla n > 0;

je to provedeno v Jarnikové JII (véta 215).
Dokazme vsak jesté, ze
(39) Legendriv polynom f, ma (pro kazdé n > 0) v (—1,1) pravé n riznych kofent ;

60) Adrien Marie Legendre (1752 — 1833): francouzsky matematik, po ném# je pojmenovana i diferencialni rovnice

(1 —22)y"” — 22y’ + a(a+ 1)y =0, kde « € R; je-li @ = n > 0 celé &islo, vyhovuje ji Legendrv polynom fy, (x).
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jsou tedy v8echny jednoduché a mimo interval (—1,1) polynom f,, zddné kofeny nema.

D t k a z . Protoze pro n = 0 je tvrzeni trividlni, bud n € N a necht z; < --- < z, jsou vSechny
kofeny funkce f,, v intervalu (—1, 1) majici lichou nasobnost. Polozme

9(z) = H(m - y),
k=1

kde v piipadé p = 0 je pravé strana definovana jako 1. Polynom f,,g mé pak v (—1,1) jen kofeny sudé
nasobnosti, takze je tam bud vSude nezdporny nebo vsude nekladny. ProtoZe to neni nulovy polynom,
je v dasledku toho Ll1 fng # 0. Z toho vSak plyne, ze p = n, nebot v pfipadé p < n by polynom g byl
ortogonalni k f, a pravé napsany integral by byl nulovy.

Tim je tvrzeni (39) dokdzano. [

Posledni véta tohoto kratkého exkursu do teorie ortogonélnich systémt ma nesmirny vyznam, a to
nejen pro matematiku samou, ale napt. i pro fyziku.

Véta 7.10. Kazdé dva Hilbertovy prostory jsou izometricky izomorfni.

Specialn é&: Kazdy Hilbertiv prostor je izometricky izomorfni s prostorem ¢2.

~

D @ k a z . Stac¢i dokazat specidlnéj§i ¢ast véty, protoze dva prostory izometricky izomorfni s £2
jsou i navzajem izometricky izomorfni.

Bud tedy H Hilbertv prostor; zvolme v ném pevné né&jaky tuplny ortonormalni systém {fi}72;.
Pro kazdé f ¢ H definujme ®(f) jako nekoneénou posloupnost, jejimz k-tym ¢lenem je skaldrni souéin
(f - fx), a ukazme, Ze ® je hledané izometrické izomorfni zobrazeni H na £2.

Protoze fi jsou nyni jednotkové vektory, mé konvergentni fada v (24) ¢leny (f - fi )2; z toho plyne,
e ®(f) € 2, a to pro kazdé f e H. Z rovnosti (24), kterou lze nyni napsat ve tvaru || ®(f)||> = || f|%,
je zaroven patrné, ze zobrazeni ® je izometrické.

Z vlastnosti skaldrniho sou¢inu je ziejmé, Ze zobrazeni ® je linedrni (tj. aditivni a homogenni).
Protoze je izometrické, je prosté, tedy izomorfni.

Zbyva dokéazat, ze ® zobrazuje H na (2, tj. dokazat, ze kazdy bod ¢ := {c,} € ¢? je obrazem
nékterého vektoru f € H. Protoze pro kazdé n € N a pro kazdé p ¢ N je

n+p 2 n+p n+p n+p
(40) > k| = (( > ijj)'( > Ckfk)) =Y
k=n+1 j=n-+1 k=n-+1 k=n+1

a protoze fada Y r_; i konverguje, splituje B.C. podminku, a z ni a ze (40) plyne, Ze i fada Y o=, ¢k fx
ji splituje. Tato fada tedy v H konverguje, a oznacime-li f jeji soucet, je zfejmé ¢, = (f - fi ) pro kazdé
k e N, tj. ®(f) = ¢, coz jsme méli dokazat.

Zavérecna poznamka. Disciplina, kterda velmi ucelné spojuje algebru s matematickou analyzou,
vznikla kolem roku 1930; jmenuje se funkciondlni analijza.%') Za dobu své existence se rozrostla na
mohutny védni obor, ktery ma svou ,linearni“ a ,nelinedrni“ ¢ast; obé prinesly a stale pfinaseji velmi
efektivni nastroje k feSeni problémt, pfi nichZ klasicka analyza vétSinou selhéva. Bez funkciondlné-
analytickych metod si dnes napf. nelze predstavit feseni problémii souvisejicich s integralnimi nebo
parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi; i moderni numerické a pfiblizné metody vyuzivaji funkcionalni
analyzu ni¢im nenahraditelnym zptsobem.

Linearni funkcionalni analyza se zabyva studiem normovanych (nebo obecnéji metrickych nebo
topologickych) linedrnich prostord, a to zejména prostort nekoneéné algebraické dimenze; malou
exkurzi do funkciondlni analyzy predstavuje obsah pravé konciciho oddilu. Zustali jsme vSak na
samém zacatku, protoze funkcionalni analyza vySetfuje podrobné napt. funkciondly na normovanych

61) T kdyZ nevéfim, Ze tyto poznamky bude ¢&ist nékdo z pocetného zéastupu lidi, ktefi ve vefejnych sdélovacich
prostfedcich (a asi i jinde) uzivaji zcela nesmyslné slovo ,potencionalni“ (existuje snad néjaky ,potencional®?), pfrece
jen bych rad vyslovil prosbu, aby se slovo ,funkcionalni“ nestalo argumentem pro opravnénost uvedeného jazykového
zmetku, ktery vytvorili lidé postradajici jakykoli cit pro Cesky jazyk a ktery ihned nalezl kladnou odezvu u dalsich
polovzdélanct. Pfipomenme, ze slovo ,funkcionalni® nevzniklo ze slova ,funkce®, ale ze slova ,funkcional“, které se ve
funkcionélni analyze uziva pro zobrazeni (vektorovych) prostort do R nebo do C.
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linearnich prostorech, vzajemné zobrazeni takovych prostort, tedy tzv. operdtory, a ovsem dlouhou
fadu dalsich, nékdy zna¢né komplikovanych pojmii. 92)

Matematické discipliny studuji invarianty nejriznéjsich t¥id zobrazeni: Elementarni geometrie se
zabyva invarianty posunuti, otoceni, stejnolehlosti, event. i zrcadleni; obecna topologie studuje in-
varianty homeomorfnich zobrazeni; linearni algebru zajimaji mj. invarianty izomorfnich zobrazeni;
v teorii metrickych prostort se vysetfuji invarianty izometrickych zobrazeni. Jednim z hlavnich pred-
méti zajmu linearni funkciondlni analyzy jsou invarianty izometrickych izomorfnich zobrazeni. Tak
jako nelze v topologii roviny ,rozeznat® napi. kruh od ¢tverce, jsou pro funkcionalni analjzu ,nerozez-
natelné“ dvojice izometricky izomorfnich prostort; z hlediska funkcionalni analyzy se takové prostory
lisi jen ,pojmenovanim svych prvka“. Vzhledem k vété 7.10 existuje pro funkciondlni analyzu jen
jeden Hilbertiv prostor — pokud oviem nezménime jeho definici.®®)

Velmi brzy nasla funkcionélni analyza i své aplikace v moderni, zejména kvantové fyzice. Zde jsou
znamy jiz od dvacatych let dva zpusoby pfistupu k vysvétlovani fyzikalnich jevi: Jeden z nich, spo-
jovany s Heisenbergovym jménem, pracuje s principem nespojité rozloZzené hmoty (hmoty rozlozené
do ¢astic); de Broglie a Schrodinger vychézeli ve své ,vlnové teorii“ ze spojitého rozloZeni hmoty.
Ke znac¢nému udivu fyzikt vedly tyto filozoficky zcela odlisné ptistupy k tymz vysledkam. Matemat-
icky lze souhlas vysvétlit velice jednoduse: P¥i prvnim p¥istupu se v podstaté pracuje v prostoru £2,
pii druhém v prostoru £2; protoze tyto prostory jsou izometricky izomorfni, neni divu, ze vysledky
musi bjt — po patii¢né interpretaci — identické.®4) Navic je zfejmé, Ze ani v budoucnu nemiize jedna
z téchto teorii poskytnout zadné vysledky, které by se nemohly odvodit pomoci druhé teorie. Z hlediska
funkcionalni analyzy neni dokonce mezi obéma teoriemi Zddny rozdil. V zacatcich kvantové fyziky slo
tedy o nesmirné zajimavy proces vytvoreni dvou jen zdanlivé zcela odlisnych matematickych modeli
fyzikalni reality. Protoze model neni totéz co skutecnost, nelze ovsem zadnou matematickou argumen-
taci rozhodnout, jakou ,podstatu“ ma tato realita.

Dodatek k oddilu 7

Weierstrassova véta o stejnomérné aproximaci spojité funkce polynomy. Pro kazdou funkci f
spojitou na kompaktnim intervalu {(a,b) a pro kazdé ¢ ¢ R, existuje polynom p tak, Ze nerovnost
|p — f| < e plati v celém (a,b).

Dusledek. Za uvedenych predpokladi o funkci f existuje posloupnost polynomi p, konvergujici
v {a,b) stejnomérné k funkci f.

62) Jednim z prvnich vysledkd, které funkcionalni analyza dokézala zcela jinym zpusobem, nez bylo do té doby
obvyklé, byla existence spojitych funkci, které nemaji nikde derivaci. Novy pfistup spocival v tom, ze funkce se nekon-
struovala, ale dokédzalo se, Ze v prostoru vsech spojitych funkci tvofi funkce, které maji aspon v jednom bodé derivaci,
z jistého hlediska ,zanedbatelnou“ ¢ast — v jistém smyslu ,,vétSina“ spojitych funkci nema derivaci v zadném bodé.

63) V literatufre se studuji jak lineadrni prostory se skalarnim soucinem, které nejsou uplné, tak i prostory, které maji
nespocetnou algebraickou dimenzi (takze nejsou separabilni); terminologie sice kolisd, ale i takové prostory se ¢asto
nazyvaji Hilbertovy. Neni snad nutné podotykat, Ze na takové obecn€jsi prostory nelze teorii, kterou jsme v oddilu 7
vylozili, aplikovat.

64) Poznamenejme, ze ani zde by se Riemanntv integral nehodil; kdybychom napf. chtéli utvorit prostor analogicky
£2((0,1)), ale s Riemannovym integralem, snadno bychom zjistili, #e nens tping: Posloupnost funkci definovanych
podminkami fy,(z) := 2= 1/3 je-li x € (1/n,1), a fn(z) := 0, je-li z € (0,1/n), je cauchyovské, protoze

1 1/m 1/m 31 31 31
nEN,mEN,n>m=>/(fnffm)2:/ w_2/3dm:[3%} :3( — - f)§3 —.
0 1/n 1/n m n m

V ,lebesgueovském® £2((0,1)) tato posloupnost konverguje k funkci f(z) := x~1/3; kdyby konvergovala k né&jaké
funkci v ,riemannovském“ £2((0,1)), musela by limitni funkce byt rovna f(z) s.v. v (0,1), protoZe ,riemannovsky“
£2? je obsazen v ,lebesgueovském“ £2 a v témz prostoru nemtize mit posloupnost dvé rtizné limity.Ctverec zadné
takové funkce vSak riemannovsky integrovatelny neni, protoZze neni omezeny. Protoze tplnost je podstatnou podminkou
k tomu, aby prostory £2 a ¢? byly izometrické a izomorfni, je netiplnost ,,riemannovského“ £2 z hlediska teorie i aplikaci
neodstranitelnou vadou — jedinou moznosti je vzdat se tohoto integralu.
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D i k a z . Uvazme predevsim, ze tvrzeni disledku je ve skutecnosti ekvivalentni s tvrzenim hlavni
Casti véty: Je-li |p, — f| < 1/n v {(a,b) pro kazdé n € N, je p, — [ stejnomérné v (a,b). Obraceng,
je-li p, — f stejnomérné v (a,b) a je-li ¢ € Ry, plati v {(a,b) nerovnost |p, — f| < e pro kazdé dost
velké n.

Déle: Je-li funkce f spojitd v intervalu (a,b) a polozime-li p(t) :=a+ (b — a)t pro kazdé t € (0,1),
je funkce g := f o ¢ spojitd v (0,1). Nerovnost |p—g| < & v (0,1) je ekvivalentni s nerovnosti
[pow_1—g| < e v (a,b). Funkce p je polynom pravé tehdy, kdyz totéz plati o funkci p o p_;. PFi
diikazu Weierstrassovy véty mizeme tedy bez jmy na obecnosti pfedpokladat, ze {a,b) = (0,1).

Pro kazdou funkci f spojitou v intervalu I := (0,1) a pro kazdé n € N bud p(f,n) funkce, jejiz
hodnota v bodé = € R je definovana rovnosti

- kN (n
) p(rio) =37 (5) ()t - s

k=0

funkce p(f,n) se nazyva n-ty Bernsteiniv polynom funkce f.

Ovéfme predevsim nékolik vlastnosti Bernsteinovych polynomi; «, 3,y necht jsou pfitom koneéné
redlnd ¢isla, n necht je pfirozené &islo a funkce f, g, h necht jsou spojité v I. UkaZme, Ze plati:

(2) plaf +Bg,n) = ap(f,n)+ Bp(g,n),
(3) f<g=p(fin) <p(g,n),
(4) [fl<g = |p(f,in)| <plg:n),
(5) p(y,n) =7,

(6) p(Id,n) =1d,

(7) p(Id2,n) = % 1d+”;1 1d2 .

Ad (2): Linearni zavislost polynomu p(f,n) na prvni proménné je patrnd piimo z (1).

Ad (3): Je-li f < g, je f(k/n) < g(k/n) pro k = 0,...,n; tyto nerovnosti tedy staci vynésobit
nezapornymi vyrazy (3)z"(1 — )" "% a seéist.

Ad (4): Nerovnost | f| < g je ekvivalentni s nerovnostmi —g < f < g, z nichz podle (3) a (2) plynou
nerovnosti —p(g,n) < p(f,n) < p(g,n), které jsou ekvivalentni s dokazovanou nerovnosti.

Ad (5): Je-li f konstantn{ funkce rovna v, je f(k/n) =~ pro k = 0,...,n, takze tento faktor lze
z (1) vytknout; podle binomické véty je pfitom

(8) i <Z):ck(1 —a)" P =@+ (1 —2)" =1.

k=0
Ad (6): Je
"k n! , k| o (n—1)! "
p(Id,n;x):ZEmﬁ(l—x) k_ mxk<1—x) k
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Ad (7): Podle (1) a (6) je

(1 niz) — = pIdmia) — p(d,ma) =3 B R kg e
p(Id%, n; ~=p(Id% n2) —p(ld, 2T W= )
n n—2
n—1 (n—2)! & r n—1, (n—2)! ; o
= 1—z)" [ A S N O AL J
n kzﬁ(ka)!(nfk)!x( ?) n 0 jgoj!(an—j)!x( ?)

n—1 ,<=<(n-2 n—1
_n=1 s - T e e AL
— JX_(:)( i )x( x) —

Tim jsou tvrzeni (2) — (7) dokdzéna; obratme se nyni k vlastnimu dikazu Weierstrassovy véty:
Stac¢i dokazat, ze pro kazdé € € R, existuje N € N tak, Ze pro vSechna n > N je [p(f,n) — f| <e
v I. Bud tedy déno ¢ € R, ; protoze f je v I stejnomérné spojité, existuje d € R, tak, ze

©) vel,yel, ly—a|<6 = |f(y) - f(2)] < de.

Protoze f je v I omezend, existuje K € Ry tak, ze | f| < K v I.

Spliuji-li body z,y z I nerovnost |y — x| < 4, plati zavér implikace (9); je-li |y — x| > 4, je
(y—x)%/6% > 1, takze | f(y) — f(2)| < |f(y)|+| f(x)| < 2K < 2K (y—x)?/6%. Polozime-li L := 2K /62,
plati tedy implikace

(10) vel,yel = |f(y) = f(2)| < e+ Ly —2)*.

Bud € I na chvilku pevné a napisme nerovnost ze zavéru pravé dokazané implikace ve tvaru®?)

(11) |f = f(2)| < 3e+ L(1d* —221d +2?).
Utvorime-li pro kazdy z napsanych vyrazi n-ty Bernsteintiv polynom, dostaneme nerovnost
1 1 n—1_. 2
(12) |p(f,n)—f(x)\§§€+L<— Id+ 2" 1d% —221d +a );
n n

utvorime-li hodnoty vSech pravé napsanych funci v bodé x, tj. nahradime-li vSude symbol Id ¢islem
x € I, dostaneme nerovnost

n —

1 L
(13) |p(f,n;x)—f(x)|§%€+L<%+ x2—2x2+x2>:%s—l—gz(l—x)gés—kf,

n

protoze, jak snadno nahlédneme, je 0 < x(1 — z) < % pro vSechna x € I. Zvolime-li N € N tak velké,
ze L/4n < £/2, bude tedy platit implikace

xeln>N = |p(fynz)— f(x)] <e,

coz jsme méli dokézat.

65) Nyni bude velmi zalezet na tom, ktery ze symbolt v (11) znamend funkci a ktery konstantu nebo konstantni
funkci. Budeme aplikovat tvrzeni (2) — (7); jisté neni t¥eba rozvadét, na kterém misté potiebujeme to nebo ono tvrzeni
— Ctenarl musi stejné celym myslenkovym procesem projit krok po kroku sam.
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