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1. Linearni a bilinearni formy

Ilja Cerny, Liberec 1999, Praha 20121)

Pfedpoklddé se znalost zdkladnich pojmu linedrni algebry jako je linedrni (= vektorovy) prostor
(nad télesem R redlnych &isel), linedrni zévislost resp. nezévislost vektori, béze a dimenze lineadrniho
prostoru; pojem matice, matice transponované (k matici M — oznaceni M 1), matice inverzni (oznaceni
M 1), sou¢in matic A, B (oznadeni AB) (specidlné: soucin matice a vektoru, ktery podle okolnosti
povazujeme bud za matici typu n x 1 (,sloupcovy vektor®) nebo typu 1 x n (,faddkovy vektor“);
skalarni souéin vektortt w, v (oznaeni (u - v)) jako specidlni pfipad nasobeni matice typu 1 x n
a matice typu n x 1, jehoz vysledkem je matice typu 1 x 1, kterou ztotoziiujeme s pfislusnym cislem;
pojem determinantu ¢tvercové matice a jeho zakladni vlastnosti; feSeni soustav (= systémil) linearnich
rovnic, jeho existence a jednoznacnost, souvislost s inverznimi maticemi a determinanty.

K nékterym z téchto pojmi se vSak vratime, zopakujeme jejich definice a dokazeme znovu nekteré
souvislosti, a to nejen proto, abychom nemuseli pfili§ odkazovat na prednasku z algebry nebo na
néktery ucebni text, ale také proto, ze terminologie neni Gplné ustéalena.

Umluva. Prazdnou mnozinu nebudeme povazovat za linearni prostor. Z nasich tivah vylouc¢ime
jednou provzdy linearni prostor sloZzeny pouze z nulového vektoru.

Priklad 1. Aritmeticky n-rozmérny prostor (kde n ¢ N) je definovan jako mnozina A™ vSech
uspofddanych n-tic kone¢nych redlnych éisel. 2)

Kazdé x € A™ mé tedy tvar x = (z1,...,2,), kde z1,...,z, jsou reidlna ¢isla, kterd se nazyvaji
slozky nebo soufadnice prvku x € A™.

Operace scitani a nasobeni ¢islem se v A™ definuji ,,po soufadnicich®; to znamenad, ze pro kazdé
dva elementy

(1) x= (1, Tn), ¥=W1,--,Yn)

7 w7

z A™ a pro kazdé ¢islo o € R definujeme
x+y:=(@1 4y, Tn+Yn), ax:=(axi,...,ax,).

Jak snadno nahlédneme, je A" s témito operacemi linearnim prostorem ; prvky prostoru A™ nazy-
vame podle okolnosti bud vektory, nebo body.

Priklad 2. Mnozina C vSech funkci spojitych v intervalu (0, 1), v niZ je definovano s¢itani a ndsobeni
Cislem obvyklym zptsobem, je linedrni prostor. [J

Pripomenme nyni ne€které zakladni pojmy: Linearni kombinaci vektort
(2) X1y ey Xn

(lezicich v né&jakém linedrnim prostoru X) rozumime kazdy vektor tvaru

(3) Z Ci Xk 5
k=1

kde ¢1,..., ¢y, jsou redlnd ¢isla. Jsou-li vSechna ¢isla ¢ nulova, fikdme, Ze linedrni kombinace (3) je
trivialni; v opa¢ném pfipadé (kdy aspoii jedno z éisel ¢ neni nulové) mluvime o netrivialni linearni
kombinaci.

Vektory (2) se nazyvaji linearné zavislé, je-li mozné nulovy vektor napsat jako néjakou jejich
netrividlng linearni kombinaci (tj. existuji-li ¢isla cq,...,c, tak, ze > ,_, ci > 0, ale soucet (3) je
nulovy vektor). Obracené, plati-li implikace

n
(4) chxk:Oéclz...:cn:O,
k=1

1) Ptvodni skriptum s uvedenym nézvem bylo napsano pro 1. roénik studentii matematiky na Technické univerzité
v Liberci ve skolnim roce 1999/2000. Vyuka podle néj probihala soubézné s vyukou analyzy a algebry, v niz se studenti
postupné seznamovali se zdkladnimi pojmy linearni algebry, které proto nebylo nutné vykladat znovu. Pivodni skriptum
autor nyni na fadé mist upravil, opatfil vétsim pocétem cviceni a jejich FeSeni ilustroval.

2) Tam, kde nebude hrozit nebezpeéi z nedorozuméni, budeme misto o ,koneénjch reélnjch &islech® ¢asto mluvit
kratce o ,,Cislech.“



fikdme, ze vektory (2) jsou linedrné nezavislé. (Jinymi slovy, vektory jsou linedrné nezdvislé, je-li
kazda jejich netrividlni linedrni kombinace nenulovy vektor.)

Definice. Je-li n € N, fikame, Ze linearni prostor X mé dimenzi > n, existuje-li v ném n linearné
nezavislych vektort; fikdme, ze méa dimenzi n, ma-li dimenzi > n, ale nemé-li dimenzi > n+1. Rikame,
7ze X mé dimenzi +0o0, ma-li dimenzi > n pro kazdé n € N. Ma-li X dimenzi d, piSeme dim X = d.3)

Poznamka 1. Podminka dim X = n € N znamena, ze v X existuje n linedrné nezavislych vektort,

ale kazdych n 4+ 1 vektori tohoto prostoru je linedrné zavislych. Rovnost dim X = +oco plati pravé
tehdy, kdyz v X existuje n linearné nezavislych vektora pro kazdé n € N.

Definice. Linearni obal LO(Z) mnoziny Z C X je definovan jako mnozina vSech linedrnich kom-
binaci tvaru 22:1 ckXi, kde n € N, kde x1,...,x, jsou libovolné vektory ze Z a kde cy,...,c, jsou
libovolna ¢isla.

Definice. Podmnozina B linedrniho prostoru X se nazyva bazi tohoto prostoru, jestlize plati:

B1. Je-lin € N a jsou-li xi, ..., x, navzajem rtzné vektory z *B, jsou tyto vektory linedrné nezavislé.
B2. Je-li x € X, existuji pro vhodné n ¢ N vektory xi,...,x, z 8 a ¢isla ¢1,...,¢, tak, ze x =
22:1 Cle X -

Poznamka 2. Je-li splnéna podminka B1, fikdme, Ze mnozina B je linearné nezavisla. Podle
definice linearniho obalu je tedy mnozina ‘B C X bazi prostoru X pravé tehdy, kdyz je linearné
nezavisla a kdyz LO(B) = X.

Priklad 3. Ukazme, Ze

dimA" =n, dimC = +co.

D d k az . Vektory
(5) e1 :=(1,0,...,0), e2:=(0,1,0,...,0), ... , &, :=(0,0,...,0,1)

tvori zfejmé bazi prostoru A™.
Do prostoru C' patii nap¥. vSechny funkce Id* (pFesnéji: jejich restrikce 1d* [(0,1)), kde k = 0 je
celé cislo; protoze pro kazdé n € N plati dobfe znama implikace

chldkEO v (0,1) = co=c1=...=¢, =0,
k=0

jsou funkce Id*¥, 0 < k < n, linedrné nezavislé, a to pro kazdé n e N.

Definice. Vektoru e, € A", ktery ma k-tou slozku rovnou 1, zatimco jeho ostatni slozky jsou rovny
0, budeme fikat jednotkovy vektor k-té soufadnicové osy v A™.

Upozornéni. Pojmy, které nemaji nic spolecného s dimenzi, budeme zavadét v obecnych linearnich
prostorech X, Y, atd. — bude tak lépe vidét jejich podstata; pojmy, které se opiraji o bazi nebo
o dimenzi, budeme definovat jen v pfipadé, Zze dimenze prislusnych linearnich prostori jsou konec¢né.

Definice. Rikédme, Ze zobrazeni L : X — Y (kde X, Y jsou linearni prostory) je aditivni, plati-li
implikace

(6) xeX, yeX = Lix+y)=Lx)+ L(y),
a homogenni, plati-li implikace
(7) xeX, aeR = Llax) = al(x).

Zobrazeni L : X — Y, které je aditivni i homogenni, se nazyva linearni forma (v X, s hodnotami
vY). Je-li Y = R, mluvime o realné linearni formé neboli o linearnim funkcionalu.*)

3) V souladu s nasi imluvou se budeme zabyvat jen linedrnimi prostory kladné dimenze; jsou to prostory, v nichz
existuje aspon jeden nenulovy vektor. Dimenze prostoru sloZzeného pouze z nulového vektoru by byla rovna 0.

4)  Poznamenejme, 7e od slova funkcional (nikoli tedy od slova funkce) je odvozen nazev moderni matematické
discipliny, ktera vznikla zacatkem 30-tych let genidlni kombinaci algebry s analyzou a kterd se nazyva funkciondlni
analyza. Za zakladatele této discipliny, bez niz je dnes nemyslitelné feSeni mnoha problému abstraktni teorie i aplikaci,
u nichz ,klasickd“ algebra i analyza selhala, se vSeobecné povazuje polsky matematik Stefan Banach.



Poznamka 3. Jak je patrné, zobrazeni L : X — Y je linearni forma pravé tehdy, kdyz plati implikace

(8) xeX, yeX, aeR, feR = Llax+ By) =al(x)+8LYy). O

Definice. Prostd linedrni forma se nazyva izomorfni zobrazeni (nebo izomorfismus). Existuje-li
. a vl 2 ~ . . s
izomorfismus L : X 23 Y, fikdme, Ze prostory X, Y jsou izomorfni. [

Poznamka 4. ProtoZe pro kazdé dva izomorfni prostory X, Y existuje izomorfismus L prostoru X
na prostor Y, odpovid4 kazdé operaci s vektory v X analogicka operace v Y (sr. s (6) a (7) — souctu
v X je jednoznacné prifazen soucet prislusnych obrazu v Y, soucinu ¢isla a vektoru z X soucin téhoz
¢isla s obrazem vektoru). ProtoZze L_; je také izomorfismus, je spravné i obdobné tvaha, za¢neme-li
operacemi v Y. ,Linearni struktura“ obou prostort je stejné; prostory X, Y se lisi nejvyse oznacenim
svjch elementt. P¥iklad: ZobrazeniL:C — A2 definované pro z € C rovnosti

9) L(z) := (Rez,Imz)

je ziejmé izomorfismus C na A2. Elementy obou prostorti se séitaji a nasobi redlnym éislem stejnym
zptisobem; elementy z C vSak zapisujeme ve tvaru z = Re z+44Im z, zatimco v A? se piifazeny element
napise jako uspofddand dvojice (Rez,Imz). O

Nésledujici véta ukazuje, ze v prostorech koneéné dimenze lze pracovat (ve smyslu poznadmky 4)
zcela analogickym zptisobem jako v aritmetickych prostorech A", jakmile v nich je dana néjaka baze
— a bazi mé samoziejmé kazdy konecnérozmeérny prostor.

Véta 1. Je-li § = {f1,...,f,} bdze prostoru X, lze kazdy vektor x ¢ X napsat, a to jedinym
zpuisobem, ve tvaru

(10) X = Zxkfk,
k=1

kde 1, ..., x, jsou realna &isla.®) Definujeme-li zobrazeni L : X — A™ rovnosti

(]‘]‘) L(X) = (xlv"'axn)a
je L izomorfni zobrazeni prostoru X na prostor A™.
D ik az této velmi uziteCné véty je tak jednoduchy, ze jej lze jisté pfenechat ctenari. [

Predpokladejme, ze X a Y jsou linearni prostory, pricemz dim X =n € N, dimY = p € N; zvolme
v X baziF={f,....,f}, vY bazi & = {g1,...,g,}. Kazdé x € X lze pak napsat ve tvaru (10), kde
slozky xj, jsou vektorem x urceny jednoznac¢né. Podobné lze kazdy vektor y € Y napsat ve tvaru

P
(12) y= Zngj,
j=1

kde ¢isla y; jsou opét jednoznacné urcena vektorem y.

Je-li L: X — Y linedrni forma, je pak L(x) = >, _; @ L(fi). Vektor L(x) € Y lze rozlozit na slozky,
které ozna¢ime Lq(x), ..., Ly(x); zobrazeni Ly : X — R (kde 1 < k < p) se nazyvaji slozky linedrni
formy L.%) Rovnost y = L(x) lze ekvivalentné napsat ve ,slozkovém* tvaru

kde =1
(14) Ajk = L;(fy) prokazdé j=1,...,p akazdé k=1,...,n.

Kazdé linearni formé L : X — Y, kdedim X =n e N, dimY = p € N, je tedy prifazena matice

A1 A2 oo A
Mt Az eee Ao

5) Jsou to, jak znamo, tzv. souradnice neboli slozky vektoru x v béazi F.
6) Jsou to zfejmé linearni funkcionaly.



typu p X n, kterou mizeme podrobnéji znacit napt. A;.
Obrécens, je-li ddna libovolnd matice (15), definuji rovnosti Lj(x) = > 1_; \jxxk, 1 < j < p, jistou
linedrni formu L = (Lq,...,Ly) : X = Y, kterou miizeme podrobnéji znadit L. Je pFitom zfejmé, Ze

(16) A, =A, Ly, =L.

A L

Definice. Rikdme, Ze A; je matice pFislusna k formé L a 7e L, je forma pfislusna k matici A. O

Rovnost y = L(x), kde L je linedrni forma pfislusnd k matici A, lze napsat pomoci maticového

soudinu Ax, v némz x = (1,...,%,) a y = (Y1, .., Yp) Povazujeme za sloupcové vektory:
(1 A1 A1z oo A ] [T

(17) Y2 | _ A21 A2z ... Azp T2
Yp )\pl /\p2 N )\pn In

Pro vétsi ndzornost uvedme tuto maticovou rovnost jesté ve tvaru

Y1 = AM1T1 + A2Z2 + -+ AipTy,

Y2 = A21T1 + Ao2Z2 + - - + Aop @y,
(17)

Yp = /\p11171 =+ /\p21172 4+ 4 /\pnxn-

Poznamka 5. To, co jsme fekli obecné pro lineadrni prostory konecné dimenze, v nichz jsou dany
baze, plati samoziejmé i ve specidlnim pripadé, ze X = A" Y = AP; za standardni bdze v téchto
prostorech povazujeme pritom bdze sloZen€ z jednotkovijch vektoru prislusnych souradnicovych os.

Poznamka 6. Je vhodné uvédomit si rozdil mezi linedrnim zobrazenim (= linedrn funkct) a linedrni
formou ; poznamenejme vSak, ze terminologie neni jednotnd :

Redlné linearni funkce v R jsou podle jedné z uzivanych definic pravé vsechny funkce tvaru az+b, kde
a € R, b € R; jina definice zad4 jesté podminku a # 0, tj. vylucuje funkce konstantni. Funkce L : R — R
je vSak (redlnd) linedrni forma pravé tehdy, existuje-li a € R tak, ze L(z) = ax pro vSechna x ¢ R;
zde se tedy a = 0 nevyluéuje, ale b v prvni definici linedrni funkce je rovné 0. (Linearni forma zobrazuje
vzdy pocatek na pocatek; linearni funkce podle prvni definice je superpozici linearni formy a posunuti
o ¢islo b.)

Podobné je tomu v A? a v A®: Redlnou linearni funkci v A? (resp. v A%) rozumime kazdou funkci
tvaru ax + by + ¢ (resp. ax + by + cz + d), kde (z,y) € A? a kde a, b, ¢ jsou redlna &isla (resp. kde
(z,y,2) € A% akde a, b, ¢, d jsou redlna ¢&isla) ; podle okolnosti Ize v definici vylou¢it konstantni funkce
tim, ze zddame, aby bylo a? + b > 0 (resp. a® + b2 + ¢ > 0), tj. aby aspoii jedno z &isel a, b (resp. a,
b, ¢) bylo nenulové. Realné linearni formy v A? (resp. v A3) jsou pravé viechny funkce tvaru ax + by
(resp. ax + by + cz), kde a € R, b e R (resp. a € R, b € R, ¢ € R); prifazuji poc¢atku (0,0) € A? (resp.
(0,0,0) € A?) &islo 0, podminka a® 4+ b* > 0 (resp. a® + b + c? > 0) se nezddd. Kazd4 linedrni funkce
je opét superpozici jisté linedrni formy a posunuti o jisté ¢islo ¢ v piipadé A? a d v piipadé A3.

Obecné, je-lin € N, p ¢ N a jelli L : A" — AP linedrni forma, lze rovnost y = L(x) napsat
ekvivalentné ve slozkovém tvaru (17*). Kdyby L bylo linedrni zobrazeni, museli bychom psat obecnéji

Y1 = A1%1 + A2Z2 + -+ Aip®y + b1,

Y2 = A21@1 + A22%2 + - - + Aop Ty + b2,
(17)

Yp = /\plxl + /\p21172 + -+ /\pnxn + pr

vektor (17**) vznikne z vektoru (17*) posunutim o vektor b = (by,...,b,). O

Priklad 4. Necht X je mnozina vSech funkci, které maji spojité derivace vSech fada v R, a necht
L(f) := f' pro kazdé f € X. (Kazdé funkci f € X ptifazuje tedy L jeji derivaci.) Protoze pro kazdé
dvé funkce f, g z X a pro kazdou konstantu a e R je (f +g) = f'+ ¢/, (af) = af’, je L linedrni
forma v X (s hodnotami opét v X).



Priklad 5. Necht C znamend totéz jako v prikladu 2. Zvolme pevné F € C' a polozme

1
(18) Lr(f) :—/O Ff prokazdé fcC;

z vlastnosti integralu”) snadno plyne, Ze Lr je linearni funkcional v X.8) O

Je-li p = n, je matice (15) ¢tvercovas:

)\11 )\12 . >\1n
(19) A= )\21 )\22 . )\Qn X
/\nl )\n2 )\nn

prislusna linedrni forma L = L je zobrazenim prostoru A" do A™.

Je dulezité védét, kdy je L zobrazenim A™ na A™; odpovéd je dobfe zndma z algebry. Pfed vy-
slovenim pfislusného tvrzeni pfipomenme nékolik pojmid a oznaceni: Determinant ¢tvercové matice
A budeme znadit det A; je-li nenulovy, fikdme, Ze matice je regularni, v opaéném piipadé mluvime
o matici singuldrni. Ke kazdé reguldrni matici A existuje matice inverzni, kterou budeme znaéit A~!
a ktera splnuje podminky

(20) ANP=ATA=E,
kde
10 0
(21) =101 0
0 0 1

je jednotkova matice téhoz typu n x n jako matice A. Jeji determinant je roven 1.

7 algebry je znamo, ze pro kazdé dvé ¢tvercové matice A, B téhoz typu je det AB = det A - det B.
Diisledek: pro kazdou reguldrni matici A je det A= = 1/ det A.

Bud' L linedrni forma prislus$na matici (19). Pak m4 rovnice L(x) = y (pro dany vektor y ¢ A™)
feseni pravé tehdy, kdyz je y € L(A™) ®); feseni je pak pravé jedno pravé tehdy, kdy# je zobrazeni L
prosté. V algebie se dokazuje, ze soustava rovnic

A11Z1 + Aa®2 + -+ A Tp = Y1,

A21T1 + Aga2 + -+ AonTpn = Y2,
(22)

An1®1 + A2 + -+ Ay = Yn

ma pravé jedno FesSeni pii kazdé volbé pravych stran pravé tehdy, kdyz je det A # 0.
Plati totiz tato véta:

Véta 2. Linedrni forma L prislusnd k matici (19) je zobrazenim A™ na A™ pravé tehdy, kdyz je
matice A regularni; je-li tato podminka splnéna, je L prosté zobrazeni.

Poznamka 7. Piseme-li soustavu (22) v maticovém tvaru Ax = y, dostaneme z ni (za pfedpokladi
véty 2) feSeni x = A~ly ndsobenim obou stran zleva matici A~1.

Pfipomerime, Ze matici inverzn{ k regularni matici (19) dostaneme takto: Pro kazda dvé ¢isla j, k
z mnoziny {1,...,n} vynechdme j-ty fddek a k-ty sloupec matice (19), determinant matice typu
(n —1) x (n — 1), ktera tim vznikne, oznaéime det;; a pak vytvoiime algebraicky doplnék elementu
\jr matice A, tedy &islo Aji = (—1)7+F det .

Matice inverzni k A je pak matice, kterd ma v j-tém radku a k-tém sloupci &islo Ay;/det A. O

7) Je jedno, mame-li na mysli integral Newtontiv, Riemanniiv nebo napi. Lebesguetiv; viechny tyto integraly v dané
situaci existuji a maji touz hodnotu.

8) Ptiklady 2, 4 a 5 jsme uvedli proto, aby ¢tenai mohl ziskat aspoti minimélni pfedstavu o tom, jak mohou linearni
formy vypadat v prostorech nekone¢né dimenze.

9) L(A™) je obraz prostoru A™ pii zobrazeni L, tj. mnozina vsech hodnot, kterych A nabyva v A™.



Vyfesme nyni dilezity problém transformace souradnic pri prechodu od jedné baze ke druhé bazi
téhoz prostoru:

Jsou-li v linedrnim prostoru X dimenze n dany dvé baze

(23) S={f1,....f}, &={g1,...,8n},

existuje matice

M1 H12 ... Hin
(24) M= M21 M22 ... H2p
‘LLnl /Lng e ,LLnn
tak, ze
n
(25) ngZNjkfk pro j=1,...,n;
k=1

je to tzv. matice prechodu od baze § k bazi &. Je-li

Vi1 V2 ... Vin
(26) N — V91 120} e Von
Vn1 Vn2 Vnn
matice pfechodu od baze & k bazi §, je
n
(27) fk:ZV;ﬂ-gi pro k=1,...,n.
i=1

Dosadime-li to do (25), dostaneme:

(28) 8= tkfr =Y (Mjk > Vkigi) = (Zug‘kvm)gi-
k=1 k=1 i=1 i=1 k=1
Protoze vektory g; jsou linedrné nezévislé, plyne z toho, zZe
(29) Z,Ujkai = 0ji,
k=1

kde

1 pro j=1
30 51 = . .
(30) J {0 pro j # z}

je tzv. Kroneckerovo delta. (29) ovSem znamend, %e maticovy sou¢in M N je jednotkové matice E;
analogicky se dokéze, ze NM = E. Matice M, N jsou tedy navzdjem inverzni.

Dale: V kazdé z uvedenych dvou bazi ma kazdy vektor z X jisté soutadnice. Jsou-li ¢isla zj jeho
souradnice v bazi §, ¢isla ; v bazi &, znamen4 to, ze

(31) Zxkfk = ijgj-
k=1 j=1

Abychom zjistili, jak spolu tyto soufadnice souvisi, dosadme do pravé strany této rovnosti podle
(25), upravme a porovnejme vysledek s jeji levou stranou; dostaneme

n n n n n n
(32) ijgj:Z§j(Zujkfk):Z( ujkéj)szzxkfk-
j=1 j=1 k=1 k=1 j=1 k=1
Protoze § je béze, jsou koeficienty u vektort f; urceny jednoznacné; je tedy xp = 2?21 ik & pro
kazdé k = 1,...,n. Abychom dostali rovnosti podobné (25), v nichz je ,volnym indexem® j, vyménime
jesté vzajemné indexy j a k; tim dostaneme vztahy

(33) Ij:Zijfk pro j=1,...,n.
k=1



Ozna¢ime-li (z1,...,%,) = X, (&1,...,&) = £ '9), mizeme rovnosti (31) napsat v maticovém tvaru
x=M Té , kde M7 je matice transponovana k matici M. Nasobime-li rovnost x = M Té zleva matici
(MT)=t = (M~1)T = N*, dostaneme rovnost £ = N”x, tedy ve slozkéach

(34) éj:Zijxk pro j=1,...,n.
k=1

Dokéazané vysledky mtzeme shrnout do tohoto tvrzeni:

Véta 3. Necht (23) jsou dvé baze téhoz linedrniho prostoru X a necht (24) je matice pfechodu od
béaze § k bazi &; pak je N := M~ matice piechodu od béaze & k bazi §.

Oznad¢ime-li n-tici soufadnic néjakého vektoru z X v bdzi § resp. ® znakem x = (x1,...,x,) resp.
&= (&,...,&), jsou souvislosti mezi x a § dany rovnostmi (33) a (34), které Ize zapsat v maticovém

tvarux=MT§ a §: NTx,

Poznamka 8. Matice prechodu od jedné béze ke druhé je vzdy regularni. Plati vSak i toto obracené
tvrzeni: Je-li {f1, ..., f,} bdze prostoru A™ a je-li matice (24) reguldrni, tvori vektory g; :== > p_, fjkfi,
j=1,...,n, také bazi prostoru A”. D i1 k a z je snadny: Je-li

(35) 0=> cigi=y, (Cj Zujkfk) => ( Cj,“jk) fic
j=1 J=1 k=1 =1 j=1

je

(36) ch,ujk:0 pro k=1,...,n

j=1

v disledku linedrni nezavislosti vektort f;,. Protoze M je reguldrni matice, ma soustava rovnic (36)
(v niz jsou nezndmymi €isla ¢;) jen trividlni feSeni, tj. ¢c1 = ..., ¢, = 0.

Piiklad 6. Je-li § = {f1, f2} je baze prostoru A? tvoii vektory
(37) gi=f1+f, g2=-fit+f

také jeho bazi, pfiGemz matice pfechodu od {f1, f2} ke {g1, g2} a pfisludna matice inverzni jsou

11 3 3
(38) M = {_1 1} resp. N := [i i} .
2 2
Tomu odpovidaji vztahy
(39) fi=2%(g1—g2), f2=13(g1+82),
(40) T =& — &2, Ty =& + &2,
(41) & =521 +a2), & =3(—z1 +12).
Priklad 7. Jak se snadno presvédéime, jsou matice
1 01 -3 3 -2
(42) M = 0 2 1|, N=|-2 2 -1
-2 3 0 4 -3 2

vzajemné inverzni, pricemz det M = det N = 1. Prislusné vztahy mezi bazemi § a & jsou pak dany
rovnostmi

(43) g1=f1+13, g2 = 2f + f3, g3 = —2f1 + 3fa,
(44) fi = —3g1+3g2—2g3, f» =—2g1+2g2—g3, f3 =4g1 —3g2+2g3,

vztahy mezi souradnicemi xj, resp. & vektord v bazi § resp. & rovnostmi

10) Z technickych diivodt bohuzel nelze & sazet jingm druhem pisma, méa-li oznacovat vektor; proto v podobnych
situacich pismeno £ podtrhiavame.



(45) 1 =& — 23, Ty =28 + 3¢5, 3 =& + &2,
(46) 51 = —3171 — 2562 + 4563, 52 = 3501 + 2562 - 3173, 53 = —2171 — T2 + 2563 . O

Vratme se nyni opét k forméam.

Definice. Necht X je linearni prostor a necht B : X x X — R. Rikdme, ze B je (redlna) bilinearni
forma!!) v X plati-li implikace

47) xeX, yeX, ueX,veX, acR, R, veR, 6eR =
B(ax + By,yu+dv) = ayB(x,u) + aéB(x,v) + ByB(y,u) + B5B(y, v).

Rikame, Ze bilinedrni forma B je symetricka, jestlize
(48) xeX, yeX = B(x,y)=B(y,x). O

Bilinearni forma je tedy funkcional dvou proménnych z X, ktery je linedrni v prvni i ve druhé
proménné. Je-li bud x = 0 nebo y = 0, je zfejmé B(x,y) = 0.

N

(49) (x-y) ::Zxkyk, jeli x=(z1,...,20) €A™, y = (y1,...,Yn) € A";
k=1

tato bilinearni forma je zfejmé symetricka.

Priklad 9. Bilinearni formou v prostoru C' v8ech funkeci spojitych v intervalu (0, 1) je napf. integral

(50) B(f,g) = /0 fo:

tato forma je ziejmé opét symetrickd. [
Pro fadu matematickych disciplin (véetné matematické analyzy) je dulezité, ze skalarni soucin lze
definovat i zcela abstraktné:

Definice. Necht X je linearni prostor a necht S : X x X — R je symetrickd bilinedrni forma v X ;
pak fikame, ze S je skalarni soucin v X, jestlize plati navic tyto dvé implikace:

(51) xeX = S(x,x)20; Skxx)=0=x=0. O

Bilinearni forma z pfikladu 8 je zfejmé skaldrni soucin i podle této obecné definice. U formy z pii-
kladu 9 neni mozna na prvni pohled zfejmé, ze plati druhd implikace v (51). Je-li vSak f(a) # 0
v nékterém bodé a € (0,1), je f?(a) > 0 a ze spojitosti funkce f plyne existence néjakého intervalu

(a, B) € (0,1), v némz je viude f2 > 1 f2(a). Pak je viak fol 2> ff 2f%a) = 3 f*(a)(B—a) > 0.
Druh4 z implikaci v (51) tedy opravdu plati a bilinedrni forma (50) je také skaldrni soudin.

Oznaceni a definice. Misto S(x,y) budeme (podobné jako v A™) psat (x - y); linedrni prostor,
v némz je definovan skalarni soucin, nazveme unitarnim prostorem. [

Na zakladé skaldrniho souéinu lze definovat tzv. normu (neboli délku) vektoru x € X, a to rovnosti
(52) [[x[F = v (x - x) -

V ptipads, ze X = A", je norma vektoru x = (z1,...,2,) € A" podle (49) ddna vzorcem

(53) [x] =

1) Mohli bychom Fici také bilinedrni funkciondl. Poznamenejme, Ze napft. ve funkcionalni analyze se bilinedrni formy
definuji daleko obecnéji; pro nase ucely vSak staci specialnéjsi definice, kterou pravé zavadime.
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Norma je realna nezaporna funkce, ktera ma tyto vlastnosti:

(N1) x| =0 < x =0;
(N2) xeX, aeR = |ax]| =|a|||x];
(N3) xeX,yeX = [[x+yll =lx[+yl-

Platnost podminek (N7) a (N3) se ovéfi velmi snadno a dikaz lze jisté pfenechat ¢tenafi; (N3) je tzv.
trojuhelnikova nerovnost, a k jejimu dikazu budeme potiebovat dilezitou Schwarzovu nerovnost

(54) xeX, yeX = |-y =lx-lxl-

Dikaz Schwarzovy nerovnosti: Zvlastnosti skalarniho souc¢inu a z definice
normy ihned plyne, Ze pro kazdé o € R a pro kazdé dva vektory x € X, y € X je

0= flax = y[* = ((ax = y) - (ax = y)) = a®(x-x) = 2a(x-y) + (y - ¥) = a® | x|* =2a (x-y) + |y |-

Kvadraticky polynom v proménné « za poslednim rovnitkem je tedy v celém R nezaporny a jeho
diskriminant 4 ((x - y)2 — || x||* ||y |*) je proto nekladny; z toho plyne, ze (x - y)% < ||x||* ||y ||*, a staci
odmocnit, abychom dostali nerovnost z (54).

Dtikaz trojihelnikové nerovnosti: Prokazdé dva vektory x ¢ X, y € X je
podle definice normy a podle Schwarzovy nerovnosti

2 2 2 2
Ix+y " = ((x+y)- (x+y)) = (x-x) +20c-y) + (y-y) S Ix 72 Ix -y T+l 1P = (D DD
(N3) ziskdme z vysledné nerovnosti || x 4 y||* < (Il + 1yl )2 odmocnénim. O

Poznamka 9. Na zékladé normy lze definovat metriku p v X, a to rovnosti

(55) p(x,y) =Ix=yl;

je to nezéporna funkce, definovand na kartézském souéinu X x X, jejiz hodnota ve dvojici (x, y) bodu
z X se nazyva vzdalenost bodu x, y pfi metrice p. I kdyz je to velmi diilezité i v obecném piipadé,
pro nas bude stacit uvédomit si vSechny tyto souvislosti jen v A".

V A" ozna¢ime metriku uréenou normou (53) znakem p, ; je tedy

n
Z(wk—yk)2, je-li x = (z1,...,2n) € A", y = (y1,...,yn) € A".
k=1

Definice. Norma resp. metrika p,, definovand podminkou (53) resp. (56) je tzv. kartézska nebo
eukleidovska norma resp. metrika v A" ; prostor A" se skaldrnim soucinem zavedenym rovnosti (49),
normou (53) a metrikou (56) se nazyva eukleidovsky n-rozmérny prostor a znaci se R™. p,(x,y) je
tzv. kartézska neboli eukleidovska vzdalenost bodii x, y. Misto R! se pise obvykle R.12)

12) V literatufe se ¢asto nedéla rozdil mezi aritmetickym prostorem A™ (v némz je jen ,linearni struktura“) a eu-
kleidovskym prostorem R"™ (coZ je prostor A™, do néhoZ je zaveden skalarni soudin a jim indukovana kartézskd norma
a vzdélenost) a oba tyto prostory se znaci R™.
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2. Ortogonalita

Definice. Dva vektory x, y unitdrniho prostoru X se nazyvaji (navzdjem) ortogonalni nebo (na-
vzéjem) kolmé, je-li jejich skalarni soucin nulovy.!) Je-li Z néjaky neprazdny systém vektort (lezicich
v néjakém unitdrnim prostoru X), ¥ikdme, ze Z je ortogonalni systém, jestlize 1) zadny vektor ze Z
neni nulovy a 2) kazdé dva rizné vektory ze Z jsou navzijem ortogondlni. [J

Véta 4. Kazdy ortogonalni systém je linearné nezavisly.

Dikaz.Necht Z je ortogonalni systém a necht plati rovnost >_;'_; cxxx = 0 pro néjaké n € N, pro

néjaké navzajem ruzné vektory xi, ..., x, ze Z a pro n€jaka ¢isla cq, ..., c,. Vynasobime-li obé strany
. . . o 2
rovnosti skalarné vektorem x;, j = 1,...,n, dostaneme vzhledem k ortogonalité rovnost ¢; || x; || = 0;

protoze podle pifedpokladu neni x; = 0, plyne z nich, Ze ¢; = 0. Tim je dok&zana linedrni nezéavislost
kazdého konecného systému vektort ze Z; systém Z je skutecné linedrné nezavisly. [

Z definice dimenze ihned plyne, ze kazdy linearni prostor X dimenze n € N ma bazi; snadno se téz
nahlédne, Ze vsechny jeho baze jsou slozeny pravé z n vektor.

Definice. Baze ‘B unitarniho prostoru X se nazyva ortogonalni, je-li ortogonalnim systémem;
nazyva se ortonormalni, je-li ortogonalni a je-li navic ||x|| = 1 pro kazdé x ¢ B. O

Umluva. V dalsim budeme stéle predpokladat, ze dimenze prostoru X je prirozené cislo. [

Véta 5. V kazdém unitarnim prostoru X existuji ortonormalni baze.

D i k a z . Dokazme nejdfive existenci ortogonalni baze: Necht § = {f1, ..., f,} je n&jakd baze v X ;
definujme vektory gi, ..., g, indukci takto:

Polozme g := fi; pak je ovSem LO({f1}) = LO({g1})-
Predpokladejme, Ze pro nékteré kK = 1,...,n—1 jsou jiz definovany nenulové, navzajem ortogonalni
vektory gi, ..., &k, Pro néz je

LO({h,...,f}) =LO({g1,---,8k}),

a polozme

(fot1-81) L (fit - 8r) &
el

(1) 8k+1 1= frp1 — X
&kl

Skalarnim nésobenim rovnosti (1) vektorem gj, kde 1 < j < k, dostaneme rovnost (gx+1 - &;) =
(fi+1 - &5) = (fir1 - g;) = 0, protoze (g; - g5) = 0ij - l|lgil - lg;11?); vektory gi,...,gr+1 jsou tedy
opét ortogonalni. Kdyby bylo grx+1 = 0, byly by vektory fi11,81,...,8 linedrné zavislé, coz neni
mozné, protoze fry1 ¢ LO({f,...,f}) =LO({gi,...,8k})- ProtoZe g1 je linedrni kombinaci vektori
fit1,81,-- -, 8k a protoze kazdy z vektord g1, . . ., gk je linedrni kombinaci vektort fi, .. ., fx, patii ggt1
do LO({f, ..., fut1}). P¥imo z (1) je patrné, Ze fr11 € LO({g1,...,8k+1}). V disledku toho je ziejmé
LO({fl, ey fk—i—l}) = LO({gl, ce ,g]g+1}).

Tim jsme indukci sestrojili n-tici {g1,...,gn} nenulovych, navzijem ortogondlnich vektorti, pro
néz je X = LO{A,...,H}) =LO({g1,...,8n})- Vektory gi,...,gn tvoii tedy ortogonalni bazi pro-
storu X.

Vektory gi/ |l gx |, 1 £ k < n, tvofi pak zfejmé bazi ortonormalni. [
Priklad 10. Vektory

(2) 1=(01,1,1), f=(1,2,0), f3=(0,1,2)

z A? jsou linedrné nezavislé, protoze

111
det |1 2 0| =3%#0,
01 2

1) Podle této definice je kazdy vektor kolmy k nulovému vektoru.
2) 8,5 je ovsem Kroneckerovo delta — viz (30) v kap. 1.
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takze uvedend matice je regularni. Utvofme z vektort (2) ortogonalni resp. ortonormalni bazi postu-
pem uvedenym v dikazu véty 5.
Polozme g, := f1, vypoctéme (f5 - g1) = 3, || g1]* = 3 a definujme

82 = f2 — 81 = (17270) - (17171) = (0711_1);
pak je || g2 ||> = 2. Vypoctéme (fs - g1) = 3, (fs - g2) = —1 a necht
83 = f3 -8+ %gZ = (07172) - (17171) + %(0717_1) = (_17%7 %)

Vektory g1, g2, g3 tvoii hledanou ortogonalni bazi; ortonormalni bazi z ni dostaneme délenim

1 p o N . 2 .y . 1os
kazdého z nalezengch vektori g; p¥islusnou normou; protoze ||gs||” = £, ziskdme tim ortonormélni
vektory

3) Vi ann, i oL-n, (3L,

Poznamenejme, ze pokud by nevadilo, Ze baze je jen ortogonalni, nahradili bychom ,pii praktickém
poéitani* vektor gs, ktery ma dvé slozky necelé, asi jeho dvojnasobkem 2g3 = (—2,1,1). O

Predpoklddejme nyni, Ze jsou ddny dva n-rozmérné unitarni prostory X a Y a necht

(4) S={f1,...,fn} resp. &={g1,...,8n}

je ortonormalni baze prostoru X resp. Y. Definujme zobrazeni L : X — Y podminkou:

(5) Je-li X_Z.%'kfk, je L(x Zxkgk

k=1

Definice zobrazeni L je korektni, protoze kazdé x € X lze napsat v uvedeném tvaru pravé jednim
zpisobem, takze i pfislusné L(x) je uréeno jednozna¢né. Snadno nahlédneme, ze

L je izomorfni zobrazeni prostoru X na prostor Y .

Ortonormalita bazi §, & je totéz co platnost rovnosti
(6) (fi-f)=(gj-gr)=0jx pro j=1,....n, k=1,...,n;
;i je samoziejmé opét Kroneckerovo delta. Z (5) a (6) ihned plyne, zZe

(7) |X|| (Zxﬂ -Zxkfk):ZZIJZEk f fk ZZx Ikajk_zxk;

k=1 j=1k=1 j=1k=1
a podobné ovSem

(8) [ L( (nggg Zwkgk) zn:l

ProtoZe norma je nezéporné &slo, plyne z rovnosti || L(x)||> = || x||* odmocnénim rovnost || L(x)|| =
|Ix]|; tim je dokézdna platnost implikace

9) xeX = [[LG)I = [Ix]I-

|Ix]| je norma v prostoru X, || L(x)|| norma v prostoru Y; tuto okolnost jsme nevyznagcili, ale pokud
by hrozilo nedorozuméni, mohli bychom psat napf. || x|y a || L(x) |y . Oznacime-li px a py piislusné
metriky v X a v Y, vidime, Ze plati implikace

(10) xX'eX, x"eX = px(xX',x") = py (LX), L(x")),

kterd znamend, Ze vzdalenost kterychkoli dvou bodt x', x" prostoru X je rovna vzdalenosti piislusnych
obrazii L(x"), L(x") vY.3)

3) Striktni rozliseni situaci, kdy o x mluvime jako o bodu a kdy x nazyvame wektor, pFenechdvame geometrii; zde
tyto dva pojmy uzivame ,podle okolnosti“ a nerozlisujeme je ani oznacenim. Podminky (9) a (10) jsou ekvivalentni,
protoZe napf. || x|| je vzdalenost bodu x od poéatku (a zaroven délka prislusného radiusvektoru, ktery znac¢ime také x);
vzdalenost dvou bodl x, y je norma jejich rozdilu (neboli délka vektoru s po¢ateénim bodem x a koncovym bodem y,
neboli délka rozdilu radiusvektorii obou téchto bodu).
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Definice. Spliiuje-li zobrazeni L : X — Y (kde X, Y jsou unitarni prostory) implikaci (9), fi-
kame, ze je izometrické; existuje-li izometrické zobrazeni X na Y, fikdme, Ze prostory X, Y jsou
izometrické. [

Pro kazdé izometrické zobrazeni L : X — Y plati ov8em i implikace (10), a odvozené vysledky lze
shrnout takto:

Véta 6. Jsou-1i (4) ortonormélni baze dvou n-dimenziondlnich unitdrnich prostori X, Y, je linedrni
forma definovand podminkou (5) izometrickym izomorfnim zobrazenim prostoru X na prostor Y.

Poznamka 10. Predpokladejme, ze v unitdrnim prostoru dimenze n byla zvolena néjaka ortonor-
malni baze § = {f1,..., f,}; necht zobrazeni L : X — R™ je definovéno takto: Je-li z = > ;_ zfy,
je L(z) := (z1,...,2,). Pak je L nejen izomorfni zobrazeni X na R™ (sr. s vétou 1), ale je to za-
roven i zobrazeni izometrické. Tato skutecnost se nékdy popisuje heslem, ze algebraicka i metricka
struktura vsech n-dimenzionalnich unitarnich prostori je stejna jako struktura prostoru R™. Misto
abychom pracovali v obecném unitarnim prostoru s ortonormalni bazi, mtzeme pracovat v R, v némz
je ,zékladni bazi“ béze

(11) ¢:={e1,...,en}

slozena z jednotkovych vektorii soutadnicovych os a jehoZz body (vektory) jsou uspofddané n-tice
realnych ¢isel. Norma i vzdalenost se pfitom méri ,kartézsky“ neboli ,eukleidovsky®“. [

Izometrické zobrazeni zachovava vzdalenosti; ukazme, ze — pokud je linedrni formou — je to totéz,
jako ze zachovava skalarni souciny:

Véta 7. Jsou-li X, Y unitarni prostory, je linearni forma L : X — Y izometricka pravé tehdy, kdyz
je
(12) (L(u) - L(v)) = (u-v) pro kazdé dva vektory ue X, ve X.

D i k a z . Uvazme predevsim, ze
lu+v|® = ((utv) - (utv) = (u-u)+2(w-v)+ (v-v) = [[ul] +2(u-v)+ | v]?,
takze
(13) (u-v) =5 (lu+v|* = [[ul® = Iv]*).
Analogicky se pro kazdou linearni formu L dokéze rovnost

(14) (L(u) - L(v) = 5 (I L+ ) = L@ |* = [ L) ])-

Je-li L izometricka linedrni forma, pravé strany identit (13) a (14) se podle (9) rovnaji; totéz tedy
plati o jejich levych stranach, a podminka (12) plati.
Obrécené, plati-li podminka (12), je-li x € X libovolny vektor a poloZime-li u = v = x, dostaneme
2 2 y . .
rovnost || L(x)||” = || x||°, takZe forma L je izometricka.

Tim je véta 7 dokdzana. O

Nyni vySetfime, co nového ptrinese oproti obecné situaci z véty 3 predpoklad, Ze baze § je ortonor-
mélni a baze & bud ortogonalni nebo ortonormalni; ukézeme, Ze tyto pfedpoklady souvisi s jistymi
nutnymi a postacujicimi podminkami kladenymi na matici pfechodu od baze § k bazi &:

Véta 8. Necht § = {f1,...,fn} a ® = {g1,...,8n} jsou dvé bédze téhoz unitdrniho prostoru X
a necht

H11 M12 ... Hin
(15) M= H21 H22 ... H2n
Hnl  Hn2 .. Hnn

je matice piechodu od béze § k bazi & ; necht baze § je ortonormélni. Oznacme

(16) rj = (lj‘jluuj27"'7,u'jn)7 Sj = (Mljaﬂ?ju"'u,u'nj)7 jzla"'7n7

radky resp. sloupce matice (15). Pak plati:
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1. Baze & je ortogonalni prave tehdy, kdyz jsou vektory ry, ..., r, ortogonalni.

2. Baze ® je ortonormalni praveé tehdy, kdyz je
(17,) (ri-rj)=20;; provSechna i=1,...,n, j=1,...,n,
a také pravé tehdy, kdyz je
(174) (si-s;) =0i; provsechna i=1,...,n, j=1,...,n.
Je-li kterakoli z téchto ekvivalentnich podminek splnéna, je
(18) Mt =MT, det M = +1.

Dodatek. Jeli baze & ortonormalni a je-li

n

(19) Zxkszz&cgka
k=1

. k=1
je
n n
(20) 2j =Y ki, &= pikwr pro j=1,...,n;
k=1 k=1
pii oznaceni x = (x1,...,%,), £ = (1,...,&,) Ize tyto vztahy zapsat v maticovém tvaru
(21) x=M"¢, £= Mx.
Dtk az. 1. Za predpokladt véty je
n
(22) g‘j:Zujkfk pro j=1,...,n;

k=1

vzhledem k tomu, ze baze § je ortonormaélni, je proto

(23) (gi-gj) = (Z,Uikfk : Z Mjmfm) = Z Z ik fjm Okm = Z,uik,ujk =(r;-rj).
k=1 m=1 k=1

k=1m=1
Odtud je zfejmé, ze vektory g; jsou ortogondlni pravé tehdy, kdyz jsou ortogondlni fadky r; matice
M.
2. Necht je nyni i baze & ortonormalni; pak je (g; - g;) = d;j, takze podle (23) je (r; - r;) = d;;.
Jak vime z véty 3, je matici pfechodu od baze & k bazi § matice N := M~! inverzni k M.
Oznacime-li jeji prvky vji, je

(24) fi:Zuikgk pro i=1,...,n.
k=1

Nésobime-li (22) skalarné vektorem f; a (24) vektorem g, dostaneme vzhledem k ortonormalité obou
bazi rovnosti

protoze se levé strany rovnaji, plati totéz o pravych stranach. Tim je dokazano, ze matice M a N jsou
vzajemné transponované; sloupce matice M jsou fadky matice N. Protoze fadky matice N spliuji
podminku analogickou (17,.), je zfejmé, Ze (pro matici M) jsou podminky (17,) a (175) ekvivalentni.

Matice N je zaroven transponovand i inverzni k M ; tim je dokdzana prvni z rovnosti (18). Abychom
dokézali druhou z téchto rovnosti, uvazme, ze a) E = MM~ b) determinant sou¢inu dvou matic
je roven souéinu jejich determinanti, c¢) det M = det M7T. Je proto 1 = det E = det M - det M~ =
det M - det M™ = (det M)?, a v dtisledku toho det M = +1.

3. Dodatek je pfimym disledkem hlavni ¢asti pravé dokazované véty a véty 3, protoze nyni je
N=M"1=MT tedy N = M.

Tim je véta 8 dokdzana. [J
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Definice. Rikdme, Ze matice (15) je ortogonalni, splituje-li podminky

(25) Zﬂikﬂjkzéz‘j pro i=1,....n, j=1,...,n. O
k=1

Poznamka 11. Ortogonalni matice jsou tedy pravé vsechny matice pfechodu od jedné ortonormalni
baze ke druhé ortonormalni bazi.
Piechodu od ortonormalni baze § k ortogonalni bazi & odpovidaji obecnéjsi podminky

n
(26) S pintizn = 655 gl g5l pro i=1,....n, j=1,....n,
k=1
vyplyvajici ihned z (23), protoze (g; - g;) = 65 |l &:ll |l g;ll-*)
Jak jsme vidéli, splnuje kazda ortogonalni matice M rovnost det M = +1; tato podminka je nutnd,
nikoli vsak postacujici pro ortogonalitu matice M : M4-li matice typu 2 x 2 fadky (2, 3) a (3, 5), je
jeji determinant roven 1, ale matice zfejmé neni ortogonalni. [

Dokazme jesté tento dilezity diisledek vét 7 a 8:

Véta 9. Necht' A je matice typu n X n a necht L = L, je pfislusnd linedrni forma zobrazujici R™ do
R"™. Pak jsou ekvivalentni tyto tii podminky :

1. Matice A je ortogondlni.

2. Linearni forma L je izometricka.

3. Rovnost (L(u) - L(v)) = (u - v) plati pro kazdé dva vektory u € R", v € R™.
Dtk az. 1l Podle véty 7 jsou podminky 2 a 3 ekvivalentni.

2. Uvazme, ze je
(27) Li(e;) = Z Mem (€i)m = Agi pro v8echna i=1,...,n, k=1,...,n.
m=1

Je-li A ortogonalni matice, plati podle véty 8 totéz o matici A”; z (27) a z podminky 1 tedy plyne, Ze

n

(28) (L(e;) - L(ej)) = ZLk(ei)Lk(ej) = Z)\;ﬂ-)\kj =0;; prov8echna i=1,...,n, j=1,...,n.
k=1 k=1

Protoze kazdé x € R™ lze psat ve tvaru x = Y -, x;e;, je v disledku toho

ILO P = (L(x) - L(x)) = D> Lr(x)Lr(x) = (Z%Lk(ei) : Z%‘Lk(eg‘))
k=1 k=1 =1 j=1
=3 (Iz‘wj ZLk(ei)Lk(ej)) =3 miai(Lles) - L(ej) = Y > miwibiy =y ap = ||x|*
=1 j=1 k=1 =1 j=1 =1 j=1 k=1

Forma L je tedy izometricka; plati podminka 2, tedy i podminka 3.
3. Obréaceng, plati-li podminka 3, je

SN Midkg =Y Li(e)Li(e;) = (L(ei) - L(ej)) = (ei - &) = 645,
i=1 j=1 k=1
takze matice AT je ortogonalni; totéz plati podle véty 8 i o matici A. [
Poznamka 12. Je-li M matice typu n X n, existuji dvé interpretace rovnosti
(29) £=Mx, x=M"¢:

minku (25) ortonormdini a termin ortogondini matice vyhradit maticim spliiujicim obecnéjsi podminku (26). Abychom
vSak ¢tenafi nekomplikovali studium uéebnic algebry a geometrie, uzivime terminologii béznou v prislusné literatufe.
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1. Pracujeme se dvéma bazemi § = {f1,..., .}, & = {g1,...,gn} téhoZ unitdrniho prostoru X, M
je matice pfechodu od § ke &, jisty vektor z X ma soufadnice x) v bazi § a &, v bazi &. Uzivame-li
oznaceni x = (x1,...,2n), £ = (&1,...,&n), je

(30) x=MT¢, € =NTx,

kde N = M1, a plati tyto &ty¥i vztahy:
n n n n
(31) 8= Wikfi, 5= virgk: T = ks &= VkjTh, j=1,...,n.
k=1 k=1 k=1 k=1

Je-li matice M ortogondlini, plati totéz o matici N = M~!, a navic je M~! = M7 ; misto (31) lze
pak psat

n n n n
(32) 8= Mkl 5= migk, T = e, &= fjkae, j=1,...,n.
k=1 k=1 k=1 k=1

2. Pracujeme jen s jednou ortonormélni bazi (v unitarnim prostoru X) a linearni formu M p¥islusnou
k matici M povazujeme za zobrazeni prostoru X do sebe; jak vime, je tato forma izomorfismem X na
X. Bod x € X, jehoz soufadnice (v dané bazi) jsou zx, k = 1,...,n, piSeme ve tvaru x = (21,...,Zp).
Formou M se x zobrazi na M(x) = Mx; soufadnice tohoto bodu ozna¢ime &, k = 1,...,n, a misto
Mx piSeme € = (&1, ..., &,). Vztahy mezi soufadnicemi bodu x a jeho obrazu £ = M(x) jsou pak dany
rovnostmi N

n n
(33) :Ej:zyjkgka 57:ZM]/€$/€7 jzlu"'ana
k=1 k=1
kde opét N := M~1; rovnosti (33) lze oviem zapsat i v maticovém tvaru

(34) x=N¢, = Mx.

Je-li matice M ortogonalni, je linedrni forma M izometrickd a izomorfni, N = M7T, a misto (33)
lze psat

(35) 90;':2/%]‘&, §j:ZMjk$k, j=1,...,n,
k=1 k=1

neboli

(36) x=MT¢, ¢=Mx. O

Véty 7 a 8 nam davaji moznost odvodit dilezitou souvislost skalarniho soucinu a norem, ktera se
velmi Casto uziva jak v geometrii, tak i napi. ve fyzice:

Necht n > 1 a necht v € R™, v € R™ jsou dva libovolné nenulové vektory. ProtoZe jejich skalarni
soucin (u - v) podle v&t 7 — 9 nezavisi na tom, jakou ortonormalni bézi v R™ zvolime, mtizeme pied-
pokladat, ze oba vektory lezi v linedrnim obalu vektord e;, es. Pak je tfeti az n-ta slozka kazdého
z vektord u, v rovnanule: u = (u1,u2,0,...,0), v = (v1,v2,0,...,0) a (u-v) = uyv; +ugve. Oznaéme «
uhel sevieny vektory u, v a bud «; resp. as thel sevieny vektorem u resp. v a vektorem e;. Pravothlé
soufadnice uj, v;, j = 1,2, se pomoci piislusnych polarnich soutadnic vyjadii rovnostmi

(37) up = ||ullcosay, vi=|v|cosaz, uz=|ullsinay, ve=|v|sinaz,
z nichz vyplyva, ze (u-v) = ||u| - ||v]| - (cos @ cos ag + sin a sin ag). ProtoZze o = ay — g, je tedy
(38) (u-v)=luf-[[v]-cosa,

kde a — jak jiz bylo feCeno — je thel sevieny vektory u, v.

Vzorec (38) plati v8ak i v pfipadé, kdy jsou vektory u, v linedrné zavislé, tedy i pro n = 1. Pokud
jsou oba vektory nenulové, lze predpokladat, Ze jsou nasobky vektoru e;, a opakovat hofejsi ivahu
s tim, Ze nyni jsou i jejich druhé slozky nulové. Je-li jeden z nich nulovy vektor, plati (38) s libovolnym
a € R, ale ,uhel sevieny vektory u, v¢ neni definovan.

Doplnime-li tedy bézné uzivanou definici a definujeme-li @hel sevreny mezi dvéma vektory, z nichZ
jeden je nulovy, napf. jako nulu, bude (38) platit obecné:
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Véta 10. Znamend-li « thel sevieny vektory u € R, v € R™, plati rovnost (38). O

Definice. Je-li pro nékteré dvé baze linedrniho prostoru X determinant prislusné matice prechodu
kladny resp. zaporny, fikdme, ze baze jsou souhlasné resp. opacné orientované. []

Poznamka 13. Definice je korektni, protoZe 1) determinant matice pfechodu neni nulovy; 2) pod-
minka je symetrickd, protoze je-li D determinant matice pfechodu od § ke &, je 1/D determinant
matice pfechodu od & k §, takze oba determinanty maji stejné znaménko.

Snadno nahlédneme, Ze tato binarni relace mezi dvojicemi bazi daného linearniho prostoru X je
ekvivalenci ve smyslu obecné teorie mnozin a mé za nésledek rozklad mnoziny vsech bazi prostoru X
na dvé disjunktni t¥idy. O

Prakticky velmi uzite¢né je nasledujici definice a tmluva:

Definice. Bud X linearni prostor a nechf je v ném pevné zvolena néjaka baze 9B. Pak fikdme, Ze
béaze § prostoru X je kladna nebo zaporna podle toho, zdali jsou baze 8 a § orientovany souhlasné
nebo opacné.

Umluva. Pro kazdé n e N povazujeme za kladnou bazi v R"™ bazi
¢ = {elv"'aen}
slozenou z jednotkovych vektori souradnicovych os.

Priklad 11. V R jsou béaze sloZené z Cisel 1 resp. —1 orientované opacné; prvni z nich je kladna,
druhé zaporna. Jiné ortonormélni baze v R nejsou.

V R? je napf. baze {(0,1),(—1,0)} kladna, baze {ea, €1} zdporna.

A Rg jSOll baze {62, es, el} a {63, €1, 62} kladné, baze {el, es, 62}, {63, €9, el}, {62, €1, 63} ZépOI‘Ilé.
Béze slozen4 z vektortl g1, g2, g3 z prikladu 10 je kladna. ®)

Pfiklad 12. Necht § = {f1, f2} je n&jaka kladna ortonormélmi baze v R?; soufadnice bodti z R?
v bazi € = {e1, ea} resp. §F znafme x1,xo resp. &1, &y. Nakreslime-li soufadnicové osy dané vektory
e1, ez ,obvyklym zptisobem“ (prvni osa vodorovnd, druha svisla), znamena-li o ihel sevieny vektory
e1, f1, a dokreslime-li pfimky dané pocatkem a vektory f1, fo, najdeme snadno transformacni rovnice
mezi soufadnicemi x1, x2 a &1,&s:
x1 =& cosa— & sina,
(39) .
xo =& sina + & cos a,
Protoze vSak nechceme spoléhat na obrazky, odvodime tyto rovnice z ¢iselnych tidaji, které mame
k dispozici: Pfechod od béze € k bézi § je zprostiedkovan piislusnou matici prechodu; necht je to
matice

(40) = |:Cll 012] i
C21  C22
Podle véty 8 je I' ortogonalni matice; protoze baze § je kladnd, je navic detI' = 1. Jsou tedy
splnény tyto ctyfi rovnice:

2 2 2 2
(41) cip tcia =1, cricar +c12c22 =0, c3; +c39 =1, cricee — craco1 = 1.

Secteme-li prvni a tieti z nich a odecteme-li od vysledku dvojnasobek ¢tvrté rovnice, dostaneme po
evidentni Gprave rovnost (c11 — c22)? + (c12 + c21)? = 0, takze

(42) €11 = C22, C21 = —C12.

Protoze f1 = ci1€1+c12e2, je (f1-e1) = c11, a podle véty 10 tedy ¢11 = cosa (kde « je tihel sevieny

vektory eq, f1). Protoze vektory ey, es sviraji pravy thel, je thel sevieny vektory f1, ea roven %ﬂ' —a;
jeho kosinus je roven (fi - e2) = c12. Protoze cos(im — o) = sina, je ziejmé, ze

(40%) I‘—[ cos o sina}

—sina  cosao

Protoze k vyjadien{ soufadnic z; pomoci soufadnic & je t¥eba (podle pozndmky 11) uzit transpono-
vanou matici I'7, plati (39).

5) Poznamenejme, e pravé zavedené pojmy jsou dileZité nejen v geometrii, ale i napt. ve fyzice; fada vét resp.
zakont nezavisi totiz na sourfadnicovém systému jen v piipadé, Ze prislusné baze jsou orientovany souhlasné.
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3. Kvadratické formy

Definice. Necht X je linearni prostor a necht B : X x X — R je symetrické bilinedrni forma. Pak
fikdme, Ze funkce K : X x X — R definovand pro x € X rovnosti K(x) := B(x, x) je kvadraticka
forma v X (pfislusna k formé B). O

Bud B(x, y) symetrickd bilinedrni forma v unitdrnim prostoru X dimenze n a necht je ddna néjaké
béze § = {f1,..., f,} tohoto prostoru. PiSeme-li

1) x=(21,...,Tn ZUC fiv vy =1 ym) =D Ukl
a polozime-li =

(2) Ak = B(fj,fx) pro j=1,....,n, k=1,...,n,

e (v dusledku bilinearity formy)

(3) Blxy) = B(D ot S i) = 305 Awasm
j=1 k=1

j=1k=1
pro vechna x € X, y € X. Protoze B je symetricka forma, je A\y; = B(fi,f;) = B(fj, fir) = \ji.
Matice

Air Az . A
Anl AnZ e Ann

utvorend z Cisel (2) je tedy symetrickd. Oznacime-li L linedrni formu pfislusnou k této matici, je

ii/\jkxjyk = Zxﬂ(z)‘ﬂkyk) (x-L(y))

j=1k=1 j=1

DO Nk =D > Mimiye = Y (Zkkﬂj)yk = (L(x) - y)-

j=1k=1 k=1 j=1 k=1 j=1

a také

Shrneme-li odvozené vysledky a aplikujeme-li je na kvadratickou formu K pfislusnou k bilinedrni
formé B, dostaneme toto tvrzeni:

Véta 11. Necht B je symetrickd bilinedrni forma v unitdrnim prostoru X, necht § = {f1,...,f,}
je béze prostoru X a necht ¢isla Aj, jsou definovana rovnostmi (2); pak je matice (4) symetricka.
Uzivame-li oznaceni (1) a znamena-li L linedrni formu p¥islusnou k matici (4), je

(5) B(x,y) = ZZ/\ kZiye = (L(x) - y) = (x- L(y)) pro vSechna xe X, ye X.
j=1 k=1

Disledek: Zavyslovenych predpokladii je

(6) ZZ/\ wxjrr = (L(x) - x) = (x- L(x)) pro kazdé x = (x1,...,2,) € X. O
j=1k=1

Definice. Za situace z véty 11 budeme Fikat, Ze (4) je matice pfisludna k bilinearni formé (5) a také
ke kvadraticka formé (6) v bazi §. O

Pracujeme-li v R™, uzivdme nejéastéji ortonormalni bazi € = {ey, ..., e, }; pfi této bazi viak nemusi
mit dand bilinearni resp. kvadratickd forma vzdy ,nejjednodussi“ tvar. Lze ukézat, Zze pro kazdou
kvadratickou formu existuje ortonormalni baze § = {f1, ..., f,} tak, Ze pfi oznaceni (1) a (2) je A\jr =0
pro vSechna j # k; jak znamo, fikdme za této situace, ze matice A je diagonalni. Popsand situace je
natolik dilezita jak pro algebru, tak i pro geometrii, Ze je provazena odpovidajici terminologii. !)

1) V kapitole 4 uvidime, jak souvisi kvadratické formy s kuzeloseckami, tedy ,kfivkami druhého stupné“ v R2. Ukéaze
se pfi tom, ze pokud je pi‘isluéné matice diagonélni rozezname daleko snadnéji o jakou kuzelosecku se jedna. Podobné
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Definice. Je-li B resp. K symetricka bilinearni resp. kvadratickd forma a je-li pro nékterou béazi
§=1{f,...,f} (pfi dosavadnim oznaleni) p¥islusnd matice (4) diagondlni, fikdme, ze forma B(x,y)
resp. K(x) ma v této bazi diagonalni tvar. [

Podminka, ze K(x) ma (v bazi § = {fi,...,f,}) diagonalni tvar, znamena, ze K(x) = > ,_; \przs.
Oznacime-li A\ := Mg pro k =1,...,n, dostaneme pro diagonalni tvar kvadratické formy vyjadieni

(7) K(x) =Y i,
k=1

kde Ag jsou realné ¢isla. [

Abychom mohli uvést obecny priklad ortogondlnich resp. ortonormalnich bazi, v nichz ma dana
kvadraticka forma diagonalni tvar, potifebujeme t¥i nové pojmy:

Definice. Necht A je ¢tvercovd matice typu n X n a necht E je jednotkova matice téhoz typu.
Rikéame, ze A € C je vlastni €&islo matice A, je-li feSenim rovnice

(8) det (A — AE) =0,

ktera se nazyva charakteristicka rovnice matice A.
Rikame, Ze (n-rozmérny) vektor v je vlastni vektor matice A pfislusny k jejimu vlastnimu &islu A,
je-li v nenulovgm FeSenim (maticové) rovnice

(9) (A= AE)v=0. O

Poznamka 14. Rovnici (8) lze podrobnéji napsat ve tvaru

)\11 - A /\12 cee >\1n
(8*) /\21 )\22 - ... )\Qn _ 0;
)\nl )\n2 )\nn - A

protoze ma stupen n, ma pravé n komplernich korenti, pokud kazdy pocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho
nasobnost. V dalsim by pro nas byly imaginarni kofeny této rovnice bez vyznamu; proto je dilezité
toto tvrzeni:

(10) Je-li matice A symetricka, jsou vSechny kofeny rovnice (8) realné.

Toto tvrzeni nebudeme pro obecné n € N dokazovat, protoze je nebudeme potiebovat: uvadime
je jen jako informaci pro ¢tenaie. Pro n = 1 je tvrzeni trividlni a pro n = 2 jeho platnost ovérime
pozdéji.

Velmi snadny je vSak dikaz tohoto uzite¢ného obecného tvrzeni:

Véta 12. Viastni vektory prislusné k riznym vlastnim ¢isltiim symetrické matice A jsou ortogonalni.

D dakaz. Jsouli A # pu dvé vlastni éisla symetrické matice A a je-li u resp. v vlastni vektor
piislusny k A resp. k p, je (A — AE)u =0, (A — puE)v =0, tedy Au = Au a Av = pv. Protoze matice
A je symetricka, je (podle toho, co jsme fekli ve véts 112))

O=Au-v)—(u-Av)=QAu-v)—(u-pv) =AM =p)(u-v);
protoze je A — pu # 0, musi byt (v - v) = 0, coZ pravé znamend, ze vektory u, v jsou ortogonalni. O
Z algebry je dobre znamo, ze homogenni soustava rovnic

(/\11 — /\)1}1 + A2V + ...+ AU, = 0,
2101 + (/\22 — /\)1}2 + ...+ Ao, = 0,

(9%)

ekvivalentnich s maticovou rovnici (9), mé za situace (8*) netrividlni (= nenulové) feseni, takze vlastni

7 %7

vektory pro kazdé vlastni ¢islo A € R matice A existuji.

2) P¥ipomenme, Ze kdy# L znamen4 linearni formu piislusnou k matici A, lze L(x) psat i jako maticovy soucin Ax.
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Plati vsak jesté dalsi tvrzeni:
(11) Je-li matice A symetrickd a je-li A kofen nasobnosti m rovnice (8),
existuje m navzajem ortogonalnich vlastnich vektor prislusnych k A.
Ani toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoZe je nebudeme (pro obecné n) potiebovat; plyne

z dobfe zndmé véty, podle niz je za uvedenych predpoklad mnozina vSech feSeni soustavy (9*) linearni
prostor dimenze m. Z tvrzeni (11) a z véty 12 okamzité plyne, Ze

(12) pro kazdou symetrickou matici A existuje ortonormélni baze slozen4 z jejich vlastnich vektoru.

Nasledujici véta podava priklad ortogondlnich bazi, v nichz ma dand kvadraticka forma diagonalni
tvar; poskytuje zaroven — aspon teoreticky — navod, jak takovou bazi najit. Pfipomernime jesté, zZe
z ortogonalni baze dostaneme bazi ortonormalni, vydélime-li kazdy element baze jeho normou.

Véta 13. Je-li ortogonalni baze § = {f1,...,f,} unitdarniho prostoru X sloZena z vlastnich vektort
symetrické matice A a je-li L linedrni forma pfislusnd k matici A, ma kvadratickd forma (6) v této
bazi diagonalni tvar.

Podrobnéji: Jeli

(13) Afy = Mfy pro k=1,...,n,

ma kvadraticka forma tvar

(14) K(x) =YX || 2] =7
k=1

Je-li baze § ortonormalni, plati (7).

Dtukaz.Prokazdé x = (z1,...,2,) € X plati podle (6) a (13) rovnosti
K(x) = (Ax-x) = (A(Zﬂ%fk) -ijfj) = (ZxkAfk . ijfj)
k=1 j=1 k=1 j=1
= (X wdnfi- Yowif) = 200 Meawnas g [l 11 = D0 v || £2]) ot
k=1 j=1 k=1

k=1j=1
ma-li kazdy z vektord fx normu 1, neni nutné ji v poslednich dvou soucinech psat.

Poznamka 15. To, co jsme dosud v této kapitole fekli, ddva moznost ,aspon teoreticky* prevést
kazdou kvadratickou formu na diagonalni tvar. Postup ovsem ve vétsiné pfipadd narazi na nepieko-
natelné ,praktické“ potize. Presto kratce naznacime jeho mozné etapy:

1) Vyfesime charakteristickou rovnici (8); zde se patrné setkdme s prvni , praktickou” potizi. Rov-
nice je n-tého stupné a obecné rovnice n-tého stupné dovedeme fesit jen pro n = 1 (kdy kazdéa
kvadratickd forma mé diagonalni tvar) a pro n = 2; je-li n > 2, feSeni asi nenajdeme, nepodaii-li
se nam ,uhadnout” jeden nebo vice kofenti a délenim pfislusnymi kofenovymi ¢initeli stupen rovnice
dostatecné snizit.

2) Zname-li viechny kofeny rovnice (8)32), vyfesime postupné viechny homogenni soustavy rovnic
(9*); mé-li kofen nasobnost m, bude tfeba podle (11) nalézt m ortogonalnich feSeni piislusné soustavy.
Ortogonalitou vlastnich vektori odpovidajicich rizngm kofentum rovnice (8) se nemusime zabyvat,
protoze ji zarucuje véta 12.

3) Pokud se ndm podaii splnit bod 2), ziskdme ortogondlni bézi slozenou z vlastnich vektorti —
oznatme ji § = {f1,...,f,}. Pak jiz stac¢i uzit vétu 13.

4) Pfechod od baze € k bazi § znamend piechod od jednoho systému soutadnic k jinému systému;
budeme asi preferovat ortonormalni baze §, protoze se pii prechodu neméni vzdalenosti dvojic bodua
ani miry hl. ) Mame vSak dvé moznosti:

«) Pracovat s ortogonalni bazi (coz miize numerickou stranku vypoc¢t nékdy zjednodusit) a teprve
do nalezeni diagonalniho tvaru (14) délit ¢tverci norem a tim ziskat tvar (7).

3) Podle (10) jsou vsechny realné.

4) Nedochézi tak k deformaci geometrickych tutvart, které s kvadratickou formou souviseji; kdybychom napi. na
soufadnicovych osach v R? dovolili riizna ,méfitka®, nerozeznali bychom kruznice od elips.
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B) Jiz od zadatku pracovat s ortonormalni bézi §, coz vede ptimo k (7). V obou pfipadech budou
soufadnice xx, K = 1,...,n bodd v bazi € se souradnicemi &, v bazi § vazany maticovou rovnici
tvaru x = M7T¢, kde M je matice typu n x n, jejiz vlastnosti popisuje véta 8 spolu s poznamkou 11.
V pripadé, ze baze § je ortonormalni, je (podle véty 8) matice M ortogondini.

Umluva. Nebude-li vyslovné feceno néco jiného, budou v dalsich piikladech xj vzdy slozky vektoru
x v bazi € = {ey,..., e, }; budeme hledat bézi §, v niz mé vektor x slozky & . O

Piiklad 13. Kvadratickou formu K (x1,72) := 2122 v R? pievedeme na diagonélni tvar substituci
(15) T =8 — &, 22=8& +&;

vysledkem bude forma &7 — £3.
Podle toho, co jsme fekli v pozndmkach 11 a 14, odpovidé tato substituce pfechodu od baze slozené
z vektorti e; = (0,1), ea = (1,0) k bazi slozené z vektort f; = e;+ea = (1,1), fo = —e1+e3 = (—1,1).
Protoze determinant matice
11
-]

je kladny, je nova baze kladna. Protoze radky matice jsou ortogonalni, je nova baze ortogonalni; neni

oviem ortonormélni, protoze || fi|| = || f2|| = v/2. Abychom dostali ortonormalni bazi, musime délit
vektory f1, fa touto normou. Tim se transformaéni rovnice (15) zméni na
(15%) 1 =3V2-6-3V2- &6, m=LV2-6+3V2 &,

coz lze napsat i ve tvaru
(16) 1 =& cosa—Esina, x9=¢E sina+ & cosa,

kde a = %w (sr. s piikladem 12). To znamend, Ze se soufadnicovd soustava otocila o 45°.

Priklad 14. Pfevedme na diagonélni tvar kvadratickou formu

(17) 627 4 4x129 + 323.
Protoze této formé prislusi matice
6 2
St
budeme hledat kofeny rovnice
6= 2 | e o
det(A—)\E)_‘ 9 3_)\‘_/\ -9\ 414 =0;

snadno zjistime, ze kofeny, tedy vlastni ¢isla matice A, jsou 7 a 2.

Nyni bychom méli hledat vlastni vektory odpovidajici témto vlastnim cisltim, tj. fesit maticové
rovnice (A — TE)v = 0, (A — 2E)w = 0. Obé pravé napsané matice vSak maji determinant nulovy,
takZze u obou matic jsou radky linearné zavislé. Mame tedy ve skutecnosti fesit rovnice

—V1 —|—21)2 = 0, 4’[1)1 —|—2w2 =0.

Prvni z nich m4 napf. feSeni v; = 2, vy = 1, druhou ani nepotiebujeme Fesit (ackoli je to jednoduché),
protoze vime, co ma vyjit: vektor kolmy k vektoru v = (v1,v2) = (2,1). Takové vektory vSak se
najdou velmi snadno; ddme pfitom pfednost tém, pro néz je vysledné baze souhlasné orientované s bazi
ptvodni, tedy kladnd, protoze za zékladni povazujeme bazi €. Vyhovuje tedy napf. vektor w = (—1,2);
determinant, v jehoZ prvnim resp. ve druhém fadku je v resp. w, je roven 5 (coz je kladné ¢&islo). ®)

Nové béaze, v niz bude mit kvadratickd forma (17) diagondlni tvar, bude tedy sloZena z vektorii
fi=v=1(2,1), fa =w = (—1,2). Tomu podle pozndmky 11 odpovidaji transformaéni rovnice

(18) $1:2§1—§2, I2:§1—|—2€2.
5) Je vhodné uvédomit si obecné platnou souvislost: Je-li v = (v1,v2) # (0,0) a klademe-li w := (—wvy,v2), je {v, w}

kladné ortogonalni béaze, protoze determinant, jehoz prvnim fadkem je v, druhym fadkem w, mé hodnotu v% + v% > 0.
Dalsi vyhodou této volby je rovnost ||v|| = ||w]|.
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Dosadime-li do (17), dostaneme po snadném vypoctu formu
(19) 3567 + 1063,

Nova béaze je sice ortogonalni, ale neni ortonormélni; ortonormalni bézi dostaneme délenim vektori
ptivodni baze piislusngmi normami. %) Protoze || || = || f2|| = /5, nahradime (18) rovnicemi

(18%) T = LS (261 — &), w2 = (&1 4+ 2&2).

1
V5
Tim se forma (19) zméni na

(19%) TE + 263,

coz samoziejme zcela presné odpovida teorii: U ¢tvercth novych souradnic &1, &s jsou pfislusné vlastni
¢isla matice M.

Poznamka 16. Ptiklad 14 ukazuje, Ze postupujeme (jak tomu méa byt v matematice vzdy) podle
aktualnich okolnosti a bez zbyteénych krokt. Jde-li ndm jen o diagondlni tvar formy (17), staci najit
vlastni ¢isla 7, 2 matice A a napsat pfimo (19*). Chceme-li znat i soufadnicovy systém, v némz mé
forma tvar (19*), vyfe$ime napt. rovnici v; — 2vy = 0, ale misto FeSeni rovnice 4w; + 2wy = 0 napiSeme
vektor ortogonalni k nalezenému feSeni (vy,v2) prvni rovnice — nejspiSe tedy vektor w = (—wvg,v1).
Nové soufadnicové osy vzniknou ze starych otocenim o jisty thel «; chceme-li jej znat, musime (za
situace z piikladu 14) vyfesit rovnice cos v = 2/+/5, sin @ = 1/4/5. Reseni je napi. a = arctg %, coi je
priblizné 0.4636476 v obloukové mife a 26°33'54” ve stupnich, minutéch a vtefinadch. [

V nésledujici kapitole budeme rovinné kiivky druhého stupné (kuzelosecky) klasifikovat mj. i podle
sgn A1, sgn A\ ; podobnd klasifikace se provadi i v pfipadé obecného n € N, ale je nesrovnatelné kom-
plikovanéjsi v porovnéni s pfipadem n = 2. Je vSak zfejmé, Ze pri permutaci soutadnic se ¢isla A\ také
permutuji; klasifikace se proto neprovadi podle toho, jaké je sgn \; pro kazdé konkrétni k, ale podle
celkového poctu kladnych, zapornych a nulovych A;. Protoze v n-rozmérném prostoru se v diagonal-
nim tvaru formy vyskytuje pravé n ¢isel g, sta¢i védét, kolik z nich je kladnych a kolik zapornych.
Podobna klasifikace by byla ov§em zcela nesmyslna, kdyby tyto poéty mély (pro danou formu K(x))
zéviset na tom, jak byla tato forma pfevedena na diagondalni tvar, tj. ve které bazi pocitame jeji
koeficienty. Nezavislost poctu kladnych a zapornych znamének na takové bazi ma tedy zcela zasadni
vyznam a proto i své jméno:

Véta 15. (Zakon setrvaénosti kvadratickych forem.) Ma-li dang kvadraticka forma v R™ ve dvou
ortonormalnich bazich tvar

(20) Zakxi resp. Zbk@f,
k=1 k=1

je pocet kladnych resp. zapornych koeficientii aj, roven poctu kladnych resp. zapornych koeficientii by.

D ik az. Protoze pfi permutaci souradnic se uvedené pocty nemeéni, lze predpokladat, Zze souradnice
byly permutovany tak, ze pro vhodna ¢islap >0,¢>0,7>0,s >0 je
{ak>0,je—1i1§k§p } {bk>0,je—lilgk§r }
) )

21
(21) ap <0, jelli p+1<k<p+q bp <0, jelir+1<k<r+s

pritom ovSem jep+q¢<n,r+s<n,ar,=0prok >p—+¢q, by =0pro k > r+s.

Identitu Y.)_, axz; = >, _, br&} lze pii tomto oznaceni napsat ekvivalentné ve tvaru

p r+s p+q T
(22) darai+ Y ()&= Y (—an)ah + > beéi,
k=1 k=r+1 k=p+1 k=1

kde na obou stranich jsou u ¢tverci vSech soutfadnic kladné koeficienty. Mame dokézat, ze p = r,
q = s; protoze dikazy obou rovnosti jsou zcela analogické, dokazeme jen prvni z nich, a to sporem.

6) Pokud maji oba vektory stejnou normu, je déleni jednodussi. Kromé toho pak uzivime na obou novych osach

soufadnic stejné ,méritko”, takze geometrické utvary nejsou ,deformovany“. Jen jejich ,velikost“ v bazich € a § nemusi
souhlasit ; bude souhlasit teprve po pfechodu k bazi ortonormalni.
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Predpokladejme, ze p < r. Podle véty 8 a poznamky 11 existuje ortogonalni matice

Hi1 p12 -.. Hin
(23) H21 H22 ... H2n
Bn1  Hn2 ... Hnn
tak, ze
n
(24) Ijzz,ujkﬁk pro j=1,...,n;
k=1

ukazme, ze v R" existuje nenulovy vektor, pro néjz je
(25) Gi=.. =y =fb=... =&, =0.
Dosazenim téchto podminek do prvnich p rovnic v (24) dostaneme homogenni soustavu

0=pii&i+ ...+ p1rér

(26)
0= Nplgl +...+ Mprgr

p rovnic o r > p nezndmych &1, ..., &, kterd ma podle vét znamych z algebry feseni (&1,...,&) #

(0,...,0). Pak je ovSem i >, _; by&? > 0, a doplnime-li 7-rozmérny (nenulovy) vektor (&1, ...,&.) na

n-rozmérny vektor tim, Ze polozime &1 = ... = &, = 0, dostaneme na levé strané identity (22) nulu,

kdezto vpravo bude kladné ¢islo. Tento spor dokazuje, ze nemutze byt p < r; podobné se dokaze, ze

neni r < p.

Tim je véta dokazéna. [J

Pro ilustraci hlavniho tématu této kapitoly uvedeme jesté piiklad pievedeni kvadratické formy v R?
na diagonalni tvar; zdlouhavé, ale jednoduché numerické vypocty svéfime pritom ctenafi.

Priklad 15. Kvadratické formé
(27) 22— 2xymy +4xyw3 — 222 + 22003 + x%

prislusi matice

1 -1 2
(28) A=|-1 -2 1],
2 11

jejiz charakteristickou rovnici je det (A — AE) = A(9 — A\?) = 0, takZe vlastni ¢isla jsou —3, 0, 3.
Odpovidaji jim po radé vlastni vektory

(29) fl:(1527_1)7 fQZ(_lalvl)a f3:(170;1)

s normami /6, v/3, v/2. Matici M ptechodu od baze € k nové bazi § = {f1, f2, f3} je matice, jejimiz
fadky jsou vektory fi, fa, f37) a piislugné transformaéni rovnice

(30) 1 =86 -8 +E&, 12=2a+&, v3=-&+&+E

odpovidaji matici M7 k ni transponované. Dosadime-li (30) do (27), dostaneme —18&7 + 6£2.8)
Nalezena baze § je ortogondlni a kladna (det M = 6), ale neni ortonormalni; k ziskan{ ortonorm4lni
béze je nutné délit kazdy z vektoru fi jeho normou, coz odpovida dodate¢né transformaci

(31) L - B 1
V6 V3’ V2’
po niz forma nabude kone¢ného tvaru

2 2
(32) 3(=mi +n3),
coz samozrejmé presné odpovida teorii.

™) Obecné: Je-li (v R™) f; = Zz;l pji€; proj =1,...,n,je ujp = (f;-e,) = (fj)pkproj=1,...,n, k=1,...,n.

8) Pokud jsme si jisti, ze dosavadni vypoéty jsou spravné, neni t¥eba dosazovani skuteéné provadét, protoze vysledek
plyne z teorie: U ¢tverce kazdé z novych proménnych & je soucin prislusného vlastniho ¢isla se ¢étvercem normy
prislusného vlastniho vektoru. Na druhé strané lze dosazenim nékdy odhalit nespravnost predchézejicich vysledku:
Neodpovidéa-li nalezeny diagonalni tvar formy teorii, je ve vypoctech chyba.

24



4. Kuzelosecky

Definice. KuZeloseckou nazveme mnozinu viech bod# x roviny R?, jejichZ kartézské souradnice x1,
22 splnuji rovnici tvaru
2 2
(1) Q(,Tl, ,Tz) = a112] + 2a127122 + a0x5 + bix1 +boxes +¢c=0,
kde ay1, a1z, ase, b1, ba, ¢ jsou konstanty, pricemz

(2) a%l + afz + a%z >0. O

Podminka (2) znamen4, Ze aspoti jeden z koeficienttt u kvadratickych vyrazi 22, 179, 23 je nenu-
lovy, tj. ze Q(z1,x2) neni linedrni funkce. ,,Kvadratickou ¢ast“ vyrazu Q(z1, 22) oznac¢ime K(z1,z3),
tj. polozime
(3) K(,Tl, ,Tz) = alle + 2a12T172 + 0@2,@%.

K je (nenulova) kvadratickd forma v R?.

Klasifikaci kuzelose¢ek provedeme teprve po prevedeni formy K(x1,x2) na diagonalni tvar. Zopa-
kujme, jak lze pfi tom postupovat:

1. Oznacéme
(4) A= [an a12}

matici pfislusnou ke kvadratické formé K. Prvnim nasim tkolem je najit vlastni cisla této matice, tj.
roziesit rovnici

air — A a
(5) 1;12 a2zlj Al T (a11 — N)(ag2 — A) — afy = A* — (a11 + ag2) A + an1azz — a3y = 0.
Protoze jeji diskriminant

(6) (a11 4 a2)® — 4(a11a22 — afy) = (a11 — az2)? + 4ai,

je nezdporny, mé rovnice bud jeden dvojnasobny realny kofen, nebo dva riizné realné koteny.

2. Nyni je tfeba najit vlastni vektory prislusné k nalezenym vlastnim ¢éislim matice (4), a to tak,
aby tvorily kladnou ortonormalni bazi. Rozeznavejme dvé situace:

2a. Rovnice (5) mé dva rizné kofeny A1, Aa: Je-li v = (v1,v2) resp. w = (w1, ws) néjaky vlastni
vektor prislusny kofenu A\; resp. Ao, jsou vektory v, w ortogonalni podle véty 12. Tuto podminku
bychom tedy nemuseli v dalsim ovéfovat, ale jak jsme jiz fekli v poznamce 15, postupujeme stejné
trochu jinak: Najdeme napf. nenulové FeSeni (v1,vs) rovnice (a11 — A)vy + ajzve = 0 a polozime
v = (v1,v2), w = (—vg,v1). Opakujme, Ze to ma dvé vyhody: 1) {v, w} je kladnd béze, 2) ||v] = ||w].

Z obecné teorie je nam znamo, Ze v béazi slozené z vektori v, w bude mit forma K diagonalni tvar
(7) AN+ 2 N2, kde Ni= v =w].
Néam jde ovSem o volbu ortonormdalni baze, v niz mé forma diagondlni tvar; takovou bazi je baze
sloZend z vektori f1 := v/N, fy := w/N. Této zméné ,méfitka“ odpovidaji nové soufadnice

_ ™ _
fl—N, &2 ¥

v bézi {f1, f2}, v nichZ forma nabude tvaru

(8) ME+ X85

Jak vime z ptikladu 12, soutadnice &£1,& a 1, o jsou vazany vztahy

x1 =& cosa— & sina,

9)

xo = & sina + & cos a,
kde o znamend tihel sevieny vektory ey, f1, tedy thel otoceni ') piivodni soustavy souradnicovych os.

1),V kladném smyslu“, tj. ,ve sméru otadeni hodinovych rucicek®.
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Dosadime-li (9) do (1), dostaneme popis téze kuzelosecky v novych soufadnicich, v nichz bude mit
»kvadratickd cast“ diagonalni tvar:

(10) 0118} + a2l + 11 + Paka +7 = 0.

Aspoti jedno z ¢isel a1 (= A1), agz (= A2) je pfitom nenulové, protoze v opaéném piipadé by byla
prava strana (10) linedrni a substituci inverzni k (9) by musela vyjit linedrni funkce v proménnych
x1, T2, coz by byl spor. Ze zékona setrvacnosti kvadratickych forem navic plyne, Ze at jiz ptvodni
forma K byla pfevedena na diagonalni tvar jakkoli (tedy tfeba i jinak, nez jsme uvedli), je pocet
kladnych, zapornych a nulovych koeficientd u ¢tvercti soufadnic stejny jako v nasem ptipadé. Podle
téchto pocti je tedy mozné kuzelosecky klasifikovat bez obav, ze by klasifikace mohla zéviset na volbé
soufadnicového systému.

2b. V ptipadé, ze rovnice (4) mé jeden dvojnasobny kofen \g, mé tato rovnice tvar (A — \g)? = 0.
Porovnanim koeficientii v identité

(11) A2 = 200X + A3 = A2 — (a11 + az2) A + (ar1a22 — a3y)
dostaneme rovnosti
2Xo = a11 + a2z, )\(2) = a11022 — a%2,
z nichz dale plyne, ze
4)\(2) = a%l + 2@110,22 + a%z = 4(&11&22 — CL%2),

tedy ze
(12) (CL11 - CL22)2 + 40,%2 =0.

To vsak je pravda tehdy a jen tehdy, kdyz je a11 = age a zaroven a;2 = 0; v tomto pfipadé tedy neni
nutna zadna transformace soufadnic, protoze jiz piivodni forma K mé diagonalni tvar. Abychom vSak
i v dalsim mohli vySetfovat obé situace najednou, piSme & = x1, & = x2; oznactime-li jesté 5, = by,
B2 = ba, v = ¢, dostaneme i za situace 2b rovnici (10).

3. Rozeberme nyni vSechny moznosti, které mohou nastat, mé-1i dané kuzelosecka popis (10):

3a. Pripad ay1 # 0 # qeg: Pak lze rovnici (10) upravit na tvar

2 2 1 2 2
(13) 0411(51—!— A ) +a22(§2—|— Pz ) :_(ﬂ+ﬁ_2_ ’7)5
20m 2090 4\ay;  am
polozZime-li
B B2
14 = =
( ) m 51 + 20(11 y 12 52 + 20(22 )

coz znamend posunuti poc¢atku souradnicového systému, dostaneme rovnici

(15) o117} + agemy = p,
kde
1 2 2
(16) p;:_(6_1+ﬁ_2_47)_
4\ oo

Aby se zmensil pocet logicky moznych pfipadil, provedme jesté tuto tpravu: Je-li p > 0, ponechme
rovnici (15) beze zmén; je-li vSak p < 0, zménme znaménka obou jejich stran. Pak bude pravé strana
rovnice (15) v obou pifpadech nezaporna, takze ji lze napsat ve tvaru R2, kde R > 0. Rovnice sama
bude mit tvar

(17) At + Agans = R?,
kde

11 L) .. (p=20
(18) All—{_all}, A22—{_a22}, Je—ll {p<0}.

Jsou mozné tyto pripady:

3aa. A;; <0, Ao <0, R > 0; pak je mnozina popsand rovnici (17) prazdné.
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3ab. 4;; < 0, Aoy < 0, R = 0; pak je mnozina (17) jednobodové a obsahuje jen pocatek (n1,12) =
(0,0).

3ac. A;; > 0, Asz > 0, R = 0; pak je mnozina (17) opét jednobodovéi a obsahuje jen pocéatek
(m1,m2) = (0,0).

3ad. A;; > 0, Aox > 0, R > 0; pak lze (17) pfepsat na tvar

N1\ 2 72\ 2 R R
19 (—) +(—) =1, kde A; := , Ay = .
19) A, A YT VAL T VA
Podle toho, zdali je A; = Az nebo A; # As, popisuje (19) kruznici (o stfedu v pocatku a poloméru
A1 = As) nebo elipsu (o stfedu v poc¢atku a délce poloos Ay, Aj).

3ae. A;; >0, A2 <0, R =0; pak (17) plati pravé tehdy, kdyz je

An

20 =4,/
(20) 12 4,

coz znamena, ze kuzelosecka je nyni dvojici riznobéznych piimek prochazejicich pocatkem.

3af. 411 <0, Ass > 0, R = 0 je ptipad, ktery vznikne z pfipadu 3ae vzijemnou zaménou soufadnic
a koeficienti Ay, Aos.

3ag. A11 >0, Axs <0, R > 0; pak lze analogicky jako v piipadé 3ad psat

(21) (2—11)2_(2—22)2:1, kde A; = \/%, Ay = \/%.

Tato rovnice popisuje hyperbolu o stfedu v poc¢atku a délce poloos A;, As. Hyperbola protind prvni
osu soufadnicovou (kde 72 = 0) v bodech +A;; druhou osu neprotiné. Je-li A; = Ag, jde o rovnoosou
hyperbolu.

3ah. A;; <0, A > 0, R > 0 je ptipad, ktery vznikne z pfipadu 3ag vzajemnou zdménou soufadnic
a koeficientti A11, Agz. Nyni se tedy jedna o hyperbolu, kterd protinid druhou soufadnicovou osu,
zatimco prvni osu neprotind. [l

Abychom vidéli, Ze jsme nic nevynechali, uvedme jesté piehlednou tabulku:

A Agg R pfipad rovnice (17) popisuje

<0 <0 >0 3aa préazdnou mnozinu

<0 <0 =0 3ab jednobodovou mnozinu {(0,0)}
>0 >0 =0 3ac jednobodovou mnozinu {(0,0)}
>0 >0 >0 3ad kruznici nebo elipsu

>0 <0 =0 3ae dvojici ruznobézek

<0 >0 =0 3af dvojici riznobézek

>0 <0 >0 3ag hyperbolu

<0 >0 >0 3ah hyperbolu

3b. Bud nyni a1 # 0 = aa2; pak lze rovnici (10) pfepsat na tvar

P

2(111

2 2
(22) a11 (51 + ) = — 282 + %111 - ;

délime-li ¢islem 11 a polozime-li

2 _ 4o
(23) AZQﬁl 7B:__52, i 2 1177771251-1—14, ne = &2,
11 11 17

posunuli jsme pocatek ve sméru prvni osy a dostavame rovnici
(24) n; =Bn+C.

Jsou mozné tyto ptripady:
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3ba. B = C' = 0; rovnici (24) pak spliiuji pravé v8echny body s 7; = 0, tj. pravé vechny body
druhé soufadnicové osy.

3bb. B =0, C < 0; rovnici (24) nespliiuje zaddny bod.

3bc. B = 0, C' > 0; rovnici (24) splituji pravé viechny body lezici na rovnobézkach 1 = +v/C
s druhou soufadnicovou osou.

3bd. B # 0; pak je rovnice (24) ekvivalentni s rovnici

(25) =B+ ).

ktera popisuje parabolu s vrcholem v bodé (0, —C'/ B), jejiz osou je druhé osa soufadnicova; je umisténa
,wvrcholem doli“ nebo ,,vrcholem nahoru“ podle toho, zdali je B > 0 nebo B < 0. Vrcholem paraboly
s popisem (22) je bod

o (45 Cam i)

Misto tabulky bude jisté nyni stacit toto shrnuti:

Résumé. Rovnice (10) popisuje v pfipadé, Ze a11 # 0, aza = 0, bud prézdnou mnozinu (pfipad 3bb),
nebo rovnobézku s druhou soufadnicovou osou (p¥ipad 3ba), nebo dvojici riznych rovnobézek s druhou

soutadnicovou osou (ptipad 3bc), nebo parabolu, jejiz osa je rovnobézna s druhou soufadnicovou osou
(pripad 3bd).

3c. Pripad a1 = 0 # as9s je zcela analogicky pfipadu 3b a lze jej na tento pfipad prevést vzajemnou
zaménou soufadnicovych os. [

Provedme klasifikaci kuZzelosedek jesté jednou, ale obrdcené v tom smyslu, Ze vyjdeme z jejich
nejjednodussich rovnic; pro body v roviné pfitom uzivejme oznacéeni z = (x,y), ¢isla a a b necht jsou
v dalsim kladna, ¢isla z¢ a yo libovolna.

A. Kruznice o stiedu v poc¢atku resp. v bodé (zg,yo) a poloméru r € R} méa rovnici
(27) 22 +y? =1? resp. (v —x0)*+ (y —yo)? = 2.
B. Elipsa o stfedu v poéatku resp. v bodé (zg,yo) a délkich poloos a, b m4 rovnici

= (5 (2) 1w (52074 (552 -1

KruZnici povazujeme za specidlni piipad elipsy (a = b = r); kdybychom ,elipsou® chtéli rozumét
yelipsu, ktera neni kruznici“, museli bychom zde navic predpokladat, ze a # b.

C. Hyperbola o stfedu v podatku resp. v bodé (zg, yo) a délkach poloos a, b mé rovnici

= (32 1 rem (552 (52)

Prvni z téchto hyperbol protind osu x v bodech +a; osu y neprotina. Hyperbola

(29%) (5) - (2) =t (52) - (557) =

vznikla vzéjemnou vyménou soufadnicovych os z hyperboly (29).

D. Dvojici raznobézek, které se protinaji v poc¢atku resp. v bodé (zo, yo), 1ze popsat kvadratickymi
rovnicemi tvaru

w (3 () o (52" (452

které lze napsat i ve tvaru podobném (29), kde je vSak na pravé strané 0 misto 1. Jedna se o pfimky

b b
(30%) y::l:azzr resp. y:yoia(x—xo),
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které nejsou rovnobézné s osami soutadnic 2) ; s vodorovnou osou sviraji tyto pifmky thel + arctg (b/a).

E. Dvojici riznych rovnobézek s osou x lze v kvadratickém tvaru popsat rovnicemi
(31) y* =% resp. (y —yo)? = b%;

pokud bychom v téchto rovnicich nahradili ¢islo b € Ry nulou, popisovaly by tyto rovnice osu x resp.
rovnobéZzku s osou x.
Podobné je to s dvaojici riznych rovnobézek s osou y; popisuje je rovnice

(32) 2? = a® resp. (z —x0)? = a?;

pokud bychom v téchto rovnicich nahradili ¢islo a € Ry nulou, popisovaly by tyto rovnice osu y resp.
rovnobézku s osou y.

F. Parabola se svislou osou se d& popsat rovnici
(33) y = +2ax? resp. y = yo =+ 2a(x — x0)?;

znaménko plus resp. minus parabole ,s vrcholem doli“ resp. ,,s vrcholem nahoru®. Ohniskem paraboly

je v prvnim pifpadé bod (0, +a), ve druhém piipadé bod (zg,yo +a). Ridici pfimka ma rovnici y = Fa

resp. ¥y = yo F a. Vrcholem paraboly je v prvnim piipadé pocatek, ve druhém p¥ipadé bod (z¢, yo).
Parabola s vodorovnou osou m3 rovnici

(33%) x = 42by? resp. = = xo % 2b(y — yo)?;

znaménko plus resp. minus odpovidd parabole ,s vrcholem vlevo“ resp. ,s vrcholem vpravo“). Ohnis-
kem je nyni bod (+b,0) resp. (zo £ b, yo), Fidici pfimka m4 rovnici = Fb resp. x = x¢ F b, vrcholem
je pocatek resp. bod (zg, yo)-

G. Jednobodova mnozina (0,0) resp. (zo,yo) se d& popsat kvadratickou rovnici

(34) az® +by* =0 resp. a(x —x0)? + by —y0)*> = 0.
H. Prazdna mnozina se da popsat kvadratickou rovnici
(35) az?® +by? = —p resp. a(x — :100)2 +b(y — y0)2 = —p,

kde pe Ry. O

Pfipomenme jesté dalsi bézné uzivanou terminologii:

Definice. Rikdme, Ze body 2’ = (2/,%'), 2" = (2", y") jsou symetrické vzhledem k pfimce P, je-li
bud z/ = z” € P, nebo je z/ # Z", pfimka prochazejici body z’,z"” je kolmé k piimce P, oba body
maji od P stejnou vzdalenost a lezi v riznych polorovinach urcenych touto primkou.

Rikédme, ze mnozina M C R? je symetrickd vzhledem k pfimce P, lezi-li v M spolu s kazdym
bodem z’ i bod z"” symetricky se z/ vzhledem k P; pfimku P pak nazyvdme osou symetrie (nebo

kratce osou) mnoziny M.
Ma-li M néjakou osu symetrie, fikdme, Ze je osové symetricka.

Definice. Rikdme, ze body 2z’ = (2/,y'), 2"’ = (2”,y") jsou symetrické vzhledem k bodu z, =
(:E()u y0)7 je_li
$(@+a") =z0, 30/ +y")=yw. O
Jingmi slovy, ze dvou bodii z’, z” symetrickych vzhledem k bodu zy mé jeden tvar (zo+ Az, yo+Ay),
druhy tvar (zg — Az, yo — Ay), kde Az ¢ R, Ay € R jsou vhodn4 &isla.

Definice. Mnozina M C R? se nazjva symetricka vzhledem k bodu zy, obsahuje-li spolu s kazdym
bodem Zz' i bod z” s nim symetricky vzhledem k bodu zj; kazdy takovy bod zy budeme nazyvat stied
symetrie mnoziny M.

Ma4-li mnozina M (aspoii jeden) stfed symetrie, nazyva se stfedové symetricka.

M4-1i kuZelosecka K prdvé jeden stfed symetrie, nazyva se stfedova a (jeji jediny) stfed symetrie
se nazyva kratce stied této kuzelosecky. Rikdme, 7e kuzelosecka je nestfedova, neni-li stfedova.?)

2) Stéle predpokladame, ze a > 0, b > 0.
3) To znamena, ze bud nem4 zadny stied symetrie, nebo ma vice nez jeden st¥ed symetrie.

29



Poznamka 17. Jak snadno nahlédneme, plati tato tvrzeni:

a) Kazda kuzelosecka je osové symetricka. Kruznice, jednobodové mnoziny a () maji nekoneéns
mnoho os symetrie, paraboly a rovnobézky pravé jednu, ostatni kuzelosecky (tj. elipsy, které nejsou
kruZnicemi, hyperboly a dvojice riiznobézek) pravé dveé.

B) Stiedové symetrické nejsou jen paraboly; stiedové jsou elipsy (véetné kruznic), hyperboly, dvojice
riiznobézek a jednobodové mnoziny. Dvé rovnob&zky a () maji nekoneéné mnoho stiedt symetrie. [

Definice. Elipsy, hyperboly a paraboly jsou tzv. pravé neboli nedegenerované kuzelosecky; ostatni
kuzelosecky popsané v bodech A — H se nazyvaji degenerované.

Definice. Hlavnim smérem kuzelosecky budeme rozumét smér (kazdé) jeji osy symetrie a smér
k nému kolmy.

Poznamka 18. Jak je patrné, postup prevedeni kvadratické funkce (1) na tvar neobsahujici ,,smiSeny
¢len“ 2a19x1x2 zacinal nalezenim hlavnich sméra prislusné kuzelosecky. Pak jsme — kromé pfipadu,
ze Slo o kruznici, jednobodovou nebo prazdnou mnozinu, pro néz je kazdy smér smérem hlavnim —
soufadnicovy systém otocili tak, aby smér novych os splyval s hlavnimi sméry prislusné kuzelosecky.
Za této situace je jiz snadné najit stied stfedové kuzelosecky. V pripadé paraboly a dvou rovnobézek
mélo otoceni za nasledek, Ze se jejich jedind osa symetrie stala rovnobéznou s nékterou z novych
soutadnicovych os; v pfipadé paraboly lze pak jiz snadno najit jeji ohnisko, fidici pfimku i vrchol.

Potiebujeme-li znat stfed, ohnisko, smér osy symetrie, apod. kuzelosecky v ptivodnim soutfadnico-
vém systému, staci provést transformaci inverzni k (9), neboli transformaci

& = xpcosa+ xesina,

(97)

& = —xysina +xocosa. [

Nasledujici tfi priklady by mély ¢tenédfi ukazat postup, jimz lze rozhodnout, jakou kuzelosecku
popisuje rovnice Q(z, y) = 0, je-li kvadraticka funkce Q konkrétné ddna. N&které jednoduché numerické
detaily vypocti pfenechame Ctenaii.

Prunt vlastni vektor zvolime vidy tak, aby obé jeho slozky byly kladné; rotace pak bude (podle proni
Fadky v (9*)) ,v kladném smyslu® o tihel v rozmezi (0, 37).

Priklad 16. Je-li
(36) Qz,y) =922 + day + 6y — 22 + 5y,

ma prislusnd matice
9 2
- a=]3 2]

charakteristickou rovnici A2 — 15\ + 50 = 0, a tedy vlastni &isla \; = 10 a Ay = 5. ReSenim rovnice
(9 — AM)v1 + 2v2 = 0 je napf. vektor v = (v1,v2) = (2,1); druhym vlastnim vektorem matice A je
napf. w := (—1,2) (k vektoru v kolmy). Matici pfechodu od baze € = {e;, ez} ke kladné bazi {v, w}
je proto matice

(39) M= [_f ;]

Protoze oba vlastni vektory maji normu N = /5, je M /N matici pfechodu k ortonormalni bazi slozené
z vektord fi := v/N, fy := w/N. Provedeme-li v rovnici Q(z,y) = 0 substituci

1

1
(39) 33:75(25—77), V=7

(§+2n)

(kde koeficienty jsou fadky transponované matice M7 /N, neboli sloupce matice M/N), dostaneme
rovnici

1 12
40 1082+ —=¢4+57°+ —=n=0,
(40) 3 \/55 e
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kterou upravime na tvar

1 \2 6 \2
41 2000 (€ + —=) +1000 (5 + —= ) = 289.
(41) v Nt
Tato rovnice popisuje elipsu o sttedu (—1/(20v/5, —6/(5v/5)) = (—0.0224), —0.5367) a délce poloos
1/289/2000 = 0.3801, 1/289/1000 = 0.5376. Tato elipsa vznikla otodenim ptvodni elipsy o thel
arctg(1/2) = 0.4636476 v obloukové mife, tj. pfiblizné o 26°33'54.18”; ptvodni elipsa méla stfed
(2/v/5,1/4/5) = (0.22, —0.49) (pfesng). (Viz obrazek na dalsi strané.)

K PRIKLADU 16
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K pRIKLADU 17

Priklad 17. Je-li

(42) Qz,y) == —5a® + 24zy +5y* + 120 — 34y — 7,
mé matice
-5 12
» a=[32 2]
charakteristickou rovnici A2 — 169 = 0, takze \; = 13 a Ay = —13 jsou jeji vlastni &sla. Rovnice

(=5 = A1)v1 + 1202 = 0 m4 napt. FeSeni v = (v1,v2) = (2, 3), vektorem kolmym k v je napf¥. vektor
w = (—3,2) a oba vektory maji normu N = v/13. Matici pfechodu od béaze € k béazi {v, w} je matice

(44) M= {_; ?2’}

Matici pfechodu od baze € k ortonormalni bézi {v/N,w/N} dostaneme délenim matice M ¢islem N.
Abychom kvadratickou ¢ast funkce (42) pfevedli na diagondlni tvar v této posledni bézi, provedeme
transformaci

1 1
(45) xi\/—1—3(2§—3n), y:\/—1—3(3€+2n);

koeficienty jsou fadky matice M /N, neboli sloupce matice M /N. Dosadime-li to do rovnice Q(x,y) =
0, dostaneme (po tpraveé)

3 \2 4 \2
(46) (6-75) —(r55) =0
tato rovnice ma reseni
1 . T

(47) n=—f- o A=
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ktera popisuji dvé navzajem kolmé ptimky s prisecikem (3/v/13, —4/v/13) = (0.8321, —1.1094) a které
sviraji s osou ¢ tthel F17. Tato dvojice piimek vznikla z dvojice pfimek popsanych rovnici Q(z,y) = 0
oto¢enim o thel arctg(3/2) = 0.9827937, tedy pfiblizné o 56°18’'35.76”. (Viz obrazek na piedchazejici
strang.)

Zjistit rovnice ptivodnich pfimek lze (nejméné) dvéma zpiisoby:

1) Protoze vime, Ze Zadnd z nich neni kolma k prvni soufadnicové ose, lze tyto pfimky popsat
rovnicemi tvaru g(z,y) :=y — a1z — by = 0 a h(z,y) := y — asx — ba = 0, kde aq, b1, as, b2 jsou zatim
nezndma cisla. Najdeme je tak, Ze porovname koeficienty kvadratického polynomu 5¢g(z,y)h(z,y)
s polynomem F'(z,y). Snadny vypocet pfenechdme ¢tendii; vyjde a; = —5, az = %, by =7, by=—1
takze primky jsou popsany rovnicemi

—%)

y=-bx+7ay=z(x—1);

z toho snadno plyne, Ze se protinaji v bodé (13, ) = (1.3846,0.0769).

2) Z rovnic (45) vypocéteme
2243y 3z +2y

vz V13

dosadime to do rovnic (47) a vypocteme z nich y. Vysledek bude samoziejmé stejny jako pii uziti
prvni metody.

Priklad 18. Je-li

3

(48) Qz,y) = 162% — 8xy + 9 + 42 — 2y,
mé prislusna matice

(49) A= [ _146 _ﬂ

charakteristickou rovnici A2—17\ = 0, tedy vlastni &isla 0 a 17. Vlastnimi vektory jsou napt. v := (1,4)
a w = (—4,1), jejich norma je N := +/17. Matici pfechodu od baze € k bazi slozené z vektorti
fi:=v/N, fy :== w/N je matice

(50) M=
a substituci

(51) v=—=(E—-4n), y=—7=4{+n)
dostaneme z rovnice Q(z,y) = 0 rovnici

(52) 1T — g = €,

kterou lze upravit na tvar

(53) 17(n - 1731_7)2 - \;‘1_7(§+ 68531_7) .

Jedna se tedy o parabolu, kterd ma v soufadnicovém systému &,n vodorovnou osu a vrchol vlevo
v bodé (—81/(68v/17),9/(17V/17)) = (—0.2889,0.1284); vznikla z ptivodni paraboly oto¢enim o tihel
arctg4 = 1.3258177, tedy pfiblizné o 75°57'49.52”. Vrcholem paraboly s popisem Q(z,y) = 0 je bod
(—225/1156, —72/289) = (—0.1946, —0.2491).
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Cviceni

Spoleénym tkolem téchto cviceni je zjistit, jakou kuZzelosecku popisuje rovnice Q(z,y) = 0, kde Q2
je dand kvadraticka funkce proménnych x, y. K tomu je tfeba prejit k bazi, v niz mé kvadratickd ¢ast
funkce Q(z,y) diagonélni tvar. Takové baze neni samoziejmé jen jedna: hodi-li se baze {v, w}, hodi
se 1 baze {—v, w}, {w, v}, atd. Aby Tesitel mohl snadnéji ovérit sprdavnost svého vysledku, md v nasi
nabidce fesent pront vektor v = (v1,vs) bdze, v niz ma kvadratické ¢ast funkce Q(z, y) diagonalni tvar,
vZdy, kdy to je mozné, *) obé slozky kladné ; druhym vektorem bdze je ve véech pripadech w = (—vq,v1).
Vektory v a w maji pak stejnou normu a prislusnd baze je kladna. Soufadnicova soustava s béazi
{v/|lvl,w/||w|} vznikne ze soufadnicové soustavy s bézi {er, ez} otoCenim o tthel o € (0, 37)
v kladném smyslu.

V feSeni nejsou uvedeny nékteré tdaje, které by resitel mél zjistit, aby se co nejlépe naucil ovladat
vypocetni techniku a ve vyslednjch polohach kuzelosecek se 1épe orientoval; jsou to napf. rovnice os
kuzelosecek, jejich sklon, ohniska parabol a rovnice fidicich piimek, ahly seviené riiznobézkami, atd.
U linedrnich ttvari je vhodné zjistovat i jejich popis v ptivodni bazi {e1, ex}. Zélezi jen na Fesiteli, do
jakych podrobnosti hodla jit nebo co od néj examinator pozaduje.

Pro dsporu mista se ve vysledcich na nasledujicich 30 stranach uzivaji ponékud nepfesna slovni
spojeni: napf. misto ,pfimky popsané rovnici y = kx + ¢“ se fika kratce ,pfimka y = kz + ¢“ nebo
se misto o ,hyperbole popsané rovnici Q(z,y) = 0“ mluvi krdtce o ,hyperbole Q(z,y) = 0“. Autor
se omlouva a doufa, Ze to nejen nepovede k nedorozumeéni, ale Ze si ¢tenar na takto kratka vyjadieni
prilis nezvykne.

Zjistéte, jakou kuzelosecku popisuje rovnice Q(z,y) = 0, je-li Q(x,y) rovno

01. —52% +24xy +5y* + 122 — 34y — 20 02. 922 — 4day + 69> — 30z + 2

03. 1322 — 8y + 7y*> + 202 — 50y + 86 04. 1222 + 122y + 3y® — 852 — 40y + 152
05. 322 — 14xy + 3y* — 182 + 42y + 27 06. 42% +4xy +y* + 162 + 8y + 12

07. 72% +8zy +y* —dx +2y —4 08. 16y + 42 — 28y — 15

09. 4zy + 10z — 10y — 27 10. 2% + 3% + 224+ 10y — 10

11. 42° 4+ 4oy + > + 52— 4 12. 522 — 6xy + 5y — 62 + 18y + 18

13. 1822 + 8xy + 12y — 442 — 52y + 57 14, —22% — 32y + 29>+ 7z — 16y + 30
15. 222 + 32y — 2y% — 22 — 4y +5 16. 662 — 242y + 59y + 122 + 16y — 23
17. 922 — 62y +y*> + 132 —y +3 18. 822 + 8xy + 2% — 132 — 14y

19. 327 — 6y + 3y* + 102 — 14y 20. 1122 — 4xy + 14y* — 182 — 24y + 25
21. 2% + 8y + 1692 — 1 22. 3422 + 242y + 41y* — 602z — 80y + 25
23. 222 — 72xy + 23y* — 202 + 110y 24. —52% — 6xy + 3y* + 8V10x — 20

25. 322 —3ay + 7Ty? + 6V10x — 8V10y + 40  26. 112% + 4y + 149> — 202 — 20y + 4
27. 422 —day +y* — 2V62 + 6V5y + 15 28. 522 — 40y + 35y* + 16V/10z — 22v/10y + 30

29. — 222 — 4By +2y% + 102 +6V3y — 27 30. 22 + 4oy +4y> + 20+ 4y +1

Na obrdzcich ilustrujicich Teseni nebylo z technickych divodi vidy mozné volit na obou osdch stejné
méritko. Uhly na obrdzku a tvar kuZelosecky pak nemusi presné odpovidat skutecnosti. Ciselné tdaje
na osdch vsak ctendri dovoluji asporn priblizné urcit méritka na osdch.

4) Bylo to mo#né ve vsech ptipadech s vyjimkou ptikladu 10.
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Reseni

Cvigeni 01. Q(z,y) = -5 + 24y + 5y + 122 — 34y — 20.
Vlastni ¢isla: (13, —13). Vlastni vektory: (2,3), (—3,2).

3 4 4

1

\/—_3)2 — (n— \/—1_3)2 =1 o stfedu (\/il_?),ﬁ

Rovnoosé hyperbola (g - ) = (0.8321,1.1004).

Stted hyperboly Q(z,y) = 0: (— 3, 1) = (—0.4615,1.3077).
Uhel otoceni: arctg 2 = 0.9827937 v miie obloukové, tedy priblizné 56°18'35.76".
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Cvigeni 02. Q(z,y) = 922 —4ay + 6y> — 302 + 2.
Vlastni ¢isla: (5,10). Vlastni vektory: (1,2), (=2, 1).

1 3\2 2 3\2 3 3
Elipsa — (¢ — — - —) =1ostiedu (—=,——=) = (1.3416, —1.3416).
1psa5(§ \/g) +5(77+\/g) osreu(\/g, \/g) (1.3416, —1.3416)
Stied elipsy Q(z,y) =0: (2,2) = (1.8, 0.6).

Uhel otoceni: arctg2 = 1.107149 v mife obloukové, tedy p¥iblizné 63°26’5.82".
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Cvigeni 03. Q(z,y) = 1322 — 8zy + Ty + 202 — 50y + 86.
Vlastni ¢isla: (5,15). Vlastni vektory: (1,2), (—=2,1)

8 \2 32 8 3
Elipsa ( - —) +3( - —) =1 o stiedu (—,—) = (3.5777,1.3416).
psa (¢ 7 Uy N ( )
Stred elipsy Q(z,y) = 0: (2,42) = (-0.4,3.8).
Uhel otoceni: arctg2 = 1.107149 v mife obloukové, tedy p¥iblizné 63°26’5.82".
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Cvigeni 04. Q(xz,y) = 1222 + 122y + 3y* — 852 — 40y + 152.
Vlastni ¢isla: (15,0). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2)

7\2 7
Parabol =— - — —, - = (3. —2. )
arabola 7 + V5 3\/3(5 \/5) s vrcholem (\/5 \/5) (3.1305, —2.2361)
Vrchol paraboly Q(z,y) = 0: (£,-2) = (3.8, -0.6).

Uhel otoéeni: arctg & = 0.4636476 v mife obloukové, tedy piiblizné 26°33'54.18".
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Cvigeni 05. Q(z,y) = 322 — 142y + 3y% — 181 + 42y + 27.
Vlastni ¢isla: (—4,10). Vlastni vektory: (1,1), (=1, 1).
3 3-—402¢ 3 3
Rutznobézky n = —— £ ———— s priisec¢ikem (—, ——
N A VIVa
sviraji thel 2 arctg+/2/5 = 1.1278853, tedy priblizné 64°37'23.04".

Priise¢ik riznobézek Q(z,y) = 0: (3,0).

) = (2.1213, —2.1213)

Uhel otoceni: arctgl = %w v mife obloukové, tedy 45°.
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Cvigeni 06. Q(z,y) = 422 + 4oy +y? + 162 + 8y + 12.
Vlastni ¢isla: (5,0). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2).

6 2
Rovnobézky & = ~7 = 26833 a &= -~ = —0.8944.

Uhel otoéeni: arctg & = 0.4636476 v mife obloukové, tedy piiblizné 26°33'54.18".
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Cvigeni 07. Q(z,y) = 72? + 8xy + y* — 4x + 2y — 4.
Vlastni ¢isla: (9, —1). Vlastni vektory: (2,1), (-1, 2).
1 \2 4\2 5 1 4y .
Hyperbola 9(5 - 3—\/5) - (n - %) =1 o stiedu (ﬁ %) = (0.1491,1.7889).

St¥ed hyperboly Q(z,y) = 0: (— 2,2) = (—0.6667,1.6667).

Uhel otoéeni: arctg & = 0.4636476 v mife obloukové, tedy piiblizné 26°33'54.18” .
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Cviceni 08. Q(z,y) = 162y + 42 — 28y — 15.
Vlastni ¢isla: (8, —8). Vlastni vektory: (1,1), (—1,1).

2
Rovnoosé hyperbola (& — 3V n+v2)* =1 o stiedu i, —V/2) = (1.0607, —1.4142).
2v/2 21/2

Stied hyperboly Q(z,y) = 0: (I,-1) = (1.75,-0.25).

Uhel otodeni: arctg1 = %ﬂ' v mife obloukové, tedy 45°.
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Cviéeni 09. Q(z,y) =4ay + 102 — 10y — 27.
Vlastni ¢isla: (2, —2). Vlastni vektory: (1,1), (—1,1).

2
Rovnoosa hyperbola €2 — (n n %) — 1 o stiedu (o, _%) = (0, —3.5355).

Stred hyperboly Q(z,y) = 0: (3,-3) = (2.5, -2.5).

Uhel otodeni: arctg1 = %ﬂ' v mife obloukové, tedy 45°.
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Cvigeni 10. Q(z,y) = 2% + 3> + 22 + 10y — 10.
Vlastni ¢isla: (1,1). Vlastni vektory: (0,1), (—1,0).
Kruznice %(f + 5)2 + %(77 — 1)2 =1 o stfedu ( -5, 1).
Stfed kruznice Q(z,y) = 0: (—1,-5).

Uhel otoceni: arccos0 = %w v mife obloukové, tedy 90°.
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Cviceni 11. Q(z,y) = 42 + 4oy +y? + 52 — 4.
Vlastni ¢isla: (5,0). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2)

142 1

Parabol = — -, - = (—0. —2. )

arabola 7 + v/5 \/3(5 + \/5) s vrcholem ( NG \/3) (—0.4472, —2.2361)
Vrchol paraboly Q(z,y) = 0: (£, -1) = (0.6, —2.2).

Uhel otoéeni: arctg & = 0.4636476 v mife obloukové, tedy piiblizné 26°33'54.18".
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Cvigeni 12. Q(z,y) = 522 — 62y + 5y? — 62 + 18y + 18.
Vlastni ¢isla: (2,8). Vlastni vektory: (1,1), (—=1,1)

3 \2 3 \2
Jednobodova 071 a( —|——) +4( —|-—) =0,
n va mnozina (& 7 o

V2
. {(— % —%)} = {(~2.1213, —1.0607)}.
Mnozina Q(z,y) =0: —{2,2}.

Uhel otoceni: arctgl = %w v mife obloukové, tedy 45°.

-15 -1 -0.5
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Cvigeni 13. Q(z,y) = 1822 + 8xy + 129% — 44z — 52y + 57.
Vlastni ¢isla: (20,10). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2).
3

Elipsa 2(5 - 2—\7/5)2 + (n - %)2 —1 o stfedu (% %) = (1.5653,1.3416).

Stied elipsy Q(z,y) = 0: (3,12) = (0.8,1.9).

Uhel otoéeni: arctg 1 = 0.463648 v mife obloukové, tedy priblizné 26°33'54.18".
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Cvigeni 14. Q(z,y) = —22% — 32y +2y? + 7o — 16y + 30.
Vlastni ¢isla: (,2). Vlastni vektory: (3,1), (—1,3).

1 \2 11 \2
Rovnice (§ — —) = (77 - — ) ) popisuje dvojici ortogonalnich primek

V10 V10
n=6y/2 —&an=+10+¢ s prisecikem (1/1/10,11/1/10) = (0.3162,3.4785).

Q(z,y) = (y — 22 — 5)(2y + = — 6); prislusné primky se protinaji v bodé (— 2,4) = (-0.8,3.4).

Uhel otoceni: arctg 3 = 0.3217506 v miFe obloukové, tedy priblizné 18°26'5.82".
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Cvigeni 15. Q(z,y) = 222 + 3zy — 2y? — 22 — 4y + 5.
Vlastni ¢isla: (3, —2). Vlastni vektory: (3,1), (—1,3).

Rovnoosa h; erbola—l(f—i— 2)24—1( — g)2—1
v P 2 5 A

o stiedu (~ \/2,/2) = (~0.6325,0.6325).
Stred hyperboly Q(z,y) =0: (3,—2) = (0.8,—0.4).
Uhel otodeni: arctg 1 = 0.3217506 v miFe obloukové, tedy priblizné 18°26'5.82".
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Cvigeni 16. Q(xz,y) = 6622 — 242y + 59y + 122 + 16y — 23.
Vlastni ¢isla: (50,75). Vlastni vektory: (3,4), (—4,3).
Elipsa 2(¢ + )% + 372 = 1 o stiedu (,0) = (~0.2,0).
Stred elipsy Q(z,y) = 0: (— =, —3:) = (—0.12,-0.16).
Uhel otodeni: arctg 3 = 0.9272952 v mife obloukové, tedy priblizné 53°07'48.37".
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Cviceni 17. Q(z,y) = 922 — 62y +y> + 132 — y + 3.
Vlastni ¢isla: (0,10). Vlastni vektory: (1,3), (=3, 1).

2 1 2
Parabola £ — 1 —V10 (77 - \/g) s vrcholem (— - ) = (0.3162,0.6325).

V10 V10V 5
Vrchol paraboly Q(z,y) = 0: (— 3,3 ) = (—0.5,0.5).

Uhel otodeni: arctg 3 = 1.2490458 v mife obloukové, tedy piiblizné 71°33'54.18".

- __ 15

0.5

-05 ¢
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Cviceni 18. Q(z,y) = 822 + 8y + 2y — 132 — 14y.
Vlastni ¢isla: (10,0). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2)
2 8
Ve
Vrchol paraboly Q(xz,y) = 0: (3, —2) = (1.3333,—0.6667).

Uhel otoéeni: arctg 1 = 0.463648 v mife obloukové, tedy priblizné 26°33'54.18".

Parabola 3v/5 (n + % ) =10 (5 - % )2 s vrcholem ( ) = (0.8944, —1.1926).
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Cvigeni 19. Q(z,y) = 322 — 6y + 3y> + 102 — 14y.
Vlastni ¢isla: (0,6). Vlastni vektory: (1,1), (—=1,1)

2
Parabola £ + 3v/2 = % (n - \/5) s vrcholem ( — 3v/2, \/i) = (—4.2426,1.4142).

Vrchol paraboly Q(x,y) = 0: (—4, —2).

Uhel otoeni: arctg1 = iﬂ' v mife obloukové, tedy 45°.
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Cvigeni 20. Q(z,y) = 1122 — 42y + 14y% — 18z — 24y + 25.
Vlastni ¢isla: (10,15). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2).

2+15(n—%)2+4—0-

Prazdna mnozina 10(5 -

3
%)
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Cvigeni 21. Q(z,y) = 2% + 8xy + 16y — 1.
Vlastni ¢isla: (17,0). Vlastni vektory: (1,4), (—4,1).

1
Rovnobézk =+—.
ye V17

Rovnobézky Q(z,y) =0: y = —3 (z £ 1).
Uhel otodeni: arctg4 = 1.3258177 v mife obloukové, tedy piiblizné 75° 57/ 49.52".

03 r

-0.3 0.3

-03 ¢
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Cvigeni 22. Q(xz,y) = 3422 + 242y + 41y? — 602z — 80y + 25.
Vlastni ¢isla: (50,25). Vlastni vektory: (3,4), (—4,3).
Elipsa 2 (§ — 1)2 +n? =1 o stiedu (1,0).
Stred elipsy Q(z,y) = 0: (£,3) = (0.6, 0.8).
Uhel otodeni: arctg 3 = 0.9272952 v mife obloukové, tedy priblizné 53°07'48.37".
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Cvigeni 23. Q(z,y) = 222 — 722y + 23y% — 202 + 110y.
Vlastni ¢isla: (—25,50). Vlastni vektory: (4,3), (—3,4).
Hyperbola —(§ — 1)2 +2 (77 + 1)2 =1 o stiedu (1, —1).
Sted hyperboly Q(z,y) =0: (,—1) = (1.4,-0.2).
Uhel otoceni: arctg 2 = 0.6435011 v miie obloukové, tedy priblizné 36°52'11.63".
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Cviceni 24. Q(z,y) = —52% — 62y + 33> + 8v/10z — 20.
Vlastni ¢isla: (—6,4). Vlastni vektory: (3,1), (—1,3).

Rovnice 2(n — 1)? = 3(£ — 2)? popisuje rtiznobézky n = 1+ \/g(g — 2) s priseéikem (2, 1),
svirajici thel 2 arctg \/g = 1.3694384, tedy priblizné 78°27'47".
Qz,y) = (V3y+ (2vV2—V3)z —2V5) - (V3y — (2vV2+V3)z +2V5);
rivznobézky Q(r,y) = 0 se protinaji v bodé (1/3, 1/3) = (1.5811,1.5811).

Uhel otoceni: arctg 3 = 0.3217506 v miie obloukové, tedy 18°26'05.82".
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Cvigeni 25. Q(z,y) = 322 — 3zy + 7y + 6V/102 — 8/10y + 40.
Vlastni &sla: (3, 22). Vlastn{ vektory: (3,1), (—1,3)
Jednobodovd mnoZina (£ + 2)? + (n — 2)? = 0, tj. mnozina {(—2,2)}.
Jednobodové mnozina Q(z,y) = 0: {(—4,/2, 2\@)} = {(—2.5298,1.2649)}.

Uhel otoéeni: arctg 3 = 0.3217506 v mife obloukové, tedy piiblizné 18°26'5.82".
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Cvigeni 26. Q(z,y) = 1122 + 42y + 149% — 20z — 20y + 4.
Vlastni ¢isla: (15,10). Vlastni vektory: (1,2), (—2,1).
1

Elipsa g({— i)2 + (n—!— i)2 =1 o stiedu (%,—%

56— 7 NG ) = (0.8944, —0.4472).

Stied elipsy Q(z,y) =0: (2,2) = (0.8, 0.6).
Uhel otoceni: arctg2 = 1.1071487 v mife obloukové, tedy pFiblizné 63°26’5.82".
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Cviceni 27. Q(z,y) = 422 — 4xy +y> + —2v52 + 61/5y + 15.
Vlastni ¢isla: (0,5). Vlastni vektory: (1,2), (—2,1).
Parabola £ +1 = —1(n 4 1)? s vrcholem (—1,—1).

1
Vichol paraboly Q(z,y) = 0: (ﬁ —%) = (0.4472, —1.3416).

Uhel otodeni: arctg2 = 1.1071487 v mife obloukové, tedy pfiblizné 63°26'5.82".
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Cviceni 28. Q(z,y) = 522 — 40y + 3592 + 161/10x — 221/10y + 30.
Vlastni ¢isla: (—5,45). Vlastni vektory: (2,1), (—1,2).
Rovnice (£ —v/2)2 =9(n — %\/5)2 popisuje riznobézky n = % (3\/5 +¢) s prisecikem
1(2/2,2v/2) = (0.9428,0.9428); svirajf ihel 2arctg 1 = 0.64350111, tedy piiblizné 36°52'11.63”.

Riznobézky Q(z,y) = (5 — 5y + v10) (z — Ty + 3v/10) = 0 se protinaji v bodé

(4,/2, %\/g) = (0.8433,1.4757).

Uhel otoceni: arctg 3 = 0.4636476 v miie obloukové, tedy priblizné 26°33'54.18".
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Cviceni 29. Q(z,y) = —22% — 432y + 29> + 10z + 61/3y — 27.
Vlastni ¢isla: (—4,4). Vlastni vektory: (v/3,1), (—1,/3).
Rovnoosé hyperbola — (¢ — v/3)” + 1 (5 + 1)* = 1 o stedu (v3, —1) = (1.7321, —0.5000).
Stied hyperboly Q(z,y) = 0: (7,v/3) = (1.7500, 0.4330).

Uhel otoceni: arctg \/g = %w v mife obloukové, tedy 30°.
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Cviceni 30. Q(z,y) = 2% + 4oy + 4y*> + 20 + 4y + 1.
Vlastni ¢isla: (5,0). Vlastni vektory: (1,2), (—2,1).

,Dvojnasobna® piimka (£ + \/% )’ =0, . &= _\/g = _0.4472.
»Dvojndsobna“ piimka Q(z,y) =0 :y = —1 (v + 1).
Uhel otodeni: arctg2 = 1.107149 v mife obloukové, tedy ptiblizné 63°26’5.82".

04
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5. Kvadriky

Definice. Kvadrikou neboli kvadratickou plochou rozumime mnozinu viech bodt (z,y,2) € R3
splnujicich rovnici tvaru

(1) anz? 4+ 2a102y + 2a1352 + agy® + 2a3yz + aszz® + bz + boy + b3z + ¢ =0,

kde koeficienty a;x, b; a c jsou redlné cisla, pro néz je

(2) Zza§k>o.

V této kapitole se nejdiive sezndmime s jednotlivymi typy kvadrik a pak provedeme jejich tiplnou
klasifikaci.

Prvnim krokem k rozeznani, o jakou kvadriku se jedné, je prevedeni ,kvadratické casti“ levé strany
rovnice (1), tedy kvadratické formy

3) K(z,y,z2):= an12® + 2a102y 4+ 201372 + azy® + 2a3yz + assz?,

na diagondlni tvar; poznamenejme, Ze vzhledem k (2) neni tato forma identicky nulova.
Jak vime, 1ze to provést tak, ze najdeme vlastni ¢isla A1, A2, A3 symetrické matice

ail a2 ais
(4) A= a2 azx a
a13 az3 ass

a pomoci vhodnych vlastnich vektort utvofime kladnou ortonormalni bazi § = {f1, f2, f3}; v této nové
bazi, v niz budeme soufadnice bodt znacit £, n a ¢, bude mit forma (3) diagonalni tvar ')

(5) ME 4+ Xan? + A3

Protoze mlc¢ky predpokladdme, Ze z, y, z jsou soufadnice bodu pii bazi € = {ey, e, e3}, bude

Ju  fiz fis
(6) M:=|fa fa foa|,
fa1 fa2 f33

kde 7, = (fj1, fj2, fj3), = 1,2,3, matice pfechodu od béze € k bazi §, a pfisluind transformace
soutadnic bude mit tvar (x,y,2) = MT (&,n,(), tj. tvar

T = fuué+ faan+ fa1¢,
(7) y = f128 + fa2n + f32C,
z = f13§ + fazn + f33¢.

Z obecné teorie plyne, ze vysledkem dosazeni z, y, z do formy (3) podle rovnic (7) bude forma (5);
v konkrétnich situacich sta¢i proto dosazovat do ,linearni ¢asti“

(8) bix + bay + b3z + ¢
levé strany rovnice (1) a cely vysledek dosazeni pak event. upravit na néjaky piehledny tvar.

vvvvvv

1) Nemusime umét roziesit charakteristickou rovnici det (A — AE) = 0, protoZe jde o rovnici kubic-
kou.

2) I kdyz se ndm to podafi, mohou byt kofeny tak sloZité vyrazy, Ze nalezeni pfislusnych jednotko-
vych vlastnich vektori mutize byt pocetné znacné narocné.
3) Typt kvadrik je podstatné vice nez kuZzelosecéek.

V dal$im textu jednotlivé typy kvadrik popiSeme podrobnéji.

1) viz vétu 13
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5.1. Elipsoidy

Elipsoid mé ve své nejjednodussi poloze popis

g &) (-

kde a, b, ¢ jsou kladna ¢&isla — tzv. délky poloos elipsoidu. Elipsoid (9) je zfejmé obsazen v kvadru
(—a,a) x (=b,b) x (—c,c) a mé s kazdou sténou tohoto kvadru spoleény pravé jeden bod; body
(%a,0,0), (0,+b,0), (0,0, +c) se nazyvaji vrcholy elipsoidu. Je-li | 29| < ¢, popisuje rovnice

o (5 ) - ()

prunik elipsoidu s rovinou z = zp a je patrné, ze jde o elipsu o délce poloos

av/1—(z0/¢)?, b\/1—(20/0)?;

podobné jsou elipsami priniky elipsoidu s rovinami z = zg, kde |x¢| < a, resp. y = yo, kde |yo| < b.

Poznamenejme jesté, Ze (9) je rovnice elipsoidu se stfedem v pocétku; obecnéjsi rovnice

T —xo\% | (Yy—Yo\?  [(Z—20)\2
o (=) (57 (=) -
(9%) a + b + c
popisuje elipsoid o stfedu (xg, yo, 20)-

Jsou-li dvé z ¢isel a, b, ¢ stejnd, Fkame, Ze elipsoid (9) je rotacni; je-li a = b = ¢, je tento elipsoid
sférou (tj. povrchem koule). Je-li napi. a = b a | 20| < ¢, je zfejmé, Ze rovnice (10) popisuje kruznici.

Priklad 19. VySetfme mnoZzinu vSech kofenti (x, y, z) rovnice

(11) 322 —day — 222 +3y> +2yz+ 422 — 62— 62+8=0.
Jept

3 -2 -1
(12) A=|-2 3 1

-1 1 4

a charakteristicka rovnice
(13) A 1002 270+ 18=0

ma koteny 6, 3 a 1.
Rovnici (A — 6F)u = 0, kde u = (uq,u2, us), lze ekvivalentné napsat jako tfi rovnice

(14) —3U1—21L2—U3:0, —2u1—3u2—|—U3:0, —U1—|—U2—2U3:0,
které spliiuje napi. vektor u = (—1,1,1) s normou 1/v/3.2) Jednotkovy vektor

1
15 fi=—(-1,1,1
(15) 1=z ( )
bude prvnim vektorem konstruované baze.
Pro vlastni ¢islo 3 resp. 1 dostaneme obdobné rovnice (A — 3E)u = 0 resp. (A — E)u = 0, tedy
rovnice
—211,2—11,3 :0, —2’U,1+1L3 :0, —U1+UQ+U3 =0

resp.
2u1 —2us —uz =0, —2u; +2us +uz3 =0, —u; +uzs+3uz3 =0;

splituje je napt. vektor (1, —1,2) s normou v/6 resp. vektor (1,1,0) s normou v/2. K vektoru f; piidame
proto vektory

1 1
%(1,—1,2) a fy= E(1,1,0).

2) Jisté nas neudivuje, e rovnice nejsou nezavislé, protoze pti hledani vlastnich vektortl Fesime vZdy soustavu se
singulérni matici, v pfipadé kvadrik tedy s matici, jejiz hodnost je < 3.

(16) fo =
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Matici pfechodu od béze € = {e1, e2, e3} k bazi § = {f1, f2, f3} je matice

-1/v3 1/v/3 1/V3
(17) M=|1V6 -1/V6 2f3|.
1/vV2  1/V2 0
jejiz determinant je — jak se snadno presvédc¢ime — roven 1; baze je tedy nejen ortonormaélni, ale
zéroveti kladn4. 3)
Po transformaci soufadnic dané rovnicemi

M S ST EUPNL SR S BN SR S
(18) (1"7yvz)_M (577774)7 tj. x = \/§+\/6+\/§7y— 3 \/6+\/§,Z—\/§+ 37]

se kvadratickd ¢ést levé strany (11) zméni (podle véty 13) na

(19) 6£% +3n° + ¢
(takZe nemusime dosazovat!), linedrni ¢ast piejde ve vyraz
(20) —3v67m — 3v2¢ + 8.

Snadnou tpravou (kterou pfenechavame ¢tenaii) ziskdme v nové soufadnicové soustavé rovnici

(21) 6§2+3<n—\/§)2+(g_%)2:1,

ktera popisuje elipsoid o stiedu s = (0,/3/2,3/v2) = (0,1.22,2.12) a délce poloos 1/v/6 = 0.41,
1/4/3 = 0.58, 1. Stfedem piivodniho elipsoidu (11) je bod (MT)~1s = (2,1,1).

0.72 n
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K PRIKLADU 19: VLEVO ELIPSOID (21), VPRAVO ELIPSOID (11)

3) Jednodussi je pocitat determinant o fadcich (—1,1,1), (1, —1,2), (1,1,0); protoZe je roven kladnému &islu 6, je
baze kladna.
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5.2. Hyperboloidy

Na rozdil od roviny, kde jsou vSechny hyperboly ,téhoz typu“ (pfesné feceno: pro kazdé dvé hyper-
boly existuje prosta linearni funkce, kterd jednu z nich pfevadi na druhou), existuji v R? dva ,zésadné
odlisné“ typy hyperboloidii: jednodilné a dvojdilné.

5.2a. Jednodilny hyperboloid o stfedu (z¢, yo, 20) ma rovnici

T —x0\2 - 2 z—20\2
(22) a() a(5R) e -1
a b c
kde délky poloos a, b, c hyperboloidu jsou kladné ¢isla a kde dvé z ¢isel s;, j = 1,2, 3, jsou rovna +1
a zbyvajici se rovna —1. Pro urcitost budeme pfedpokladat, ze s1 = s9 = 1,53 = =1, 20 = yo = 20 = 0,

tj. budeme vysetfovat hyperboloid popsany rovnici

s DRORCE

jehoz stied lezi v pocatku soutadnicové soustavy.
Vysetiime priiniky tohoto hyperboloidu s rovinami rovnobéznymi se soutadnicovymi rovinami. Je-li
z pevné, je

a (& () -1 ()

rovnice elipsy (o poloosach délek a\/1+ (z/c)?, by/1+ (z/c)?; ¢im je | 2| vétsi, tim delsi jsou poloosy.
Je-li pevné napt. x, piSme

5 DECEEOR

jak je patrné, mohou nastat dvé situace: 1) £ = +a — pak je vpravo nula a

= (1)~ (2) 0w vmsts

c

popisuje dvojici riiznobézek; 2) | x| # a — pak (25) popisuje hyperbolu. Podobné vysledky ziskdme pii
pevném y.

Priiniky hyperboloidu s rovinami kolmymi k ose z jsou tedy elipsy (které jsou kruznicemi, je-li
a = b— v tom pfipadé se jedné o tzv. rotaéni hyperboloid), priniky hyperboloidu s rovinami kolmymi
k ose x resp. y jsou hyperboly nebo rtiznobézky.

Priklad 20. Vysetfme mnozinu vSech kofenti rovnice

(27) z? = 2zy —2zz 4y —2yz — 22 — 62 — 14y — 82z = 12.
Matice

1 -1 -1
(28) A=]-1 1 -1

-1 -1 -1

maé charakteristickou rovnici

(29) N4+ AT 44N —-4=0
s kofeny A1 = =2, Ao =1 a A3 = 2. Je-li u = (u1,u2,us), spliiuji Feseni rovnic (A — A;)u = 0 po fadé
podminky

2u1 = 2ug = ug resp. ui; = Uz = —ug resp. ui; +uz =0,uz3 =0,

takze za (jednotkové) vlastni vektory mizeme zvolit napf.

1 1
30 f=—(1,1,2), fo=—(1,1,-1), f3=
( ) 1 \/6( ) 2 \/g( ) 3

které tvori kladnou ortonormalni bazi §.

1
% (-1,1,0),
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Transformacni rovnice pro pfechod od soufadnic v bazi § k soufadnicim v bazi & maji tvar

S S SO S SR
1) mata v T BT A V3e ek

dosazenim do (27) a evidentni Gpravou ziskdme tento popis kvadriky v novych soufadnicich:
2
(32) —2(6+3V6) +(-2v3) +2(C- V2P =1.

Jedna se tedy o jednodilny hyperboloid, jehoz priniky s rovinami kolmymi k ose £ jsou elipsy. Ma
stied v bodé (—3v/6/2,2/3,v2) = (—3.67,3.46,1.41), poloosy maji délky 1/v/2 = 0.71, 1, 1/v/2.

Stredem piivodniho hyperboloidu (27) je bod (—3, 3, —5).

3.41

==
RS
i

SR

141

-0.59
-5.67

K PRIKLADU 20: VLEVO HYPERBOLOID (32), VPRAVO HYPERBOLOID (27)

5.2b. Dvojdilny hyperboloid o stfedu (z¢, yo, 20) ma rovnici

T — xp\2 — 2 Z— 20\ 2
(33) s (522) (L) s (220) =1,
a b c
kde délky poloos a, b, ¢ hyperboloidu jsou kladna ¢isla a kde jedno z ¢isel s;, j = 1,2,3, je rovno
+1 a zbyvajici dvé se rovnaji —1. Pro urcitost budeme pfedpokladat, ze s; = 1, s9 = s3 = —1,

o = Yo = 2o = 0, tj. budeme vySetfovat hyperboloid o rovnici

N 2 Y\ 2 2\ 2
u (2 -(G) -6 =
(34) a b c
jehoz stfed lezi v pocatku soutadnicové soustavy.

Vysetiime priiniky tohoto hyperboloidu s rovinami rovnobéznymi se soutadnicovymi rovinami. Je-li
x pevné, je

) (5 G =) -

z ¢ehoz je patrné, ze
1) |z| < @ = prunik s pfislusnou rovinou je prazdny,
2) |z| = a = prinik je jednobodovy (rovny {(+a,0,0)}),
3) |z| > a = prinik je elipsa.
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Je-li pevné napft. y, piSme

o DEOEN0R

jak je patrné, prinikem hyperboloidu (34) s kazdou rovinou kolmou k ose y je hyperbola. Totéz ziejmé
plati o priniku tohoto hyperboloidu s kazdou rovinou kolmou k ose z.

Z toho, co jsme odvodili, plyne, Ze dvojdilny hyperboloid (34) se skldda ze dvou disjunktnich
¢asti: Jedna z nich lezi v poloprostoru z < —a, druhd v poloprostoru > a; v prostorové vrstve
charakterizované nerovnostmi —a < x < a nelezi zadny bod hyperboloidu.

Poznamka 18. Tak jako se jednodilny hyperboloid (22) nazyva ,rota¢ni“ v ptipadé, ze a = b,
fikdme, ze hyperboloid (34) je rotaéni v ptipadé, ze b = ¢. Tyto ndzvy jsou zcela pFirozené, protoze
jednodilny resp. dvojdilny rota¢ni hyperboloid o rovnici

& B+ (- 1 (- (- ()

vznikne rotaci hyperboly o rovnici

T\2 zZ\2
3 (7)) =
(38) , -
kolem osy z resp. kolem osy =x.

Priklad 21. VySetfme mnozinu vSech bodu (z,y, ), pro néz je

(39) 22 + 14y — 6zz +y> +6yz+ 22 +1=0.
Matice

1 7 -3
(40) A=|7 1 3

-3 3 1

ma charakteristickou rovnici
(41) A3 3N 640 —192=0

s kofeny —8, 3 a 8.

V tomto ptipadé stadi jiz znalost téchto vlastnich ¢isel k tomu, abychom rozeznali, Ze rovnice (39)
popisuje dvojdilny hyperboloid; opakujme znovu, ze obecné teorie (véta 13) umozituje napsat diago-
nalni tvar kvadratické formy v novych soufadnicich (v kladné bazi sloZené z jednotkovych vlastnich
vektort matice (40)), aniz bychom tyto vlastni vektory znali. Transformaéni rovnice charakterizujici
prechod od béze {e1,es, e3} k této nové bazi {fi, fa, f3} bychom potiebovali jen v piipadé, ze by
linedrni ¢ast vyrazu na levé strané (39) nebyla konstantni. V naSem piipadé je zfejmé, Ze v novych
soufadnicich &, 7, ¢ bude mit (39) tvar —8&2 + 372 + 8¢2 4+ 1 = 0, neboli

(42) 8% — 31> —8¢* =1,

coz dokazuje, ze jde o dvojdilny hyperboloid neprotinajici rovinu £ = 0; ma stied v pocatku a délky
poloos jsou po fadé rovny 1/v/8 = 0.35, 1/v/3 = 0.58, 1/4/8. Pocétek je i stiedem piivodniho hyper-
boloidu s popisem (39).

Pokud bychom z néjakych duvodu prece jen potiebovali transformaéni rovnice, postupovali bychom
standardnim zptsobem: Vlastnim ¢islim —8, 3, 8 matice A odpovidaji napf. jednotkové vlastni vektory

1 1 1
43 fl= ——(3,-3,2), fo=——(1,—1,-3), fs=—(1,1,0),

které tvori kladnou bazi, jak zjistime vypoctem determinantu

3 =3 2
1 -1 =-3|=22.
1 1 0
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K PRIKLADU 21: VLEVO HYPERBOLOID (39), VPRAVO HYPERBOLOID (42)

Oznacime-li M matici pfechodu od béze {e1, es, e3} k béazi {f1, f2, f3}, budou se pfislusné soufadnice
transformovat podle rovnice (z,y,2) = M7 (&, 7, (), tedy podle rovnic

38 o ¢ 3 om ¢ 28 3n
(44) CRmtUa v VT Vs VA v Ve AL

Poznamenejme, je hyperboloid (42) sice neni rota¢ni, ale jeho priiniky s rovinami kolmymi na osu
n jsou rovnoosé hyperboly, je-li n # +1//3, a ortogondlni p¥imky ¢ = £¢, je-li |n| = 1/V/3.
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5.3. Paraboloidy

5.3a. Elipticky paraboloid lze v jedné z jeho nejjednodussSich poloh popsat rovnici tvaru

w ORIOR

kde p # 0 je parametr paraboloidu a a € R4, b € Ry jsou délky jeho poloos. Je-li ¢ = b, mluvime
o paraboloidu rotaénim. ProtoZe pravé strana rovnice (45) je (pro vSechna x € R, y € R) nezdporna,
je pfi p > 0 (resp. p < 0) cely paraboloid obsazen v poloprostoru z > 0 (resp. z < 0); protoze obé
situace jsou podobné, predpokladejme v dalsim, ze p > 0.

Je-li z = 0, m4 rovnice (45) jen jedno FeSeni, totiz x = y = 0; pocdatek je vrcholem paraboloidu
(45). Roviny s popisem z = zy > 0 protinaji paraboloid (45) v elipséch

0 () + () =

délky poloos téchto elips se s rostoucim zy neomezené zvétsuji. Praniky rotacéniho paraboloidu s rovi-
nami z = 29 > 0 jsou ovsem kruznice. Rovina s rovnici y = yp € R resp. © = z¢ € R protina paraboloid
(45) v parabole o rovnici
%))
av/2p '

Yo \2 2 2
(46") z? = 2pa® (Z — ( ) ) resp. y° = 2pb (z - (
bv/2p
Osou paraboloidu (45) je osa z; paraboloidy, jejichz osou je osa x resp. y dostaneme ptislusnou
zéménou soufadnic.
Paraboloid s obecnéjsi polohou vrcholu (a osou rovnobéznou s osou z) mé rovnici

(45%) 2 (2 — 20) = (x_w°)2+(%)2

a

a vznikl z paraboloidu (45) posunutim.
Priklad 22. Vysetfme mnozinu vSech kofent kvadratické funkce
1
(47) 2x2+2xz—|—2y2—2yz+z2—x+z—|—1—6,

které odpovida matice
2

(48) A=10 2 -1
1

Charakteristickym polynomem této matice je polynom —\3+5\2—6\ s koteny 0, 2, 3. ReSenim rovnice
(A = AE)u = 0 s témito hodnotami A dostaneme postupné jednotkové, navzajem ortogonalni vektory
(49) f*1(112) f*1(110) f*l(l 1,1)

1 \/6 ) ) ) 2 \/5 ) ) 3 \/g ) ) )
které tvori kladnou bazi, protoze determinant z jejich slozek je roven 1. Oznacime-li jako obvykle
soufadnice bodi v této bazi €, n, ¢, budou

s <SS S 28 ¢
(50) Y RV Y R R Y, R RN

prislusné transformacni rovnice. Kvadratickd ¢ast levé strany (47) ptejde, jak vime, v kvadratickou
formu 0- €2 +2- 1% + 3 - ¢2. Dosadime proto jen do linedrni &asti a po snadné Gpravé ziskdme rovnici

(51) \/25_2(77—4%@)2%42

eliptického paraboloidu, jeho# osa je rovnobézna s osou & a jehoz vrcholem je bod (0,1/(4v/2),0) =

(0,0.18,0). Vrcholem paraboloidu (47) je bod (3, 1,0).
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K PRIKLADU 22: VLEVO PARABOLOID (51), VPRAVO PARABOLOID (47)

5.3b. Hyperbolicky paraboloid mé v jedné ze svych nejjednodussich poloh rovnici tvaru

2 e (5 - (1)

kde p € Ry je parametr paraboloidu a kde a € R, b € R jsou délky jeho poloos. Posunutim ziskdme
rovnici

o i == (52 - (52

hyperbolického paraboloidu v obecnéjsi poloze; (o, Yo, 20) je tzv. sedlovy bod paraboloidu (52*). Hy-
perbolickym paraboloidem nazyvéame samoziejmé i kazdou mnozinu, kterd z (52*) vznikne permutaci
soufadnic a otoc¢enim.

1. Prinik s rovinou z = 0 je sjednocenim riznobéznych p¥imek o rovnicich y = +bx/a; priniky
s ostatnimi rovinami kolmymi k ose z jsou hyperboly. 4)

2. Je-li napf. y = yo pevné, pisSme misto (52) radéji

wo+ (7)) - ()

abychom lépe vidéli, zZe prinikem pfislusné roviny s paraboloidem (52) je parabola ,s vrcholem dolt“.
3. Primik paraboloidu (52) s kazdou rovinou s popisem z = zp € R je zfejmé opét parabola,
tentokrat vsak ,,s vrcholem nahoru“.

Poznamka 19. Otoc¢ime-li v roving xy soufadnicové osy o 45°, vznikne z rozdilu y? — 22 (aZ na
multiplikativni konstantu) souéin xy; z toho plyne, Ze graf funkce zy, tedy mnozina

(53) {(z,9,2) eR®; z=ay,z € R,y e R}
je téz hyperbolicky paraboloid.

Pfiklad 23. Vysetime mnozinu viech bodt (z,y, 2) € R3 splitujicich rovnici

(54) —4zy+ 22z —2yz+ 22 —62+62=0.

2 na interval

4) Na obrazku s titulem , Rezy hyperbolickym paraboloidem* je vlevo nahoie graf restrikce funkce yo —x
(—=1,1) x (—1, 1), nahofe vpravo je jeho ¢ast odpovidajici z < 0 (prunik roviny z = 0 s paraboloidem je sjednoceni dvou
(v tomto pFipadé ortogonalnich) pfimek); levy resp. pravy obrézek dole obsahuje jen ¢ast grafu, kterd odpovida z < 0.05

resp. z < —0.05 (pruniky grafu s rovinami z = 0.05 a z = —0.05 jsou hyperboly).
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HYPERBOLICKY PARABOLOID Z PRIKLADU 23:
VLEVO PARABOLOID (58), VPRAVO PARABOLOID (54)
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Prislusnou matici je
(55) A=|-2 0 -1

a charakteristickd rovnice —\% + A\? + 6 A = 0 m4 kofeny —2,0, 3. Témto vlastnim ¢islim matice (55)
odpovidaji napft. jednotkové vlastni vektory

1 1 1
56 =—=(1,1,0), fob=—7(1,-1,—-2), f1=
( ) 1 \/5 ( ) 2 \/6 ( ) 1
matice sestavend z jejich slozek mé determinant rovny 1, takze baze slozena z vektord (56) je kladnA.
Dosadime-li do (54) transformaéni vztahy

_&f,n ¢ & m 6 2 ¢
o7 R Y AV A Y RV RV MY SRV
dostaneme po snadné tpraveé rovnici
1 /3y 3 \2 9
(58) 3\/6(77—Z 5)_—2(§+2—\/§) 43¢

popisujici hyperbolicky paraboloid na obrazku na pfedchéazejici strance vlevo.
Sedlovym bodem paraboloidu (58) je bod (—%\/5, %\/(_3, 0) = (—1,06,0.31,0), sedlovym bodem
paraboloidu (54) bod —3 (5,7,2) = —(0.625,0.875,0.25).
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5.4. Valce

Vélce jsou dalsim dilezitym typem kvadrik; vzniknou tak, Ze nap¥. v roviné xy zvolime néjakou
kuzelosecku K, kazdym jejim bodem vedeme pifimku rovnobéznou s osou z a vSechny tyto pfimky
sjednotime. Podle toho, ktera kuzelosecka byla zvolena, maji valce své nazvy: Existuje tedy valec kru-
hovy neboli rotacni, valec elipticky, parabolicky a hyperbolicky. Protoze mezi kuzelosecky pocitame
i pfimky a dvojice (rovnobéznych nebo riznobéznych) piimek, je nutné zafadit mezi valce i roviny
a dvojice (rovnobé&znych nebo riznobézngch) rovin; protoze mezi kuzelosecky patii i kazda jedno-
bodova mnozina a dokonce i mnozina prazdné, je disledné zafadit mezi valce i pfimky a prazdnou
mnozinu. Valcem nazyvame samoziejmé i kazdou mnozinu, kterd vznikne z nékteré pravé popsané

mnoziny (v niz jsme za ,zdkladni{“ rovinu zvolili rovinu zy) permutaci soufadnic, otofenim a posunu-

Vv e

tim.
Na nésledujicim obrazku jsou nakresleny 4 nejbéznéjsi typy valca.
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Predpokladejme vSak znovu, Ze kuzelosecka, z niz valec vznika, je ¢asti roviny xy, takze jde o mno-
zinu tvaru
(59) {(z,y); F(x,y) = 0},

kde F' je kvadratickd funkce dvou proménnych x,y. P¥islusny valec je pak zfejmé mnozZina
(59%) {(z,y,2); F(z,y) =0, 2 e R}.

V podobné situaci je zvykem fikat, ze F(x,y) = 0 je rovnice kuZelosecky; je to v8ak i rovnice p¥islus-
ného wvdlce. Podstatny rozdil je v tom, ve kterém eukleidovském prostoru pracujeme: F(z,y) = 0 je
rovnice kuzelosecky, pracujeme-li v R?, ale je to rovnice valce, pracujeme-li v R? ! (P¥iklad: Pracujeme-
li v roving, je F(x,y) := 22 + y? — 1 = 0 rovnice (jednotkové) kruznice; pracujeme-li vSak v prostoru,
jde o rovnici valce {(z,y,2); 2> +y?> =1,z € R}!)

Priklad 24. VySetiime, jakou kvadriku popisuje rovnice
(60)

222 + 2224+ 292 +2yz + 22 —6x + 2y — 22 = 1.
Matice

(61) A=

— O N
=N O
==

pifslusnd ke kvadratické ¢4sti levé strany (60) ma charakteristickou rovnici —A\>+5\%2 -6\ = 0, jejimiz
kofeny jsou vlastni ¢isla 0,2, 3. Jak snadno zjistime, tvori piislusné vlastni vektory
1 1 1
62 =—(1,1,-2), fo=—(-1,1,0), f3=—(1,1,1
(62) 1= ML), =5 (-LL0). =2 (LLY)

V3
kladnou ortonormalni bazi a

63) & m ., ¢

- 4 > y:_+l+i ZZ—E-I—L
V6 V2 VBT V6 V2 VBT V6 V3

jsou transformadni rovnice soufadnic. Dosazenim (63) do (60) a jednoduchou tpravou ziskdme rovnici
112

64 2 +\/§2+3(——) —6,

(64) (n ) -5

coz by v roviné 1¢ byla rovnice elipsy o stiedu (—+/2,1/v/3) a délce poloos v/3, v/2. V prostoru jde

oviem o rovnici eliptického vélce, jehoz osa {(£,7,(); € € R, n = —v2, ¢ = 1//3} je rovnobézna,
s prvni soufadnicovou osou &. Osa valce (60) ma parametricky popis

(AT)‘l(t,—\/i%) = (§+%, —§+%, %—\/gt), teR.
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ELIPTICKY VALEC Z PRIKLADU 24: VLEVO VALEC (64), VPRAVO (60)
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Priklad 25. Tento jednoduchy ptiklad ma mj. objasnit postup pii hledéni vlastnich vektora v pii-
padé, ze néktery koren charakteristické rovnice je dvojnasobny. Vysetiime k tomu tcelu mnozinu vSech
kofenti rovnice

(65) 2 —2zy+4zz+y: —dyz+422 -3z +y—4z2=2.

Prislusna matice
(66) A=]-1 1 =2

mé charakteristickou rovnici —A3 +6 A2 = 0 s dvojnasobnym kofenem 0 a jednoduchjm kofenem 6. Je
proto tfeba najit dva ortogonalni vlastni vektory ptislusné ke kotenu 0 a jeden vlastni vektor ptislusny
ke kotenu 6. Vysvétlime dva zptisoby, jak to lze provést; obecné nelze Tici, ktery z nich bude v té které
situaci vyhodnéjsi.

A. Najdeme po jednom vektoru ke kazdému z vlastnich cisel 0, 6 a doplnime tuto dvojici na
ortogonélni bazi: V nasem piipadé bychom fesili rovnice Au =0 a (A —6F)u = 0. Z prvni z nich
dostaneme po rozepsani na slozky podminku u; — us + 2uz = 0°), ze druhé podminky u; = %’U,g,

Uy = —%u;;; polozime proto napfr.

1
67 fl= —(1,-1,-1), f3=
( ) 1 \/g( ) 3

V tomto konkrétnim ptripadé je zfejmé, ze staci polozit

1
67” fo =—(1,1,0),
(67") 2= 5 (L10)
abychom ziskali kladnou ortonormalni bazi; kdyby volba tohoto vektoru byla méné evidentni, mohli
bychom vypoéitat vektorovy souéin (1, —1,—1) x (1, -1,2) = (-3, —3,0), délit tFfemi, abychom dostali
jednodussi vektor (—1, —1,0) téhoZ sméru, a zménit znameénko tohoto vektoru, protoze ma byt druhym
¢lenem kladné béaze. Nakonec délime normou, ¢im# ovSem ziskdme opét vektor fy. )

1
7 (1,-1,2).

B. I kdyZ je v nasem pfipadé metoda popsand sub A vyhodnéjsi, popisme jesté dalsi mozny postup,
piinémz k dvojnasobnému kofenu 0 charakteristické rovnice sestrojime dva ortogonalni vektory pfimo
(tj. bez uziti vektoru f3). Mdme pfi tom dvé moznosti:

B1l. Hleddme dvé nenulova feSeni v, u” rovnice Au = 0 s dodateénou podminkou (v - ') = 0.
Rozepséno do slozek to (v nasem pfipadé) znamend Tesit t¥i rovnice

/ !/ / " " " 1o o1 1
Uy — Uy +2u3 =0, u] —uy +2u3 =0, uju; + usuy +usuz =0

o Sesti nezndmych; abychom se zbavili posledni kvadratické rovnice a zaroven splnili prvni rovnici,
polozime (podobné jako nahofe) uj =1, up = —1, uf = —1, takZe ndm zGstanou linedrni rovnice

1 " " " 1 1
uy —uy +2u3 =0, u] —uy —us.

Z nich ihned plyne, ze uf = 0, v} = uj. Polozime-li tedy u{ = 1, dostaneme vektory (1,—1,—1)
a (1,1,0), coz souhlasi s tim, co jsme vypocetli v bodé A.

B2. Najdeme dvé linedrné nezévisla feseni v/, u” rovnice Au = 0, a pokud nejsou ortogonalni,
ortogonalizujeme je metodou vylozenou v dikazu véty 5. Konkrétné mize v nasem pripadé postup
vypadat napf. takto: K vlastnimu ¢islu 0 zvolime napf. vektory g1 = (1,-1,—1) a g2 = (2,0,-1);
vektor g1 ponechdme beze zmény, druhy vektor nahradime vektorem h = go —agi, kde a € R zvolime
tak, aby bylo (h-g1) = (g2 - g1) — a||g1/|*> = 0. Polozime proto a = (g2-g1)/|| g1 ||?; v nasem piipadsé
je oviem (g2 - g1) = 3, || g1||* = 3, takZe vektor go nahradime vektorem g — g1 = (1, 1,0).

5) V&imnéme si pii piilezitosti, ze matice (66) méa hodnost 1, takze dostdvame jen jeden vztah mezi w1, ug, ug.
Matice A — 6 E méa vSak hodnost 2.

6) Jednim z hlavnich ciltt vjuky matematiky (na vSech trovnich) by mélo byt zlepSovani pozorovacich schopnosti
studenta; specifické okolnosti aktualniho problému mohou ¢asto pfispét k jeho rychlejsimu feseni — pokud si ovSem tyto
specifické rysy uvédomime. Kdo chce byt povazovan za matematika, necht nejdiive pfemysli a pak teprve mechanicky
pocita — pokud je to jesté viibec nutné.
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Af jiz se rozhodneme pro kterykoli postup, nezapomeneme délit ziskané vektory jejich normami. O

Po této odbocce, kterd miize byt pro ¢tenafe uzitecna i v jinych situacich, dokonceme feseni prikladu
25. Nahote nalezené bazi § odpovidaji transformaéni rovnice

S S H SRS SIS B O
(68) T=Et TR Y +

dosazenim do (65) a evidentni tipravou ziskdme rovnici

(69) \/5(7]4—%):6((—%)2

charakterizujici parabolicky vélec, jehoz ¢ast je nakreslena na obrazku.

0.41

K PRIKLADU 25: VLEVO VALEC (69), VPRAVO (65)
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5.5. Kuzely

Kuzelem se v $irsim smyslu rozumi ¢4st R®, kterd vznikne takto: 1) Zvolime néjakou rovinu R
a v ni n&jakou mnozinu K; 2) zvolime néjaky bod V mimo rovinu R; 3) kazdym bodem X ¢ K
vedeme piimku prochazejici bodem V'; 4) kuzelem o zakladné K a vrcholu V' rozumime sjednoceni
vSech takto vzniklych pfimek. (Poznamenejme, Ze misto o ,kuzelu“ se (ze zfejmych geometrickych
dtvodt) mluvi nékdy i o ,dvojkuzelu®.) V dalsim budeme mluvit jen o kuZelech v uZsim smyslu, kdy
K je kuZelosecka. Protoze vrchol V' Ize zvolit kdekoli mimo rovinu R, je zfejmé, Ze ke kazdé kuzelosecce
lze sestrojit nekonec¢né mnoho kuzelt.

5.5a. Nejdiive vySetiime pfipad, Ze zvolenou kuzeloseckou je elipsa (specidlné: kruznice) v roviné R
a navic Ze vrchol V' lezi na kolmici k R prochazejici jejim stfedem; mluvime pak o eliptickém (specialné
o kruhovém neboli rotaénim) kuzelu. P¥imka prochézejici vrcholem kuzelu a stfedem elipsy se nazyva
osou kuzelu.

Zvolime-li za vrchol pocatek (0,0,0) a ma-li elipsa lezici v roving z = ¢ > 0 parametricky popis
(acosp,bsing, c), kde a,b jsou kladn4 ¢isla a ¢ probiha interval (0,27), maji pfimky prochazejici
vrcholem a nékterym z boda elipsy popis

(70) (z,y,2) =t- (acosp,bsing,c), kde t e R.

Z toho ihned plyne, ze

m =)

Prinik roviny z = 0 s timto kuZelem je jednobodova mnozina obsahujici pocatek; prtnik roviny
z = zg # 0 je elipsa o stiedu (0,0, zp), jejiz poloosy maji délky a|zo|/c a b|zo| /c tim vétsi, ¢im dale
je rovina z = z¢ od roviny z = 0.

Primnik kuzelu (70) s rovinou & = 0 je dvojice pfimek s popisem z = +cy/b, roviny © = xg # 0
protinaji kuzel v hyperbolach s popisem

22 y2

:1
—2.2..2 272 .2 :
a~%ctzy a%b%xg

Podobné je to s priniky kuzelu s rovinami y = yq.
Posunutim pocatku ziskdme obecnéjsi rovnici

T —x0\?  (Y—yo\?_ [Z—20)?
70 (=) +(5%) = (=)
(70) a * b c
eliptického kuzelu s vrcholem v bodé& (xg, yo, 20). Osa tohoto kuZzelu spolu i osy elips (priniki kuzelu
s rovinami z = d # zg) jsou (podobné jako v ptipadé (70)) rovnobézné s osami soufadnicové soustavy;

v této poloze jsou kuzely popsany nejjednodussimi rovnicemi. P¥iklad 26 ilustruje, jak mutze vypadat
popis eliptického kuzelu v obecnéjsi poloze.

Piiklad 26. Vysetime mnoZinu vSech bodii (z,v, 2) € R? spliiujicich rovnici

(72) 22+ 2zy +8xz —2y° — 2yz+ 22 — 22+ 2y + 122 =17.
Prislusna matice

1 1 4
(73) A=|1 —2 -1

4 -1 1

mé charakteristickou rovnici —\3 + 21\ 4+ 20 = 0 s kofeny —4, —1, 5, p¥islusné vlastni vektory

1 1 1
—_(1,-1,-1), fo=—=(1,2,—1), fz=—=(1,0,1

tvori kladnou ortonormalni bazi. Souradnice se transformuji podle rovnic

_&.mn < & 22 & m G
(75) v S RV, M iy, RV Vi o v

a dosazenim téchto vztahi do (72) dostaneme (po snadné tipravé) rovnici

(74) fi =
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(76) 4(€+%)2+(n+%)2—5(<+ %)2

popisujici elipticky kuzel s vrcholem —(2/v/3,5/v6,1/v/2) = —(1.15,2.04,0.71) a s osou rovnobé&znou
s osou (. Vrcholem ptivodniho kuzelu (72) je bod (—2,-1,1).

0.29

==
—

-0.71 4 4 N

K PRIKLADU 26: VLEVO KUZEL (76), VPRAVO (72)

5.5b. Dvojice rovin (rtiznobé&znych nebo rovnobéznych, riznych nebo totoznych) jsme zafadili mezi
vélce, ale nékdy jde zaroveti o kuzely: Kuzel vznikly z pfimky (jako zdkladny) a vrcholu (ktery na ni
nelezi) je rovina; kuzel vznikly z dvojice navzajem rtiznych p¥imek a vrcholu (ktery nelezi v roving,
kterd pfimky obsahuje) je dvojice riznobéznych rovin; kuzel vznikly z jednobodové mnoziny {A}
a vrcholu V' # A, je pfimka; kuzel vznikly z prazdné mnoziny a jakéhokoli vrcholu je samoziejmé
prazdna mnozina. Rovnobézné, navzijem rtizné roviny mezi kuzele nepatii.

Roviny, dvojice rtiznobéznych rovin, pfimky a prazdnou mnozinu mizeme nazvat degenerovanymi
kuzely.

Priklad 27. Vysetfime rovnici
(77) 922 + 120y — 622 +4y? — 4yz + 22 + 302 + 20y — 102 + 25 = 0;

pokud mame vyjimecéné dobfe rozvinutou pozorovaci schopnost (nebo pokud ndm nékdo napovi),
rozezndme v levé strané ¢tverec vyrazu 3x+2y—2z+5, a priklad je tim rozfesen — jde o (komplikované
napsanou) rovnici roviny s popisem z = 3z 4+ 2y + 5 upravenou tak, abychom rovinu mohli povaZzovat
za kvadriku — mluvi se v tom piipadé o dvojnasobné roviné.

Predpokladejme vsak radéji, ze nase pozorovaci schopnost neni tak vynikajici, a postupujme stan-
dardnim zpiisobem: O zna¢né ,degeneraci® kvadriky (77) svédéi fakt, ze matice

9 6 -3
(78) A=|6 4 =2
-3 -2 1

m4 jen hodnost 1; charakteristickd rovnice —A3 + 14A\? = 0 m4 dvojnisobny kotfen 0 a jednoduchy
kotfen 14. Kofen 0 vede k rovnici Au = 0, tj. k rovnici —3u; — 2us + us = 0, jejiz jedno FeSeni je napf.
(1,0, 3); kofen 14 vede obdobné k rovnicim uj + 3uz = 0, uz +2uz = 0, kterym vyhovuje napf. vektor
(3,2,—1). Protoze vektorovy soudin nalezenych dvou vektort je (—6,10,2), lze za dalsi vektor zvolit
napt. (3, —5, —1) — pro zjednoduseni jsme délili dvéma a u vzniklého vektoru jsme zménili znaménko,
protoze jej chceme zafadit na druhé misto v bazi.”)

7) Je dobré mit stale na paméti, Ze vektorovy soudin w = u X v dvou linedrné nezavislych vektorti u, v ma tu
vlastnost, ze baze {u,v,w} je kladna, zatimco baze {u, w, v} by byla zdporn4.
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Kladnou ortonormalni bazi dostaneme délenim nalezenych vektord piislusnymi normami: bude tedy

1 1 1

(79) flzﬁu,o,:s), flzﬁ(g,—a—n, flzﬁ

Tomu odpovida transformace soufadnic

¢ 3n 3¢ 5n | 2¢ 3 m

(3,2,-1).

(80) x

=t =4 —=, y=———=+—==, =z )
Ji0 VB via YT s v 10 V35 Id

po niz ze (77) ziskdme rovnici

(81) (V14¢+5)?2 =0 neboli ¢ =— =134

5
V14

roviny kolmé k ose (.

-0.34

-2.34

K PRIKLADU 27: VLEVO ROVINA (81), VPRAVO ROVINA z =3z + 2y + 5

5.5c. Tim nas netplny prehled kvadrik konéi; pozorny c¢tendr se vSak muze zeptat, pro¢ jsme
nevysetfili parabolické a hyperbolické kuzely. Odpovéd se pokusime v dalsim najit za predpokladu,
ze vrchol kuzelu lezi na piimce, kterd je kolma k roviné paraboly resp. hyperboly a kterd prochézi
vrcholem paraboly resp. stfedem hyperboly.

Transformaci prostoru pomoci vhodné linearni funkce proménnych z,y, z®) miizeme dosdhnout
toho, ze vrcholem V je pocéatek a ze parabola y = 2 resp. hyperbola y? — 2% = 1 lezi v roviné z = 1.

Parametricky popis takové paraboly je f(s) := (s, s%,1), s € R, a pifmky, z nichz se sklad4 p¥islusny
kuzel, maji popis

(82) V+tf(s) = (ts,ts*,t), kde se R, t e R.
Z identity (r,y,z) = (ts,ts?,t) ihned plyne, 7e
(83) 2 —yz=0.

Abychom ukézali, Ze tato rovnice popisuje elipticky kuzel, poloZme

1 0 0
(84) A=10 3V2 3V2
0 -1v2 L2

8) Takova transformace neméni nic, co je v dalsich tivahach podstatné.
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a bud
v —w v+ w
85 z,y,2) = A (u,0,w), tj. z=u, y= , 2= ;
(85) (z,y,2) ( )s ] V=7 7
tato transformace znamena oto¢enti kolem osy x 0 45°. Rovnice (83) prejde v rovnici u*—1 (v?—w?) = 0,
neboli v rovnici

(86) 2u? + w? =v?,

ktera popisuje elipticky kuzel s osou v. Rovnici kuZelu je proto i (83).

Dokézali jsme, ze kazdy bod (z,y, z) tvaru (82) splituje rovnici (83). Obréacené: spliiuje-li n&jaky
bod (z,y,z) rovnici (83), je bud y > 0,2 > 0, nebo y < 0, z < 0. Kazdy bod tvaru (z,y,0) lze
napsat ve tvaru (82) s t = 0; je-li z # 0, polozme t = 2,5 = x/z a uvazme, e pak y = 12/z = ts.
Tim je dokdzano, Ze ke kazdému bodu (z,y, z) spliiujicimu rovnici (82) existuji éisla s,t tak, Ze se
(2,y,2) = (ts,ts2,t).

Jinymi slovy, parabolicky kuzel s popisem (82) je identicky s eliptickym kuzelem (83). Parabolické
kuZely nejsou zvldstnim, novym typem kuZeli.

K oppiLu 5.5¢: VLEVO KUZEL (86), VPRAVO KUZEL (83)

Hyperbola y? — 22 = 1 v roviné z = 1 je popsana funkcemi
(87) fi(s) = (s, V14 2,1) a fa(s) :=(s,—V1+s%1), seR,

z nichz kazd4 popisuje jednu vétev hyperboly. Body pfislusného (hyperbolického) kuzelu jsou prévé
vSechny body tvaru

(88) VEtfi(s)=(ts,2tV1+s%t), seR, teR.
Je-li (z,y,2) = (ts, £t V1 + s2,t), je
(89) 2?4+ 22 =y,

coz je rovnice kruhového kuzelu s osou y. Dokézali jsme, Ze hyperbolicky kuZel (88) je obsaZen v kru-
hovém kuzelu (89).

Obréacené, necht bod (z,y, z) splituje rovnici (89), tj. necht y = ++v/22 + 22. Je-li z # 0, bude mit
bod (z,y,z) tvar (88), polozime-li t = z, s = x/z. Je-li v§ak z = 0 a neni-li (z,y,z) = (0,0,0),
bod (x,y,z) ve tvaru (88) napsat nelze. Hyperbolicky kuzel totiz kromé svého vrcholu V' = (0,0, 0)
neobsahuje Zz4dny bod roviny z = 0. Piimky y = +x, z = 0 ?) naopak lezi v kruhovém kuzelu (89),
a teprve kdy7 je pfidame ke kuzelu (88), dostaneme kuzel (89).

9) Jen pro zajimavost: Jsou to asymptoty hyperboly y? — x2 = 1 v roviné z = 0.
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Autorovi neni znamo, co je pfi¢inou, Ze se o parabolickych a hyperbolickych kuZzelech v bézné
literatufe o kvadrikach diskrétné ml¢i. V prvnim pfipadé je to snad proto, Ze jsou zbytecné, ve druhém
pfipadé to mtze byt napt. nemoznost popsat cely hyperbolicky kuzel kvadratickou funkei proménnych
x,y, z. Par slov na vysvétlenou by urcité neskodilo.
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5.6. Uplna klasifikace kvadratickych forem

Piedpokladejme, ze kvadratickd rovnice F(x,y,z) = 0 byla (pomoci vlastnich ¢isel a vektori)
pfevedena na tvar

(90) M2?+ Ay?+ A32% tar +by+cz+d=0,

kde A1, A2, A3 jsou vlastni ¢isla matice A (srov. s (3) a (4)), a,b, ¢,d redlna ¢isla. Typ kvadriky (elip-
soid, hyperboloid, paraboloid, atd.) zavisi (mj.) na tom, kolik vlastnich ¢isel je kladngch, zadpornych
a nulovych; nezavisi na poradi proménnych z,y, z, a jejich pfipadné permutace prenechdme proto
Ctendfi. V zavislosti na sgn A\, k = 1,2, 3, existuje (aZ na permutace) jen té&chto pét moznosti:

5.6a. Vsechna vlastni ¢isla \i, jsou kladnd. 1°)

Pievedme (90) na tvar

(91) M@ —a)+X@y—B)>+X(z—7)> =k

a uvazme, ze podle toho, zdali je kK > 0 nebo k& = 0 nebo k < 0, popisuje (91) elipsoid nebo jednobo-
dovou mnoZinu nebo prdzdnou mnoZinu.

5.6b. Dv¢ vlastni ¢isla, napt. A1, A2 jsou kladnd, tieti, A3, je zdporné. ') Pievedme (90) opét na
tvar (91) a uvazme, ze podle toho, zdali je k > 0 nebo k = 0 nebo k < 0, popisuje (91) jednodilng
hyperboloid nebo elipticky kuzel '2) nebo dvojdilny hyperboloid.

5.6¢c. Dvé vlastni ¢isla, napt. A1, A2 jsou kladnd, tieti, s, je rovné nule. Pak (90) upravime na tvar
(92) M (x—a)? 4+ Xa(y— B)2 = kiz + ko

a uvazime, Ze jsou tyto moznosti: 1) k1 = 0; podle toho, zdali je ko > 0 nebo ko = 0 nebo ko < 0,
popisuje (92) elipticky vdlec nebo pfimku nebo prdzdnou mnoZinu. 2) ki # 0; pak (92) popisuje
elipticky paraboloid (ktery je p¥i Ay = A2 rotacni).

5.6d. Je-li napr. Ay > 0, A2 < 0, A3 = 0, pfepisme (90) opét na tvar (92) a vySetime dvé situace:
1) k1 = 0; podle toho, zdali je ko = 0 nebo ko # 0, popisuje rovnice dvojici riznobézngch rovin nebo
hyperbolicky vdlec. 2) Je-li k; # 0, jde o hyperbolicky paraboloid.

5.6e. Necht napy. A1 > 0, A2 = A3 = 0. 13) Pak lze (90) napsat ve tvaru

(93) M (7 — @) =kiy + koz + k3.

Je bud k? + k2 > 0, nebo k1 = ky = 0. V prvnim p¥ipadé popisuje (93) parabolicky vdlec, ve druhém
je bud k3 > 0 nebo k3 = 0 nebo k3 < 0 a podle toho je (93) rovnici dvou rovnobéingch, navzdjem
ruznych rovin nebo roviny nebo prazdné mnoZiny.

Poznamka 20. Je ziejmé, 7e rovnice (v — a)? = kyy + k3, kde k1 # 0, a (z — a)® = koz + ks,
kde ko # 0, popisuji parabolické valce. Pripad k1 # 0 # ko lze vSak vhodnym otocenim kolem osy x
pievést na néktery z pravé uvedenych dvou ptipadi. 14)

10)
11)
12)
13)

)

14

Pripad, Ze jsou vSechna zdpornd, je analogicky; v (91) sta¢i zménit znaménka obou stran rovnice.
Piipad A1 < 0, A2 <0, A3 = 0 je analogicky; staci zménit znaménka obou stran rovnice.

Jisté neni tfeba dodéavat, ze tento kuzel je rotacni, je-li A1 = Aa.

Pripad A1 < 0 je analogicky.

Lze tak postupovat napt. ve cviceni 30.
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Cviceni

V kazdém ze cviceni 1 — 50, kterd nasleduji, je ddna kvadraticka rovnice
(94) a112? 4+ 2a107y + 2a1372 + a0y’ + 2a3 + aszz? + bix + by + b3z +c=0

ve tfech proménnych z,y, z — soufadnicich bodti z R3 pii bazi {ey, e2, e3}; tikolem je najit kladnou
ortonormalni bazi {fi, fa, f3} tak, ze v soufadnicich &, 7, ¢ pfi této bazi bude mit kvadratickd ¢ast

(95) anx® + 2a102y + 2a13x2 + azy® + 2a3 + as3z?
levé strany rovnice (90) diagondlni tvar
(96) /\152 + /\2772 + )\3(2,

kde A1, A2, Az jsou vlastni ¢isla (symetrické) matice

ai1 aiz2 @13
(97) A= |ai2 ax a2
a13 az3 ass

Po dosazeni do (94) podle transformaéni rovnice (z,y, 2) = MT(£,1,¢), kde M je matice o fadcich
fj = (,fjh ij, fjg), j = ].7 2, 3, neboli podle rovnic

(98) = fuué+ fizn+ f13¢, y= fr2§+ faan + fa3¢, 2= f13§+ fazn + f33¢,

je tfeba rovnici upravit na tvar, z néhoz lze poznat, o jakou kvadriku se jedné.

Béhem vysetfovani kvadrik jsme poznamenali, Ze sice neni nutné dosazovat do (95), protoZe teorie
zarucCuje, Ze (95) prejde automaticky na diagonalni tvar (96), ale Ze dosazeni mtize odhalit pfipadnou
chybu ve vypoctech. Pokud si vSak je TeSitel jist svym spravnym postupem, staci, aby dosadil do
linedrni ¢asti a pak vyraz upravil na tvar, z néhoz je patrné, o kterou kvadriku se jednd. (Jsou-li napt.
vSechna vlastni ¢isla nenulova, mé takovy tvar rovnice
(99) ME—a)+ -0+ —0)?=d,
protoze pak lze podle sgnd definitivné rozhodnout, zdali jde o elipsoid, jednobodovou nebo prazdnou
mnozinu.)

Na nékolika mistech obecného postupu lze pokracovat nékolika rtiznymi zptsoby, coz by mohlo
ztizit nebo dokonce zabranit porovnani ¢tenarovych vysledki s vysledky autorovymi; proto se v zadani
prikladt uvadéji prvni dva vlastni vektory uzité v autorském feseni. K nalezeni tfetiho vektoru neni
sice tfeba znat vlastni ¢isla, protoze tento vektor je k prvnim dvéma vektorim kolmy, ale fesitel pak
nebude moci (bez dosazovani) napsat (96). Nalezeni vlastnich ¢isel proto autor viele doporuéuje. Neni
patrné nutné zdiraziiovat, ze pfed napsdnim transformac¢nich rovnic (98) je tfeba vlastni vektory
normovat.

Znéni tloh lze jesté doplnit napf. o nalezeni stfedu pivodni kvadriky (94) (pokud stfed mé),
o nalezeni napf. osy valce a v pripadé eliptického paraboloidu i jeho vrcholu, atd.

01. 222 + 222+ 392 +222 — 22 — 12y +22+13=0
fl = (1705_1)7f2 = (05170)

02. 422 +8xy + 8wz + 4y +8yz+ 422+ 92 +8y+72+5=0
fl = (_1507 1)7f2 = (15_251)

03. 222 — 22y — 222+ 292 —2yz+ 222 —x—y+52+1=0
fi=(1,-1,-2),f = (1,1,0)

04. 222 — 222+ 42 —4dyz =1
fl :(\/5_1727\/§+1)7f2:(\/§+17_27\/§_1)

05. 22y + 222+ 2yz =1
fl = (07_17 1)7f2 = (25 _15 _1)

06. 22 —4y? +4yz — 22 +4y—22=1
fl = (0725_1)7f2 = (05172)

07. 22 —day +4yz —224+52—-8y—2+9=0
fi=1(1,2,-2),f=(2,1,2)

87



08.

09.

10.

11.

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

2?2 —day +8y? —4yz+ 22 +52 - 16y +32+7=0
f1=(2,1,2),f2 =(-1,0,1)

22 —6xy+drz+y? —4yz+222 —4x+42=3
fi=1(1,1,0),f = (1,-1,-2)

222 +3y% —6yz +322 -8y +82+5=0
f1=1(0,1,1),f2 = (1,0,0)

312+ 8xy — 622 +9y% — 12y2 + 722 — 260 — 32y + 102+ 75 =0
fl = (27 _170)7f2 = (15 273)

322 + 4wy — 62z +6y% — 12yz+ 1122 — 8y — 162 +28 =0
fi = (27_170)vf2 = (3,6,5)

422 +8xy —dxz +4y? —4yz+ 22— 162 — 16y +82=9
fi=1(1,-1,0),f = (1,1,4)

6xy +6x2 +y2 +4yz+ 22+ 122 +8y+162+10=10
fi=(2,-1,-1),f, =(0,1,-1)

3r2+4x2+3y2+62—6y+4=0
fl = (1705_2)7f2 = (05170)

—dxy —dxz+y? +2yz+ 22 +100— 6y —624+9=0
fl = (27151)7'(2 = (07_171)

22+ dxy —dxz+2yz +20+2y+62+7=0
fi=(1,-1,1),f, =(0,1,1)

2?2 — 2wy —4daz+y? —4yz +8y—82+10=0
fl = (1717\/5)7)(2 = (17_170)

22 —y? +2yz— 22+ 32+ 10y — 112 =25
fi = (Ovla_l)va = (0,1,1)

622+ 8xy+ 622+ 632 +6yz+322—12y+62+29=0
fl = (17 15 _3)7f2 = (_17 150)

2?2 =22z +1y? —2yz + 222+ V2 +y+2)=0
fl = (1715_2)7f2 = (_17150)

—day+4drz—y?+224+62—6y+32=0
fl = (2725_1)7f2 = (25_152)

8xy + 1622 — 16yz + 422 4+ 362 + 20y — 202 + 87 =0
fi=(-1,1,1),f, = (1,-1,2)

22 —ay+arz+yi+yz+224+32—-3y=0
fi=1(1,1,2),fo = (-1,1,0)

—zy+zz—yz+3xz—-3y=0
fl = (17_171)7f2 = (_17051)

622 —24xy +6y% + 1222 — 120 — 24y + 362+ 7=0
fl = (_15 170)7f2 = (0507 1)

2?2 —2xy 4+ 92 +2224+3V2(r —9y) —22+5=0
f1=1(0,0,1),f2 = (1,-1,0)

202 —8ay —4y? +222 - 120 — 12y —42 =17
f1=(1,2,0),f2 = (-2,1,0)

8% +8x2+8y? +8yz+ 1222+ 162+ 8y + 42 =1
fl = (17152)7'(2 = (_15170)

20 (22 4+ 2v2(zy + 22) + 2y® +4yz + 222 +/52) +1=0
fl = (17\/57 \/§)7f2 = (\/5507_1)
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31. 22 — 222+ 42+ 22— 22 +4y—62=1
fl = (1705_1)7f2 = (05170)

32. 2242y —2z—yz=0
f1=1(2,1,0),f2 = (0,1,1)

33. 422+ 8xy + 4wz + 4y +4yz+22=0
f1=1(2,2,1),fo =(-1,0,2)

34. 20y + 4022 — 40yz — 3022 + 102 — 10y — 202z = 3
fi = (_la 172)vf2 = (2507 1)

35. 22 — 22y +2x2 4+ 9% —2yz+22=9
fi = (17_17 1)vf2 = (1507_1)

36. 522 — 102y + 102z + 25y + 50y2 + 2522 + 60z + 20y = 64
fi =(0,1,1),f, = (2,-1,1)

37. 20y + 4wz —4yz — 322 — 52 =10
fi=(-1,1,2),f =(2,0,1)

38. 2422 — 162y — 1622 + 24y? — 16yz + 2422 — 402 = 23
fl = (17 15 _2)7f2 = (_17 150)

39. x2—2xz—3y2+22—\/§x—6y—\/§z=3
f1 =1(0,1,0),f2 = (-1,0,1)

40. 22 + 1222+ 22 +x—2=0
fl = (17051)7'(2 = (1705_1)

41. 22 —2zy + 222+ y? —2yz+ 22+ +y+2=0
fl :(17_171)7f2: (_17051)

42. 16(z? —wy+rz+y? —yz+22) -8V6(x +y+2)+1=0
fi=(1,-1,1),f = (1,0,—1)

43. 2(2? +dxy + 4wz +y? +4yz —x+2y—2) =3
fl = (17151)7f2 = (_1507 1)

44 22y + > +2yz—x—y—2=0
fl :(17271)7f2 = (17_171)

45. 4(2® —2xy — 22z —y? —2yz+ 22+ +y+2)=5
fi=1(1,2,1),fo =(-1,0,1)

46. 16 (2% + 22y — 202+ 9% — 2yz + 322 +V2(x +2y)) =5
fl = (17 15 _2)7f2 = (15 ]-7 1)

47. 16(42% —day+4dzz+y? —2yz+ 22+ 6x+32)+1=0
fl = (27_171)7f2 = (1507_2)

48. 4(2® —dwy —4daz+y? —4dyz+ 22— 120 — 6y —92) =3
fi=1(1,1,-2),fa =(-1,1,0)

49. 20(z? —wy+xz+y? —yz + 222 +V3(x+y+2) =1
fl = (17_172)7f2 = (15_15_1)

50. 3(22 +y2+2%) -2y —xz+yz) +4(x+2y+2)+13=0
fi =(1,-1,1),f, = (1,0, 1)

Ndsledugici stranky obsahuji TeSent prdveé wvedenych cviceni. Danou kvadratickou funkci znacime
F(z,y,z). Po uvedeni vlastnich é&isel a vektoru fs ndsleduje rovnice R ziskand dosazenim (x,y,z) =
M7T(&,n,¢) do rovnice F(z,y,2) = 0 a informace o typu prdvé vysetiované kvadriky; tyto informace
jsou nékdy jesté doplnény dal§imi podrobnostmi. Nasleduji dva obrdzky; vlevo je graf (nebo jeho vhodnd
édst, jednd-li se o neomezenou kvadriku) kvadriky popsané rovnici R (v soutadnicové soustavé &, 1, (),
vpravo graf pivodni kvadriky F(z,y,z) = 0.
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Z technickych duvodi nebylo vidy mozné kreslit grafy v méritku®, coz zkresluje uhly a skutecny tvar
kvadrik; z numerickych udaji na obrdzcich vsak lze aspon priblizné vycist, jaké jsou jednotky délky na
jednotlivych osdch.
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ResSeni

Cvigeni 01. F(z,y,2) =222 + 222 + 3y? + 222 — 20 — 12y + 22 + 13.
Vlastni ¢isla: 0,3, 3. Vlastni vektor f3 = (1,0,1).
R: (€-v2?+3(n-2°+3¢ =1,
rota¢ni elipsoid o stfedu (v/2,2,0) = (1.4,2,0).
Stiedem elipsoidu F'(z,y,z) = 0 je bod (1,2, —1).
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Cviceni 02. F(z,y,2) =42 + 82y + 8xz +4y> +8yz +422 + 92+ 8y + 72 +5.
Vlastni ¢isla: 0,0, 12. Vlastni vektor f3 = (1,1,1).

R: \/5(5—%) =12(<+%),

parabolicky valec.

\

\

-t
N
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Cvigeni 03. F(x,y,2) =222 — 22y — 202 +29y? —2yz + 222 —x —y+ 52+ 1.
Vlastni éisla: 0,3, 3. Vlastn{ vektor f5 = (1,—1,1).

R: \/5(6—\%)=3772+3(C—\/g),

rotaéni paraboloid s vrcholem (1/+/3,0,/2/3 = (0.58.0.0.82).
Vrcholem paraboloidu F'(z,y, z) = 0 je bod (g, §, _%)

¢ 0.58

2.32

N

N
}

\
\

i SR
|
0.82 ‘:“z\si:.

IRINA : .I \ ‘\
PTG
TR

)
QA ‘ |
ey

-0.68

-4.33
-0.33

-2.83

-4.33
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Cviceni 04. F(z,y,2) =222 — 222+ y? —4yz — 1.

Vlastni ¢isla: /3, —v/3, 3. Vlastni vektor f3 = (1,1
R: —V3& +V3n2+3¢2 =1,

jednodilny hyperboloid se stredem v pocatku.

—1).

Stfedem hyperboloidu F(z,y, z) = 0 je bod (0,0, 0).
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Cviéeni 05. F(x,y,2) = 22y + 222 4+ 2yz — 1.
Vlastni éisla: —1, —1,2. Vlastni vektor f3 = (1,1,1).
R: —&€-n*+2¢=1,
rota¢ni dvojdilny hyperboloid o stfedu v pocatku.

Stfedem hyperboloidu F(z,y, z) = 0 je bod (0,0, 0).

NS
44A
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2?2 — 4y +4yz — 22 +4y—22— 1.

Cviceni 06. F(z,y, 2)

(1,0,0).

VBE+1) =0,

= 0.8410687, tedy piiblizné 48°11/23".

Vlastni ¢isla: —5,0, 1. Vlastni vektor f3

(¢
2
3

(C+V5E-1)

R:

riznobézné roviny svirajici thel arccos

0 maji rovnice z —2y+z2+1=0ax+2y—2—1=0.

Roviny F(z,y, 2)

o
‘\\\

‘\\\\\;\#\N\tn‘
112205004
s
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Cviceni 07. F(2,y,2) = 2? —dxy +4yz — 22 + 52 — 8y — 2 + 9.
Vlastni ¢isla: —3,0, 3. Vlastni vektor f5 = (2, -2, —1).
R: (€+3)*-(C+3)°=1
hyperbolicky valec.
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7.
2452 —16y+32+
F08. Flr,y,2) =% — doy + 8y° —dyz 4 2% + 4,1)
e .Vl t’ni ¢isla: 0,1,9. Vlastni vektor f3 = (1, —4,1).

as < Uyl

2 V2)\? _
R: ;@—%) +6<C+%) =1,

elipticky valec.
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0.5

(/]
'.'.'

98



Cvigeni 09. F(z,y,2) = 2% —6ay + 4oz +y? —4dyz + 222 —4x + 42— 3.
Vlastni ¢isla: —2,0, 6. Vlastni vektor f3 = (—1,1, —1).

1 1\,
R: \/6(n+%) _—(§+%) +3¢2,
hyperbolicky paraboloid se sedlovym bodem (—1/v/2,—1/4/6,0) = (—0.71, —0.41,0).

Sedlovym bodem hyperbolického paraboloidu F(z,y,z) = 0 je bod ( — %, —% , %)

4/3

1/3

-2/3

-5/3
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222 +3y? —6yz+322 -8y +82+5.

Cviceni 10. F(z,y, 2)

(0,1,-1).

Vlastni ¢isla: 0,2, 6. Vlastni vektor f3

elipticky valec.

R: 6n2+18(
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Cvigeni 11. F(x,y,2) = 32% +8xy — 622 + 9y — 12y2 + 722 — 262 — 32y + 10z + 75.
Vlastni ¢isla: 1,2, 16. Vlastni vektor f3 = (—3,—6,5).
15 \?2 10 \2
R: (£—2V5 2+2( ——) +16( n —) —0,
(€ ) " g ¢ -
jednobodova mnozina (2/v/5,15/v/14, —+/10/7) = (4.47,4.01, —1.20) — na obrazku vpravo dole.

Jednobodova mnozina F(z,y,z) =0 : (1—21, 1, %) — na obrazku vlevo nahofte.
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Cvigeni 12. F(x,y,2) = 322 + 42y — 622 + 6y — 1292 + 1122 — 8y — 162 + 28.
Vlastni ¢isla: 2,2, 16. Vlastni vektor f3 = (—1, -2, 3).

1 2 \2 1 2 \2 1 \2
3 - = = - 1 —_— 4 _— = 1
R 2(5+\/5)+2(" 655 ) +4(¢ m) !
rotaéni elipsoid o stiedu (—2/v/5,161/2/35,/1/14) = (—0.89, 3.82,0.27).
Stredem elipsoidu F(z,y,z) = 0 je bod (1,3, 3).
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Cvigeni 13. F(x,y,2) = 42% +8xy — 4wz +4y> —4yz + 22> — 162 — 16y + 82 — 9.
Vlastni éisla: 0,0,9. Vlastni vektor 5 = (—2,—2,1).
R: C+3)(C-1 =0,
dvé roviny kolmé k ose z s popisem ( = -3 a ( = %
F =F Fy,kde Fi(z,y,2) == 2z —2y+2—1, Fa(x,y,2) = 22 —2y+2+9.
Roviny popsané rovnici F'(x,y, z) = 0 jsou kolmé k vektoru f3 a jsou popsény rovnicemi

Fl(x,y,z) =0 a F2(:an72):0'

IR
A i
R
\‘\\\\\‘\‘\\‘
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Cvi€eni 14. F(z,y,2) = 6zy + 6x2 + y*> + 4yz + 22 + 122 + 8y + 16 2 + 10.
Vlastni éisla: —3, —1,6. Vlastni vektor f3 = (1,1,1).
R: 38+ (n+2v2)? =6(C+V3)%
elipticky kuzel s osou z a vrcholem (0, —2v/2, —v/3) = (0, —2.83, —1.73).
Kuzel F(x,y,z) =0 ma vrchol (—1,-3,1).

-1.73

-2.46
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Cviceni 15. F(z,y,2) = 322 + 422+ 3y%> + 61 — 6y + 4.
Vlastni éisla: —1, 3, 4. Vlastn{ vektor f5 = (2,0, 1).
3 \2 3 \2
R: (6e——=) -3(n-172%-4(¢+—=) =1,
(6-J5) —30-1P—a(c+ 57
dvojdilny hyperboloid se stfedem (3/v/5,1,—3/(2v/5)) = (1.34,1, —0.67).

Stredem hyperboloidu F(z,y,z) =0 je bod (0,1 — 2).
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—dxy —dxz+y? +2yz+ 22+ 10z — 6y — 62 + 9.

Cviéeni 16. F(x,y, 2)

(1,-1,-1).

Vlastni ¢isla: —2,0,4. Vlastni vektor f3

hyperbolicky valec.
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Cvigeni 17. F(z,y,2) = 2® + 4oy —4az +2yz + 22+ 2y + 62 + 7.
Vlastni ¢isla: —3, 1, 3. Vlastni vektor f5 = (=2, —1,1).
1 \2
R: 3( ——) =(+2v2)? +3¢2,
3 7 (n )" +3¢
kuzel s vrcholem (1/4/3,—2+v/2,0) = (0.58, —2.83,0).

Vrcholem kuZelu F(x,y,z) = 0 je bod (%, —%, —g), jeho osa mé smér f;.

1.58
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Cviceni 18. F(x,y,2) = 22 — 2zy — 4az + 3% — 4yz + 8y — 82 + 10.
Vlastni ¢isla: —2v/2,2,2/2. Vlastni vektor f3 = (1,1, —2v/2).
V2 —1\2 V2+142
D —V2 - 2
R \/_(§+ 7% )+(n x/§)+x/§(<+ 7 )
jednodilny hyperboloid se sttedem (—(v/2 —1)/v/2,v2, —(v2 +1)/v/2) = (0.29, —1.41, —1.71).
Stfedem hyperboloidu F(x,y,z) = 0 je bod (0,—-2,1).

¢ -2.29

FPTTRaessS
LR
MR
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Cvigeni 19. F(x,y,2) = 22 —y? +2yz — 2> + 32 + 10y — 11z — 25.
Vlastni ¢isla: —2,0, 1. Vlastni vektor f3 = (1,0,0).
1 5v2 21 2 2
Ri —=(n-22)==2(¢- =) +(c+2)7"
hyperbolicky paraboloid se sedlovym bodem (%1 V2, 1%\/5, —3) =(3.71,0.44, -1.5).

Sedlovym bodem paraboloidu F(z,y,z) = 0 je bod 11—6 (—24,47,-37) = (—1.5,2.94, —2.31).

7

SIS

g

AN

DO
<>

S

-2.31

-3.31

-4.31

-0.75 X
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Cvigeni 20. F(x,y,2) = 62% + 82y + 622 + 69y + 6yz + 322 — 12y + 62 + 29.
Vlastni ¢isla: 1,2, 12. Vlastni vektor f3 = (3, 3, 2).

15 \2 332 1 \2
R: (6——=) +2(n-—=) +12(¢-—) =1,
(5 /Il ) (’7 /2 ) (C /22 )
elipsoid se sttedem (15//11,3/v/2,1/+/22) = (4.52,2.12,0.21).
Elipsoid F(z,y,z) = 0 m4 stfed (0,3, —4).

3.7
g
4.5
5.3
0.4
0.2
= 0
2.6
2.1
1.6 n
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Cviceni 21. F(x,y,2) = 2% —2x2 + 4% — 2yz + 222 + V2 (z +y + 2).
Vlastni ¢isla: 3,1, 0. Vlastni vektor f3 = (1,1, 1).
R: 38 +n* = -6,
elipticky paraboloid s vrcholem v pocatku.

Vrcholem paraboloidu F(z,y,z) = 0 je také podatek, jeho osa mé smér f3.
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Cvigeni 22. F(z,y,2) = —4ay +4dxz —y?> + 22 + 60 — 6y + 3 2.
Vlastni ¢isla: —3,3,0. Vlastni vektor f3 = (1, -2, —2).
2 2
R a(c=3) =3+ ) -3+ 1)
hyperbolicky paraboloid se sedlovym bodem (—%, —%, 75) = (—1.67,—1.33,0.31).

673
Paraboloid F(z,y,z) = 0 méa sedlovy bod — (1%, 33, 55 ) = —(0.56,0.54,1.71).

-1.71
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Cvigeni 23. F(z,y,2) = 8xy + 1612z — 16yz + 42> + 362 + 20y — 202 + 87.
Vlastni éisla: —3, 3, 1. Vlastn{ vektor f5 = (1,1,0).
V32 1 \2 7 \2
R : —3(54‘7) +3(n—%) + (C"rﬁ) =1,
jednodilny hyperboloid se sttedem (—+/3/2,1/v/6,—7/v/2) = (—0.87,0.41, —4.95).
Hyperboloid F(z,y,z) = 0 ma stied —§ (17,25,1) = —(2.83,4.17,0.17).

217 -0.17

1.83
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Cviceni 24. F(x,y,2) = 2? —ay +x2 +y?> +yz + 22 + 32 — 3y.
Vlastni éisla: 3, 3,0. Vlastni vektor f5 = (—1,—1,1).
R: 38 +50-v2)*=1,
kruhovy vélec s osou z.

Osa vélce F(z,y,z) = 0 ma smér f3.

15
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Cvi€eni 25. F(x,y,2) = —zy + 2z — yz + 3z — 3y.
Vlastni ¢isla: 2, —1, —1. Vlastni vektor f3 = (—1,—-2, —1).

2 2
R: 2(6+V3)? = (m%) + (C—\/g) ,
rotaéni kuzel s vrcholem (—+/3,—3/v/2,1/3/2) = (-1.73,-2.12,1.22).

Kuzel F(z,y,z) = 0 ma vrchol (0,0, —3) a jeho osa mé smér f; .

3.44

1.22
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Cvigeni 26. F'(z,y,2) = 622 — 24ay + 69> + 1222 — 122 — 24y + 362 + 7.
Vlastni éisla: 3,2, —1. Vlastn{ vektor f5 = (1,1,0).

1 \2 3\2 3 \2
dvojdilny hyperboloid se sttedem (1/(3v/2), —3/2, —3/v/2) = (0.24, —1.5, —2.12).

Hyperboloid F(x,y,2) = 0 méa stied _(%7 %7 %)

116



Cviceni 27. F(x,y,2) = 22 — 2xy + y?> + 222 + 3V2(x —y) — 22 + 5.
Vlastni éisla: 2,2, 0. Vlastni vektor 3 = (1,1,0).
2 2
R (6- 1)+ (r+3)° =0,
dvojnasobna primka rovnobézna s osou z.

Rovnice F(z,y, z) = 0 popisuje dvojndsobnou piimku, kterd ma v roving z = % rovnici

F(z,y,3)=(z—y+ %\/5)2 =0, tj. rovnici y = = + %\/ﬁ
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Cviceni 28. F(z,y,2) =222 — 8ay —4y? +222 — 120 — 12y — 42— 7.
Vlastni ¢isla: —3,2, 1. Vlastni vektor f3 = (0,0,1).

3 \2 3 \2
R3(€+73> :2(774—%) +(C—1)2,
elipticky kuzel s vrcholem (—3/v/5, —3/(2v/5),1) = (—1.34, —0.67,1).

Kuzel F(z,y, z) = 0 mé stfed (0, —2,1), jeho osa ma smér f.
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Cviceni 29. F(x,y,2) = 82% + 822z + 8y? + 8yz + 1222 + 1620 + 8y + 4z — 1.
Vlastni éisla: 4,2, 1. Vlastni vektor f5 = (—1,—1,1).
16 1 \2 8 1 \2 4 5 \2
R: — — el —(——%=) =1
13(§+\/5) +13(" 2\/§> +13<C 2\/§) :
elipsoid se stfedem (—1/v/6,1/(2v2),5/(2v/3)) = (—0.41,0.35,1.44).
Elipsoid F(z,y,z) = 0 mé stied (— 2,—2 1),

-0.65

NS

BRSNS

2.94

-0.06

0.25
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Cviéeni 30. F(x,y,2) = 202 + 402 zy + 40222 + 403> + 80yz + 4022 +20v/5 2 + 1.
Vlastni ¢isla: 5,0,0. Vlastni vektor f3 = (—v/2,3, —2).

1\2 10 2
R: 5(§+1—0) =—\/§77+\/;§, parabolicky vélec.

Provedeme-li jesté rotaci kolem osy ¢ o tihel arctg (1/4/5) (pfiblizné o 24°5'41")

a oznac¢ime-li nové soufadnice u (= &), v, w, bude vysledny vélec popsan rovnici

RR: w:——(u—i—i)Z.

ges

?
g2z

-
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Cviceni 31. F(x,y,2) =22 —2z2+y?> + 22 — 20+ 4y — 62— 1.
Vlastni ¢isla: 2,1, 0. Vlastni vektor f3 = (1,0, 1).
1 \2 3
R:2(¢6——=) +(n+22%=4vV2(¢+——=),
(¢ ﬁ) (n+2) (c+5 ﬁ)
elipticky paraboloid s vrcholem (1/v/2, —2, —3/(2v/2)) = (0.71, —2, —1.06).

Paraboloid F(z,y,z) = 0 ma vrchol _(iv 2, %)

0.94

—-0.06

1.75

0.25

-1.25
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Cvigeni 32. F(z,y,2) = 22 + 2y — 2 — yz.
Vlastni ¢isla: —6,2,0. Vlastni vektor f3 = (1,—1,1).
R: n*=3¢8%
riiznobé&zné roviny svirajici tthel 27 (60°).

Roviny F(z,y,z) =0 maji popisc+y=0axz—2=0.
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Cviceni 33. F(z,y,2) = 42% + 8ay + 4wz + 4y® + 4yz + 2°.
Vlastni ¢isla: 9,0, 0. Vlastni vektor f3 = (4, —5, 2).
R: €% =0, dvojnésobna rovina.

Rovina F(z,y,z) = 0 ma rovnici (2z + 2y + 2)? = 0.
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Cvigeni 34. F(z,y,2) = 202y + 4022 — 40yz — 3022 + 102 — 10y — 202 — 3.
Vlastni éisla: —5, 1, 1. Vlastni vektor f3 = (1,5, —2).
3

Row+=s(etzy/3)

rotaéni kuzel s vrcholem (—1,/2,0,0) = (—0.24,0,0).

Kuzel F(z,y,z) = 0 m4 vrchol (1—10, —1—10, —%) a jeho osa m4 smér f; .
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22— 2zxy +2x2 +y® — 2yz + 22 — 9.

Cviceni 35. F(x,y,2)

(1,2,1).

Vlastni ¢isla: 3,0,0. Vlastni vektor f3

52:37

dvé rtzné roviny kolmé k ose &.

kolmice k nim mé smér f;.

y+z==13,

= 0 maji rovnice x —

Roviny F(z,y, z)
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Cvigeni 36. F'(z,y,2) = 5% — 102y + 1022 + 2592 + 502 + 2522 + 602 + 20y — 64.
Vlastni ¢isla: 10,2, —1. Vlastni vektor f3 = (1,1, —1).
1 \2 5 \2 8 \2
R:10(6+—=) +2(n+—=) =(¢(——%=) .
(5 5\/5) (’7 \/g) (C \/g)
elipticky kuzel s vrcholem (—1/(5v/2), —5/v/6,8/v/3) = (—0.14, —2.04,4.62).

Kuzel F(x,y,z) = 0 mé vrchol (1, %7, —%) =(1,3.4,-3.6).

n -1.04

-0.64
014 ¢
0.36
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Cvigeni 37. F(z,y,2) = 2xy + 42z — 4yz — 322 — 52 — 10.
Vlastni éisla: —5,1, 1. Vlastni vektor f3 = (1,5, —2).

1 1 \2 1 2 1 1 /5\2
L R e
AN T OB (S
jednodilny rota¢ni hyperboloid se stfedem (1/(2v/6), V5, 3 1/5/6) = (0.20,2.24,0.46).
Hyperboloid F(z,y, z) = 0 m4 stfed (2, %, 1).

-3.76 n

8.46

. l >
4.46 AN

0.46

-3.54
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Cviceni 38. F(z,y,2) = 242% — 162y — 1622 + 24y% — 16y2z + 2422 — 402 — 23.
Vlastni éisla: 4,4, 1. Vlastni vektor 3 = (1,1, 1).

2 5 \2 2 5 \2 1 5 \2
R: - (({—— - — | (——=) =1
3(5 8\/6) +3<n+8\/§> +6<< 2\/§> ’
rotacni elipsoid se stiedem (5/(8v/6), —5/(8v/2),5/(2v/3)) = (0.26, —0.44, 1.44).
Elipsoid F(z,y, z) = 0 m4 stfed (5,3,3) = (1.25,0.625,0.625).

1.44

-0.56
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Cviceni 39. F(x,y,2) = 22 — 222 — 3y> + 22 — V20 — 6y — /22 — 3.
Vlastni éisla: —3,2,0. Vlastn{ vektor f3 = (1,0, 1).
R:3(6+1)%—2n =2
hyperbolicky paraboloid se sedlovym bodem (—1,0,0).
Sedlovym bodem paraboloidu F(z,y, z) = 0 je bod (0,—1,0).
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=224+ 1222+ 22 +2— 2.

Cviceni 40. F(z,y,z)

(0,1,0).

Vlastni ¢isla: 7, —5,0. Vlastni vektor f3

hyperbolicky valec.

AN
TR
N Y
S S R
ANN\NSANNNNNNNS

NN -
-_‘

130



Cvigeni 41. F(x,y,2) = 2® = 2zy + 222+ 4% —2yz + 22+ o +y + 2.
Vlastni ¢isla: 3,0, 0. Vlastni vektor f3 = (1,1,0).
1 1

R: 9(5+6—\/§)2=2¢6(<+m),

parabolicky valec.
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Cviceni 42. F(x,y,2) = 16(2? —xy +x2 +y*> —yz +22) —8V6(x +y + 2) + 1.
Vlastni ¢isla: 4,1, 1. Vlastni vektor f3 = (1,2, 1).

R ( ‘i)2+ln2+l(<—2)2=1,
4\/5 4 4
rotacni elipsoid se stiedem (1/(4v/2),0,2) = (0.18,0,2).

Blipsoid F(z,y, 2) = 0 mé stied 1 /% - (3,5,3) = (0.92,1.53,0.92).

2.42 ~ 0.92 X

0.92 242

-0.58
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Cviceni 43. F(x,y,2) = 2(2®> + 4oy +4xz +y* +4yz — 2+ 2y — 2) — 3.
Vlastni ¢isla: 5, —1, —1. Vlastni vektor f3 = (1,—2,1).

2
R:5&=n+(C+/3),
rotaéni kuzel s vrcholem (0,0, _\/g) = (0,0,-1.22).

Kuzel F(z,y,z) = 0 mé vrchol (—3,1,—3), osa kuZelu mé smér fi.
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Cviceni 44. F(z,y,2) =2zy +y?> +2yz —x —y — 2.
Vlastni éisla: —2,1,0. Vlastni vektor f3 = (1,0, —1).

R: 8(5—%)2—4(774—%)2:1,

hyperbolicky valec.
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Cviceni 45. F(x,y,2) = 4(2® — 2oy — 222 —y? —2yz + 22 + o +y + 2) — 5.
Vlastni éisla: —2,2, 1. Vlastni vektor f3 = (1,—1,1).
1 \2 1 \2
R: —2( ——) +2n% + ( +—) =1,
€ 7 n ¢ Ve
jednodilny hyperboloid se stfedem (1/4/6,0, —1/(2v/3)) = (0.41,0, —0.29).
Hyperboloid F(z,y, z) = 0 mé stfed (0, 3,0).

171

-0.29

—_—
——=
S ——

s—x
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-2.29

135



Cviceni 46. F(z,y,2) = 16 (22 + 22y — 222 + y? — 2y2 + 322 +V2(z + 2y)) — 5.
Vlastni éisla: 4, 1,0. Vlastn{ vektor f5 = (1,—1,0).
3\2 3\2
R: <+2:4(£+%) + (n+ 5) :

elipticky paraboloid s vrcholem (—+/3/8, —+/3/2, —2) = (—0.22, —1.22, —2).

—25,7,—6
Paraboloid F(x,y,z) = 0 ma vrchol (877\/5) = (-2.21,0.62,—-0.53).

\
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Cviceni 47. F(z,y,2) = 16 (422 — 4oy + 4wz +y?> — 2yz + 22 + 62+ 32) + 1.
Vlastni éisla: 6,0,0. Vlastni vektor 3 = (2,5, 1).

10 3

R e )

parabolicky valec.
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Cviceni 48. F(x,y,2) = 4(2? — 4oy —daz+y? —4dyz + 22 — 122 — 6y — 92) — 3.
Vlastni éisla: —3, —3,3. Vlastni vektor f3 = (1,1,1).
1 ) 12 3v3\2
== — — - =1
Rig(-e-(ne5) +(r57) ) =1
dvojdilny hyperboloid se sttedem (0, —1/v/2, —3v/3/2) = (0, —0.71, —2.60).

Hyperboloid F(z,y, z) = 0 mé stied (—1,-2,—3).
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Cvigeni 49. F(z,y,2) =20(2® —ay+ 2z +y> —yz + 222+ V3(z +y+2)) — L.
Vlastni ¢isla: 5,2, 1. Vlastni vektor f3 = (1,1,0).

R: 2(54-?)2—1—%(77—%)24—%@—1—\/(_5)2:1,

elipsoid se sttedem (—v/2/5,1/2, —v/6) = (—0.28,0.5, —2.45).

v3
10

Elipsoid F(x,y,2) = 0 m4 stifed ——— (9,11, 3) = —(1.56,1.91,0.52).

-1.28

-0.28 ¢

-0.45 0.72
-2.45
-4.45

0.48

-0.52

-152

0.09

-3.82 y
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Cvigeni 50. F(x,y,2) = 3(2? + y? + 22) = 2(ay — w2z + yz) + 4(zv + 2y + 2) + 13.
1,2,1).

Vlastni ¢isla: (5,2,2). Vlastni vektor f3 =

R: 52 +2024+2(C+v6)2+1=0,

prazdna mnozina.
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