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1

INTERPOLACE FUNKCI

V této ¢asti se budeme zabyvat nasledujicim problémem: Necht je dan interval

[a,b], v ném« jsou ddny body ¢ = g < 1 < ... < z, = b a jsou prede-
psané hodnoty f(zo),..., f(zy). Hleddme funkci p daného typu, kterd vyhovuje
podminkdm p(z;) = f(x;), ¢ = 0,...,n. Piikladem je Lagrangeiv interpolacéni

polynom  p,, stupné nejvye n, pro ktery je p,(x;) = f(z;),j = 0,...,n. Pro
presnost aproximace dostatecné hladké funkce mame nasledujici vétu:

Véta 1 Je-li f € C"Ya,b], xg,...,7, € |a,b], pak pro ka«dé x € [a,b] existuje
& € (a,b) tak, «e

1

= /O T ),
| st

F@) = pale) = g

Je-1i aproximovana funkce dokonce tfidy C*> a ma stejné omezené derivace,
dostavame nasledujici vysledek.

Dusledek 2 Bud f € C*=([a,b]), |f*| < CK* v [a,b] pro vechna k = 0,1,. ..,
s konstantami C, K > 0. Pak

Kn+1(b _ a)n-l—l
— <
welab) (=) = pal2)l <O (n+1)! n—oo

Tudi¢, pp, = f v [a,b] pro n — co.

Cvi€eni 1 Uva«ujme funkci f(z) = sinz na intervalu [0, 1]. Jaké nejvéti chyby
se mu«eme dopustit, aproximujeme-li f pomoci pg?

Poka«dé vak nedosahneme tak vynikajici aproximace. Pfikladem mu«e byt funk-
ce f(z) = ﬁ na intervalu [—5, 5]. D4 se dokézat, «e pro interpola¢ni polynomy
pn s uzly v bodech ekvidistantniho déleni je posloupnost {[|f — pnllc(a.b) }ne1
neomezena.

1.1 Po ¢astech polynomialni interpolace

Jednou z nevyhod aproximace interpola¢nim polynomem je skutec¢nost, «e hod-
noty interpolac¢niho polynomu jsou silné ovlivnény hodnotami funkce f i ve vzda-
lenych uzlech. To zpisobuje, «e interpolac¢ni polynom mu«e silné oscilovat. Tuto
poti« mu«eme odstranit tak, «e funkci f budeme aproximovat pomoci polynomt
po Céstech. To znamend, «e funkce f je aproximovéna v intervalu [a, b] pomoci
funkce ¢ takové, «e ¢|(z, .., je vhodny polynom. Vétinou se navic po«aduje,
aby ¢ byla tiidy C* pro dané k. Takovou funkci ¢ nazyvame spline.
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Nejjednoduim piipadem (k = 0) je aproximace pomoci funkce po ¢astech
linearni, jejim« grafem je lomena ¢ara. V praxi je vétinou tieba lepi aproximace.
Prijatelnym feenim je tzv. kubicky spline.

Definice 1 Rekneme, «e funkce ¢ : [z, x,] — IR je kubicky spline, jestlice

(1) pE CQ([Io,In]),
(ii) #liz,,z..,) je Polynom stupné nejvye 3.
Rikdme, «e ¢ je kubicky interpolacni spline k f v bodech z, ...x,, jestlice jsou
navic splnény podminky ¢(z;) = f(z;),i =0,...,n.
Restrikci ¢ na [z;, z;41] oznacime ;. Funkei @; lze psat ve tvaru

wi(x) =a; + bi(x — ;) + ¢i(z — xi)2 +di(x — :ci)3.

Funkce ¢ je tedy urcena celkem 4n parametry. Podminky z definice kubického
interpola¢niho splinu ndm vak dévaji jen 4n — 2 podminek (hodnoty funkce ¢ v
bodech z, ..., z, a spojitost ¢, ¢’, ¢’ v bodech x1,...x,). D4 se tedy ocekévat,
«e budeme muset jeté dva parametry zvolit. Nejcastéji se pou«ivaji okrajové
podminky v krajnich bodech xy a x,, a to tii typu:

/.

(@) ¢'(zo) = fo, ¢'(zn) = [0
(8) ¢"(wo) = o, ¢"(zn) = 7;
(7) ¥"(x0) = 0, ¢"(zn) = 0.

Kubicky interpola¢ni spline uréeny podminkou (7) se nazyva prirozeny spline.

1.1.1 Konstrukce kubického splinu

Budeme konstruovat spline uréeny podminkou (3) (ji« je (vy) specidlnim pfi-
padem). Pfedpoklddejme nejprve, «e ji« zndme cisla M; = ¢"(x;), tzv. mo-
menty splinu. Funkce ¢ je spojitd a po ¢astech linearni. Oznacdime-li tedy
h; = xi41 — x;, potom pro x € [x;, ;41| mame

Xr — Ty

Ti4+1 — T Xr — Ty

v = M; + (M;+1 — M; = M,; M; 1.1.1
@i () + (Mt )wi+1 o I + Miy1 I ( )
Integraci dostaneme ¢} a ©;:
b (@i —2)? C(rem)?
i (x) = —M; T + MHliZhi + A; (1.1.2)
)3 3

Pomoci znamych hodnot ¢;(x;) = f(z:), wi(zit1) = f(xi41) uréime konstanty
Ai a Bl f(Jh) = %Mzh,? + Bz Tudi«,

1
6

Déle, f(xi+1) = % 1‘+1h12 + Alhl + Bi a tedy
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1 1 f@iv1) = flai) M
A= e (f(:vi-',-l) - 6]\/[1'4-1]%2 - Bi) = s I, - E(Mi-'rl — M;).
(1.1.5)
Zbyvé urcit hodnoty momentd M;. My a M, mame zadané, ostatni vypoc-
teme ze spojitosti derivace ¢’ v bodech z;,i = 1,...,n — 1, coZz anamend, Ze
Oi(xi+) = ¢y (z;—). Podle (1.1.2) méme
, 1
i1 (wi—) = §Mihi71 +Ai1=
1 f@i) = f(@iz1)  hio
= —Mihi, — Ml — Mi,
5 1+ s 6 ( 1)
, 1
pi(@it) = —§Mihi +A; =
1 €Z; — Z; hz
—__Mihi+f( +1)h. f( ) (Mi-l-l_M')
Z rovnosti obou derivaci dostaneme po tpravach
hi—1 hi—1+ hi hi
M;_ M; = M1 — 1.1.6
1=t ( 3 ) + M1 (1.1.6)
_ S@in — f@)  f(@i) = f@ia)
hi hi—1 '
Oznaéime-li \; = ﬁ, w=1—=X = ﬁ, lze rovnici (1.1.6) pfepsat ve
tvaru
kde g; je prava strana rovnice (1.1.6) vyndsobend vyrazem ﬁ Dostévame
soustavu
2My + pi Mo =g1 — M Jff
Ao My + 2Ms + paMs = go
AsMo + 2Ms3 + psMy = g3 (1.1.8)

A77,71]\477,72 + 2Mn71 = 0gn—-1 — /Lnflf;ll-

Doké«eme-li nyni existenci a jednoznacnost feeni soustavy (1.1.8), budeme
hotovi. Vimnéme si, «e prvky na diagonale matice soustavy jsou v«dy 2, zatimco
soudet vech ostatnich prvka v libovolném fadku je mezi 0 a 1 (s vyjimkou prvniho
a posledniho dokonce pravé 1). Matice je tedy ostfe diagonalné dominantni a
tedy i regularni.



4 INTERPOLACE FUNKCI

Cviceni 2 Doka«te, «e ka«dé ostfe diagondlné dominantni matice je reguldrni.

Matice soustavy (1.1.8) je navic t¥idiagonalni, na které se pomérné jednodue
provadi eliminace. Soustava vypada takto (uva«ujeme obecny pfipad — matici
n X n):

arcit 0... O 0 Y1 dy
bl ags Co ... 0 0 Y2 d2
0 R bn—l An Yn dn

Pii pfimém chodu Gaussovy eliminace (tvorba horni trojihelnikové matice) zmizi
vechny prvky b; a na diagonéle se postupné objevi ¢leny A;; = n;, kde

bi—1
Mi—1

b1 . .
m = a, ngzag—n—cl, obecné 1; = a; — ci1 (1=2,...,n),
1

a ve vektoru pravych stran analogicky vzniknou &;, kde

b . bi_ .
flzdl, ggzdg——lfl, obecné nz:d1_ ! 151',1 (222,...,71).
m Ni—1
Dostaneme tedy soustavu
me 0...00 Y1 &1
0mzce...00 Yo &2
0 0 7y, Yn §n7
z ni« u« snadno vypocitdme nezndmé y;:
Yn = 5_717 Yn_1 = —€n71 _ Cnilyn7 obecné Yi = 751 — GiYin1 (Z = 1, oo, — 1)
n n—1 Ui

Je mo«né dokazat, «e pro ostie diagondlné dominantni matici vyjdou po elimi-
naci prvky na diagonale nenulové.

1.1.2  Odhad chyby

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké chyby se dopustime, aproximujeme-li funkci
interpola¢nim kubickym splinem. Zhruba Feceno, je-1i f dostate¢né hladké v [a, b]
a déleni intervalu neomezené zjemnujeme vhodnym zpusobem, pak interpolacéni
kubické spliny konverguji stejnomérné k f (pfipadné i s nékterymi derivacemi).
Pfesnou formulaci tohoto vysledku dava nasledujici véta, kterou uvedeme bez
dikazu.
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Véta 3 Bud f € C*[a,b]. Pak existuje konstanta C > 0 takovd, Ze plati: Nech,
K > 0 je konstanta. Uva«ujme délent D intervalu [a,b], které je tvofeno body
a=x9<...<xzp, =" a které spliuje podminku

max h;

— <K 1.1.9
minh; =’ ( )
kde h; = z;41 — x;. Ddle wva«ujme okrajové podminky pro interpolacni kubicky
spline ¢’ (x9) = f"(x0), ¢"(xn) = f'(2,). Potom

F® (@) - oM (@)| < CKWF, welab), k=0,...,3

kde h = max h;, pricem« v pripadé k = 3 uvacujeme v delicich bodech derivaci
zleva nebo zprava.

Dusledek 4 Mdme-li posloupnost déleni intervalu [a,b] spliujicfich podminku
(1.1.9) takovych, «e h — 0, dostdvame

B = fB) k=0,...,3.

Poznamka 5 Pokud pou«ivame interpolac¢ni spline pro interpolaci namétfenych
hodnot funkce f, obvykle nezndme hodnoty f”(a), f”(b). Nahradime-li okrajové
podminky ve v&té 3 podminkami ¢”(xg) = 0, ¢’ (z,) = 0, dostaneme (slabi)
odhad

[f(z) = p(x)| < CK h?, x € [a,b].

1.1.3 Spline s napétim

Ne v«dy predstavuje kubicky interpolac¢ni spline idealni aproximaci interpolo-
vané funkce. Napiiklad pii aproximaci nespojitych funkci nebo funkci s nespoji-
tou derivaci dostdvame neptijemné oscilace v okoli nespojitosti. Proto se nékdy
pou«iva modifikovana konstrukce tzv. splinu s napétim. Pti této konstrukci opét
predpokladame, ze p € C2%[a,b], p(x;) = f(x;), ale po«adavek, aby ¢ byla funkce
po ¢éstech kubicka, se nahrazuje po«adavkem, aby funkce ¢; = ¢|[5, 4,,,] byla
feenim diferencialni rovnice

o —rel =0,

kde 7 = 0 je tzv. napé, ovy parametr. Pokud bychom polokili 7 = 0, dostali
bychom polynomy stupné nejvye 3 a tedy kubicky inrepolac¢ni spline. Pro 7
blizké k oo dostaneme ¢” ~ 0. Vyznam napé ového parametru je tedy takovy,
«e pro velké 7 mé spline tendenci byt témér linearni v dusledku vétiho napéti.

1.1.4 Hermiteuv spline

Dali modifikaci je Hermitetv spline. Pti této konstrukci po«adujeme pouze, Ze
¢ € C*a,b], @lz;,2:,.] je opét polynom stupné nejvye 3 a p(z;) = f(z;), ¢’ (i) =
f(x), i=0,...,n.
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V praxi pfi interpolaci naméienych hodnot ovem neni derivace f’ zndma.
V takovych p¥ipadech se hodnota f’(x;) aproximujeme vyrazem

f@iv1) = f(zio1)

Ti+1 — Ti—1

. di=1,...,n—1.

Pokud je toti« f € C?[a,b], je pro h — 0

flay = @) 2T @) | g (1.1.10)

Tit1 — Ti—1

Déle uvagujeme okrajové podminky zadévajici hodnoty ¢'(x¢) a ¢'(zy).
Cviceni 3 Doka«te platnost vztahu (1.1.10)

Cviceni 4 Za piedpokladu f € C3a,b] najdéte presndji aproximaci f'(x;) pro
i=1,...,n—1s chybou O(h?).
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NUMERICKE REENI OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH
ROVNIC

V této kapitole se budeme zabyvat numerickym feenim obycejnych diferencial-
nich rovnic. Proto«e rovnici vyiho fadu lze v«dy jednodue prevést na soustavu
rovnic prvniho fadu, budeme se v této casti zabyvat pouze rovnicemi prvniho
fadu, navic rozieenymi vzhledem k derivaci. Abychom zajistili jednoznac¢nost je-
jich Feeni, budeme zadavat tzv. pocatec¢ni podminky. Budeme se zabyvat feenim
tlohy najit funkci y definovanou v intervalu [a, b] splitujici diferencidlni rovnici
tvaru

y = f(z,y),

k ni« pfiddme pocateéni podminku y(a) = n, kde 1 je predepsand hodnota.
Uva«ovand rovnice mii« e reprezentovat bud jednu diferencidlni rovnici nebo sou-
stavu diferencidlnich rovnic. V tomto pfipadé feeni y = (y',...,9°%) : [a,b] — IR®
a prava strana rovnice f = (f!,..., f) jsou s-rozmérné vektorové funkce.

V fadé pfipadt je mo«né najit tzv. analytické feeni diferencialnich rovnic,
které je vyjadiené pomoci elementarnich funkci a jejich neurcitych integrald.
Pro vétinu diferencialnich rovnic to ale neni mo«né. V téchto pripadech je tfeba
pou«it numerické metody.

2.1 Priklady nékterych diferencialnich rovnic

V tomto odstavci uvedeme nékolik prikladu diferencidlnich rovnic, které je tfeba
feit pomoci vhodnych numerickych metod.

Priklad 1 Pohyb castice v silovém poli Trajektorii pohybu ¢astice lze popsat
jednou vektorovou funkci = z(t), kde proménnd ¢ mé fyzikalni vyznam ¢asu a
z(t) je poloha ¢astice v ¢ase t. Newtontv pohybovy zakon pak lze formulovat ve
tvaru (m, je hmotnost ¢astice)

mpyz” = F(z',z,1),

co« je vlastné soustava tii obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu, kte-
rou lze prevést na soustavu esti obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
Funkce F' zde vyjadiuje zavislost pusobici sily na c¢ase, poloze Castice a jeji rych-
losti. Obecné je vak tato zavislost natolik slo«ita, «e neni ance tuto soustavu
vyfeit analyticky. Mnohdy ndm vak sta¢i najit numerickymi metodami Feeni
pribli«né.



8 NUMERICKE REENI OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Priklad 2 I u velmi jednoduchych rovnic se ndm mu«e stat, «e pfesné feeni
nedoké« eme najit. Typickym ptikladem je rovnice

y =+

o ni« je dokazano, «e «adné jeji feeni nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci
a jejich neurcitych integrald.

Priklad 3 I v pfipadé, «e umime pfesné feeni najit, se mu«e stat, «e se bez
numerickych metod neobejdeme. Rovnice y' = 1 — 2zy s poc¢ateéni podminkou
y(0) = 0 ma Feeni

y(x) = e_w2/ et dt.
0

Chceme-li znat jeho hodnotu v néjakém bodé z, potfebujeme numericky vypodi-
tat urcity integral.

Priklad 4 Rovnice
A B
v+ =y + (—2+C+Dar2>y—0
T x

je prikladem rovnice Fuchsova typu. Jeji feeni 1ze najit metodou mocninnych rad,
ale pro vétinu argument® = fada konverguje pomalu. Nahradime-li D2? &lenem
D23, nelze metodu mocninngch fad pou«it.

V dalim se budeme zabyvat feenim feenim nasledujici tlohy. Hleddme funkci
y definovanou v intervalu [a, b] takovou, ze

Y = f(x,y), = €[a,b], yla)=1n. (2.1.1)

2.2 Priklady nejjednoduich diskrétnich metod

Nech, y : [a,b] — IR je feeni uva«ovaného problému (2.1.1). Uva«ujme déleni
intervalu [a, b] tak, «e a = 29 < ... < zny < b, 2, = a + nh, kde h > 0 nazy-
vame krokem metody. Budeme se sna«it ptiradit bodtim x; pfibli«né hodnoty y;
aproximujici hodnoty pfesného feeni y(x;). Uvedeme zde t¥i jednoduché priklady.

2.2.1 Eulerova metoda

Je to nejjednodui metoda numerického feeni ODR. Predpokladejme, «e mame
feeni y diferencidlni rovnice a v intervalu [a,b] mame dva body =, < Zni1
uva«ovaného déleni. Pfedpokladejme navic, «e feeni je t¥idy C?2. Taylortiv vzorec
nam dava y(zn41) = y(zn) + hy'(x,) + O(h?). Odtud

Y (n) = w +O(h).
Zanedbame-li vyraz O(h) a nahradime hodnoty y(z;) pfesného feseni hodnotami

y; priblizného feseni, dostaneme formuli
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%(yn-i-l - yn) = f(xnayn)

Dostavame tedy rekurentni vztahy
Yo = n = pocatecni podminka k diferencidlni rovnici,
Ynt1 = Yn + hf (@n,yn), n20.
Cvigeni 5 Je-li dokonce y € C3[a, b], lze derivaci aproximovat presndji:

Y (e +8) = —y(x"“)h_ v | ome).

2.2.2  Rungeova-Kuttova metoda
Vyjdeme-li ze vztahu uvedeného v predchozim cviceni a vztahi

Y (w0 +5) = flan+ 5 y(en +5)),
y(n + %) =y(zn) + %y’(xn) + O(hz)v
Y (zn) = f(n,y(2n)),
a u«ijeme-li aproximace y; ~ y(z;), dostaneme

1
E(ynJrl —yn) = f (xn + %vyn + %f(xnayn)) .

Timto postupem jsme dospéli k rekurentnim vztahum

Yo =1, yn+1:yn+hf(xn+%ayn+%f(xnvyn»a n > 0.
Tato metoda je Rungeova-Kuttova metoda druhého Tddu. Obecnym postupem

pfi odvozeni Rungeovych-Kuttovych metod se budeme zabyvat pozdéji.

2.2.3  Dwoukrokovda metoda

Spole¢nou vlastnosti obou uvedenych metod bylo, «e hodnota y,,+1 se vypocita-
vala pouze z jedné predchézejici hodnoty y,, (a samoziejmé z x,, a h). U vicekro-
kovych metod pou«ivame rekurentni vyjadieni z vice predelych hodnot.

Méjme nyni opét y € C3[a, b, Ty, Tni1, Tnio tii po sobé jdouci body ekvi-
distantniho déleni [a, b] (tedy =, = a + nh, kde h je krok metody). Pak méame

1
Y(@nt1) = y(@n) + hy'(2a) + §h2yﬂ($n) +O(h?), (2:2.2)
Y(@nsr2) = y(xn) + 20y (zn) + 2h%Y" (2,) + O(R%). (2.2.3)
Odectenim ¢tyfnasobku (2.2.2) od (2.2.3) dostaneme
Y(@n2) = 4y(Tni1) = =3y(wa) — 2hy'(z,) + O(h%),
odkud dosazenim rovnice y'(z,,) = f(2n, y(zy)) dojdeme k rekurentnimu vztahu

Ynt2 — AYnt1 + 3yn = —2hf (20, yn)- (2.2.4)

Zde klademe yg = 1 a y; vypoc¢teme pomoci nékteré jednokrokové metody. Po-
psana metoda je dvoukrokova — hodnotu y,,+o pfibli«ného feeni poc¢itdme pomoci
dvou predchézejicich hodnot y,+1 a yn,.
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2.3 Obecné jednokrokové metody

V obecnych jadnokrokovych metodéach je dan krok h > 0 a pocatecni podminka
y(xo) = n. Uzly jsou x, = a + nh, n > 0. Hodnoty pfibli«ného feeni pocitdme
podle rekurentniho vztahu

Yo=1 Yntl =Yn+ hq)(xna Yn, h), Tpy Tn+1 € [CL, b] (235)

Funkce ® (kterd zavisi na f) se nazyva priristkovd funkce. Napiiklad u Eulerovy
metody mame ®(x,y,h) = f(z,y), u Rungeovy-Kuttovy metody druhého fadu
je ®(x,y,h) = f(z+ 5,y + 5 f(z,y).

Chybou metody (v bodé x,,) rozumime rozdil e,, = y,, —y(z, ). Neékdz mluvime
o tzv. akumulované diskretizacni chybé. Naim cilem je

(1) Ukézat, «e v jistém smyslu je e,, — 0 pro h — 0.
(2) Najit odhad e,, v zavislosti na h.

Abychom méli zaru¢enou existenci a jednoznacnost feeni, budeme predpokladat,
«e funkce f : [a,b] x R — IR je spojita a je lipschitzovska vzhledem k y, tj. «e

|f(x,1) — f(z,y2)] < Lglyr —w2| Vo €la,b], wy1,y2 € R.

Z Picardovy véty (viz doplnit citaci) vyplyva, «e za téchto pfedpokladii mé
tloha (2.1.1) praveé jedno feeni y : [a,b] — IR.

2.3.1 Konwvergence jednokrokovych metod

Definice 2 Rekneme, «e jednokrokova metoda (2.3.5) je konvergentni, jestli«e
plati nasledujici tvrzeni: je-li y : [a,b] — IR feenim dlohy (2.1.1), pak

YV € [a,b] : hlilr(r)lJr yn = y(x),

Tp=2T
kde y,, je pribli«né feeni v uzlu z,,.

Definice 3 Jind definice konvergence Ozna¢me e(h) maximalni chybu metody
v intervalu [a, b], tj.
e(h) = max |e,|.
Tn€la,b]
xp=a+nh
Rekneme, «e metoda (2.3.5) je konvergentni, jestlie plati nasledujici tvrzeni:
je-li y : [a,b] — IR Yeenim tlohy (2.1.1), pak

li h)=0.
g )
Poznamka 6 Snadno nahlédneme, «e konvergence podle druhé definice impli-
kuje konvergenci podle prvni definice.

Pred analyzou jednokrokovych metod uvedeme jedno pomocné lemma, které
nam bude Casto u«itecné.
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Lemma 1 Nech, A,B >0, N > 1 celé a nech_ je splnéna podminka
|§n+1|§A|§n|+Ba pT’OTL:O,...,N—l.

Potom pron =0,..., N plati odhad

A" —1
A-1

B proA#1,

[€n] < A™[&0| + (2.3.6)

Bn pro A = 1.

Cviceni 6 Doka«te toto lemma.

Pri aplikaci lemmatu 1 je ¢asto A = 1+4, § > 0. Poukijeme-li nerovnost 1+ 4§ <
e®, pak z (2.3.6) plyne

s ené -1
[€nl < "|€o] + —5—B. (2.3.7)
Pro L > 0 a x € IR ozna¢me
Lx __ 1
Er(x) =S — (2.3.8)

(EL je tzv. Lipschitzova funkce.)

Predpoklad (Psg): Predpoklddejme, «e ptiristkovd funkce ® : [a,b] x IR x
[0, ho] — R, ® = ®(z,y, h), je spojita a spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem
k y s konstantou L > 0:

|®(x,y,h) —®(x,y" h)| < Lly—y*|, z€lab], yy" € R, he[0,hy]. (+)

Definice 4 Rekneme, «e jednokrokova metoda s pfirtistkovou funkei ® pro feeni
diferencialni rovnice y' = f(x,y) je konsistentni, jestlice

O(x,y,0) = f(x,y), x € [a,b], y € R.

Véta 7 Jednokrokovd metoda s priristkovou funkci ® splriujici piedpoklad (Ps)
je konvergentni, pravé kdy« je konsistentni.

Dukaz vynechame, proto«e néas zajima odhad chyby metody e,. Odhad chyby
provadime ve dvou krocich.

a) Dosadime pfesné feeni do uva«ované metody. Dostaneme vztah
y(xn+h)_y(xn)_hq)(xnvy(xn)v h) = hdp, Tp,Tnt+he [CL, b]a h e (07 hO)

b) Odhadneme ¢, a z tohoto odhadu odvodime odhad chyby e,.
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Veli¢inu 6,, nazyvame lokalni relativni diskretiza¢ni chybou v uzlu z,. Obecné
lokdlnt relativni diskretizacni chybu (krétce chybu diskretizace) v bodé x definu-
jeme jako vyraz

A(LL', y(x)v h) - (I)((E, y((E), h)7
kde

y(@ +h) —y(z)

Y , x,x + h € [a,b], h €(0,ho),

Az, y(x), h) =

je tzv. presny relativni priristek.

Véta 8 Nech, y : [a,b] — IR je presn€ teent ulohy (2.1.1) v intervalu [a,b] a
Yn PTO Ty, € [a, b] jsou hodnoty piibli¢ného Teeni vypocdtené pomoct jednokrokové
metody (2.3.5) s priristkovou funkei ® spliugjici predpoklad (Ps). Nech, navic
existugi konstanty N, p > 0 takové, «e

|A(z,y(x),h) — ®(z,y(z),h)| < Nh?, z,z+h € [a,b], h € (0,hy). (2.3.9)

Potom pro chybu metody (tj. akumulovanou diskretizaéni chybu) e, = yn —y(Tn)
plati odhad

len| < NWPEL(z,, — a), Zn € la,b], h € (0,ho). (2.3.10)
Diikaz: Zfejmé mame ey = yo — y(z¢) = 0. Dale mame vztahy
Yn+1 = Yn + hq)(In, Yn, h)a

y(@ni1) = y(xn) + h®(zn, y(2n), h) + hon,

kde

PIo T, Tnt1 € [a,b], h € (0,hp). Odtud vyplyva odectenim druhé rovnice od
prvni

ent1 = €n + (P(Tn, Yn, h) = B(xn,y(xn), ) = M(A@n,y(zn), h) = P(2n,y(zn), h)).
Poukijeme-li pfedpoklad (Psp) a vztah (2.3.9), dostaneme ihned nerovnost
lent1]| < (1+RL)|en| + NRPTY, 2y, 2041 € [a,b], h € (0, hy).

Aplikace lemmatu 1 dava odhad

(1+hrL)" -1 1
ol < ———— —NpPTL <
enl < =1 =
enhL_ 1
< ———Nh = NWE(x, —a), x, € [a,b], h € (0,hg),

L

O
Vye uvedené vysledky néas vedou k zavedeni fadu jednokrokové metody.
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Definice 5 Rekneme, «e metoda (2.3.5) je ¥ddu p, jestlice podminka (2.5.9) je
spinéna pro ka«dé dostatecné hladké teeni y rovnice (2.1.1).

Cviceni 7 Uka«te, «e Eulerova metoda odvozena v 2.2.1 je fadu p = 1.

Poznamka 9 Jednokrokové metody maji tu vyhodu, «e v ka«dém kroku (pfi
prechodu od z, k x,4+1) lze ménit délku kroku. Tzn., «e miikeme uvagovat
obecné déleni a = xy < 1 < ... < b intervalu [a, b], poloit h, = Tp41 — @, a
definovat

Ynt+1 = Yn + hnq)(xnu Yn,s hn)

2.4 Odvozeni nékterych jednokrokovych metod

Naim cilem bude odvodit jednokrokové metody vyiho fadu p.

2.4.1 Metody zalo«ené na primém pougiti Taylorova vzorce

V tomto odstavci budeme konstruovat jednokrokovou metodu p-tého fadu za
predpokladu, «e prava strana f diferencidlni rovnice (2.1.1) je t¥idy C?. Potom
lze ukazat, «e piesné feeni y je tiidy CP*1. Nech, z,x + h € [a,b]. Z Taylorova
vzorce plyne, ze

ylx +h) =y(x) + i y(k];(x) h* + Z € [z,xz+h]. (24.11)
k=1 '

(p+1)! ’
Tudi«,
_1 _ N yW@) e y@)
Az, y(w),h) = 3 (e +h) —y(x) = D=0+ e @412)
e !

kde & € [x,x + h]. Nyni pou«ijeme diferencidlni rovnici a pokusime se vypocitat
prvnich nékolik derivaci funkce y:

y'(x) = f(x,y(x)),

(@) = = F(@) = G (@) + 1/ @) 5 (@) =
= S @y(o) + F ) o (o y(o))

v = 5 { (415 e} = b+ i L,

Pro zjednodueni zapisu definujme diferencidlni operdtor ! takto: pro funkci ¢ €
CH(@G), kde G C IR?, polozme

0 0
—_<P+f._¢

Dy = .
L oy

1Jedn4 se o zobrazeni z jistého prostoru funkci do né&jakého jiného prostoru funkci.
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Mocninou rozumime skladani, tj. D% := ¢ a pro k > 0 klademe DFt1yp =
D(DF¥y). Pomoci operatoru D mii«eme snadno vyjadfit derivace funkce y:
y'(x) = (D°f)(w, y(x)),
y"(z) = (D' f)(z,y(x)),
y///(x) = (D2f)(x,y(x)),

y® (@) = (DM ) (2, y(@)).

Dosazenim do (2.4.12) dostaneme

P (DE1 (o u(x P+ (3
A(:z:,y(a:),h)zz (D f])fs y( ))hkl—i_y(pfl()!)hp’

p k=1 £Y( g
O(x,y,h) = Z Wﬁkfl.

Pak je toti«

y P+ (7)
30,101 = Ao y(a). ) — Bt 0] < |2 < o
P .
kde 1)
p
N = max y__\@) (2) .
z€(a,b] (p+ 1)'

Cvigeni 8 Vypoctéte D2f, D3 f a pro f(z,y) = 2® + y? vypoctéte D*f.

2.4.2  Rungeovy-Kuttovy metody

Ziskali jsme sice jednokrokovou metodu libovolné vysokého fadu, ale pro praxi je
témér nepou«itelnd. Za prvé proto, «e pocitani mocnin operatoru D vede brzy k
ptili slo«itym vyraztim (viz cviceni 8). Druhy diivod spocivéd v tom, «e v definici
funkce ® vystupuje nejen funkce f sama, ale i jeji parcidlni derivace. V dalim

oznacme
p

(i)(.%',y, h) = Z th_l.

k!
k=1

Tuto prirtstkovou funkci pou«ijeme k odvozeni Rungeovych-Kuttovych metod, u
nich« se ® pocitd pouze pomoci hodnot f. Jejich prirustkovou funkci budeme
psat ve tvaru

P
(I)(‘Tu Y, h) = Zwiki(xu Y, h)u
k=1



ODVOZENI NEKTERYCH JEDNOKROKOVYCH METOD 15

kde

kl('I?y’ h) = f('r7 y)’
k2(x7yu h) = f(i[] + a2h7y + ﬁ?lhkl(;E?yah))u

i—1
ki(x,y,h) = f x—i—azhy—i—hZﬁU (x,y,h) |, i=2,...,P.

j=1

Zde P, w;, oy a [ jsou vhodné zvolené konstanty (tak, aby vyslednd metoda
byla fadu p). V dalim se budeme sna«it ur¢it hodnoty téchto konstant tak, aby
platila rovnost ®(z,y,h) — ®(z,y, h) = O(hP).

Priklad 5 Pokusme se odvodit Rungeovu-Kuttovu metodu druhého fadu . Tzn.,
ze p = 2. Zkusime zvolit pocet ¢lenti také P = 2. Nech, f € C?. Napime vztahy
pro ® a ®:

(I)(.I,y, h) = U}lf(iE,y) + wa(x + thay + 621hf(:1:,y))
8w, .h) = f(2,9) + 2(Df)(w.y) =

= f(z,y) + g (%(I,y) +f(:v,y)g—£(:v,y)) :

Déle rozepime vyraz f(z + azh,y + B2hf(x,2)) podle Taylorova vzorce:?

f(x+ agh,y + Buhf(z,y) = f(z,y) + (azh 0 + 521hf ) flz,y) +

L (a2 LAY Oh.y + 01 h -
—f—g(@g £+ﬁ21 fa—y) f((E+ Y+ 521 f(xuy))_

(@.0) + Bk e, G2 +

o*f
920

= f(z,y) + azhgf

+ - = [ 2h2ﬂ + 2008210 f (2, y)

92
2 +621 2f2($ y)ay{]

(x +6h,y + 0821hf(z,y)).

2Taylortiv vzorec pro funkce n proménngch: Bud f € C*(Q), Q C IR™ oteviend, a,b € Q
a predpokladejme, «e i celd tsecka s krajnimi body a, b le«i v 2; potom

k—1 J 1 n P k
fb) = Z {Z(b —a;) } f(a)—l-k'{Z(bi—al)ax} fla+6(b—a))
J,() *li=1 i

pro né&jaké 6 € [0, 1]. Umoctiovanim hranatych zavorek se rozumi umoctiovani (tedy skladani)
tohoto diferencidlniho operatoru. K dukazu staéi rozepsat g(b), kde g(t) = f(a + t(b — a)),
podle jednorozmérného Taylorova vzorce se stfedem v bodé 0 a vyjadfit derivace g(9) pomoci
derivaci funkce f.
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Posledni s¢itanec na pravé strané je ovem fadu O(h?). Dostavame tedy

Bz ) = (w1-+02)f(0,) + waaah S (o,)+ waBoah (2,4) 3 o) + O(H?)

Srovnejme nyni koeficienty u f, %, g—-z ve vyjadfeni ® a ®. Budou-li stejné,

bude i ® — & = O(h?). Ziskavame vztahy
1

wy +wp = 1, Walry = —, wa o1 = 5

2

coZ jsou tfi rovnice pro ¢tyti nezndmé. Jednu nezndmou si tedy muti«eme zvolit;
zvolme wy = o # 0 (jinak by nemohl platit vztah aswy = 1). Dostaneme

1
wy =1—aq, wy = @, 042:521:%-

Tyto hodnoty nam davaji celou tfidu Rungeych-Kuttovych metod druhého fadu.
Nejpou«ivanéji hodnoty parametru « jsou 1, % a %

h h
a=1: yn+1:yn+hf($n+Evyn"'if(xnayn))
3 h 2 2
= - Ynt1 = Yn + = f(xmyn) + 3f(33n + 5h,yn + _hf(xnayn))
4 4 3 3
1 h
o = 5 : Yn+1 = Yn + 5 (f(xna yn) + f(xn + hvyn + hf(xnvyn)))

V pripadé, «e mame vice metod stejného fadu, vybirdme metodu bud tak, aby
koeficienty byly co nejjednodui nebo tak, aby konstanta N v odhadu

|A(z,y(x), h) — ®(z,y(x), h)| < NhP
byla co nejmeni.

Rungeovy-Kuttovy metody 3. radu

V tomto ptipadé postacuje P = 3, tedy ®(z,y, h) = w1 ki +wokeo+wsks. Uvedeme
dva priklady:

(a)

2 1 4
ntl = Un +h | =k —k —k
Yntl = Yn + (91+32+93)

kl = f(xay)
ke = flx+ 5 y+ Lk)
ks = f(x + 2h,y + 2hks)
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h
Yn+1 = Yn + 5 (k1 + 4ka + k3)

kl :f(xuy)
ke =flx+24,y+Lk)
ks = f($+h,y—hk1 +2hk2)

Rungeovy-Kuttovy metody 4. radu

Nejcastéji jsou pouzivany metody ¢tvrtého rfadu. U téchto metod mame napo-
sledy P = p, tedy ®(x,y, h) = wiks + woke + wzks + waks. (U metod vyssiho
fadu je P > p.) Uvedeme tii priklady.

Standardni formule:
W =wy=§, Wy =wz =g
k1 = f((E, y)
ko = f(I+ %7y+ le)
ks = flz+2,y+ Lky)
k4 = f($ + h,y + hk3)
7 Triosminova” formule:
wy=wy =g,  wy=wz =3
Qg = %, o3 = % oy =1

Bo1 = 3, Bs1 = —3, P32 =1
far =1, Bz = —1, Paz =1

Gillova formule:

11)1:’[1)4:%7 WQ—%(l—%), UB—%(:[—F%)
042:(13:%, a4:1
Bo1 = 3, n=35(V2-1),  fr=1-

Bar =0, 5422—\%7 ﬁ43=1+%

Gillova formule je sice o néco slo«itéji, ale byla u ni provedena optimalizace
konstanty N. Odvozenim Rungeovych-Kuttovych metod fadu p > 4 se zabyval
napf. prof. Hu a z Bratislavy. Pro p > 4 vyjde P > p (napf. pro p = 6 musime
vzit osm €lentl), metody jsou tedy slo«itéji, a proto se pfili§ nepou«ivaji.
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2.5 Pouzitelnost odhada chyb

Podivejme se nyni na efektivnost odhadu, ktery jsme ziskali. Uva«ujme napf.
Eulerovu metodu. Ukézali jsme, «e pokud je piesné feeni t¥idy C?, je

len] < NEL(z, — a)h,

kde N je polovina maxima absolutni hodnoty druhé derivace pfesného feeni y na
intervalu [a, b]. Tento odhad se d4 o néco zlepit, uvédomime-li si, «e pro odhad
chyby v bodé z,, stadi feit rovnici na [a, z,] (interval (z,,b] nemé «adny vliv).
Mi«eme tedy polokit b = x,, N(x,) = %max[a)wn] |y’ a dostaneme zlepeny
odhad

len| < N(xn)ErL (2, — a)h.

Uvagujme dva pfiklady:

~

w=11y=y yo=119 =~y
y(z) = e” y(z) =e™"
L=1 L=1
N(z) = 3e* N(z) =3
Ei(z,) =e™ —1 Ey(z,) =e™ —1
len| < the™ (e® — 1) len| < 2h(e™ —1)

Reknéme, «e pomoci numerického feeni druhé tlohy chceme vypoditat e s
piesnosti 1073. Chceme tedy najit h tak, aby

1
5h(e5 —1) <1073, takze

h<2.1o—3; 1
= e -1 73707

Experimentalné vak zjistime, «e pii volbé h = 276 = 6%1 vyjde e, = —0,000261.
Vidime tedy, «e odhad z véty je siln€ nadsazeny; pii jeho odvozovéni se v ka« dém
kroku pocitd s nejhori mo«nosti. Ve skutecnosti vétinou dostavame vysledky
vyrazné lepi.

Je ale treba vzit v tvahu, «e konstanta N zavisi na presném feeni, které
obvykle nezname. Proto odhad z véty 8 ndm dava pouze predstavu o chovani
chyby v zéavislosti na kroku metody a neni prakticky pou«itelny. Proto hledame
odhady jiného typu, které mii«eme ziskat na zékladé vypocteného pribli«ného
feeni a dat tlohy. Toto jsou tzv. aposteriorni odhady. Jednim takovym odhadem

se budeme zabyvat déle.

2.5.1 Odhad chyby metodou polovicniho kroku

Vime, «e pokud pfiristkova funkce ® splnuje Lipschitzovu podminku vzhledem
kya
|A($,y($), h’) - (I)(Ia y(il?), h)| < Nh’pa

potom plati
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lyn — y(2n)| < NEL(zn, — a)h?,  zy, € [a,D).

D4 se navic ukazat, «e pokud jsou funkce f a ® dostatecné hladké, existuje
funkce e : [a,b] — IR takova, «e

en = hPe(xy,) + O(hPT). (2.5.13)

Tento vztah chybu neodhaduje, ale aproximuje. Funkce e samoziejmé opét zavisi
na vlastnostech presného feeni y.

Predpokladejme, «e k feeni uva«ované tlohy pou«ijeme postupné metodu s
krokem 2h a h. Dostaneme uzly a odpovidajici hodnoty piiblixného feseni:

:ngh) =a+n(2h)... y,(fh)
xslh) =a+nh . y,(lh)

Vidime, «e 2P = Igr? V téchto bodech mii«eme porovnat hodnoty pribli«nych
feeni a odpovidajici chyby. UzZitim vztahu (2.5.13) dostaneme

e = () _ (@MY = (2h)Pe(aM) + O(RPTY),
ey = yi —y(@d)) = hPe(a®) + O(hP*)

Odtud dostaneme postupné vztahy

uP s = (20 = Dire(aP) + O,

(2h) y(%) - yéh) +1
hP =21 22n 4 O(hP
e(aP) = L2 4 o(w ),
(2h) (h)
(W) _Yn__ " Ym . opptl
€on o — 1 + ( )

Zanedbanim vyrazu O(hP*!) dostaneme odhad chyby metodou polovicniho kroku
(2h).

v uzlech x,,
(h) y7(12h) — yéh)
~ n
€n ¥ o (2.5.14)
Tento odhad jsme ziskali pouze na zékladé pfiblikného Feeni (a pfipadné dat
ulohy). Mluvime o aposteriornim odhadu chyby. Numerické experimenty ukazuji,
«e v fadé praktickych aplikacich tento odhad dava spolehlivé vysledky.

Poznamka 10 U jednokrokovych metod miikeme v libovolném bodé zménit
délku kroku. Postupujeme tak, «e vypocet proviadime s krokem 2h a h. Pokud
zjistime, «e odhad chyby v né€jakém bodé prekracuje povolenou mez, pokracujeme
od tohoto bodu s poloviénim krokem. Naopak, pokud je chyba vyrazné ni«i
ne« nae tolerance, mti«eme krok opét zvétit (abychom uetfili ¢asovou naroénost
vypoctu).

Existuji dokonce adaptivni metody, u nich« se automaticky méni délka kroku
a Fad metody s cilem minimalizovat chybu a ¢asovou narocnost.
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2.5.2  Zaokrouhlovaci chyby

Zacnéme jednoduchym piikladem. Uva«ujme soustavu dvou linearnich rovnic

10761 x1\ (1

() (3)-6)
Determinant matice soustavy je 1076 — 1, co« je dostateéné daleko od nuly.
Matice soustavy je tedy regularni. Pou«ijeme-li Gaussovu eliminaci, dostaneme
fesSeni
_2— 108
-~ 1-106"
Pribli«né mame x5 = 0,999999. Pocitejme nyni na pét platnych cislic. Pak ovem
vyjde x5 = 1, a odtud x; = 0. Pti zkouce dostaneme v prvni rovnici 0 +1 =1,
ale ve druhé 0 +1 = 1 # 2, co« je prili velkd nepfesnost. Pokud bychom ale
rovnice prohodili, vyly by pfibli«né hodnoty x; i z2 rovny jedné, tedy spravné
(i zkouka by ve zvolené presnosti vyla sprdvng). Obecné je vhodné pii Feeni
soustavy linearnich rovnic prohazovat rovnice tak, aby se na hlavni diagonéale
neobjevovala p¥ili mal4 ¢isla. (Tento proces se nazyvé pivotace.)

I = (1 — 1'2) 106, X9

Zaokrouhlovaci chyby u jednokrokovych metod

Dosud jsme analyzovali metody pro vypocet pribli«ného feeni za predpokladu,
«e vechny aritmetické operace probihaji presné. Nyni se zamyslime nad vlivem
zaokrouhlovacich chyb. Zaokrouhlovani modelujeme tak, «e ka«dému o € IR
priradime jeho zaokrouhlenou hodnotu a*. Pro jednoduchost predpoklddejme,
«e vstupni data jsou u« zaokrouhlend, tedy a = a*, h = h*,z, = ), n = n*.
P#ibli«né feeni pocitané se zaokrouhlovanim oznac¢me ¢,,. MuZeme psat

Yo = 1 = Yo,
gn-{-l = gn + hq)(xnagnu h) + En+1,

kde €,4+1 se nazyva lokdlni zaokrouhlovaci chyba. Zavedme jeté akumulovanou
zaokrouhlovaci chybu v uzlu x,, jako ry, = ¥n — Yn.

Véta 11 Nech, funkce ® = ®(x,y,h) : [a,b] X R x [0, hg] — IR spliiuje Lipschit-
zovu, podminku vzhledem ky s konstantou L > 0 a nech, existuje konstanta e > 0
takovd, «e lex| < e pokud xk,xr11 € [a,b]. Potom

I < %EL(% —a), an € lab], he(0,h).

Dikaz: Mame ro =0 a

gn—i—l = gn + h(I)(JIn, gna h) + En+1,
Yn+1 = Yn + h(I)(JIn, Yn, h)

Tudiz,
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[rnt1] < |rn + RLrn| + [ent1] < [ral(1+RL) +e.

Pou«ijeme-li nyni lemma 1, dostaneme

n __ nhL _
il < (+h) =1 e 1
hL L

S m

= Er(xn —a)%, Tn, € [a,b].

O

Poznamka 12 Velikost horniho odhadu samozfejmé o niéem nesvédéi. Jedna
se 0 nejhorsi mozny scéndi (worst scenario), ktery muti«e nastat. Numerické ex-
perimenty vSak ukazuji, «e v praxi je pro mald h opravdu r, =~ % To ve svém
dtisledku znamend, «e zmenenim kroku sice zmenime diskretiza¢ni chybu me-
tody, ale zvyime vliv zaokrouhlovacich chyb.

Hodilo by se tedy najit zptusob, jak zjistit velikost zaokrouhlovaci chyby. To
je mo«né, pokud mi«eme tlohu soucasné feit v jednoduché a vicenasobné pres-
nosti. Potom bude zaokrouhlovaci chyba pfi vicendsobné piesnosti zanedbatelné
ve srovnani s jednoduchou piesnosti a mti«eme tak ziskat aproximaci zaokrouhlo-
vacich chyb. Preva«uje-li diskretizacni chyba, je tfeba krok zjemnit, preva«uje-li

zaokrouhlovaci chyba, je tfeba krok zvétit.

2.6 Soustavy linearnich diferen¢nich rovnic
Ozna¢me IN = {1,2,3,...}, INyg ={0,1,2,...}.
Definice 6 Bud k € IV, F,, : R**! — R (piipadné F,, : CkF*! — C), n € INy.
Pak systém vztaht

Fr(Yny -y Yntk) =0, n € INy (2.6.15)
nazyvame soustavou diferencnich rovnic. Reenim soustavy nazveme posloupnost
(yn)S2, spliujici (2.6.15).

Piiklad 6 Méjme soustavu rovnic (k = 3)

4
yr21+3 - (y721+2 - y721+1 + v y%) =0, n € IN.

Vidime, «e yn+3 lze vypocitat z predchozich t¥i ¢lent. Vyjdeme-li z hodnot yo, y1,
Y2, miikeme postupné vypoditat ys, y4, . .. . Cisla yo, y1, y2 se nazyvaji pocdtecni
podminky.
Cviceni 9 Kolik feeni mé tato soustava pro pevné zvolené pocateéni podminky
Yo, Y1, yQ?

Definice 7 Jsou-li funkce F,, lineadrni, mluvime o soustavé linedrnich diferenc-
nich rovnic. M« eme ji psat ve tvaru

k

Z OnvYn+v = Vn, ne EVO- (2616)
v=0
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Cisla v, se nazyvaji pravé strany. Jsou-li vechny pravé strany nulové, dosta-
neme homogenni soustavu. Soustavé (2.6.16) mi«eme v«dy pfifadit homogenni
soustavu

k
> anyniy =0, ne N (2.6.17)
v=0

Lemma 2 Uva«ujme soustavu (2.6.16) a k ni pFislunou homogenni soustavu
(2.6.17). Pak plati:
(i) Mno«ina V vech feeni soustavy (2.6.17) je linedrni prostor.

(i) Jsou-li {yn}sio a {20} Teeni soustavy (2.6.16), je jejich rozdil feenim
soustavy (2.6.17).

(i11) Je-li {wy}22 o Teenim (2.6.16) a {yn}tn € V, pak {w, + yn}22, je Feenim
soustavy (2.6.16).

(i) je-li {wy}52, Teenim soustavy (2.6.16), pak k libovolnému feeni {z,}52
soustavy (2.6.16) existuje pravé jedno {yn}tn € V takové, «e zp = yn +wn;
jinak tedeno, oznacime-li W mno«inu feeni soustavy (2.6.16), miZeme psdt
W=V +w.

Drtikaz pénechame ¢tenéri.
Definice 8 Rekneme, «e soustava (2.6.16) je ¥ddu k, jestlice viechny koeficienty
Qnk, 1 € Ny, jsou nenulové.

Definice 9 Posloupnosti {y*}nemn, €V, p = 1,...,m, nazveme linedrné nezd-
vislé, jestlice plati:

Zauyﬁjzo, Vn=0,....k—1=a1=a3=...=a, =0.
p=1

Je zfejmé, «e tato podminka je splnéna, pravé kdy« matice

M = (y5)n=o,... k-1

p=1,...m
méa hodnost m. Maximalni pocet linearné nezavislych prvka z V je roven k.

Definice 10 Systém k prvka z V linedrné nezavislych nazveme fundamentdlnim
systémem (FS) soustavy homogennich rovnic.

Véta 13 Nech, {zh}tnen, €V, p=1,...,k, je FS feeni soustavy k-tého rddu
a {Yntnem, € V. Pak posloupnost {yn}nemw, je linedrni kombinaci posloupnosti
{Zﬁ}’ﬂeﬂ\/vo; n = 1, e ,k.

Diikaz: 7 definice FS plyne, «e existuji konstanty ay, ..., ar takové, «e

k
yn:Zauzﬁ pron=0,...,k—1.
p=1
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Oznac¢me
k
zn:yn—Za#zﬁ, n € INp.
p=1
Pak {zp}tnen, € V a 20 = ... = zg—1 = 0. Ponévad« «a,r # 0 pro vechna

n € INg, nutné z,, = 0 pro vechna n € INy a tudi«,

k
Yn = Za#zﬁ, Vn € INp.
pn=1

O
Dusledek 14 Prvky FS tvori bazi v prostoru V.
2.6.1 Nalezeni fundamentdlniho systému
Definice 11 Soustavou tvaru
k
> aynin =0, neN, (2.6.18)
v=0

nazveme soustavou linearnich diferencnich rovnic s konstantnimi koeficienty.
Tudi«,

Qny = Qy, Yv=0,...,k, VYne INg.

Tato soustava je fadu k, jestlize ay, # 0.
Hledejme feeni této soustavy ve tvaru y, = £, kde £ € C. Dosazenim do
soustavy dostaneme

k k
0= a&™ =% at, nel,

v=0 v=0

co« je ekvivalentni s podminkou

k
0=p() = Zaugyu
v=0

kterou nazyvame charakteristickou rovnici a polynom p je tzv. charakteristicky
polynom.

Nech , soustava (2.6.18) je fadu k, tj. o # 0. Pak p ma stuperi k. Je zfejmé,
«e {yntnen, = {€" }nem, je Feenim soustavy (2.6.18), préavé kdy« ¢ je kofenem
charakteristického polynomu p. Tento polynom ma pravé k kofent, pocitame-li
ka«dy tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost.

Rozlime dva pripady
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Polynom p md pravé k ruzngych kovent &1, ..., &.
Pak lze sestrojit k Teeni soustavy {yhtnemy, # = 1,...,k, kde yh = .
Podle definice tvoii tato feeni FS, pravé kdy« matice

1& ... 681
1& ... 51
1&, ... I]:_l

je regularni. Jeji determinant (zndmy jako Vandermondeiiv) mé hodnotu

det M= [ (&-&) #0.
i<j
Jj=1,...k
Tudi« uva«ované posloupnosti tvoii FS.
Obecny pripad.

Véta 15 Nech, &1,...,&n € C (m < k) jsou navzdjem rizné kofeny cha-
rakteristického polynomu p s ndsobnostmi p1, ..., pm (takcek = Z;T:l Dy
Pak k posloupnosti s proky
’ﬁJ = 37 ne WOu
yn72 = nggila ne WOv
(P) . p=1....m

yht =n(n—1)...(n—pu+2)& ", ne Ny,

tvori FS Teeni soustavy (2.6.18) radu k. (Je-li§,, = 0, pak klademe 0 . £V =
0 prov>0.)

Diikaz: Doka«me, «e uvedené posloupnosti jsou feeni uva«ované soustavy.
Jestlice £, = 0, pak mé charakteristicky polynom tvar

k
p(§) = Z €’
V=pu
(tudi« ag,...,a,,—1 = 0) a soustava (2.6.18) ma tvar

k
Z QyYn+v =0, n € INg.

V=py

Dosazenim snadno ovéfime, «e posloupnosti (P) jsou feenimi, ponévadz
maji nenulové prvky pouze na pozicich n < p,.
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Nech, £, # 0 je kofen polynomu p s nasobnosti p,. Pak £, je kofenem
polynomu f,(§) = £"p(&) nasobnosti p,, pro ka«dé n € INy. Tudi«, p, — 1
derivaci f,, je rovno nule v bodé £ = &, tak«e

Zi:o a, &t =0, n € Ny,
Sk gau(n+ V)T =0, ne IV,

Zizoal,(n—l—l/)(n—l—l/—1)...(n—|—l/—pu+2) ZJFV*]D“H:O7 n € Ny,

Tzn., «e posloupnosti (P) jsou Feenimi soustavy (2.6.18).

Doka«me nyni, «e feeni (P) jsou linedrné nezavisla, co« je ekvivalentni
s tim, «e prislund matice M, jeji« fadky jsou tvofeny prvnimi k prvky
posloupnosti (P), je regularni. V n-tém sloupci této matice (n =0, ...,k —
1) se nachézeji prvky

& oner o nn—1)...(n—p +2)&

s € n(n = 1) (n = pp + 2)E 7P

Matice M je regularni, praveé kdy« jeji sloupce jsou linedrné nezavislé k-roz-
meérné vektory. Nech , tomu tak neni. Pak existuji takové koeficienty a,,
n=20,...,k—1 takové, «e Zi;10|an| >0a

k—1
k ;":0 angj; = 0,
Y oo Gn n{ﬁ_l =0,

Shshan n(n—1)...(n—p,+2)& " =0,

. k—1 . . . .o
co« znamena, «e polynom )"~ a,&" stupné < k—1 ma aspon m riznych
kofenti &1, ..., &, s nasobnostmi pq, ..., pm, CO« je spor, proto«e plati, «e

m
Zy:l Pu = k.
]

2.6.2 Nalezeni redlného fundamentdlniho systému

Uva«ujme rovnici

k
Z AyYn+v = 0
v=0

s redlnymi koeficienty o;. Charakteristicky polynom mé pak také redlné koefici-
enty a jeho kofeny jsou

51,...,€T€R
’Ylvﬂ;"'a’ysvﬁvec\ﬂ
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(vechny kofeny opakujeme tolikrat, kolik ¢&ini jejich nasobnost, tedy r + 2s =
k). Fundamentéalni systém ziskany z nai véty je tvofen posloupnostmi (vyplyva
z chovani aritmetickych operaci na C)

{yh o p=1...,r yr e R
{ﬁ}%o:o w=1,...,s
{zn )00 p=1,...,s #eC

Reélné posloupnosti z prvniho fadku mi«eme pievzit do naecho nového systému.
Jako zbylych 2s posloupnosti vezmeme

{Re zH}° {Im zH}>° w=1... s.

n=0» n=0>

Ze vztahti Re z = %(24—2), Im z = % (z—2) vidime snadno, «e nové posloupnosti
jsou linearnimi kombinacemi starych, jsou to tedy feeni. K dtkazu linedrni ne-
zévislosti si staci uvédomit, «e staré posloupnosti lze podobné jednodue vyjadrit

pomoci novych pou«itim vztaht z =Re z4+¢Im 2z, Z=Re z — ¢ Im 2.

Poznamka 16 Kniha [H] obsahuje kapitolu vénovanou soustavam diferenénich
rovnic. Je vidét, «e teorie soustav linearnich diferenc¢nich rovnic s konstantnimi
koeficienty se podobé teorii linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koe-
ficienty. Stejné tak existuje i metoda pro nalezeni partikularniho feeni nehomo-
genni soustavy pomoci fundamentalniho systému feeni pfisluné soustavy homo-
gennich rovnic. Tato metoda se podoba variaci konstant se nazyva Duhameliv
princip, blice viz [H].

2.7 Vicekrokové metody
Opét budeme hledat pfibli«né feeni tlohy

v = f(x,y), yla)=n (2.7.19)

v uzlech z,, = a + nh. Na rozdil od jednokrokovych metod budeme tentokrat
pocitat hodnoty pribli«ného feeni y, pomoci nékolika predchozich hodnot.

Priklad 7 V odstavci 2.2.3 jsme odvodili dvoukrokovou formuli

—Yn+2 + 4yn+1 - 3yn = 2hf(xn7 yn)

To nas vede k zobecnéni: obecnou k-krokovou metodou rozumime rekurentni
predpis typu

k k
Zauyn-i—l/ = hZﬁUfn-l-V? (2720)
v=0 v=0

kde f; = f(z;,y;), za podminek ay # 0 a |ag| + |Bo| > 0.
Pomoci pfedpisu (2.7.20) miieme pocitat hodnoty pfibli«ného feeni a« od
yx. Hodnoty yo(= 1), y1, - - ., Yk—1 se nazyvaji pocateéni podminky pro k-krokovou
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metodu. Hodnoty y1, . . ., yx—1 vypoc¢teme nékterou jednokrokovou metodou. Pod-
le zptisobu vypoctu je tfeba rozliit dva pripady.
V jednoduim pfipadé B = 0 mame

k k—1 k—1
Z QyYntv = h Z ﬂvfnJru =h Z ﬂuf(InJrl/v ynJrV)
v=0 v=0 v=0

k—1

1
Yn+k = Oé_k Z(hﬁufn-l-u - auyn+u)-
v=0

Proto«e lze hodnotu y,,+x pfimo vypocitat, mluvime o explicitni metodé. Hlavni
vyhodou téchto (napf. oproti jednokrokovym metoddm vyich fadd) je to, «e
ka«dou z hodnot f; sta¢i vypodcitat jednou (v dalich krocich u« si ji pamatu-
jeme). Na jednu hodnotu p¥ibli«ného feeni tak pfipada jedna vypoctena hodnota
funkce f.

Ve slo«itéjim pfipadé [ # 0 mame

k—1
k [
Yn+k = B_hf(InJrkvynJrk) + <&hf(xn+w ynJru) - _Uy"JrV) '
(6757 =0 Qe (677

Hodnotu y,+« tedy piimo nevypocteme, ale dostaneme pro ni pouze rovnici.
Mluvime o implicitni metodé. Nae rovnice (obecné nelinedrni) pro y, 1 je tvaru
Ynt+k = F(yntk), kterou feime iteraéni metodou: zvolime pocéateéni hodnotu
Yo, apro s > 0 pocitdme yfli}c = F(y; ;). Pokud f je L-lipschitzovska v y,
pak pro dostateéné malé h je F kontrakce (lipschitzovské zobrazeni s konstantou
meni ne« 1) a podle Banachovy véty o kontrakci je

Yntk = lim o
S§— 00

pro libovolnou pocateéni hodnotu yy ;.

Pro praktické pou«iti je vak tfeba odpovédét na dvé otazky: jak volit poca-
te¢ni hodnotu yg 4 & kolik iteraci provést. Pro volbu pocatecni hodnoty je nej-
jednodui vzit bud pifmo piedchozi hodnotu (y° +k = Yn+k—1) nebo extrapolovat
z predchozich dvou (y° 4k = 2Yntk—1—Yntk—2). Iteracni proces ukonéime, pokud
Yy h — yfliu < ¢, kde ¢ je predepsané piesnost.

Pocateéni aproximaci y° 11 lze také ziskat pomoci explicitni metody

k k—1
Z O‘:tyn-l—l/ =h Z ﬁ:fn-i-u-
v=0 v=0
Klademe tedy
k-1 k-1
1 . .
o=k (hz 5 o zy> | a721)
v=0 v=0
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Potom vypocteme nékolik aproximaci y;, ,, uva«ované implicitni metody a kla-
deme Ytk := Y - Nejjednodussi volba je m = 1:

k—1 k—1
Yn+k = (hﬁkf(xn-i—ku y2+k) + Z ﬁufn-i—z/ - Z auyn+y> /Oék. (2722)

v=0 v=0

Z rovnice (2.7.21) vypocteme yS ., dosadime do (2.7.22)) a vypocteme Y-
Tato metoda se nazyva metoda prediktor-korektor. Explicitni metoda (2.7.21) se
nazyva prediktorovd formule, implicitni metoda (2.7.22) je korektorovd formule.
Metody prediktor-korektor jsou nejefektivnéji vicekrokové metody. V ka«dém
kroku se pocitaji pouze dvé hodnoty funkce f.

Cviceni 10 Uva«ujme metodu danou néasledujicimi formulemi:

Ynt1 = Yn + I fn (prediktor)
Yntl = Yn + %h(fn + frt1) (korektor).

Zapite tuto metodu ve tvaru jednoho vzorce pro vypocet y,+1. Uka«te, «e vy-
sledkem je Rungeova-Kuttova metoda druhého fadu.

2.8 Neékteré vlastnosti obecnych vicekrokovych metod

Uva«ujme obecnou k-krokovou metodu

k k
Zauyn-i—l/ = hZBVf’ﬂ-FV? (2823)
v=0 v=0

kde ay # 0, |aol + |Bo] > 0, n = 0,1,... (pokud z,1r € [a,b]). Na zaddtku
vypoctu je tfeba urcit pocatecni podminky

Yo =141, Yk—1- (2824)

Ty se uréi pomoci vhodné jednokrokové metody, takze lze psat y, = 7,(h),
w=0,....,k—1.

Definice 12 Rekneme, «e k-krokova metoda (2.8.23) je konvergentni, jestli«e
pro feeni y : [a,b] — IR tlohy v’ = f(x,y), y(a) = n s libovolnou pravou stranou
f, kterad je spojitd v [a,b] X IR a lipschitzovskd vzhledem k y, a pro libovolné
1 plati nasledujici tvrzeni: jestlice y,, je pribli«né feeni ziskané pomoci metody
(2.8.23) s pocatecnimi podminkami (2.8.24) takovymi, «e hli%lJr Nu(h) = n, pro

w=0,1,..., k— 1, pak plati

Vi € [a,b] : hliI(rJl-i- yn = y(z).

L=

Definice 13 Rikame, «e metoda (2.8.23) je stabilni (podle Dahlquista), jestli«e
vechny kofeny polynomu p(£) = > @, jsou v absolutni hodnoté nejvye rovny
jedné a vechny kofeny, jejich« absolutni hodnota je rovna jedné, jsou jednoduché.
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Definice 14 Rekneme, «e metoda (2.8.23) je ¥ddu p > 0, jestli«e plati

k
Zozl, =0
v=0

a pro p > 0 navic

L b B!
Z o :Z(s—l)! (s=1,...,p).

v=0 v=0

M4-1i metoda (2.8.23) fad p > 1, fikdme, «e je konsistentni.
Véta 17 Ka«dd konvergentni metoda je stabilni.

Diikaz: Mé&jme konvergentni metodu (2.8.23). P¥ibli«né feeni y,, konverguje za
podminek uvedenych v definici k pfesnému feeni. Uvaujme tlohu ¢’ = 0, y(0) =
0: jeji pfesné Feeni je y(z) = 0 (tato tloha ur¢ité podminky spliiuje). Pak mame

> iy =0 n=01,... (2.8.25)

Yu = Nu(h) w=01,...,k—1

a za predpokladu 7, (h) — 0 pro h — 0+ vime, «e

Ve >0: lim y, =0.
h—0+

Tp=T

Vztah (2.8.25) je soustava linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi koefici-
enty a charakteristickym polynomem p(¢) = >~ a,&”. Nech & = re® (r > 0) je
kofen polynomu p: pak posloupnost {£"}52  je Feenim (2.8.25). Proto«e koefici-
enty oy, jsou redlné, vime z teorie, «e i {wy, }5; a {2z, }52 o, kde wy, = hr™ cosny
a z, = hr"sinny, jsou feeni (2.8.25). Jsou to tedy piibli«nd feeni vyhovujici
pocateénim podminkam

hr“cosugpﬂ»O, hr“sinmpmo, uw=0,....k—1.
Odtud plyne, «e pro ka«dé x > 0 plati:

lim z, = lim w, =0<= lim |z, +iw,| =0<= lim " =0+
h—0+ h—0+ h—0+ h—0+

Tp=1T Tp=T Tp=T Tp=T
I G,
—zlm —r"=0=|{|=r<1.
n—oo N

Nyni mé&jme kotfen & = re¥ nasobnosti alesponi dvé. Potom je {n&n=1}%
feenim (2.8.25). Stejné jako vye vidime, «e i z, a wy,, kde z, = nvhr™ cosnyp
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a w, = nVhr"sinng jsou feeni. Jsou to tedy pfiblina Feeni pro pocatecni
podminky

pN hrt cos pp — 0, pVhrtsinpp — 0 for h — 0+, p=0,...,k— 1.
Odtud stejnym zptisobem jako v prvni ¢asti dostaneme

Vz lim r"n =0+ |¢|=r < 1.

Véta 18 Je-li metoda (2.8.23) konvergenini, pak je také konsistentni, tj.

k k k
E a, =0, g QU = g 0Oy
v=0 v=0 v=0

Diikaz: Uvagujme ulohu ' = 0 v [0, b],b > 0, tentokrét s poc¢ateéni podminkou
y(0) = 1. Pro pfibli«né feeni opét plati (2.8.25), tj.

k
Zal,ymrv:() n=0,1,....
v=0

Pro libovolné h > 0 volme pocatecni podminky yo = y1 = ... = yr—1 = 1.
Zifejmé je splnéna podminka y, = n,(h) =1 — 1 pro h — 0+. Metoda (2.8.23)
je konvergentni, tedy
Vr>0: lim y, =1, (2.8.26)
h—0+

Tp=1T

pficem« limitu opét chapeme jako limitu pro n — oo, kde y, je hodnota pfi-
bli«ného feeni s krokem h = Z. Pocatecni podminky ani koeficienty rovnice
(2.8.25) nezavisi na kroku h, nezavisi na ném tedy ani p¥ibli«né feeni. Ze vztahu
(2.8.26)

lim y, =1= lim yp4, =1 v=0,...,k
n—oo n—oo
Provedeme-li tedy limitni pfechod v (2.8.25), dostaneme > a,, = 0.
Pro pro dikaz druhé podminky uva¢ujme tlohu y' = 1, y(0) = 0, jejim«
jednoznaénym Feenim je y(z) = x. Metoda (2.8.23) m& nyni tvar

k k
> ynie=hd» B,  n=01,... (2.8.27)
v=0 v=0

Pro pocateéni podminky vyzadujeme, aby y,, = n,(h) — 0 pro h — 0+, p =
0,1,...,k — 1. Hledejme feeni (2.8.27) ve tvaru y,, = Kz, = Khn. Po dosazeni
do (2.8.27) postupné dostaneme
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k k

KRy av(n+v)=hY_ B,

. v=0 . u:O
KhZa,ﬂL—i—KhZalW = hZﬂy,

v=0 v=0 v=0

k
KZQUV = Zﬁu.
v=0

Vime, «e Zi:o a, = 0, takZe p(1) = 0. Z predchézejici véty vyplyva, «e
¢ = 1 je jednoduchym kofenem polynomu p. Tudiz, p'(1) # 0, co« znamena,
ze Ei:o ayv # 0. Mikeme tedy posledni rovnost touto sumou vydélit, nacez
dostavame
k
Fo = 2av=0Pr
- .
ZVZO Qv

7 vyse uvedenych tivah plyne, Zze pro tuto hodnotu K je y,, = Kx,,, n=0,1,...,
feenim (2.8.27). Zvolime-li po¢ate¢ni podminky metody 7, (h) = Kuh — 0 pro
h — 0+, bude y,, = Kx,, pfibli«nym feenim, ziskanym metodou (2.8.23). Protoze
predpokladame, zZe je tato metoda konvergentni, mame pro ka«dé x

k k

. . x
hliIélern:y(x):x<:>KnlLrI;OnE:KI<:>K:1<:> goal,l/: goﬁy.
Tp=2 = =

O

Priklad 8 Metoda —ypn+2 + 4yYnt1 — 3Yyn = 2hf, neni stabilni, nebo , polynom
p(&) = —€2 4 4¢€ — 3 mé koteny 1 a 3.

Cviceni 11 Urcete fad této metody.

Priklad 9 Metoda y, 12 +4yn+1— 5Yn = h(4dfns1 + 2f,) ma sice ad 3, ale neni
stabilni.
Jak vidime, metody z ptikladt 8 a 9 nejsou pou«itelné.

Vyznam stability metody

Aplikujeme-li k Feeni obyéejnych diferencidlnich rovnic nestabilni metodu, zjis-
time, «e pro rostouci n hodnoty pribliného feeni osciluji okolo presného feeni
se zvétujicim se rozptylem.

Vyznam radu metody

Definice fadu metody nijak nenaznacuje, k ¢emu je tento pojem dobry. To vy-
plyne z nasledujici véty. Mé&jme obecnou k-krokovou metodu (2.8.23), y : [a, b] —
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IR bud ptesné feeni tlohy (2.1.1). Dosadme y(z,,) misto y,, v (2.8.23). Dostaneme

vztah
k

Z oy (Tntv) =h Z Buf (@ntvs y(Tntv)) + hon. (2.8.28)
v=0 v=0
Veli¢inu §,, nazveme lokdlni relativni diskretizacni chybou v bodé .
Véta 19 Nech, metoda (2.8.23) je 7ddu p a nech, pfesné feeni rovnice y' =
f(z,y) je tridy CP*1[a,b]. Pak ezistuji hg, K > 0 tak, «e |5,] < KhP pro vechna
n takovd, «e Ty, Tnik € [a,b] a pro vechna h < hg.

Diikaz: Zvolme hg > 0 tak, ze khy < b—a. Uvazujme intervaly [, Zn+.] C [a, ]
prov=0,....,kan=0,1,.... Z Taylorova vzorce plyne:

( n)

Y(@ntv) = y(xn +vh) = y(a,) + Z Y vh® 4+ Ry pi1, (2.8.29)

s=1
y(p+l)(xn7u)
(p+1)!
Proto«e y je Teeni rovnice, mame f(z,+4,,y(Tnt+v)) = ¥ (Tntr); opét poukijme
Tayloriv vzorec:

Ry py1 = pPHIpPTL = O(pP T, Tn,p € [Tn, Tnigo]-

Pz )
hf(Zntv, Y(Tnin)) = by (w, + vh) = Z y(s—i(l)?ys_lhs + Ry pt+1, (2.8.30)

s=1
(P+1) (3
~ oy (xnu)
Ry pt1 = —
Zbytky R, R jsou O(h*t1), protoce y®*+1) je spojita, a tedy v [a,b] omezena;
ozna¢me Y maximum jeji absolutni hodnoty. Vztahy (2.8.29) a (2.8.30) dosadime
do (2.8.28) a upravime:

hén = y(an) Za,j—i—Zhs (5) (Zau Zﬁu — )
+ Z auRu,p+1 - Z BVRV,;D+1'
v=0 v=0

Nyni z definice fddu metody a vyjadieni pro R, p41 a Rl,_pH plyne, ze

k (1) ( yPt(z
hén _ hp+1 (Z Qv +1y xn 1/ Zﬁy V))

v=0

VPRPTE = O(hPTY),  Fny € [Tn, Tngw).

Proto«e je ‘y(p“)‘ na [a, b] odhadnuta konstantou Y, dostdvame

p+1
16,] < YIP (Z |a”|y +y WV > — KhP

PIO Ty, Tpty € [a,b], h € (0, hg). O
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Shrnuti: Vyznam této véty je nasledujici: je-li metoda fadu p a je-li pfesné feeni
dostate¢né hladké, lokdlni relativni diskterizacni chyba d,, = O(hP). Bez dikazu
uvedme nasledujici fundamentalni vysledek:

Véta 20 Vicekrokovd metoda je konvergentni, prdave kdy« je stabilni a konsis-
tentnd.

Definujme nyni opét chybu metody (akumulovanou diskretiza¢ni chybu) v uzlu
Zn jako e, = yn, — y(zy,). Nésledujici véta dava odhad této chyby.

Vé&ta 21 Nech, y € CP*1([a,b]) je presnym Yeenim tilohy

v =fz,y) viabl, yla)=n,

kde f € C([a,b]) x IR) spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné
y konstantou L > 0 a nech, {Yn}qs,clap) Je priblicné Teeni vypoctené pomoct
vicekrokové stabilni metody rddu p > 1. Oznacme

§= ma)271 |y($#) - y,u| .

Pak existuji konstanty h1 > 0, N > 0, 9 > 0 takové, «e pro chybu metody
€n = Yn — y(l'n) platﬁ, odhad

len| < elin—a)d5 4 Ey(x, — a)th
Va, € [a,b], Vh e (0,h).
Uplny diikaz je uveden ve skriptech [1] véta 1.12.4. Zde se omezime na jednodui
ptipad tzv. silné stabilnich metod.
Definice 15 Vicekrokova metoda je silné stabilni, jestlice ma tvar

k

Ynih = Ynik1 =h Y Bufutw: (2.8.31)
v=0

To znamen4, «e polynom p ma pouze kofeny 0 a 1 a kofen 1 je jednonasobny.
Nyni doka«eme piredchozi vétu o odhadu chyby pro piipad silné stabilnich metod.
Diikaz: Pribli«né feeni spliiuje vztahy

k

Yn+k — Ynt+k—1 = h Z 6Vf(xn+1/7 yn—i-l/)u Tns Tn+k S [a7 b]
v=0

Pokud je metoda (2.8.31) fadu p a presné feeni je y € CP*1([a, b]), pak

k

y(InJrk) - y(InJrkfl) =h Z 6uf(xn+l/7 y(xn+1/)> + h5na T,y Tnt+k € [a, b]
v=0
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a

|0,] < NKP,  rmpokud ., Tn+k € [a,b], h € (0,ho).

Oznacime-li e,,+, = yn+v — y(Tnyr) chybu metody, z predchozich vztaht dosta-
neme

k
Cn+k — En4+k—1 — h Z 61/ {f(InJrl/a ynJrl/) - f(InJrllv y(xn+V))} - hén
v=0

Ponévad« funkce f spliiuje Lipschitzovu podminku, mame

k
lentkl < lentho1] + ALY |Bullents] + hln]

v=0
a tedy
k—2
lentk|(1=hLIBk]) < lentr|(1+hL|Br]) + ALY |Byllenss| + NAPHL.
v=0
Nech . h1 > 0 je takové, «e
- Ll 2 5.

Potom pro h € (0,hq) plati 1 — hL|Bx| > 1 — h1 L|Bk| > % Odtud plyne, ze

1

)
L—hL|B| ~
a
L+ hL|Bx—1| 1 —hL[Bk| + hL(|Bk| + |Br-1]
= <1+2hL _1]).
Tudi«,
k—1 3
eninl < lensiil +h Y Dulents] + 0, (28.32)
v=0
kde

U1 = 2L(|0k| + |Br_1]), 0, =2L|B,|, v=0,...,k — 2,9 = 2NRP*L.

Nyni pou«ijeme nasledujici vysledek.
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Lemma 3 Nech, u, >0 pron=0,..., K, 19,,20p7’0u:0,...,k—1,1§20,
5207h'>0; U(),...,’Ulk,1§5,
k—1

Untk < Untk—1 + D Z Vs + 0 (2.8.33)
v=0

pron=0,..., K — k anecht’ﬁzzlj;éﬁy. Pak

enhﬂ —1-
Uy, Se”hﬂ(S—l—iﬁh 9, n=0,...,K.
Dikaz:
1) Necht )
én1 =1 4+n9E+9, n=0,....K—1,
§o=29
Potom podle lemmatu 1
nhd __ 1 -
n < e S, =0,...,K.
5 >e€ 6+ 9h ) n Oa ’

2) Doka«me indukci, «e u, < &,,n=0,..., K. Madme
Uy -y U1 SO=8§ <& <SG K6 S
Nech, u; <& proj=0,...,n+k—1,n>0. Potom z (2.8.33) plyne, «e

Un+k < Up4k—1 hﬁk—lun-i-k—l +...+ h190un + 1§
k—1

= Un+tk—1+ h Z ﬁvunqu + 1§
v=0

< Epihor F MO bkt ..+ W&, + 0
k—1
=Gtk +h Y Dbnyy +9

v=0

k—1
< g1 (1 + th%) +9

v=0
= §n+k—1(1 + hﬁ) + 15 = §n+k'
3) Pouijeme-li vysledek z 1), dostaneme

enhﬂ -1

a7 ¢, n=0,..., K,

Uy, < & < ™8+

co« jsme chtéli dokazat.
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O
Nyni miZzeme pokracovat v dikazu véty tak, Ze budeme aplikovat lemma
na nerovnosti (2.8.32). Vzhledem k tomu, «e nh = z, —a a ¥ = NhPT! kde

N = 2N, snadno zjistime, «e

(In_a)ﬁ —

1 ~
NhPH! =
Oh

Jen| < elon=a?5 4.

=@ 4 By(x, —a)NhP, x, € [a,b].
0

Podobnym zptsobem lze odvodit odhad pro akumulovanou zaokrouhlovaci
chybu. Stejné jako u jednokrokovych metod budeme symbolem %, znacit pfi-
bli«né feeni pocitané se zaokrouhlovanim. Pak lze psat

k

Untk — Unth-1 = h Z 6uf($n+l/a gnJru) +En, Tn,Tntk € [a, b],
v=0

kde |en| < € pro zy, Tnyk € [a,b]. Piedpokladejme, «e g, = yu, 0 =0,...,k—1.
Pribli«né feeni pocitané presné bez zaokrouhlovani je dano predpisem

k

Yn+k — Yntk—-1 = h Z 5v,f(xn+l/7 yn+z/)a Tny Tntk € [CL, b]
v=0

Nyni lze aplikovat postup jako v dikazu predchozi véty, kde § = 0 a 9 = 2.
Dostaneme pak odhad akumulované zaokrouhlovaci chyby r, = ¢, —yn ve tvaru

|rn| < 2Ey(xn —a)—, xp € [a,b].

SRy

Tento odhad nam dava nejhori scéndr pro chovani chyby r,, v zavislosti na h.
Numerické experimenty bohu«el ukazuji, «e pro h — 0+ zaokrouhlovaci chyby
mohou rust tak, «e znehodnoti vypocet.

2.9 Odvozeni nékterych vicekrokovych metod
2.9.1 Interpolacni polynom a zpétné diference
Nech, J C R je interval, z : J — IR a nech, zg,...,z4 € J (¢ > 1) jsou
navzajem ruzné body. Pak existuje pravé jeden interpola¢ni polynom P takovy,
«e

a) stupenn P < g,

b) P(x;) =z = z(z;), 1=0,...,q.
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Polynom P lze napsat v Lagrangeové vyjadreni

P(LL') _ Z (;f_—xi(;) . (LL' — l‘i_l)(l' — $i+1) . (:v — LL'q) Z(,TZ)

. (Il — xi,l)(xi — Il’Jrl) N (Il — .Iq)

=0

Pokud h > 0ax; =x9g+ihproi=p,p—1,...,p—q, pak lze vyjadrit P pomoci
zpétnych diferenct funkce z, definovanych nasledujicim zpisobem:

V% =z (diference nultého fadu),

Vz =2 — 21 (diference prvniho fadu),

dale indukci
V2 =V(V' 1) (diference r-tého Fadu),
pokud maji vyrazy vpravo smysl. Plati:
V22 = (2 — zi—1) — (2i—1 — 2i—2) = 2; — 22i—1 + Zi—2.

Obecné lze dokéazat vztah

V"2 = Z(—l)’”(;)zi_m, r=20,1,...

Existuje i inverzni formule

. m r m
Zip = Z(—l) (m>V Zi, r=20,1,...

m=0

Lemma 4 Interpolacni polynom P k funkci z v bodech x; = xg + ih, kde @
nabyvd hodnot p,p —1,...,p — q, lze napsat ve tvaru

P(z) = Zq_: (—1)™ (;j) V™2, (2.9.34)

m=0

kde s = s(z) = (z — ) /h a
<—$) (=8)(=s—=1)...(=s —m+1).

m m!

Diikaz: Oznac¢me symbolem P vjraz na pravé strané vztahu (2.9.34). Je ziejmé,
ze P je polynom stupné < ¢q. Je-liz = z,_,, potom s = —r a (72) =0prom >r.
Pak podle inverzni formule

Pley) = 3 (1" (o)va= I ()7 =2
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2.9.2 Metody zalo«en€é na numerické integraci
Nech, 7 > 0. Je-li funkce y = y(z) pFesné feeni rovnice y' = f(z,y), potom

T+T

y(@ +7) — (@) = / fly(@)de,

x

pro Z,T+7 € [a,b]. Nyni nahradime funkci f(x,y(x)) interpola¢nim polynomem
majicim v uzlech z,, hodnoty f, = f(zn,yn), kde y, bylo vypoéteno nebo ma
byt pravé vypocteno. Za interpolac¢ni body vezméme body x,,zp—1,...,Zp—q-
Uva«ovany interpola¢ni polynom ma tvar

P(x) = mi_@(—l)’” (;) V' fp 8=k

«) Zvolme T = zp, 7 = h a aproximujme y(T) = yp, Y(T + T) = Yp+1,
f(z,y(z)) = P(z). Dostaneme formuli

Tpt1 4q
Yp+1 —Yp = / P(,T) dr=nh Z '7mvmfpu
& m=0

p

e[ () e [ (2)

P

kde

Takto ziskané metody se nazyvaji Adamsovy-Bashforthovy metody. Pro zvo-
lené ¢ dostaneme (g + 1)-krokovou metodu: k vypoétu y,4+1 poukividme hodnoty
fvap_q,...,Tp, jednd se tedy o metodu explicitni. Charakteristicky polynom
p(&) = €91 — €9 = ¢9(¢—1) m4 g-nasobny koien 0 a jednoduchy kofen 1, metody
jsou tedy silné stabilni. Vétinou maji tyto metody rad g + 1.

B) Polo«kme T = x,_1, 7 = h. Podobnym postupem jako vye dostaneme
schéma

Tp Tp P _
wmer= [ pwae= [T Sy (F) e, de -

P P—1 m=0

q
=h Yy V" fp,

m=0

kde 7, = % /: Zp (_jr(;r))dx — (- /01 <;j) ds.

P

V tomto piipadé dostavame implicitni ¢g-krokovou metodu. Tyto metody se na-
zyvaji Adamsovy-Moultonovy.
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Hodnoty zpétnych diferenci se pocitaji pomérné snadno, ale pfesto mii«eme
nae metody piepsat do tvaru, kdy misto hodnot V™ f,, pou«ivdme piimo hodnoty

fp—r podle vztahu
vy =310 (") o

p=0

Dostaneme pak napt. Adams-Bashforthovu metodu ve tvaru

Yp+1 — Yp = Z YV fp = h Z Tm Z(_l)p <7Z) fo—o=

m=0 m=0  p=0
= hZ:fpp ((—Upmf_j (’;‘)vm> .

2.9.3 Priklady nekterych metod

V nésledujici tabulce jsou uvedeny ptiklady nékterych metod, které takto dosta-
neme.

metoda

Ynt1 =Yn + hfn

Yn+2 = Yn+1 + %h(?’fn-l-l - fn)

Yn+3 = Ynt2 + %(23fn+2 —16fny1 + 5fn)
Yn+1 = Yn + hfnta

Yn+1l = Yn + %(fn-i-l + fn)

Yn+2 = Yn+1 + %(5fn+2 +8fnt1 — fn)

N W
N = = W N =
W N =W N RS

Metody prediktor-korektor

Budeme-li chtit vyu«it uvedené metody pro pou«iti v metodach prediktor-korek-
tor, je vyhodné vzit kombinace 1-7 a 2-8. Z teoretického rozboru toti« vyplyva,
«e v pripadé, kdy jako prediktor pou«ijeme metodu fadu o jedna meniho ne«
je tad korektoru, celkovid metoda bude mit stejny rad jako korektor. Dostaneme
tedy jednokrokovou metodu fadu 2 a dvoukrokovou metodu fadu 3.

2.10 Metoda siti pro feeni parcialnich diferencialnich rovnic

Uvedme na zévér jednoduchy priklad numerické aproximace parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic. Pfedstavme si pru«nou membranu, na okraji upevnénou,
na ni¢ pusobi kolmo né&jaké sila. Modelem bude oblast (tj. otevienad souvisld
mno«ina) Q C IR?, silu budeme reprezentovat hustotou jejitho rozlo«eni, tedy
funkei f : Q — IR a vychylku membrany hledanou funkci u : Q — IR. Za pied-
pokladu, «e jsme dosahli stabilniho stavu (a vychylka je mald) bude u spliiovat
rovnici

—Au=f

, kde A je takzvany Laplacetdv operdtor definovany vztahem
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Upevnéni na okrajich je vyjadfeno okrajovou podminkou

u|0Q =0

Reme uvazovanou tlohu piibli«né v p¥ipadé Q = (0,1) x (0, 1). Za tim téelem
provedeme diskretizaci této tilohy. V mno«iné € sestrojime si, tvorenou uzly
(xi,y;) kde x; = y; = ih a . Hodnoty u, f v uzlu (z;,y;) ozna¢me u;; a fi;.
Okrajovd podminka dava ug; = un; = u;0 = Ui, = 0. Parcidlni derivace
druhého fadu funkce u aproximujeme pomoci kone¢nych diferenci:

A% 1
@(Iuyg‘) N s (u(iz1,y5) — 2u(zi, y;) + u(wiy,y5))
R 1

8—y2(%yg‘) N g (u(@is yj—1) — 2u(ws, y5) + ulzi, yjv1))

Dosadime-li tuto diskretizaci do rovnice, dostaneme soustavu linearnich rovnic
tvaru
2
Ui 1 = Wil + AU = Uio1j = Uit1,j = h7fij.

Uspotadame-li nezndmé do jednoho sloupcového vektoruw = (U1 1, .., Ut n—1,U21,- -, Un—1n—1)"
a stejnym zplisobem pravé strany do vektoru f, dostaneme soustavu Au = f,
kde matici A lze psat rozdélenou na pole ve tvaru

BCOO...0 4 -10 0 ...0
CBCO...0 -14-10...0
A=|0CBC...0 | | 0-14-1...0
: : 0
0000...B 00 0 0...0

a C je —E, kde FE je jednotkovd matice. Matice A se skladd z (n — 1) x (n — 1)

tridiagondlni matice. Struktura této matice samozirejmeé zéavisi na ocislovani uzla.
Popsand technika se nazyva metoda siti nebo téz metoda konecnych diferenci .
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V této kapitole se vénujeme vykladu elementt konvexni analyzy v IR" a zaklad-
nim numerickym metoddm pro hleddni minima (lokdlniho minima) funkeci vice
proménnych. Na za¢atku uvedme dva piiklady.

Priklad 10 Proklddani krivek namérengmi daty: Mame zadany hodnoty z;, y;
(i =1,...,r,21 < ... < ). Hleddme funkci f = f(aq,...,an,z) zévislou
na koneéné mnoha parametrech ag,...,a, tak, aby jeji hodnoty v x; byly co
nejblice k y;. Pou«ijeme-li metodu nejmenich ¢tvercd, je tfeba minimalizovat

funkeci .

J(Oél, .. '7an) = Z(f(alu .- .,an,.’lfi) - yl)2
i=1

Priklad 11 Optimalizace tvaru radidtoru ustredniho topeni

Sna«ime se najit co nejvyhodnéji tvar prufezu «ebra. Tento tvar mtikeme re-
prezentovat uzavienou kiivkou okolo pocatku; proto«e chceme, aby tato kfivka
byla symetrickd, mticeme ji reprezentovat pomoci nezaporné funkce p : [0,b] —
[0,4+00). Nae kiivka pak vznikne doplnénim grafu této funkce o ¢asti soumérné
s nim sdru«ené podle pocatku a obou os. Rozlo«eni teploty T" bude spliovat
rovnici pro vedeni tepla ve tvaru3

d dT dp\?
e (p(x)£> =ai/l+ <£> -T

s okrajovymi podminkami T'(0) = Ty, T'(b) = Ty, kde a je konstanta zavisejici
na vlastnostech materidlu. Celkové mno«stvi tepla uvolnéného do okoli je

b
I= 2/ kTdz,
0

kde k je opét jakysi koeficient. Ukolem je najit funkci p takovou, aby hodnota
funkcionalu I(p) byla maximdlni, tedy aby hodnota F(p) = —I(p) byla mini-
malni. Piesnéji feceno, hleddme funkci p* € C[0, p] tak, aby

F(p*)= min F
(") Lomin (p)

a zaroven p(b) = 0, p(0) = K > 0 (K je zadano) a p > 0 na [0,b). Oznacime-li U
mno«inu vech takovych funkei (bez po«adavku minimality), hleddme minimum

3tento priklad mé pouze ilustrovat, jak se slo«it&ji prakticky problém pievadi na standardni
situaci hleddni minima funkce nékolika proménnych

41
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F na U. Takto formulovana tloha spada do odvétvi matematiky zvaného opti-
malni rizeni. Pro pou«iti numerickych metod se musime jeté omezit na néjakou
mno«inu U C U funkei uréenou koneéné mnoha parametry uq, ..., u,. Ka«dé
takové n-tici parametri pritadime funkci p € U, k té spocitame teplotu 7', hod-
noty I(p) a F(p) a polo«ime F(ui,...,u,) := F(p). Tim u« jsme tlohu prevedli
na problém minimalizace funkce F:R"— R.

V obou pfipadech jsme dospéli k tloze minimalizovat redlnou funkci n pro-
ménnych. Je vidét, «e tato tloha ma fadu praktickych aplikaci, a proto byly
vyvinuty rtizné algoritmy pro jeji feeni.

3.1 Zaklady konvexni analyzy

V této casti uvedeme nékteré zakladni pojmy a vysledky konvexni analyzy, které
se vyu«ivaji pfi numerickém hledéni extrémt. V dalim bude U podmno«ina IR™
a J zobrazeni U do IR.

Definice 16 Hodnotu J(@), @ € U nazveme (absolutnim, globalnim) minimem
funkce J na U, jestlice J(u) = J(@) plati pro vechna v € U. Bod @ nazyvame
bod minima, pieme J(@) = miny J nebo @ = argminy J.

Hodnotu J (@), 4 € U nazveme lokdlnim minimem funkce J, jestlice existuje
okoli V' (u) takové, «e J(u) je (globalnim) minimem na J na U NV (@). Bod @ se
pak nazyva bodem lokdlniho minima.

Véta 22 Bud U C IR"™ omezend, uzaviend mno«ina a J : U — IR spojitd
funkce. Potom J nabyvd na U minima.

Definice 17 Nech, U C IR" je neomezena mno«ina a J : U — IR. Rekneme, «e
funkce J je koercivni, jestli«e

| lﬁm J(u) = +o0.

uelU

Véta 23 Nech, U C IR"™ je neomezend, uzaviend mno«ina. Bud J : U — IR
spojitd a koercivni. Pak J nabyvd na U minima.
Diikaz: Nech a € U. Z podminky koercivity vyplyva, «e existuje takové R > 0,

«e
™

a€BO,R)NU #0, YueU\B(0,R): J(u)>J(a)+ T
kde B(0, R) oznacuje uzavienou kouli se stifedem v pocatku a polomérem R.
Oznac¢ime-li K = U N B(0, R), nabyva J na K podle minulé véty v n&jakém
bodé % minima. Pak je ale pro u € U \ B(0, R)

J(u) > J(a) + % > J(a) > J(a)

a hodnota J (%) je tedy minimem na celé mnozing U. O
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Oznaceni: Nech U C IR" je oteviend, J € C*(U). Pak pro ka«déu € U, p € IR"
existuje smérova derivace

7 g) = i T H00) = T0)

Jeji hodnota je rovna V.J(u) . ¢, kde

T
VJ(u) = grad J(u) = (g—i(u), e g—im))

je gradient funkce J.

Definice 18 Bud U C IR" konvexni mno«ina. Rekneme, «e J : U — IR je
konvexni funkce, jestlice

Ju+ 0w —u)) < J(u)+0(J(v) — J(u))
pro libovolné u,v € U, 6 € [0,1]. Rekneme, «e J je ryze konverni, jestlice pro
u # v, 6 € (0,1) plati ostrd nerovnost.

Véta 24 U C IR" bud oteviend konverni mno«ina, J € C*(U). Pak
(i) J je konvexni prdve tehdy, kdy« J(v) > J(u) + J'(u,v — u) pro kawdé
u,v € U;
(i) J je ryze konvexnt prdvé tehdy, kdy« J(v) > J(u) + J'(u,v — u) pro kawdé
u,v €U, u#v.

Diikaz: Nech je nejprve J konvexni na U. Tzn., ze je-li u,v € U, potom
Ju+0v—u)) < J(u)+6(J(v) — J(u)), Vo € (0,1).

Z toho plyne

J(v) — J(u) > 7 , Vo € (0,1).
Nyni uva«ujme ¢ — 04. Pak
J(v) = J(u) > lim Ju+ 6 —w)=Jw) _ J (u,v — u).

Dokazme opac¢nou implikaci. Nech , je pro ka«dé u,v € U splnéna podminka
J(v) > J(u) + J (u,v — u).
Z toho plyne, «e pro ka«dé 0 € [0, 1] plati

Jw) > Ju+0w—u))—J (u+0v—u),0(v—u)) =
=Ju+0w—-u))—0J(u+ 0w —u),v—u)
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J) > J(u+60v—u)+J(u+0v—u),(1-0)(v—u))=
=Ju+0w-—u)+1-0)J (u+0(v—u),v—u).
Pienasobenim prvniho vztahu ¢lenem (1 — 6) a druhého 6 a seétenim dostaneme
(1-6)J(u) 4+ 0J(v) > J(u+6(v—u)), Yu,v € U, V8 € [0,1].
Nyni budeme dokazovat druhé tvrzeni. Nejprve nech  je
J(v) > J(u) + J' (u,v — u), Vu,v € Uyu #v,0 € (0,1).

Stejnym postupem jako jsme pravé u«ili (uva«ujeme-li ostré nerovnosti) dosta-
neme, «e f je ryze konvexni.

Predpokladejme naopak, «e f je ryze konvexni. Tudi«, funkce f je rovné«
konvexni. Z definice ryzi konvexity funkce f vyplyvé, ze pro 6 € (0,1) a u,v €
U, u # v mame

Ju+0(v—u)) < J(u) +6(J(v) — J(u)).
Odtud a z tvrzeni (i) ihned plyne, «e

J(0) — J() > J(u+0(v—u))—J(u)

co« jsme chtéli dokazat. 0
Véta 25 U C IR" bud oteviend, J € C*(U).
(i) Je-li w € U bodem lokdlnitho minima, je J'(u,¢) = 0 pro ka«dé ¢ € IR™
(neboli VJ(u) =0).
(i) Je-li navic U konvexni, J konvexni, potom jsou ndsledujici tvrzeni ekviva-
lentni:
1) @ je bodem lokdlniho minima,
2) u je bodem minima,
3) VJ(u) =0.
(iii) Je-li navic J ryze konvexni, md J na U nejuge jeden bod minima.

Diikaz: Tvrzeni (i) je zndmé z matematické analyzy. Pro dikaz (ii) predpokls-
dejme, 7e U je konvexni, J € C*(U) a J je konvexni. Z toho vyplyva, ze
J(v) > J(u)+ J'(a,v—u) Yvel. (3.1.1)

Jestlive @ je bodem lokalniho minima, potom VJ(@) = 0 a J'(4,¢) = 0 pro
ka«dé ¢ € IR™. Odtud a z (3.1.1) plyne, ze J(v) > J(u) pro v8echna v € U.
Tudiz,
u = argmin J.
U

Naopak, pokud VJ (@) = 0, pak podle pfedchoziho je & bodem minima.
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Pro dikaz tvrzeni (iii) pfedpokladejme, «e J je ryze konvexni a mé v U dva
body minima wu; # us. Potom ale z ryzi konvexity plyne, «e

J(UQ) > J(Ul) + J/(ul, Uy — ul),
pridem« J'(u1,us —uq) = 0, proto«e u; je bod minima. To je ovem spor. [

Definice 19 Pokud VJ(u) = 0, potom bod u nazgvdme staciondrnim bodem
funkce J.

Nech, U C IR" je oteviena mnoZina a nech, J € C?(U). Pak m4 J totalni
diferencial druhého fadu v libovolném bodé u € U a smérové derivace druhého
fadu J” (u, p, ) = T J" (u) ve smérech p, 1) € IR™, kde

0%J "
7w = (o)
8ui8Uj ij=1

je Hessova matice (kterd je symetrickd). Pokud w,v € U a tsecka s krajnimi
body u, v le«i celd v mno«iné U, potom plati Taylortv vzorec ve tvaru

J() = J(u)+ J (u,v —u) + %J”(u—i—@(v —u),v— U, v —u)

pro néjaké 6 € [0, 1]. Pou«itim tohoto vzorce lze dokdzat nasledujici vétu:

Véta 26 Nech, J: R" — IR, J € C? anech, existujea > 0 tak, «e J" (u, p, ©) >
all¢l||? pro viechna u, ¢ € IR™. Potom J je koercivni a ryze konverni na IR™.

Dikaz: Nejprve doka«eme koercivitu. Z Taylorova vzorce plyne, «e pro ka«dé
u € IR"™ existuje 0 € [0,1] takové, Ze

1
J(u) = J(0) + J'(0,u) + §J”(9u,u7u).
Vezmeme-li v avahu, ze
7'(0,u)| = [VJ(0) - uf < [[VI(O)]| [|uf
a ze podle predpokladi véty je
57" O, ) > 5l
2 ) ) - 2 )
ihned zjistime, ze
«@ .
J(u) 2 J(0) = VIO Jull + Fllull* — oo if [Jul] — oo.

Tim jsme dokézali koercivitu.
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Zbyva dokazat ryzi konvexitu. Necht u,v € IR™, u # v. Opét u«ijeme Tay-
loruv vzorec. Existuje 6 € [0, 1] takové, ze

J(v) = J(U)"FJI(U,U—U)—F%J”(u—i—@(v—u),v—um—u) >

1
> J(u) + J'(u,v —u) + 504”1) —ul* >
> J(u) + J'(u,v — u),

¢im« je dikaz hotov. 0

Dusledek 27 Funkce J spliujici predpoklady véty 26 md prdavé jedno minimum
v IR™.

3.2 Numerické metody hledani minima

V této casti se vénujeme iteracnim procestim, které predstavuji numerické mini-
malizacni algoritmy.

Nech, J : R" — IR a je d4n pocateéni bod u® € IR™. Piedpokladejme, «e
jsme ji« ur¢ili u* € IR™ pro néjaké k > 0. Pak polozime

k+1

uFH = b 4 ppeh,

kde k > 0, o* € IR", pr > 0. Vektor ¢* nazjvame smér spddu, py, uréuje vzda-
lenost — délku kroku ve sméru oF. Pro praktické pou«iti je potfeba zodpovédét
dvé zakladni otézky:

1) jak volit smér spadu ¢y,
2) jak volit velikosti kroku.

Smér spadu * volime tak, aby J(u**1) < J(uk) pro vhodné p > 0 (napf.
dostatecné malé). Smér spadu ¥ miizeme zvolit napf. tak, Ze

J (uk, k) = V() - " < 0. (3.2.2)

Véta 28 Nech, je J € C*(IR") a plati (3.2.2). Potom existuje po > 0 takové,
ce J(uktty < J(u¥), pokud py € (0, po).

Driikaz: 7 Taylorova vzorce plyne, ze

1
J(WFT) = J(uF) + pd’ (W, %) + gpiJ”(B, oF, o),

kde f3 lezi na tisecce mezi body u* a u* + pre*. Nech, R > 0. Potom existuje
M > 0 tak, ze

1T (B, 0", M) <M, VB=uF+pp*, pe0,R]

Odtud plyne, «e existuje dostatecné malé py > 0 takové, «e
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1 1
J/(ukv <Pk) + §pk']//(67 wka @k) S J/(ukv <Pk) + §pM

1. _
< (kM) + 5p0M <0 ¥p € (0, fo)-

Tudi« pro pi € (0, fp) méme
1
J (@) = J(W*) + pi <J’(uk, o)+ 50" (B, wk,wk)) < J(u).

O

P¥iklad 12 Metoda nejvétiho spddu. Tuto metodu dostaneme, jestlice o* defi-
nujeme jako smér nejvétiho spadu, tj.

oF = —VJ(u").
Pokud V.J(u*) # 0, potom
J (uF, o) = =V I - VI@Wh) = —|VJI@F)|? < 0.
V dalim uvedeme a budeme analyzovat dva typy metody nejvétiho spadu.

Algoritmus I - metoda nejvétiho spddu s konstantnim krokem

Nech  je dano: u® € R™, M > 1celé,e >0,p>0.Prok =0,1,..., M provedte:
1) Polozte uf*tt = u* — pV.J(uF)
2) Jestlice |VJ(u¥)|| < ¢, jdéte na 3.
3) Stop.

Algoritmus II - metoda nejvétiho spdadu s optimdlnim krokem
Nech , je ddno: ug € R™, M > 1 celé, e > 0. Pro k =0,1,..., M provedte:
1) Polozte o* = —VJ(u*).
2) Vypoététe pj, = argmin,~q J(u* + ppk)
3) Polozte uF+! = uk 4 pjF
4) Je-li |VJ(ub)|| < e, pak jdéte na 5.
5) Stop.

Pokud v pfedchozich algoritmech zvolime M = oo, € = 0, dostaneme neko-
necné itera¢ni procesy. V dalim se budeme zabyvat analjzou konvergence téchto
itera¢nich procest, tj. konvergence posloupnosti {u*}2° pro k — oo k bodu
minima nebo lokalniho minima nebo ke staciondrnimu bodu.

V praktickych vypoctech nelze samoziejmé realizovat tento nekonecény itera-
¢ni proces. Vypocet ukon¢ime, pokud je pocet vypoctenych iteraci urcéeny ¢islem
M dostateéné velky nebo je splnéna podminka ||V.J(u*)|| < ¢, kde dostate¢ns
malé e zarucuje, «e je pribli«né splnéna podminka stacionarniho bodu funkce J.
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Véta 29 Necht J € C?(R™) a necht existuji konstanty X\, A > 0 takové, Ze
Mlell? < T J"(w) o < Allpl* Yu, p € R (3.2.3)

Zvolme p = HLA Pak; posloupnost {u*}$2 , dand algoritmem I s M = oo ac =0
konverguje k jednoznacneému reseni ulohy

J(u) = min J(u) (3.2.4)
a k
Huk—EH < HUO_EH (H) , k= 1,2,... (325)

Diikaz: 7 ptedpokladi, ze J € C2(R™) a (3.2.3) plyne, ze funkce J je spojit4,
ryze konvexni a koercivni. Tudiz, existuje pravé jeden bod W = argming.J a
VJ(u) = 0. Podle algoritmu I,

[+t —a) = [t — pVI(F) + pV T (@) 7). (3.2.6)

Zabyvejme se vyrazem V.J(u*) — V.J (7). Definujme vektorovou funkci f(t) =
VJ(u+t(u*—a)), t € [0,1]. Jeji derivace ma tvar f'(t) = J" (u+t(u*—7)) (u*—7).
Mizeme psat

1
VJ(uF) —VJ@) = f(1) - f(0) = /0 fl(t)dt (3.2.7)
1

:/ J" (@ + t(u* — 7)) (u* —7a) dt.

0
Odtud a z (3.2.6) plyne, ze

1
Jub+! — 7)) < Hz—p/ J" (@ + t(u® —ﬂ))dtH lub — ], (3.2.8)
0

kde I je jednotkova matice. Je ziejmé, Ze I —p fol J" (T+t(uF—7)) dt je symetricka
matice typu n X n.

V dalsim budeme potiebovat dva dilezité vysledky.

Lemma 5 Pro symetrickou redlnou matici A plati:

[A[l = o (A), (3.2.9)
kde ||A|| je norma matice A indukovand eukleidovskou normou || - || v R™:
Au
4= sup 1201
0Fu€eER™ ”u”

a o(A) je spektrding polomér matice A:

o(A) = max [A].
AESP(A)

Zde Sp(A) = {\; A = vlastni ¢islo matice A} znaci spektrum matice A.
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Diikaz:  Necht Sp(A) = {A1,..., \n}, kde [M\] < |A2| < -+ < |An]. Ponévadz
A je symetrickd matice, je SpA C R. Je zndmo z algebry, ze v R™ existuje
ortonormalni baze ¢1,...,p, tvofend vlastnimi vektory matice A k vlastnim
Cislim Aq, ..., n Apy = N, i =1,... . n.

Jestlize u € R™, u # 0, pak existuji ¢; € R takové, ze u = Y .-, c;p;. Déle
snadno zjistime, ze

n n
Aull? S, A2%e?
Au:g Xicip;  a ||u||L = ile ;21 g)\i.
i=1

i=1 "1

Odtud plyne, ze ||A|| < |[\n] = o(A). Zvolime-li v = ¢, pak dostaneme o(A) =
[An] = lApn] < [|A]l. Tudiz o(A) = [|A]. O

Lemma 6 Necht
0" Ap| < allg|® Ve eR™ (3.2.10)

Pak
A <a VAXeSpA). (3.2.11)

Diikaz:  Je-li X € Sp(A), pak existuje ¢ € R™, ¢ # 0 takové, ze Ap = Ap. Tudiz,
e Ap = Ngll* a tedy

IALel® = [T Apl < alle]®.
Odtud plyne (3.2.11). O

Nyni budeme pokracovat v diikazu véty 29. Z lemmatu 5 plyne, zZe

1 1
HI - p/ J" (@ A+ t(u — 7)) dt ‘ =0 (I — p/ J"(u+ t(uk“))dt> .
0 0
Z (3.2.3) plyne, Ze pro kazdé ¢ € R™ a kazdé ¢ € [0, 1] mame

(1= pA) ol < " (I = pJ" @+ t(uF —1))) ¢ < (1= pA) [|¢l>.

Integraci dostaneme

1
(1= pA) gl < o (I— ”/o T+t —a))dt) o< (- pN)[lgl?
a tedy
1
o (10 [ @ —mar) of <alel?,
0

kde
¢:= max (]1 - pAl, [1 - pA]).

Polozime-li p = /\_%A, dostaneme ¢ = (A —X)/(A+A) < 1. Z lemmat 5 a 6 plyne,
ze

HI - p/ol J" (@ + t(uf — a))dtH =0 (I — p/1 J" (T + t(ukﬂ))dt> <q.

0
Odtud a z (3.2.8) ihned dostaneme (3.2.5). O
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Nevyhodou algoritmu I je, ze pozadavek (3.2.3), ktery zarucuje konvergenci,
vyzaduje znalost ¢isel A\, A. Ovéfeni podminky (3.2.3) je v praxi ale obvykle
znacné obtizné, ne-li nemozné. Proto je casto pouzivan algoritmus /1.

Véta 30 Necht v algoritmu II je M = oo a € = 0. Ddle predpoklddejme, Ze
J € CL(R™) a VJ spliiuje lokdlné Lipschitzovu podminku v R™. Pak kazdy hro-
madny bod i € R™ posloupnosti {u™}2>_, vypoctené pomoct algoritmu I splriuje
podminku

V.J (i) = 0. (3.2.12)
Dikaz: Necht existuje podposloupnost {u}°, takova, ze
u™ — 4 €R"™ proi— oo. (3.2.13)

Z konstrukece posloupnosti {u™}2°_ plyne, Ze posloupnost {J(u™)}>°_, je ne-
rostouci. Tudiz, protoze m;11 > m; + 1, mame

J (W) = J () < J (u™) = T (u™). (3.2.14)
Prvek u™t! je vypocten z u™ podle algoritmu 2, podle kterého plati
J (u™t) = J (™) < J (W™ 4 pe™) — J (W™) Yp > 0. (3.2.15)
Z véty o stiedni hodnoté plyne existence 6, € [0, 1] takového, ze

J (W™ ™) = T (™) (3.2.16)
= —pVJ (U™ = 0,pVJ (u™)) - V.J (™).

Ze spojitosti VJ a pfedpokladu, ze u™ — @ pro ¢ — oo plyne, zZe
M = -VJ(@u™) — —-VJ(G4) proi— oco. (3.2.17)
Dale dokéazeme, ze existuji i** > 0 celé a p > 0 tak, ze
pVJ (u™ — 0pVJ (u™)) - VJ (u™) (3.2.18)

> BIva@l? vi> i, voe o]

Za tim ucelem zvolme okoli O.(@) o poloméru € > 0. V dusledku (3.2.13) a
(3.2.17) existuji i* > 0 celé a p > 0 takové, ze
™, ™ — 0pVJ () € O(a) Vi>i*, Vpe(0,p), VOE[0,1]. (3.2.19)

Déle je zfejmé, ze existuje konstanta K > 0 tak, ze

IVJ(x) = VIl < Kllz —yll Vz,ye O(a). (3.2.20)
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Odtud a z (3.2.19) vidime, ze

VT (u™ = 6pVJ(u™)) — VJ(u™)]| (3.2.21)
< pK||[VJ(u™)| Vi>i*, Vpe(0,p), VO €[0,1].
V dtisledku této nerovnosti plati:
pVJ (u™ = 0pVJ (u™)) - VJ (u™) (3.2.22)
— p||VI (™) ||? 4+ pVT (™) - (VT (w™ = 0pVT (u™)) — VT (u™))
> p||[VI(™)|]? (1-pK) Vi>i*, Vpe(0,p), V0 e0,1].

Z (3.2.17) plyne, Ze existuje i** > i* takové, Ze

[VIW™)|)* > = [VI@)|° Vi> i (3.2.23)

N =

Nyni zvolme p € (0, p) tak malé, ze (1 — pK) > 1. Pak

1 . 1 .
SR IVI@I (1= pK) = 30|V I@)*.

Odtud, z (3.2.22) a (3.2.23) dostaneme ihned (3.2.18).

Nyni jiz miZzeme dokoncit ditkaz véty. Shrneme-li (3.2.14), (3.2.15), (3.2.16)

a (3.2.18), vidime, ze existuji i** > 0 a p > 0 takové, Ze pro vSechna i > ** plati
odhad 1

J (um™i) — J (u™) < —Zp||VJ(ﬁ)||2 <0. (3.2.24)

Z (3.2.13) a spojitosti funkce J plyne, Ze
J (umit) — J (™) — 0 pro i — oo.
takze ||VJ (@) = 0, coz jsme chtéli dokéazat. O

Dusledek. Splnuje-li J predpoklady véty 30 a J je koercivni, pak z posloupnosti
{um™}°_, lze vybrat podposloupnost konvergentni k néjakému 4 € R™ a tudiz
VJ(i) = 0. Potom @ je bodem lokdlniho minima nebo tzv. sedlovym bodem.
Je ale nepravdépodobné, ze bychom pii praktické realizaci dostali konvergenci k
sedlovému bodu.

Jestlize J spliiuje prdpoklady véty 30 a J je koercivni a ryze konvexni, pak
u™ — 1 € R™ pro m — oo a @ je jedingm bodem minima funkce J.
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