1. Nerovnosti

Resit nerovnost znamena najit mnozinu M vSech (koneénych redlnych) &isel,
ktera tuto nerovnost spliuji. Jak lze v jednoduchych piipadech mnozinu M znazor-
nit na ciselné ose, ukazuje obrazek na této strance dole.

Priklad 1.1. Roziesme nerovnost f(z) > 0, kde

(x4 1)(z —1)(z — 2)*(z — 3) .

(1) f(z) =

Zlomek vpravo mé smysl, pravé kdyz je x # 0, a je souc¢inem vyrazu 1/x = z~*
a faktort v Citateli. Pro z # 0 je f(z) > 0, pravé kdyz se bud jeden z faktort
v Citateli rovna nule, nebo kdyZz je pocet zapornych faktort sudy. Ze znamének
jednotlivych faktortt mizeme utvorit takovouto tabulku:

(=00, —1) (=1,0) 0 (0,1) (1,2) 2 (2,3) (3,4)

1 <0 <0 — >0 >0 >0 >0 >0
z+1 <0 >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0
r—1 <0 <0 <0 <0 >0 >0 >0 >0
(x —2)? >0 >0 >0 >0 >0 =0 >0 >0
r—3 <0 <0 <0 <0 <0 <0 <0 >0

Interval nebo ¢islo (v prvni fadce tabulky) patii do mnoziny {x € R; f(x) > 0},
pravé kdyz v ptislusném sloupci neni vodorovnd linka — (kterd znamen4, Ze faktor
neni definovén), a je v ném bud = 0, nebo sudy pocet symbolt < 0, < 0. Zfejmé je

(2) {z eR; f(z) > 0} = (—o00, 1) U (0,1) U {2} U (3, +00),

¢imz je dand nerovnost vyfeSena. Na Ciselné ose vyznacime mnozinu vsech jejich
feseni napt. takto:

\ \ P y4
7 1\ 7 <
-1 0 1 2 3
Znaky <“, ,>“ resp. ,(“, ,)“ znamenaji, Ze pFislusny krajni bod k intervalu

pat¥i resp. nepatii. Izolovany bod mnoziny (2) je vyznac¢en malym ¢ernym koleckem.
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Cviceni

Reste nasledujici nerovnosti a vysledné mnoziny feseni vyznacte na &iselné ose.

1.01.

1.03.

1.05.

1.07.

1.09.

1.11.

1.13.

1.15.

1.17.

1.19.

1.21.

1.23.

1.25.

1.27.

1.29.

1.31.

|z| < |z 41|
|z — 1] < |22 — 5|

|t —2]—xz>1

r—1

<
r+1~
r—3

< 1
x—1_|x+ |

r+1<2’+T7x+6
|22 — 22 -3| <5 -z
|z +1|>2> + 7 +6
r+1>|2% 44z + 3|
Ve+l-vVz—-1>1
Va2 422 +3> |z +1|
2 < V22 +1
mﬁx—i—l

sinx < cosx

2sinz <
Ccos ¥

sinz < 2cos’x — 1

1.02.

1.04.

1.06.

1.08.

1.10.

1.12.

1.14.

1.16.

1.18.

1.20.

1.22,

1.24.

1.26.

1.28.

1.30.

1.32.

|z +3] <[z —1]
lz+4|—|z+1| <=z

1

- <|z+2|

T

:C—2<x+1

r+4 " -3
T+ 2

z—3

2?2 <|x? — 22 — 3]

x <

|z —|z+1|| <22

|22 4+ 62 — 7| < |2% — 5z — 7|
2 —2x+3
22442 +5

Vei—-14++V11—-z>3

Va2 + 25 -3 < |z+1]
(22 — 1) (22 +4) < 22

ngc—l

sin2zx < cosx

<1-2x

tgx > cotgx

|tgx+1| <[ tgx — 1]

Casto je t¥eba najit mnozinu viech ¢isel spliiujicich dvé nebo vice nerovnosti, po
pripadé vytesit nerovnost(i) s jednim nebo vice parametry.

Priklad 1.2. Jsou-li z a xzp dva body z R, je |x — x| jejich vzdélenost na ¢iselné
ose. Pro kazdé 6 € Ry je tedy

|z —x0| <0 & x € (xg—0,20+06),
|x — 29| >0 & x € (—00,29 — ) U (g + 0, +00).
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Kromé toho je
O<|z—20|<d < xe(xo—0x0)U (x0,20+9).

Priklad 1.3. Rozfesme nerovnost
(3) f(z) = az® +br+c >0,

kde a, b, ¢ jsou libovolné (redlné) parametry.

Ozna¢me M mnozinu vsech FeSeni a rozeznavejme tyto situace:

1. a = b = ¢ = 0; pak nerovnost (3) neplati pro zadné x € R, tj. M = (.

2.a=b=0+#c;pakje M =Rproc>0a M =0 proc<0.

3. a = 0 # b; pak se nerovnost (3) redukuje na nerovnost bz + ¢ > 0, kterd je
ekvivalentni s nerovnosti © > —c/b (tj. s rovnosti M = (—¢/b, +0)) v pfipads, ze
b € Ry, a s nerovnosti © < —c¢/b (tj. s rovnosti M = (—o0, —¢/b)) v piipadé, ze
beR_.

4. a # 0; ozna¢me D := b® — 4ac a vyfesme oddélend tyto dva p¥ipady:

4a. D > 0; pak je

~b-vD _ _ —b+VD

(4a) f(x) =alx —x1)(x — x2), kde 1 := 5 <9 5

jsou kofeny rovnice f(z) = 0. Znaménko polynomu f(z) zavisi na tom, zdali pocet
zépornych faktort v rozkladu (4a) je sudy, nebo lichy.

Pii a > 0 je proto f(z) > 0, pravé kdyz je bud x < z; (tedy i < x2), nebo
x> o (tedy i > x1); to znamend, Ze

b P2 _ 3
(5) M= (—oo, b — Vb2 — dac ) U( b+\/2b 4ac, —l—oo).
a

2a

Pii a < 0 je f(z) > 0, pravé kdyz je 1 < © < za (protoze nemize byt © <
a zéroveil £ > x2); tomu odpovidd mnozina

—b—Vb2 —4ac —b+ Vb2 —4ac )
2a ’ 2a '

(5b) M:(

4b. D < 0; nyni je

» s =l(e+ 2+ (2]

4a?

pri¢emz vyraz [...] je zfejmé kladny pro vSechna x € R. Z toho plyne, Ze pii a > 0
resp. a < 0 je M =R resp. M = ().

15



Cviceni

Reste nasledujici nerovnosti a vysledné mnoziny feseni vyznacte na ¢iselné ose.

1.33.
1.35.

I<|z+3]<3—-x
1<]10-2% <6

134, —4<a2>—2-6<5
1.36. 2z < |2? — 5| < 4a

Reste nasledujici nerovnosti s redlnymi parametry a, b a vysledné mnoziny feseni
vyznacte na ¢iselné ose.

1.37.
1.39.

[14+ax]| < 2
lax+b| < b

Reseni

1.01.

1.02.

1.03.

1.04.

1.05.

1.06.

1.07.

1.08.

1.09.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

oo,—%(\/ﬁ-l— 1)) U (1,+00)
—00,3)U (3,2+V6)

—00,=5)U (—1,400)

1.38. |a(z? - 1)| <1
1.40. |ax® —b|<a

—00, =3 YU (1 -V7), 11+ V7))

(
(
(3(1=V33),1) U (2,3(1+33))
(
(
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1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

(—11,-2)u(0,2)

{-1}
(—o0.~3(VIB+3)) U (- 1,3 (V3 -3)
(1.3)

(1,11)

R

(=00, =3) U (1, +00)

|| <4/ 3(V5+1)=1.2720

1< |z] < 2v3=1.1547

x> -1
z< -1

U @k - m @k + H)

kO ((2k = 3)m, 2k + $)m) U ((2k + 3)m, 2k + 2)7))

keZ

U ({@k = H)m}u (k- 3)m, 2k + $)7))

keZ

U (k=D kr) U ((k+ Dm, (k+ 3)7))

keZ

U (@k = Dm, 2k + 1)m)

kel

U (3(2k — )7, k)

kel

(—o0,—4)U(-2,0)

(1(1-3V5),-1)U (2,21 +3V5))
(—4,—V11)U(-3,-2)U(2,3) U(V1L,4)
(1, \/6—1) (V6+1,5)

proa=0: R;

pro a # 0 : otevieny interval s krajnimi body — 3/a,1/a
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1.38. proa=0: R;

jelio<la] <1: (=A,A), kde A:=+/1+1/|al;

je-li |a| >1: (—A,—B)U (B, A), kde B:=+/1—-1/]a]
1.39. prob<0: 0;

je-lib>0=a: R;

je-lib=0+#a: {0};

je-lib > 0+# a : uzavieny interval s krajnimi body — 2b/a, 0
1.40. proa<0: 0;

jelia>0, a+b<0: 0;

jelia>0,a+b>0,b<a: (=C,C), kde C:=+/bJa+1;

jellib>a>0,a+b>0: (-C,—D)U(D,C), kde D :=+/b/a—1
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