2. Indukce

Dokazat platnost nekoneéné posloupnosti {V(n)}52 ; vyrokt V(n) umoziuje tzv.
indukce (podrobnéji: tplna nebo matematicka indukce):

Véta 2.1. Necht plati vyrok V(1) a necht pro kazdé n € N plyne z platnosti
vyroku V (n) platnost vyroku V(n + 1).
Pak vyrok V(n) plati pro kazdé n € N.

Poznamka 2.1. Véta 2.1, nazyvana téz princip indukce, je ekvivalentni s timto
tvrzenim:

Véta 2.1*. Necht plati vyrok V(1) a necht pro kazdé n € N plyne z platnosti
vyroki V (1), ...,V (n) platnost vyroku V(n + 1).
Pak vyrok V(n) plati pro kazdé n € N.

Dale: V obou vyslovenych vétach lze mnozinu N nahradit mnoZinou tvaru
(1) N(N):={neZ;n>N}, kde NcZ.

Pfedpoklddédme pak, Ze 1) plati vyrok V(N) a ze 2) pro kazdé celé ¢islo n > N
plyne z platnosti vyroku V' (n) (nebo : z platnosti vyroka V(N), ..., V(n)) platnost
vyroku V(n+1). Za pfedpokladii 1) a 2) plati vyrok V(n) pro kazdé celé ¢islon > N.

Priklad 2.1. DokaZzme binomickou vétu: Pro kazda tii ¢islan e N, a e C, be C
plati identita

2) (a+b)" :zn: (Z)akbn*k.
k=0

D @ k a z. Protoze rovnost (2) je pro n = 1 zfejma, zbyva dokdzat, ze kdyz
rovnost (2) plati pro n&jaké n € N, plati analogickd rovnost i pro n + 1. Uzijme (2)
a prepisme identitu (a + b)" ™ = (a + b) - (a + b)"™ ve tvaru
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tj. ze opravdu plati analogie vzorce (2) pro n + 1.

Tim je binomicka véta dokazana.

Cviceni
Dokazte indukei tato tvrzeni:
201 neN= > k=3n(n+1)

k=1

n 1_qn+1
2.02. neN, 1#qeC = ) q’@:li
—dq

k=0

203. neN= > K =1in(n+1)2n+1)

k=1
204. neN = > K =1in’(n+1)
k=1
205. neN= > k(k+1)=3in(n+1)(n+2)
k=1
2.06. neN = > k(k+1)(k+2)=1in(n+1)(n+2)(n+3)
k=1
207. neN= > k-kl=mn+1)!-1
k=1
- 1 n
2.08. -
08. nel = ; 2k—1)(2k+1) 2n+1
200. n>0= > 2F=2""1-1
k=0
210. neN, z> -1 = (1+2)" >1+nz (Bernoulliho nerovnost)

211 neN, 1#2eC= Y kb= 2 (1_5” —n:cn>
k=1

1—2
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212. neN, aeR = (cosa+isina)” = cosna + isinna (Moivriv vzorec)

n
. 11 1
213. neN, aeR = Z sin ka - sin 50 = sin 5na - sin 5(n + 1)«
k=1
n

214. neN, aeR = Z coska - sin o = sin ina - cos 3(n + 1)a

\/2 + \/2 +---4+1/2++V3 (n odmocnin)

2.15. neN = cos

2.16. neN:>sm \/2—\/2+ \/§ (n odmocnin)
217. neN, zeC = (1—2)1_[(1—1-22]6):1—22n+1
k=0
218. neN 1<k<n= () (,")=("T")
. k k-1 k

— 1
219. neN = > - <2/n

2.20. n>1:2i>\/ﬁ

k:l\/E
"1 n-1
2.21. 1 — <=
n > ékzzzk2<n+l

222, n>4 = 2" >n?
223. neN= — 2> o

2.24. n>2 = (n)?>n"

2.25. neN = (2") >

n

1

+
226. neN, 1<k<n= (1+%)k<1+§+(%)2

2"
2.27. Z

k=1

?rlv—~
wls

2.28. neN = 10" —1 je délitelné ¢islem 9
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2.29.
2.30.
2.31.
2.32.
2.33.

2.34.

2.35.
2.36.

2.37.

neN = 10" —4 je délitelné ¢islem 6
neN=n*+n+1)>+n+2)> je ddlitelné ¢islem 9
neN = 4"+ 15n—1 je délitelné ¢islem 9

neN = 6" +3"2 43" je délitelné ¢islem 11

neN = n® 4+ 11n je délitelné ¢islem 6

a+...+a
neN, ap>0prok=1,....n = Va,---a, < "
n

rovnost plati, pravé kdyz a; = ... =an,
_ _1y—1
neN, {a,...,a,} CRy = nal---anZn(all—i—---—i-anl)

Necht n € N a necht bq,...,b, je permutaci kladnych éisel

n n 1/n
ai,...,a,. Pak je k_lz—: Zn(HZ—Z) =n.

Je-li n € N a jsou-li ay, as,...,a, (komplexni) isla, je

2 2 2
as, as, ..., a: | = H (ar — ay).
.......................... 1<j<k<n

(Vlevo je tzv. Vandermondiv determinant ¢isel aq, ..., an.)

* 3k X%

Indukci lze uzit i k definici posloupnosti:

Priklad 2.2. Faktoridly se definuji indukci, a to takto:

3)

0':=1, nl:=n-(n—1)! prokazdé n e N.

Faktoridly se v matematice vyskytuji tak casto, ze neni na Skodu pamatovat si,

v

ze

=1, 6! = 720,

21 =2, 71 = 5040,
31=6, 81 = 40320,
41 =24, 91 = 362880,
51 =120, 10! = 3628800.
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Cviceni

2.38. Polozime-li a1 := 1, ag := 1 a definujeme-li ay,42 := a, + apy1 pro
kazdé n € N, ziskdme tzv. Fibonacciho posloupnost. Vypiste prvnich 15 jejich ¢lent
a presvédéte se, ze ¢im je m vétsi, tim je podil a,/a,41 bliZe tzv. zlatému fezu
rovnému z := £(v/5—1) = 0.61803 39887. (Pro kontrolu: a14 = 377, a15 = 610; ¢isla
377/610, z se shoduji na péti mistech za desetinnou teckou, 377/610—z = 1.2-1076.)

2.39. Polozte
(4) (D=1, 0ll:=1 a nll:=n(n—-2)!! pro kazdé n € N.

Vypoéitejte n!! pron =1,...,10. (Pro kontrolu: 9! = 945, 10! = 3840.)

2.40. Polozte ¢1 := COS%ﬂ', mp = 6 a dokazte, Ze a; := 3sin %w je obsah
pravidelného Sestitthelniku vepsaného do jednotkové kruznice J. Pro kazdé n € N

pak definujte

e 1 - -
Cny1 = \/3(cn + 1), Gny1:= , M1 = 2my,

a dokazte, Ze 1) pro kazdé n € N plati nerovnost a,+1 > an, 2) a, je obsah pravi-
delného m,,-thelniku vepsaného do J. Vypoctéte pro n = 1,...,10 ¢isla m, a a,
— druhé z nich aspon na 10 desetinnych mist; vSimnéte si, Ze s rostoucim n apro-
ximuje ¢islo a, ¢islo 7 = 3.14159 26535 stale lépe. (Rada: UZijte znamy vzorec

cos %a = %(cosa + 1) platny napf. pro vSechna « € (0, %w) Pro kontrolu:

my =6, a; = 2.59807 62114, myo = 3072, a1p = 3.14159 04632.)
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