3. Limity posloupnosti

V této kapitole bude slovo posloupnost znamenat zobrazeni mnoZiny N (nebo
obecnéji mnoziny N(N) := {n € Z;n > N}, kde N ¢ Z) do mnoziny R vSech
(koneénych) realnych ¢isel. Je-li a posloupnost, méli bychom (v souladu s obecnymi
pravidly teorie mnozin) hodnotu tohoto zobrazeni v ¢&isle n znacit a(n). Je vSak
zvykem nazjyvat toto cislo n-ty €len posloupnosti, znadit je a,, pro posloupnost
samu uzivat napf. symbol {a,}72,, v obecnéjsim pfipadé {a,}2 y, a nazyvat ji
posloupnost o ¢lenech a,. Nehrozi-li zdiména s jednobodovou mnozinou, lze pro
tuto posloupnost uzit i struénéjsi oznaceni {a,}.

Je-li pro kazdé n € N (obecnéji: pro kazdé n > N, kde N € Z) dén vyrok V(n), fi-
kame, ze vyrok V(n) plati pro skoro v§echna n ¢ N (obecnéji: pro skoro viechna
n > N), existuje-li kone¢nd mnozina K C N (obecnéji: K C N(N)) tak, ze vyrok
V(n) plati pro kazdé n € N — K (obecnéji: pro kazdé n € N(N) — K). Nehrozi-li
nedorozuméni, fikdme, Ze V' (n) plati pro skoro vSechna n; misto ,skoro vSechna*
piSeme vétsinou ,s.v.“.

Poznamenejme jesté, ze vyrok ,V(n) plati pro s.v.n“ je ekvivalentni s vyrokem
Jexistuje ng tak, ze V(n) plati pro v8echna n > ng“.

Zatimco cleny posloupnosti redlnych cisel jsou konecné, limity takovych posloup-
nosti budou moci byt rovny i +-00. Pro pohodli ¢tenafe zopakujeme zakladni definice
vztahujici se k ¢isliim z R* = R U {—o00, 400}, tedy k redlnym ¢&isltim !):

0) Uspofadani: —oo je nejmensi, +o0o nejvétsi redlné cislo, takze nerovnosti
—00 < a < +oo plati pro kazdé a € R a je oviem i —oo < 400; sgn(+00) 1= +1,
sgn(—o0) := —1, —(4+00) := —00, —(—00) := 400, |+oo| := F00.

1) Soucet:

a+b:=+o00, je-libud a = 400 a b > —0o0, nebo b = +00 a a > —o0;

a+b:=—o00, je-libuda = —o0c0 ab < 400, nebo b = —oco0 a a < +o0;

soucet a + b nema smysl, pravé kdyz je jedno z ¢isel a, b rovno +oo, druhé —oo.

2) Rozdil @ — b je definovéan jako soudet a 4+ (—b), ma-li tento soucet smysl podle
bodu 1); rozdil @ — b nema smysl, pravé kdyz jsou a, b nekoneénd ¢isla téhoz zna-
ménka.

3) Soucin

too .o +1 ;
ab = , je-lisgna-sgnb = 1 a bud a = +00, nebo b = +o0;
00 _
soucin ab nema smysl, pravé kdyz je jedno z ¢isel a, b rovno +o0o, zatimco druhé
z nich je 0.
1) Cisla z R se podrobnéji nazyvaji koneénd, ¢isla 4-co jsou nekonecénd. Slovo nevlastni zde ani

pro cisla, ani pro limity neuzivame, protoze muze budit dojem, Ze to nejsou ,plnopravna“ cisla
resp. limity. Kromé toho povazujeme za zbyteéné mit pro jeden pojem dva rtzné nazvy.
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4) Podil

4+ 00, je-li a =+o00, 0# b=# oo, sgna-sgnb=+1
— 00, je-li a =400, 0#b# too, sgna-sgnb=—1
0, jeliaeR, b=+

SalS}

podil a/b nema smysl, pravé kdyz je bud b = 0, nebo |a| = |b| = +o0.
5) Mocniny éisel £oo se definuji takto:

(Loo)" ::{(il)” ~0(7+oo), jelli neN };

jei —neN

virazy (+£00)°, a** (kde a € R*) nemaji smysl; piipomerime vsak, Ze 0°:= 1. O
PiSeme

lim a, =a (nebo napt. a, — a pro n — o0)
n—oo

a Gislo a € R* nazyvame limita posloupnosti {a,}, jsou-li splnény tyto dvé pod-
minky:

(1) pro kazdé ¢’ <a je a, >d pros.wv.n,

(1) pro kazdé a” > a je a, < a” pros.v.n.

Je-li a € R, fikédme, Ze posloupnost {a, } konverguje (nebo Zze ¢isla a,, konverguji)
k ¢islu a; je-li a = o0, fikame, Ze a, k a diverguji. Konvergentni posloupnost je
posloupnost majici konecnou limitu; divergentni jsou vSechny ostatni posloupnosti,
tedy posloupnosti s limitou 0o a posloupnosti, které limitu nemaji. [J

Rikéme, Ze posloupnost {a,} je omezena, existuje-li K € R, tak, Ze nerovnost
|a, | < K plati pro vSechna n. Rikdme, ze posloupnost {a, } je omezena shora resp.
zdola, existuje-li K € R tak, ze je a,, < K resp. a, > K pro vSechnan. [

Plati napf. tato tvrzeni:

1. Posloupnost {ay} je omezend, pravé kdyz je omezend shora i zdola.

2. Je-li lim 00 an < 400 (resp. lim, o an > —00), je posloupnost {a,} ome-
zend shora (resp. zdola). Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Poznamka 3.1. Na rozdil od literatury, v niZ se konecné a mekonecné limity
zavadeéji zpravidla tremi ruznymi definicemsi, jsou zde vsechny mozZnosti shrnuty do
jedné definice. Je-li a € R, je konjunkce (1') A (1”) ekvivalentni s vyrokem, ze

(1x) pro kazdé e € Ry plati nerovnost |a, —a| < € pro s.v.n;

je-li a = +00 (resp. a = —o0), je podminka (1”) (resp. (1)) prdzdnd, protoze nelze
splnit jeji premisu, a podminku (1’) (resp. (1”)) lze napsat v ekvivalentnim tvaru

(1,) pro kazdé K € R plati nerovnost a,, > K (resp. a, < K) pro s.v.n.
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Ctenéi se mlize sdim presvédéit, ze se s podminkami (1') a (1”) pracuje aspon
tak dobfe jako s podminkami (1x) a (1,). O

V této kapitole se budeme zabyvat jen limitami, které lze vypocitat elementar-
nimi dpravami, zname-li limity nékterych jednoduchych vyrazt, jako napf.

0 prokazdé x e (—1,1)
(2) lim z" = L ,
n—00 + 0o pro kazdé x e (1,+00)
(3) lim Yz =1 prokazdé = ecR,.
n—oo

Je ovSem nutné znat i zakladni véty o limitach posloupnosti:

Véta 3.1 (o limité absolutni hodnoty). Je-li a,, — a € R*, je |a, | — |a]|. Je-li
|an|— 0, je a, — 0.

Véta 3.2 (o limité souctu (rozdilu), souéinu a podilu). Z relaci a,, — a ¢ R*,
bn, — b € R* plyne, ze
a, b, >axb
(4) anby, — ab , ma-li piislusné prava strana smysl.

an /by, — a/b

Dodatek. Necht a,, > 0 (resp. a,, < 0) pro s.v.n; pak a, - 0 = 1/a, = +o0
(resp. 1/a, — —o0).

Véta 3.3. 1. Je-li a,, — 0 a je-li {b,} omezend posloupnost, je a,b, — 0.

2. Je-li {a,,} omezend posloupnost a je-li |b, | — +00, je a, /by — 0.

V mnohych pripadech, v nichz se k vypoctu limity zddna z pravé uvedenych vét
primo nehodi, miize vést k cili tato véta o limitnim prechodu v nerovnostech :

Véta 3.4. Pro kazdé t¥i posloupnosti {a,}2 1, {bn 152, {cn}52, plati:

1. a, <b, pro s.v.n, a, - +o0o0 = b, = +o0;

N

a, <b, pro s.v.n, b, - —00 = a, — —00;

@

an < b, pro s.v.n, a, — a, b, >b = a <b;

-

an < b, <c, pro s.v.n, a, = b, ¢, b = b, > b.

Poznamka 3.2. Jak se Ctenaf snadno presvédci, je implikace

(5) acR, ae(l,40) = lim " —o
n—oo q"

pfimym disledkem tohoto uzite¢ného tvrzeni:

Véta 3.5. Pro kazdou posloupnost ¢isel a,, # 0 plati:

ntll 1 = lim a,=0. O

an n— 00

(6) lim

n—00

26



Tlustrujme nyni na nékolika pfikladech, jak lze pocitat limity posloupnosti ele-
mentarnimi ipravami:

Priklad 3.1. Abychom dokézali rovnost

. n+3vn3 —10v/n2 — 1 + sinn?
1m
n—oo 3/mZin+n+3vni—3

sta¢i vSechny sc¢itance v ¢itateli i ve jmenovateli délit n. Nové s¢itance budou pak
mit po fadé limity 1,0,—10,0 (¢itatel) a 0,3 (jmenovatel) a stac¢i aplikovat V.3.2.

Poznamenejme, ze v podobnych pripadech vytykame z citatele i ze jmenovatele
nejuy$§i mocniny n, ¢imz (po pripadné tpravé) ziskdme vyraz tvaru

:—37

o Gn 4+ .-

by + - - -
a v némz tecky znamenaji sou¢ty vyrazil, z nichz kazdy ma nulovou limitu. Na
takto upraveny vyraz lze pak aplikovat V.3.2. Cislo « je rozdil exponenti mocnin
vytknutych v Citateli a ve jmenovateli; vyslednad limita zavisi podstatnym zptisobem
na tom, zdali je o < 0, nebo a = 0, nebo a > 0.

Piiklad 3.2. Uzitim identity (a®> — b?) = (a — b)(a + b) (platné pro kazd4 dvé
komplexni ¢isla a, b) vypocteme napf. limitu

2
li vn+l—+vn—-1)= 1 =0
Jim (Vi n—1) W ndtltvno1

Aplikaci obecnéjsiho vzorce

n , kde 0 # lim a, cR, 0# lim b, € R,
n—o0 n—r00

n—1
(7) a® —b"=(a—b) > akprH
k=0

(platného pro kazdé n € N) na rozdil

®) V2 tn+1—V/nd+1= Y02 +n+1)% - /(0 +1)
dostaneme zlomek s Citatelem
9) (n? +n+1)% - (n® +1)?
= n®4+3n° +6n* + P+ 607 +3n+1) — (n® +2n3 +1)
=3n° +6n*+5n° +6n*+3n=n"(3+--),

kde tecky znamenaji vyraz, ktery ma pro n — oo limitu 0, a se jmenovatelem

(10) V(M2 +n+ )B4+ V2 +n+1D)2M3 +1)24 -+ /(n3+1)10
=’ (V@ +nt+n 2B 4. 4 Y (1+n3)0);

v zévorkach v poslednim fadku je pfitom 6 sc¢itanct, z nichz kazdy ma limitu 1.
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Z (9) a (10) ihned plyne, ze

lim (Vn2+n+l-¥nd+1)=3=1 0O

n—oo

Jak jsme jiz fekli, mohou tam, kde selhavaji rovnosti, pomoci nerovnosti a napft.
V.3.4; ilustrujme to opét prikladem:

Priklad 3.3. Abychom vypodetli limitu

b:= lim V2" +nb,

n—roo

uvézime, Ze lim,, o (n°/2") =0 (sr. s (5)), z ¢ehoZ plyne, Ze nerovnost n® < 2",
a tedy i relace

2< Yo 4 b < Yon 4 om =22

plati pro viechna dostateéné velkéa n.2) Protoze lim,, oo ¥/2 =1 (sr. s (3)), je b = 2
podle 4. ¢asti V.3.4.

Priklad 3.4. Abychom vypocitali limitu

(11) lim ZkQ

n—oo N

kde a € R, uzijeme vzorec

Zk2 =in(n+1)(2n+1)
k=1

ze Cv.2.3, z néhoZ je patrné, Ze pro a = 3 je limita rovna 1/3. Podle véty o limité
soucinu je proto limita (11) rovna 0 pro vSechna o > 3 a 400 pro vSechna « < 3.

Priklad 3.5. Dokazme, ze
(12) lim Yn=1.

n—oo

Protoze je ¥n > 1 pro kazdé n € N, je ¥n = 1+ h,, pro vhodné &slo h,, > 0.
Pro vsechna n > 1 je pfitom podle binomické véty

n=(¥n)"=(1+h) zn:( )h’“Z% (n—1)h2;

z toho ihned plyne, ze h2 < 2/(n — 1), takze 0 < h,, < /2/(n—1) — 0. Podle
V.3.4 je tedy i h,, — 0; podle V.3.2 proto ¥n=1+h, — 1.

2) Tj. ,od uréitého indexu poéinaje“. Ctenadé muze ovéfit, Ze nerovnost n® < 2" plati pro
viechna n > 22, zatimco 225/222 = 1.23 > 1. Pro na$ vypodet jsou oviem tyto podrobnosti

zbytec¢né.

28



Cviceni

Vypoctéte limity pro n — oo téchto vyrazi:

3.01.

3.02.

3.03.

3.04.

3.05.

3.06.

3.07.

3.08.

3.09.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

n?+(n+1)?
(1187 + (n + 47

2n3 + (2n — 1)3
(1-3n)3+n3
n+ 2n? + 3n?

(n+1)3+(n+2)2+(n+3)
n+ 3/ (n+1)33—2y/n2-1
43 —1-8(n—1)7"—-n
ain® + asan®? + - -+ + apn®r
blnﬁl _|_ anﬁ2 _|_ PN _|_ bqnﬂq

, kde peN, geN, a1 #0+#0b; a

ar > >ap, B> >

n+i/n++/n+1

n+1

n+4/n?2+vnt+1

n+1

(n3—1)(n?+1) -2
n3(n® +5)

Vi (Vi - Vi)
n(\/n2+1—\/n2—1)

n(\/n2+n+1—\/n2—n+l)

n(\/n2+n+1—\/n2+n—1)
_
n—+vn?2-—n

1
Yn?+n+2-In2—n-2

na(%/nz—i—l— %/n2—1), kde a e R
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3.16. no‘(\/n2+\/ﬁ—\/n2—\/ﬁ), kde aa e R
3.17. no‘(\/n3+\/ﬁ—\/n3—\/ﬁ), kde o e R

3.18. —

=~ 1
3.10.
kz:: k2 +k
3.20 ié
T =Rtk

3.21. zn: (VE+VE+2-2Vk+1)
k=1

3.22. Z —

3.23. {Y/5n 4 4n 4302 4 In
3.24. n® (V3 - V2), kde a #1
3.25. n*(Vn+1— ¥n), kde a # 2

3.26. Vn!

|
3.271. =

n

1\2
3.28. ()

nn

13 2n—1
29, —.2..
3.29. 57 m

- 1
3.30. YT

331 [] (1—|—:172k) (lz] <1)

Za predpokladu, ze k € N, dokazte tato tvrzeni:

332. 1)a, »acR = af = dF

2) ap, — 00 = af — (£1)F - (400)
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333. 1)a, >0 pros.v.n, a, >acR = a >0, Ya, — ¥a
2) ap — +o0 = ¥a, — +oo
3.34. 1) a, »acR, k jeliché = ¥a, — ¥a

2) a, — —o0o, k jeliché = ¥a, - —oo O

Pfipomenime nyni nékteré dobie znamé pojmy: Je-li X C R, fikdme, Ze funkce
f: X —=Rije

neklesajici f(z) < f(y)
rostouci f(z) < f(y)
nerostouci ; v X, jestlize re X, ye X, v <y = < f(z) > f(y)
klesajici f(@) > f(y)
konstantni f(@) = f(y)

Rikéame, 7ze funkce f : X — R je monoténni (resp. ryze monoténni), je-li bud
neklesajici, nebo nerostouci (resp. bud rostouci, nebo klesajici). Misto ,funkce f
je neklesajici (rostouci, nerostouci, klesajici) v X* se téz iikd, ze ,f v X neklesa
(roste, neroste, klesa)“.

Je-li X = N (nebo obecn&ji X = N(N), kde N ¢ Z), je funkce f : X —» R
posloupnosti. I kdyz se tedy pravé vyslovené definice vztahuji i na posloupnosti,
pfipomeneme jejich bé&zné&jsi (ekvivalentni) podobu timto jednoduchym tvrzenim:

Posloupnost
neklesajici an < anit
rostouci an < Qpt1
{an}nZy je nerostouci » . pravé kdyzn e N = { an > any1
klesajici Un > Ani1
konstantni Un = Qni1

Dodejme jests, Ze posloupnost {a,} se nazyva stacionarni, existuje-li m tak, ze
ap = G, pro kazdé n > m. 0O

Ma4-1i se dokazat jen existence limity, hodi se casto tato obecnd véta:

Véta 3.6 (o existenci limity monotdnni posloupnosti). Kazdd monotdnni po-
sloupnost mé (kone¢nou nebo nekonec¢nou) limitu. Kone¢nou limitu mé préveé kazda
omezena monotonni posloupnost.

Podrobnéji: Jeli posloupnost {a,} neklesajici (nerostouci), je

nlgnoo an, =sup{a,; n e N} (nlgnOO an = inf{a,; n e N}).
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Priklad 3.6. Ukazme, Ze prvni z posloupnosti

) {0+ {007}

roste, druha klesa.
Necht a,, je n-ty ¢len prvni posloupnosti; jednoduchym vypoctem a uzitim Ber-
noulliho nerovnosti (viz Cv.2.10) dostaneme vztahy

Any1 (1+ 1 )"+1:(1+1)":n+2(n(n+2))”

an, n+1 n n+1\(n+1)32
_n+2( 1 )n>n+2( n )_n3+3n2+3n+2
S on+1 (n+1)2/ " n+1 (n+1)2) n3+3n2+3n+1 ’

které dokazuji, ze posloupnost {a,} je rostouci.
Necht b,, je n-ty ¢len druhé z posloupnosti (13) ; podobnym postupem jako nahote
ziskame pro kazdé n > 1 relace

) D) )
b, n—1/ n T n+1\n2-1

n 1 n n n n®4+n?—n
- 1 ) = (1 )= >1,
n+1(+n2—1 “n+1 +n2—1 nd+n2—-—n—-1

z nichz je patrné, Ze posloupnost {b,} je klesajici.

Ze zifejmé nerovnosti a, < b, platné pro kazdé n € N ihned plyne, Ze obé
posloupnosti jsou omezené; podle V.3.6 maji tedy jisté konecné limity a resp. b.
Protoze je b, = a,, (n 4+ 1)/n a protoze (n +1)/n — 1 pro n — oo, je a = b.

Spolecné limita

(14) e:= lim (1+%)n

n—oo

posloupnosti (13) se nazyva Eulerovo &islo; je zékladem tzv. pFirozengch logaritma.

Cviéeni

Pomoci vét V.3.6 a V.3.4 dokazte existenci kone¢nych limit téchto dvou po-
sloupnosti:

"1 "1
3.35. ) /B 3.36. ) o kde a>2. O
k=1 k=1
3.37. Budap:=V2 a an :=\/2+ an_1, je-li n e N; dokazte, ze a,, — 2.
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3.38. Provedte do vSech podrobnosti dikaz tohoto tvrzeni:

Véta 3.7. Pro kazdou posloupnost {a,}52 ;1 plati:

1 n
(15) lim a, =aeR* = lim —Zak:a.
k=1

n— 00 n—oo M

(Névod: Je-li ddno a’ < a, zvolime pomocné b’ € (a’,a) a najdeme p € N tak, Ze
je a, > b pro kazdé n > p. Protoze (a1 + ... +ap)/n — 0a (n —p)b’'/n — b pro
n — oo, existuje g > p tak, ze pro vSechna n > ¢ je

ar+...+an a1+...+ap ap+1+ ...+ an a1+ ...+ ap n

_ 4 > 2Tl o
n n n n n

Podobné postupujeme v piipadé, ze je ddno a” > a.)

3.39. Pomoci V.3.7 ukazte, Ze

1 n
lim =Y Ve=1. O
k=1

n—o0 M

* kX%

Je-li {ni}72, rostouci posloupnost prirozenych éisel, fikdme, ze {an,};>; je
posloupnost vybrana z posloupnosti {a, }2° ;. Z definice limity ihned plyne, ze

(16) ap = a = Qn, — a.

Cislo a € R* nazyviame hromadnym bodem posloupnosti {a,}5 ;, existuje-li
posloupnost {ay, }32, vybrana z {a,}32, tak, ze an, — a (pro k — 00). Mnozinu
véech hromadnych bodii posloupnosti {a,}5; znaéime Ls a,,.3)

Plati tato t¥i dulezitd tvrzeni:

Véta 3.8. (Bolzano—Weierstrassova.) Kazd4 posloupnost mé aspori jeden hro-
madny bod v R*. Kazda omezena posloupnost ma asporn jeden hromadny bod v R.

Véta 3.9. lim o a, = a € R*, prévé kdyz je Lsa,, = {a}.
Véta 3.10. Pro kazdou posloupnost {a,}22 ; existuje minLsa, i maxLsay.
Cisla min Ls a,, a max Ls a,, se nazyvaji limes inferior a limes superior posloup-

nosti {a,}>2; a znadi se napt. takto:

liminf a,, := minLsa,, limsupa, := maxLsa,;
n—0o0 n—o0

symbol ,,n — oo“ pod znaky liminf a limsup se ¢asto vynechava.
3) Oznadeni je pievzato z obecné topologie, kde znamend topologicky limes superior ; latinsky

limes je na rozdil od ¢eské limity rodu muzského.
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Snadno nahlédneme, Ze posloupnost {a, }°° | m4 limitu, pravé kdyz je min Ls a,,=
max Ls a.,, ; limita je pak rovna spolecné hodnoté liminf a,, a lim sup a,.

Obréacené: K tomu, aby posloupnost {a, 52 ; neméla limitu, je nutné a staci, aby
meéla aspon dva riizné hromadné body, tj. aby bylo liminf a,, < limsup a,.

Cviceni

Pro kazdou z nésledujicich posloupnosti {a, }7%; najdéte mnozinu Lsa, a €isla
liminf a,, limsup a,,.

3.40.

3.41.

3.42.

3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

Dale:

3.50.

1\n
(1 + —) cosnmw
n

sinn—]:7 kde k e N

Dokazte, Ze posloupnosti {sinn},>;, {cosn} >, nemaji limitu.

(Névod pro prvni posloupnost. Oznacime-li

I = (Em + 2km, 37+ 2km), Jp o= (=37 + 2km, — 27 + 2k7),

je sinz > % viude v I, a sinx < —% v8ude v J pro kazdé k € Z. Protoze délka

kazdého z intervald I, Jj je %w > 2, existuji dvé rostouci posloupnosti prirozenych

¢isel my € Iy, ng € Ji tak, Ze sinmy > % a sinng < —% pro kazdé k € N. Z toho
snadno plyne, Ze posloupnost sinn nemé limitu.)
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Reseni

3.01.1. 3.02. —5. 3.03.3. 3.04. —;.

3.05. a1 /by pro oy = 1 sgn(ay/b1) - (+00) pro ag > B1; 0 pro oy < f31.
3.06. 1. 3.07. v/1+ 2. 3.08. —co. 3.09. —1. 3.10. 1. 3.11. +oc.
3.12.1. 3.13. 2. 3.14. 0.

3.15. Zproav=3; +ooproa > 3; 0 pro a < 3.

3.16. 1pr0a:%;+ooproa>%;Oproa<%.

317. 1 proa=1; oo proa>1; 0 proa < 1.

3.18. % 3.19. +oo. 3.20. +oo. 3.21.1—+/2. 3.22. +o00. 3.23.5.

3.24. +ooproa>1;0proa < 1. 3.25. oo pro a > 2; 0 pro a < 2.
3.26. +oo0. 3.27.0. 3.28. +c0. 3.29. 0. 3.30. % 3.31.1/(1 —x).

Protoze mnozina Ls a,, je ve vSech pfikladech 3.40—3.49 konec¢n4, jisté neni nutné
uvadét jeji minimum lim inf ¢,, a maximum lim sup a,, ; omezujeme se proto jen na
vyjmenovani hromadnjch bodt.

3.40. +1. 3.41. too. 3.42. +1. 3.43.0. 3.44.0,1. 3.45. +o0.
3.46.0,1,2. 3.47.0, +oo. 3.48. +e. 3.49. +sin(jn/k), 0 < j < k.

Poznamka 3.3. Cviceni 3.24 s « = 1 a 3.25 s @ = 2 nevyfesime jednoduchymi
algebraickymi tpravami; k vysledkim (lg(3/2) = 0.405465 resp. 1) v8ak lze dojit
metodami, které vyloZime v kapitole 6 (sr. s Po.6.4 a pfikladem 6.81).

Cviceni

3.51. Dokazte, ze a € Lsa,, pravé kdyz kazdé okoli bodu a obsahuje nekonecné
mnoho ¢lent posloupnosti {ay}, tj. pravé kdyz pro kazdé U(a) existuje nekonecéné
mnoho indexiti n, pro néz je a,, € U(a).

Dokazte dale, ze v dlisledku toho plati i toto tvrzeni:

(17) by € Lsa, pro vSsechna keN, by b = belsa,.

3.52. Existuji posloupnosti, jejichz ¢leny jsou (prévé) vSechna racionalni ¢isla;
jednou z nich je napf. tato posloupnost {a,}52;:
2
’» 9
8
3

gee ey



Protoze pro kazdé ¢islo g € Q existuje nekonecéné mnoho indext n tak, ze ¢ = a,,
je zfejmé Q C Lsa,. Dokazte vSak, ze Lsa, = R*, tj. Ze kazdé ¢islo r € R* je
hromadnym bodem této posloupnosti.

3.53. Srovnejte prvky ,dvakrat nekoneéné* matice

1
1 1+§ 1+§ 1
2 2+1 241 241
3 343 3+4 341
4 4+1 4+1 4413

po jejich vedlejsich diagondldch do posloupnosti
L1+3,21+4244.31+32+134+2.4,...

a dokazte, ze hromadnymi body této posloupnosti jsou pravé vsechna prirozena cisla
a bod +oo.
3.54. Najdéte posloupnost {a,}, pro niz je Lsa,, = Z U {—o00, +o0}.

3.55. Rozhodnéte, zdali existuje posloupnost {a,}, pro niz je Lsa, rovno N
resp. {1/n; n € N} resp. Q. (Odpovéd je ,ne“ na vSechny t¥i otdzky — viz (17).)
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