4. Limity funkci — 1. cast

Je-li {a,} posloupnost redlnych éisel a je-li a € R*, piSeme
(1) a#ay, —a resp. a<a, —a resp. a > a, — a,

je-li a,, — a a zaroven a,, # a resp. a, > a resp. a, < a pro s.v.n.

Realnou funkci readlné proménné rozumime kazdé zobrazeni z R do R. Je-li f
takovd funkce, je-li a € R (resp. a € (—00, +00) resp. a € (—00, +00)), je-li A € R*
a plati-li implikace

(2) a#a, —a (resp. a < a, — a resp.a > a, — a) = f(a,) = A,

fikdme, ze A je (oboustrannd) limita (resp. limita zprava resp. limita zleva) funkce
f v bodé a; tuto limitu pak znac¢ime

) lim f(z) (vesp. lim f(z) vesp. lim f(z)

r—a

nebo kratce

(3%) flax) (resp. f(a+) resp. f(a—)).

Misto lim,4oo— f(z) resp. lim, oot f(2) se zpravidla piSe jen lim, 4o f(2)
resp. lim, o f(x). Limity zprava a zleva se nazyvaji jednostranné.

Je-li lim,, f(z) = A € R, tikdme téz, Ze f(x) pro x — a konverguje k A; je-li
A = +o00, fikdme, Ze f(z) k A diverguje. Podobné slovni vazby se uzivaji i v ptipadé
jednostrannych limit. Casto je vyhodny i zapis

(4) fx) = A pro  —a (resp. € — a+ resp. x — a—).

Ctenéii je jisté znamo, Ze limita f(at) existuje, pravé kdyz je f(a+) = f(a—),
nacez f(at) = f(a+) = f(a—). O

V oddilu ,,Oznaceni, operace, zkratky“ najde ¢tenaf definice okoli
(5) U(a,d), U*(a,d8), U~ (a,d),

ktera se stru¢néji znaéi U(a), U™ (a), U™ (a) a nazyvaji oboustranna, prava a leva
okoli bodu a. Mnoziny, které z nich vzniknou odstranénim bodu a, znac¢ime

(6) P(a,d), P*(a,d), P (a,0),

struénéji P(a), P*(a), P~ (a); jsou to tzv. prstencova neboli redukovana okoli
bodu a, a to oboustranna, prava a leva.
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Pro limity funkci (oboustranné, zprava, zleva) plati analogie vét V.3.1-V.3.4;
slova ,pro s.v.n“ je ovSem tfeba nahradit slovy ,pro vSechna z z jistého (obou-
stranného, pravého, levého) prstencového okoli bodu a“.

Kromé toho plati tato velmi dileZitd a casto uZivand véta:

Véta 4.1 (o limité superpozice). Necht existuji limity b := f(at) a ¢ := g(bt);
necht déle existuje okoli P(a) tak, Ze pro kazdé x € P(a) plati nerovnost f(x) # b.
Pak existuje i limita (g o f)(at) a rovng se c.

Poznamka 4.1. Pfedpoklad véty 4.1, Ze existuje P(a) tak, ze b ¢ f(P(a)), je
podstatny — neni-li splnén, nemusi rovnost (g o f)(at) = ¢ platit.

Piiklad: Jeli f(z) :=1—|sgnz|, g(y) :==|sgny|, je f(x) =0 pro vSechna
x #0, g(y) =1 pro vSechna y # 0, g(f(x)) = 0 pro vSechna z # 0. Je-li tedy a = 0,
jeb:= f(0£) =0, c:=g(0£) =1, (go f)(0£) = 0; tvrzeni véty 4.1 tedy neplati.

Je to proto, ze limita g(b+) obecné nijak nesouvisi s hodnotou funkce g v bodé b;
pri tvorbé superpozice, tedy pti dosazovéani y = f(x) do g(y), se proto f(x) nesmi
rovnat b — staéi v jistém P(a), protozZe existence ani hodnota limity f(at) nezavisi
na tom, jak se funkce f chova ,,daleko od bodu a“.

Plné pochopeni toho, co jsme pravé tekli, je nejen nutnym piredpokladem pro
spolehlivou aplikaci V.4.1, ale také vychodiskem pro samostatnou tvorbu modifikaci
této véty. Protoze kazdou z oboustrannych limit lze v této vété bud ponechat, nebo
nahradit jednostrannou limitou, existuje jesté dalsich osm tvrzeni podobnych V.4.1
a v pocetni praxi se setkdvame se vSemi deviti situacemi. Madme dvé moznosti:

1) Nerozumét a bud si pamatovat v8ech devét tvrzeni, nebo (v souladu s praxi
bezduchého kalkulu) pfedpoklady ignorovat a spoléhat, Ze to pfesto ,,vSechno dobte
dopadne“.

2) Rozumét a nezat&zovat si pamét tvrzenimi, kterd v piipadé potieby a podle
dané situace umime sami spolehlivé vytvorit.

V prfipadé, Ze se splni autorovo pfani a ctenal se rozhodne postupovat podle
bodu 2), zbyva jen uvédomit si, ze limita zprava (zleva) zdvisi jen na hodnotdch,
kterych piislusnd funkce nabyvd v jistém pravém (levém) prstencovém okoli prislus-
ného bodu. Pak budou jisté zfejmé tyto dvé zasady modifikace véty 4.1:

Nahradime-li pfedpoklad existence limity f(a+) pFedpokladem, Ze existuje limita
f(a+) resp. f(a—), dostaneme tvrzeni o limité (go f)(a+) resp. o limité (go f)(a—).
Nahradime-li pfedpoklad existence limity g(b+) pfedpokladem, Ze existuje limita
g(b+) (g(b—)), budeme piedpoklddat, Ze vsude v jistém P(a+) resp. P(a—) plati
nerovnost f(x) >b (f(z) <b).!)

Plati tedy napft. tato tvrzeni:

A. Necht existuji limity b := f(a—) a ¢ := g(b+); necht déle existuje okoli
P~ (a) tak, Ze pro kazdé x € P~ (a) plati nerovnost f(z) > b. Pak existuje i limita
(g o f)(a—) a rovnd se c.

1) Tento ptedpoklad neni oviem nutné ezplicite uvadét, je-li b = —oo (b = +00); je zajimavé, ze
s nekoneénymi limitami se v tomto pripadé pracuje o néco jednoduseji nez s limitami koneé¢nymi.
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B. Necht existuji limity b := f(a+) a ¢ := g(b—); necht déle existuje okoli P(a)
tak, Ze pro kazdé x € P(a) plati nerovnost f(x) < b. Pak existuje i limita (go f)(a=x)
a rovna se c.

C. lim g(z) = lim g¢g(1/x) (resp. lim g(x) = lim g(1/x)), ma-li jedna
z—04 xr——00

T—+00 z—0—
strana rovnosti smysl.

K velmi dilezitym existenénim vétam patii toto tvrzeni:

Véta 4.2 (o existenci jednostrannych limit monoténni funkce). Je-li funkce
f:(a,b) = R monotdnni (v (a,b)), existuji obé jednostranné limity f(a+), f(b—).

Podrobmnéji: Jeli funkce f v (a,b) neklesajici (resp. nerostouci), je
fla+) = inf f((a,b)), f(b=) = sup f((a,)) (resp. f(a+) = sup f((a,b)), f(b—) =
inf f((a,b))).

Disledek: Jeli funkce f monoténni v intervalu (a,b), existuji pro kazdé
¢ € (a,b) kone¢né limity f(c—), f(c+). Pro neklesajici (resp. nerostouci) funkci f
Je pritom f(c—) < f(c) < f(et) (resp. f(e=) = f(e) = f(ct))-

x 3k X

Je-liaeRalim, ,, = f(a), fikdme, Ze f je spojita v bodé a; spojitost zprava
resp. zleva se definuje platnosti rovnosti lim, .+ = f(a) resp. lim,_,,— = f(a).
Spojitosti se nékdy podrobnéji fika oboustranna spojitost, zatimco spojitost zprava
resp. zleva je spojitost jednostranna.

Je ziejmé, ze f je spojita v bodé a, prave kdyz je v bodé a spojita zprava i zleva.
Kromé toho plati: f je spojita v bodé a, pravé kdyz

(7) an = a = f(an) = f(a);
analogicky: f je spojitd v bodé a zprava (zleva), pravé kdyz

(74) a<a,—a (a>a, —a) = flay) = f(a).

Dilezité upozornéni. Bohuzel se casto stava, ze zacatecnik — mnohdy ovlivnény
falesnym vykladem pojmu limity a spojitosti ve Skole — dostate¢né nerozlisuje limitu
od hodnoty. Je proto vhodné pamatovat si jednoduchy protiptiklad a zaroven védeét,
kdy je limitu opravdu mozné nahradit hodnotou:

Piiklad: Jeli f(x) := |sgnz|, je f(0) = 0. Protoze vSak je f(x) = 1 pro
v8echna z # 0, je i lim, o f(z) =1 # f(0).

Tvrzeni: Vypocetlim,_,, f(x) Ize nahradit dosazenim x = a do f(x), pravé
kdyz je f spojita v bodé a.

Pfimo z definice spojitosti vyplyva, Zze v Zadném jiném pripadé nelze limitni
prechod nahradit dosazenim!?) [

2) Protoze spojitost je definovana jen v bodech a € R, je zfejmé, %e dosazovat nelze v pripadé,
Ze a = +o0o. Rikat napiiklad, Zze ,exponenciala je v —oo rovna 0%, je nesprdvné, protoze symbol

exp (—o0) nemd smysl. Je ovéem exp (—oco+) = 0 a ,limita expz pro x — —oo je rovna 0“ resp.
~exp x konverguje k 0 pro x — —oo* jsou spravné vyroky.
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Vzhledem k okolnostem uvedenym v Po.4.1 jisté uvitame platnost této jedno-
duché modifikace véty o limité superpozice:

Véta 4.1*. Je-li f(at) = b (resp. f(a+) = b resp. f(a—) = b) a je-li funkce g
spojitd v bodé b, je (go f)(ax) = g(b) (resp. (g0 f)(a+) = g(b) resp. (go f)(a—) =
g(b)).

Poznamka 4.1*. Podobné jako tomu bylo u V.4.1, Ize i V.4.1* modifikovat tim,
Ze predpoklad oboustranné spojitosti funkce g v bodé b nahradime predpokladem
spojitosti jednostranné. Pak je ovSem tfeba pridat pfedpoklad, ze vsechny hodnoty,
kterych funkce f nabyva v jistém P(a) (resp. P*(a) resp. P~ (a)), jsou > b, je-li
g spojita v bodé b zprava, resp. < b, je-li g spojita v bodé b zleva. Ctenaf, ktery
myslenkové plné zvladl obsah Po.4.1, nebude mit jisté potize s vytvorenim platnych
vét analogickych vété 4.1%, tedy ani napt. s touto jeji modifikaci:

D. Je-li f(at) = b, existuje-li P(a) tak, ze pro kazdé x ¢ P(a) je f(z) <, a je-li
funkce g spojitd v bodé b zleva, je (g o f)(at) = g(b).

% % Xk
Rikame, Ze funkce f je spojita v intervalu I C R, jestlize
(8) an€l,an, wacl = f(ay)— f(a).

Spojitost funkce f v intervalu I lze (ekvivalentn&) popsat i takto:

Funkce f je spojita v intervalu I s krajnimi body a < b, pravé kdyz plati tyto
dvé podminky:

1) f je spojita zprava v kazdém bodé x ¢ I riizném od b,

2) f je spojité zleva v kazdém bodé x € I rizném od a. U

Je-li a € R, je (oboustranna) derivace funkce f v bodé a definovana rovnosti

(9) f'(a) -— lim f(x) — f(a) ,

T—ra r —a

existuje-li (kone¢nd nebo nekoneénd) limita vpravo; rovnosti

/ 1z f(‘r)_f(a) / 1: f(‘r)_f(a)

(94) fila):= lim ===, fl(a):= lim ="
definuji — za predpokladu, ze pfislusna limita existuje — derivace jednostranné,
konkrétnéji derivaci zprava a derivaci zleva.

Plati tato zakladni tvrzeni:

['(z) existuje, pravé kdyz je f' (x) = f' (x), nacez se f'(x) rovna spolecné hod-
noté f (x) a f' ().

Z existence konecné derivace f'(a) (resp. f! (a) resp. f’(a)) plyne spojitost
funkce f v bodé a (resp. zprava resp. zleva v bodé a).
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Poznamka 4.2. Z existence nekonec¢né derivace spojitost neplyne, jak ukazuje
priklad funkce sgn, ktera ma v bodé 0 derivaci 400, ale neni v tomto bodé spojita,
a to ani zprava, ani zleva.

Za druhé: Ze spojitosti neplyne existence derivace (ani kone¢né, ani nekoneéné),
jak ukazuji tyto dva dalsi priklady:

Funkce f(x) := |z| m& pro vSechna = # 0 derivaci (|z|) = sgnx; protoze
fi(0) =1, fL(0) = —1, f’(0) neexistuje, prestoze f je v bodé 0 spojita.

Ponékud slozitéjsi priklad funkce g : R — R, definované podminkami

(10) g(x) = xsiné pro z #0, g¢(0):=0,

ukazuje, ze ze spojitosti funkce (v nasem p¥ipadé v bodé& 0) neplyne ani existence
kterékoli z jednostrannych derivaci. [

Priklad 4.1. Ctenaii je jisté znamo, ze

R, je-li ne N
(11) (1d") =nId"' vsude v { y }

R_URy, jeli neZ, n<0

Kazdy polynom, tj. kazda funkce tvaru ZZ:O ag Idk, kde n > 0 a kde ag, .. .,a,
jsou (konefnd) redlna ¢isla, je spojity v celém R. Raciondini funkce f je spojita
v kazdém intervalu obsazeném v jejim definiénim oboru, tedy — piSeme-li f = g/h,
kde g a h # 0 jsou polynomy — v kazdém intervalu, ktery neobsahuje zadny kofen
polynomu h. (Sefadime-li vSechny redlné kofeny tohoto polynomu do posloupnosti
r1 < ... < xp, kde n > 03), a oznacCime-li jesté xg := —00, Tp+1 = +00, jsou
(g, Trt1), 0 < k < n, mazimdlni intervaly, v nichZ je raciondlni funkce f spojitd.)

Liché odmocniny jsou spojité v celém R, v bodé 0 maji derivaci rovnou +oo.
Sudé odmocniny jsou spojité jen v intervalu (0,4o00) (ktery je jejich definiénim
oborem) a v bodé 0 zprava maji derivaci rovnou +o0o. Pro kazdé n € N mé n-ta
odmocnina derivaci

(12) (VF) = (&) =~ ot = —

n Vgn—1
v kazdém bodé x # 0 svého definiéniho oboru. O

Pro pohodli ¢tenart nyni zopakujeme nékteré zakladni vlastnosti funkci, s nimiz
se v elementarni analyze nejcastéji setkdvame:

Funkce
(13) sin, cos, tg, cotg, exp, lg, exp, :=expo(alg), lg, := (exp,)—1,

kde a € (0,1) U (1,4+00), stejné jako funkce

(14) sinhz := 1(e® —e™™), coshz:= (" +e*) (zeR),

3) Je-lin = 0, jde o ,prazdnou posloupnost“, coz odpovida situaci, ze h # 0 véude v R.
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tedy hyperbolicky sinus a kosinus, maji v kazdém bodé x svého definiéniho oboru
(kone¢nou) derivaci, pfi¢emz

1
(15) sin'x = cosz, cos'z = —sinz, tg'r=——, cotg'r = ————,
os? sin® x
1 1
16 exp'z =expz, lgz ==, exp,x=Iga-exp,z, lg’ v = ,
(16) p pr, lgr =", expor=lga-exp,z, lg,v =0
(17) sinh’ z = coshx, cosh’z = sinhz.

Cyklometrické a hyperbolometrické funkce jsou definovany rovnostmi

(18)  arcsin := (sin|[(—3m, %w))_l, arccos = (Cos|<0,7r>)_1,
(19) arctg = (tg|(—3m, %ﬂ'))_l, arccotg := (cotg|(0,ﬂ'))_1,
(20)  argsinh :=sinh_;, argcosh := (cosh (0, +00)) _,

a kazda z nich je spojitd ve svém defini¢nim oboru; pritom

1 1

(21) arcsin’x = Nk arccos’' z = Ve v (-1,1),
1 1

(22)  arctg’'x = Tra2 arccotg’ r = 1Tz R,
1 1

(23) argsinh' v = —— v R, argcosh'z = —— v (1,+00).

V1422

Podobné jako je tomu u posloupnosti, Ize limity funkci ¢asto pocitat vhodnou
upravou pfislusného ,vyrazu“; podstatnou tlohu pfi tom ovSem hraji ,zakladni
limity“, jako napft.

. sinz . tgax Coet—1 . lg(1+2)
lim = lim —— = lim = lim >—— =
(24) z—0 X x—0 X x—0 X x—0 x
. sinhx . arcsinz . arctgx . argsinhz
lim = lim —— = lim = lim —— =1.
x—0 x x—0 x€X x—0 x x—0 x

Vsechny tyto limity jsou zaroveii derivacemi p¥islusnjch funkci v bodé 0. Casto
jsou potfebné i limity
. l—cosz . coshxr—1 1
(25) Pl A
V nasledujicich ¢tytech limitach se porovnavaji ,rychlosti ristu“ mocnin a loga-
ritmickych resp. exponencialnich funkeci:

1 (67
lir_irrl & ﬁx = lir{)1+x6 |lgz|* =0
T—>+00 I T —
(26) aeR, feRy = N . O
lim —— = lim |z|*e’® =0
x—+00 8181 T——00
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Ukazme nyni na nékolika ptikladech, jak lze nékteré limity pocitat upravou pti-
slusného vyrazu:

Priklad 4.2. Je-lipe N, ge N, oy <+ < ap, b1 < -+ < By, a1 # 0 # by, lze
limitu
ar ™ 4 - - - 4 apzr

27 A=
( ) ILI(I)I_F blxﬁ1_|_..._|_bqgcﬁq

vypocitat tim, Ze vytkneme nejniZsi mocniny x v citateli a ve jmenovateli. Dosta-
neme

. - a1 _|_ PN
28 lim o2 A 2
(28) 504 by + -
kde t¥i tecky znamenaji vyrazy konvergujici k 0. Zlomek mé tedy limitu a;/b;
a podle véty o limité soucinu je

al/bl pfi ay = 31
(29) A=< 0 pii a; > B
sgn(ay/by) - (+o0) pii oy < B

Postupovali jsme zfejmé podobné jako v pfipadé posloupnosti (sr. s Pf.3.1),
kde jsme vSak vytkli nejuyssi mocniny n, protoze slo o limitu pro n — oco. Zcela
analogicky jako u posloupnosti bychom postupovali, kdyby (27) byla limitou pro
x — +oo a kdyby bylo a, # 0 # b,. Jak je patrné, Citatel i jmenovatel se vzdy
snazime upravit tak, aby dany zlomek nabyl tvaru 27 (¢ +...), kde ¢ # 0 a kde tfi
tecky predstavuji funkci konvergujici k 0.

Priklad 4.3. Uzitim identity (a — b)(a® + ab+ b?) = a® — b3 vypocteme (podobné
jako kdyby Slo o posloupnost) limitu

(30) lim é/:v_‘*(%/xz—i—x—i—l—%/xz—i-x—l)

Tr—+0o0
. 2V/27
= lim .
eotoo Y22+ a2+ 12+ V(22 +z+1)(@2+2— 1)+ /(22 + 2 —1)2

Po této tpravé, kterou jsme odstranili nepfehledny rozdil odmocnin, z nichz
kazd4d ma limitu +oco, vydélime Citatele i jmenovatele vyrazem /3, vyuzijeme
spojitosti v bodé 1 kazdé z vyslednych tietich odmocnin ve jmenovateli a ihned
vidime, Ze hledané limita je rovna % (I

V dalsich dvou ptikladech budeme potfebovat nékteré z rovnosti (24) - (26) spolu
s vétou 4.3 o limité superpozice; podstatnou roli bude hrat i spojitost.

Priklad 4.4. Abychom mohli pfi vypoctu limity

1 — cosxv/cos2x

31 li
(31) 230 arctg (arcsin 2z - sin 3z)
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uzit (25), prepiSeme Citatel na tvar

CosT

1—cosx +cosx(l—+Vcos2x)=(1—cosx)+ ————
( )= ) 1+ +/cos2x

(1 — cos2x)

a po vydéleni vyrazem 2 dostaneme identitu

1 — cosxv/cos2x 1—cosx CcoS & 1 — cos2x

+ . 4,
a2 x? 1+ +/cos2x (22)2
jejiz prava strana ma pro x — 0 limitu % + % : % 4 = % Protoze identita

arctg(arcsin 2z - sin3x)  arctg(arcsin 2z - sin3xz) arcsin 2z 5 sin 3x 3

2 arcsin 2z - sin 3x 2x 3z

plati napt. v P(0, 3) a protoZe jeji pravé strana ma limitu 1-1-2-1-3 = 6, je

zfejmé, 7e limita (31) je rovna 3 - £ = 1.

Priklad 4.5. Nékdy 1ze limitu vypocitat vhodnou substituci a aplikaci V.4.1 resp.
V.4.1*. Pfi hledani limity

(32) A:= lim x arccos
T—+00 T2 +1

miZzeme uvaZzovat napf. takto: Je-li ¢t € (0, %w), plyne z rovnosti x = cotgt rovnost
22 +1 =cotg?t+1 = 1/sin’t, takze

(33) = cotgt-sint = cost;

2 +1

kromé toho t = 04+ = x = cotgt — +o00. Podle V.4.1 a Po.4.1 je tedy

t
(34) A = lim cotgt-arccos(cost) = lim cost-— =1. O
t—0+ t—0+ sint

Pripomenme, Ze vyraz

(35) f(2)?® = exp(g(2)lg f(x))

je definovan v téch intervalech obsaZenych v pruniku defini¢nich oboru funkci f, g,
v nichz je f(z) > 0. P¥i vypoctu limit funkei tvaru (35) najdeme zpravidla nejdiive
limitu exponentu h(z) := g(x) lg f(z) a pak aplikujeme V.4.1 s tim, Ze

(36) h(z) ¢ AeR 3 = exp(h(z)) — | exp A
+0oo +00
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Priklad 4.6. Mame vypocitat limitu

(37) A := lim (sinz 4 cosz)'/®,
z—0

pokud existuje. Je-li z € (—1m, 37), je sinz + cosz > 0 a

(38) 1 lg (sin s + cos z) = lg(1+ (sinz + cosz — 1)) (sinx 1 —Cosx)
T

sinx +cosx — 1 T T

Prvni zlomek vpravo pfitom konverguje k 1 podle V.4.1, protoze lg(1 +y)/y — 1
pro y — 0 a protoZe funkce sinx + cosz — 1 méa limitu 0 a neanuluje se nikde
v P(0, iw); prvni zlomek ve velkych zavorkach vpravo konverguje k 1, druhy k 0.
Z toho plyne, Ze se limita funkce (38) rovna 1, takze A =e.

Poznamka 4.3. Autor by ¢tenafe rad upozornil na nebezpecny soubéh okolnosti,
ktery je castym zdrojem hrubych chyb: Podle definice je sice 0° = 1, ale

(39) z podminek lim f(z) = lim g(z) = 0 neplyne, Ze lim f(z)9®) =1,
a to zejména proto, ze

(40) lim f(2)9®) neni obecné totéz co (lim f(z))"™ 9@

Pfiklad 4.7. Trividlnim piikladem ilustrujicim (39) je konstantni funkce
(41) 2t/18% —exp(lgz/lgz) =e v Ry,

kterd ma v bodé 0 zprava limitu e, ackoli lim,_,o4 = lim, 04 (1/lgz) = 0.

Priklad 4.8. Dalsi varovny pfiklad: Je

1 -1/lgx 1 1/lgz
(42) lim ( ) = +o0, lim ( ) ~0,
z—+oo \ et + o rz—+oo \ et 4+ x
i kdyz
1 1
(43) lim = lim — =0.

z—+o00 e¥ + 1  z—+oolgx

Prvni z rovnosti (42) dokdZeme takto: Pro vSechna x > 1 je

1 ( 1 ) _ lg(e” (14 ze™™)) z  lg(l+aze™™) '

44 ——1
(44) lg:cg et +x

lgx gz lgx

Podle (26) je xe~® — 0 pro & — 400, z ¢ehoz ihned plyne, Ze posledni zlomek m4
limitu 0. Podle (26) je také lim,_, - (lgx)/x = 0; protoze funkce (lgz)/x je pro
vSechna = > 1 kladnéd, plyne z toho, Ze lim,_,, x/lgx = +00. Vyraz (44) mé tedy
pro x — +oo limitu +o00 a podle (36) plati prvni z rovnosti (42); druhd z téchto
rovnosti plyne ihned z prvni.

45



Cviceni

V nasledujicich pfikladech predpokldadame, ze m e Nyn e N, k; e N, ... [ k, e N,
acRy,beRy,ceR,Ac(l,40),acR, a1 eR, ... ;a, e R, FeR,0£ycR.
Nékterou z elementérnich metod (tedy bez uZiti I’Hospitalova pravidla a Taylorovijch

polynomii %)) vypoctéte tyto limity:

/ 7 _ m _
401, lim YT o1 4.02. lim & 2
x—0 €T r—1 " — 1
me 3
4.03. lim V21 4.08. lim VIl
rz—1 %—1 rz——1 \3/x+2+x
4.05. lir_{_l 2*(Ve+1—-+vVa—1) 4.06. lirf e (Vr+1-Vz—1)
xr—r+00 Tr—r+00
4.07. lim 2T 2.08. lim (" - )
z—0 z z—1 \1 — g™ 1—an
p— 3 — — —
4.09. lim Y2F2— Ve +20 410, lm VIV Vr-a
T—7 vr+9—2 T—a+ 2 — g2
. Vit+zx—+1—=x . ve+1l—yz—1
4.11. lim — 3 412, lim 3
=0 Y1+zx— V-2 gotoo Yr+1—Vr—1
4.13. lim ( :v—\/E—\/E) 4.14. lim (3:1024— W—%?)
Tr—4+00 T—400
2 . . 9 . _
4.15. lim 2 sin a:. 3sinz + 1 4.16. lim 2sin .x—|—sma: 1
z—7/6 2sinzr — 1 z—3m/2 sinx + 1
: _ : 1/z _ ol/x
4.17. wl_l}r_irrloox(lg(w—i— 1) —lgx) 4.18. mll)rfoox(3 21/7)
4.19. lim ——° 4.20. lim ——"
r—=a T —a z—a T —a
1 T 3 1 T 3
421, 1 BT 422, 1 BCET)
-0 lg(e3® + 2b) z—+o0 g (e3% + 26)
. _ 2 _
4.23. lim exp (sin2x) —expx 4.24. lim exp(arctg x) —expx
z—0 tgx z—0 sinzx
T : 3 —
4.25. lim BLEzet)sine 4.26. lim lgi— VST
z—0 lg (cos z2) z—0+ =~ 1 —cos/x
4.27. Jim —80FT) 4.28. lim —L T S0L T COST
=0 lg(x +V1+x) z—0 1 4 sinyx — cosyx
1 — cotg?
4.29. lim ol T 430. lim Ig(1+A4%)1g(1+2)
z—m/4 2 — cotgx — cotg® x x—400 x

4) Priklady na aplikace téchto méné elementarnich metod najde étenai v kapitole 6.
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4.31.

4.33.

4.35.

4.37.

4.39.

4.41.

4.43.

4.45,

4.47.

4.49,

4.51.

4.53.

4.55,

4.57.

4.59.

4.61.

4.63.

4.65.

lim lg (22 + V1 — 422)
220 g (z + V1 —2?)
i drecosw

Y

li Y/C0ST — Veosw

50 tg 22

lg (cos ax)
im =————~
-0 lg(cosbx)
i Y 1 — cosz?
im ———
z—0 1 —cosx
lg (1 + sin® z)
im
a—0— lg(1 +tg®x)

lgx —1\lg=
lim ( )
z—+oo \lgx + 1

lim (614_1 — ez)ez

T——00

) a® 4+ b% + T\ 1/
i (V)
x—0 3

. .1 1\
lim (sm— —i—cos—)
T T

r— 400

lim (1 - xfa)ﬁ

r—+00
li t sinz—1
ng/g_( g)
lim ZCI/ arccos? z
rx—1—
4\ VD
lim ( )
z—+oo \2 +

) lg(2? + 2+ 1)\
lira (lg(a:2 +ax— 1))

r— 400

. ( arccos ) 1/sinma
im (————
z—0+ \arctg(1/x)

. a\1/lgx

lim (1 + x2)l/arctg2m
x—0

4.32.

4.34,

4.36.

4.38.

4.40.

4.42,

4.44.

4.46.

4.48.

4.50.

4.52.

4.54.

4.56.

4.58.

4.60.

4.62.

4.64.

4.66.

. \/1—|—tg:c—\/1—|—sin:1:
lim
x—0 1‘3

1 —sin2x — cos2x

lim
T— /4 1 — cotgx
y ycosx — Hcosx
im ~Y———Y

z—0 sinx arcsinx

92" _ 9z’
lim —
2 2T — g2

.l (3 + a2))

i :
0 sinyx
1/1g(lg z)
lim (lg(lg:v)) g(lg
T—+00 lg xT
lim ($7 + arctg z)/®

Tr—r—00

(I + CL)m—Hl(I + b)m+b
((E +a+ b)21+a+b

li ( a® +b" )O‘/I
wli% a* + bo?

. 1\ 1/(cos z+1)
lim (—)
x——+mEt \TT
. 1 . 1/1g(1—z)
mligl_ (571' — arcsin :1:)
. T 1/ arccotg x
lim ( )
z—+oo \x + 1
. 5 z+2/x
xllg) ( exp T+ 2 B )
. lg(z? + 2+ 1)\*"lg=
i (82 +1)
z—too \lg(x2 + 2 — 1)
. cosz \ 1/2?
lim ( )
z—0 \cos2x
. 1/(2vz)

li t a/lgx
Jm (arccotg x)



4.67. lim

220 e +e2T 4., +en® —n
4.68. lim cosxcos2x---cosnx — 1

x—0 1‘2

sinh? z
4.69. 1
69 o530 cosh x cosh 2z - - - coshnx — 1

4.70. ml_l}r_]’f_loo Vz (sin(lg(z + 1)) —sin(lg z))
4.71. ml_l}r_]’f_loo (\/x—l—y/x—f—\/_—\/x—i—\/x—\/f)
4.72. lim ZCQ(\/ZC2+$+1—\/SC2—SC+1)

T—+00
4.73. lim :C"(%/:vz—i—:v—l—l—%/x?—i—x—l)

r— 400

. a4 3_ 4 _ 3
a1a i (YT - YT )
4.75. IEI_EOO({l/(x+a1)(:v+a2)...(x+an)_x)
1 n n

4.76. lim —((Va2+1+z) — (Va2 +1-2)")

x—0 x

1 n n

4.77. EI_]S —n((:v—i— 224+1)" + (x —Va2+1)")

x co I

1 n

4.78. glcllg) E(};sin(a—kkx) —nsina)
4.79. lim l(icos(a—i—k%c) —ncosa)

x—0 X 1

1/k: 1/ks ... 1/kn _

4.80. lim 1+ a12)" (1 4 asx) 1+ apx) 1

x—0 €T
Reseni
4.01. . 4.02. 2. 4.03. 2. 4.04. 1.

T

4.05.1pr0a:%;+ooprooz>%;Oproa<%.

4.06.%proa:%;+ooproa>§;0proa<%.
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4.07.

4.12.

4.18.

4.23.

4.29.

4.35.

4.41.

4.46.

4.51.

4.52.

4.56.

4.63.

4.68.

4.72.

4.73.

4.74.

4.75.

4.79.

1/n. 4.08. 1(m—mn). 4.09.112/27. 4.10. —1/v2a. 4.11. 3.
+oo. 4.13. -1, 414.1. 415, 1. 4.16. -3. 4.17.1.
lg2. 4.19.a(Iga+1). 4.20.a"(Iga—1). 4.21. 1. 4.22. 1.

1. 4.24. —1. 4.25. —4. 4.26. —cc. 4.27. 2. 4.28.1/y.

3 430.algA. 431.2. 4.32. 1. 4.33.1. 4.34. /2.

—3. 4.36. 1. 4.37.4%/b%. 4.38. —%. 4.39. V2. 4.40. 161g2.
—00. 4.42.20/y. 4.43.¢72. 4.44.¢71. 4.45. 1.

1. 4.47. {abc. 4.48. ¢~ (o)) 4.49. ¢. 4.50. (ab)*/2.

el proa=3; 0proac(0,3); 1 proa>43.

+00 zprava, 0 zleva. 4.53.1. 4.54.¢Y/2. 4.55.¢71/2,

e”!. 4.57.1. 4.58.¢°. 4.59.1. 4.60.c. 4.61.1. 4.62. ¢*/2.
e®. 4.64.¢'/%. 4.65.c. 4.66.c . 4.67.2/n(n+1).

—Ln(n+1)(2n+1). 4.69.12/n(n+1)(2n+1). 4.70.0. 4.71. 0.

1 pro a=0; 400 pro o >0; 0 pro a <0.

%proa:%; —|—ooproo¢>§;0proo¢<%.
%proa:%; —|—ooproo¢>%;0proo¢<%.
(1 +ag+-+ay)/n. 4.76.2n. 4.77.2". 4.78. n(n+1)cosa.

—3n(n+1)(2n + 1)sina. 4.80. Z?Zl(ozj/kj).
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