5. Derivace

Derivace (oboustrannd, zprava, zleva) realné funkce f redlné proménné v bodé
a € R byla definovana v kapitole 4 (viz fadky (9) a (9+)); tato derivace se podrobnéji
nazyva derivace fadu 1. Oboustranné derivace fadu n, kde n > 1 je prirozené ¢islo,
se definuji indukci, v niz zbyva provést indukéni krok:

Je-li a € R a ma-li funkce f v kazdém bodé z jistého okoli U(a) derivaci f(™~1 (z)
tadu n — 1, definujeme derivaci f(")(a) ¥adu n funkce f v bodé a rovnosti

1) F(a) = (V) (a),

ma-li prava strana smysl. Dodejme, Ze derivaci fadu 0 v bode€ a lezicim v definicnim
oboru funkce f budeme rozumét ¢islo f(a). Kromé ndzvu ,derivace fadu n“ se b&zné
uziva i termin ,derivace n-tého radu®. Jednostranné derivace fadti n > 1 nebudeme
nikde potfebovat, a proto je ani nebudeme definovat.

Rikame, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a, existuje-li konecnd derivace
f'(a); tikdme, ze f je diferencovatelna v mnoziné M C R, je-li diferencovatelna
v kazdém bodé této mnoziny. Pfechod od f ke konecné derivaci f’ se nazjva
diferencovani (funkce f).

Pfipomenme, ze funkce diferencovatelna v bodé a je v tomto bodé spojita, ze
obrdcené tvrzeni neplati, a zopakujme dobfe znama zakladni pravidla derivovani:

Véta 5.1 (o derivaci souétu a rozdilu). Existuji-li derivace f'(a), ¢'(a), je
(2) (f £9)(a) = f'(a) £ ¢'(a), m&-li prava strana smysl.
Analogicka tvrzeni plati pro derivace zprava a zleva.

Véta 5.2 (o diferencovani souéinu). Jsou-li funkce f, g diferencovatelné v bodé
a, plati totéz o soucinu fg, pricemz

3) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Analogické tvrzeni plati pro derivace zprava a zleva.

Véta 5.3 (o diferencovani podilu). Jsou-li funkce f, g diferencovatelné v bodé
a a je-li g(a) # 0, je i podil f/g diferencovatelny v bodé a, pfi¢emz

@) (j)’(a) _ f'(a)g(a) — fa)g'(a)

g 9%(a)
Analogicka tvrzeni plati pro derivace zprava a zleva.

Véta 5.4 (o diferencovani superpozice). Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé
a a funkce g v bodé f(a), je superpozice g o f diferencovatelnd v bodé a, pfi¢emz

(5) (go f)(a) =g'(f(a)) f'(a).
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Poznamka 5.1. Vsimnéme si, Ze vétu o derivaci souétu (rozdilu) lze na rozdil od
vét 5.2—5.4 uzit i za nékterych situaci, kdy jsou derivace nekonecné.!) Je proto
zcela korektni napsat napft.

© e gey {3 e e,

+oco+o00=4c0 pro =0

Vétu 5.1 vsak nelze uZit k vypoétu derivace rozdilu h(z) := Jz — J/x v bodé
0, protoze bychom dostali vyraz +o00 — (+00), ktery nemé smysl. To samozrejmé
nevyvraci existenci této derivace; vzhledem k tomu, Ze

3 5
Ve -z — p2/3 _ 45 —4/5 (x2/15 _ 1)
T

— —oo pro z — 0,

je A'(0) = —oo0.

Pfiklad 5.1. Prvni derivaci funkce f(z) := lg(1 + z) v intervalu (—1,400) je
funkce 1/(1 4 x). Pfedpoklddame-li platnost identity

(7) F(z) = (_1)"*1”;;)2 pro kazdé z e (—1,+00)

a nékteré n € N, ihned vidime, ze

I o n—1)! n n!
FOD (@) = (F™Y (@) = (-1) 1(%#—(—1) (1+ )+t

viude v (—1,400); tim je platnost (7) dokdzdna pro kazdé n € N.

Priklad 5.2. Jak snadno nahlédneme, plati vSude v R a pro vSechna cela ¢isla
n > 0 identity

4n+2) (4n+3) _

8 sin®* = sin, sin®"tY = cos sin( = —sin, sin — cos
1 ) ) ) )

(4n+1) _ 4n+3)

(82) cos*™ = cos, cos —sin, cos®**t?) = _cos, cos! =sin.

Priklad 5.3. Aplikujeme-li dvakrat vétu o diferencovani superpozice, dostaneme
identitu
1

- - . t .
exp(2tgz) +1 exp (tg r)

(arctg (exp (tgz)))' = cos?

platnou viude v R — {3 (2k + 1)m;k € Z}. V.5.4 lze uzit, protoze kazda ze tii
zucastnénych funkci je diferencovatelnd vsude ve svém definicnim oboru. [

1) Zdtraznili jsme to tim, ze jsme véty 5.2—5.4 nazvali vétami o diferencovdni souéinu, podilu
a superpozice.
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Ve vété V.5.4 se mluvi jen o ,,oboustranné“ diferencovatelnosti — jinou jsme ani
nezavedli; jednostranné a nekoneéné derivace pomoci ni pocitat nelze. Casto viak
lze uzit nasledujici jednoduché a velmi uzitecné tvrzeni, k némuz se uchylujeme
zejména v pripadech, kdy se pro vypocet (oboustranné nebo jednostranné) derivace
nehodi zadné ze zatim uvedenych vét.

Véta 5.5. Je-li a € R, je-li f spojitd v jistém U(a) (U™ (a), U™ (a)) a je-li limita
f'(ax) (f'(a+), f'(a—)) rovna A € R*, existuje i derivace f'(a) (f! (a), f' (a)) a
rovna se A.

Z pravé uvedené véty ihned plyne, Ze napf.

(9) arcsin’, (—1) = arcsin’_ 1 = +o0, arccos’, (—1) = arccos’ 1 = —o0.

Ptiklad 5.4. Pro kazdé x € (—1,0) U (0,1) necht je

arccos:z:+ 11 1—+1—22
T 2g1+\/1—x2.

Funkce arccosz a v1 — 22 jsou diferencovatelné v kazdém bodé =z ¢ (—1,1),
zlomek v logaritmu je kladny, je-li navic x # 0, funkce lg je diferencovatelnd v R..
Je-li tedy 0 < |x| < 1, jsou splnény vSechny pfedpoklady V.5.4 a je proto

(10) fx) =

1
— — arccoszT - —

(11) flz) = - A 7 2

1 1 T 1 T
+ - + .
2(1—\/1—962 V1i—22 1++V1-— 22 \/1—962)

Pii diferencovani prvniho zlomku v (10) jsme dali pfednost vété V.5.2 pied
vétou V.5.3; logaritmus zlomku na pravé strané jsme pied diferencovanim rozlo-
zili na rozdil logaritmu citatele a jmenovatele, coz je mozné, protoze jak citatel,
tak 1 jmenovatel jsou kladné funkce. Protoze vyraz ve druhé fadce (11) je roven
1/(90\/ 1— 22 ), dokézali jsme zatim, Ze

(12) fl(x) = —% arccosz, je-li 0 < |z|<1.

Oboustranné derivace funkce f v bodech 41 neexistuji napi. proto, ze defini¢ni
obor funkce f neobsahuje Zadné oboustranné okoli Zadného z téchto bodu; zbyva
vSak rozhodnout, zdali existuji jednostranné derivace f)(—1) a f’(+1). Jak jsme
jiz fekli, vétu 5.4 nelze aplikovat.?) Mohli bychom se sice pokusit postupovat podle
definice, ale daleko jednodussi je aplikovat V.5.5; to je mozné, protoze

2) Nejen proto, ze oboustranné derivace nejsou k dispozici, ale Ze jednostranné derivace funkci

arccosz a 4/ 1 — z2 jsou v bodech +1 nekoneéné. Z nemoznosti aplikovat vétu 5.4 samozfejmé
neplyne, ze uvedené derivace neexistuji.
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1) funkee f je spojitd jak v (—1,0), tak i v (0,1);
2) existuji limity

lim f'(z)=-m lim f'(z)=0.

r——1+ rz—1—
Z V.5.5 proto plyne, ze f(-1) = —m, f/ (1) =0. O

Je-li funkce f dana néjakym ,vzorcem“, budeme ji vySetfovat v maximalnich
intervalech, v nichz mé ,vzorec“ smysl. Sjednoceni vSech téchto intervalt budeme
povaZovat za defini¢ni obor funkce f; oznadime jej D(f). V dalsim budeme Fesit
tilohy, které kratce nazveme vySetfeni spojitosti a derivace dané funkce. Uloha se
standardné bude skladat z téchto ¢asti:

1) Nalezeni defini¢niho oboru D(f) funkce f.

2) Nalezeni v8ech maximélnich interval®, v nichz je f spojitd. Nalezeni vSech
bodt x € D(f), v nichz f neni spojitd (oboustranng, zprava, zleva). Nalezeni obou-
strannych resp. jednostrannych limit funkce f v bodech x € D(f), v nichZ f neni
spojita a v nichz tyto limity existuji.

3) Nalezeni (oboustranné resp. jednostranné) derivace funkce f ve vSech bodech,
kde existuje.

Protoze z existence konecné derivace f'(x) (f)(x), f’(x)) funkce f plyne jeji
spojitost (zprava, zleva), neni nutné o ni v takovych bodech ezplicite mluvit; spo-
jitost je vSak dilezitda v bodech, v nichz konec¢nd derivace neexistuje. Podobné
neni nutné mluvit o jednostrannych derivacich v bodech, v nichz existuje derivace
oboustranna. [l

Budeme ftikat, ze funkce f je spojita ve svém definicnim oboru, je-li spojita
v kazdém maximélnim intervalu, z nichz se sklada jeji defini¢ni obor.

P1i vysSetfovani spojitosti bychom se jen stézi obesli bez znalosti téchto tvrzeni:
Véta 5.6. 1. Jsou-li funkce f, g spojité (oboustranné, zprava, zleva) v bodé a,

plati totéz o funkcich | f|, f £ g, fg, a také o funkci f/g, pokud je g(a) # 0.

2. Jsou-li funkce f, g spojité v intervalu I C R, plati totéz o funkcich | f|, f ¢,
fg, a také o funkci f/g, pokud je g # 0 vsude v I.

Véta 5.7. 1. Je-li funkce f spojitd v bodé a a funkce g v bodé f(a), je superpozice
g o f spojita v bodé a.

2. Je-li funkce f spojita v intervalu I a funkce g v néjakém intervalu J obsahujicim
f(I), je superpozice g o f spojitd v I.

Poznamka 5.2. V nékterych pripadech lze pfi vySetfovani spojitosti a derivace
vyuzit specifickych vlastnosti dané funkce, jako je sudost, lichost nebo periodicita.
Prestoze predpokladame, ze tyto tii pojmy jsou ¢tenari dobfe znamy, pfipomeneme
jejich presné definice:

Spliuje-li mnozina M C R podminku x ¢ M = —x ¢ M, fikdme, Ze funkce f
definovand v M je suda (resp. licha), plati-li pro kazdé = € M rovnost f(—x) = f(z)
(resp. f(—z) = —f()).
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Je-lip € Ry a spliuje-li mnozina M C R podminkuz € M = x£p e M, iikdme,
ze funkce f definovand v M je p-periodicka (nebo 7ze ma periodu p), plati-li pro
kazdé = ¢ M rovnost f(z £p) = f(z).

P1i pocitani derivaci ndm ¢ast prace mohou usetfit tato tii tvrzeni:

Véta 5.8. Sud4 nebo lichd funkce f : M — R je v bodé a € M spojita zprava
(zleva), pravé kdyz je spojita v bodé —a zleva (zprava).

Dusledek. Suda nebo licha funkce f : M — R je spojita v bodé a € M, prave
kdyz je spojita v bodé —a.

Véta 5.9. Je-Ii f : M — R suda (lichd) funkce a je-lia € M, je f! (a) = —f' (—a)
(fi(a) = f.(—a)), ma-li jedna strana rovnosti smysl.

Dusledek. Je-li sud4 (lichd) funkce f : M — R diferencovatelnd v M, je f' funkce
lichd (suda).

Véta 5.10. Necht' p € Ry a necht f : M — R je p-periodickéd funkce; pak plati
tato dvé tvrzeni:

1. Je-li f spojitd v bodé a € M zleva (zprava, oboustranné), plati totéz v kazdém
bodé a + np, kde n € Z.

2. Pro kazdé a € M a kazdén € Z je f (a) = f'\(a +np), f.(a) = f'(a+ np),
f'(a) = f'(a + np), mé-li jedna strana pfislu$né rovnosti smysl.

Ptiklad 5.5. Funkce
(13) flz) == Vsinz
je spojitd v celém R, ale V.5.4 lIze aplikovat jen v bodech x # 0 mod 7, protoZe
(1d'/3Y/(0) = 400 a V.5.4 predpoklada diferencovatelnost. Protoze
_ cosT
3Vsin? z

protoze lim, ., cosx = cosnm = (—1)" a protoze VsinZ z konverguje k 0 pro
x — nm a je kladnad vSude kromé bodu nw, je podle V.5.5

+ o0 suda
(15) f'(nm) = lim f'(x) = { } pro vSechna n { }

(14) f(x)

pro véechna « ¢ {nm; n e Z},

T—=nT licha

Priklad 5.6. Jednostranné derivace 7-periodické funkce f(z) := /| sinz| lze
v bodé 0 pocitat pfimo z definice:

\3/ sinx

\3/ sinx
’ ET . ’ T _ — o
f+(0) B xli{(r)l+ X o +OO7 f_ (0) o xli{(glf ( e ) o3

podle V.5.10 je v disledku toho f! (n7) = 400, f’ (nm) = —oc pro kazdé n € Z.
Priklad 5.7. Funkce

(16) fe) =g (ja| -V —1)
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je spojita a sudd ve svém defini¢nim oboru (—oo, —1) U (1, +00); snadno zjistime,
zZe je
/ 1
(lg(z — Va2 —1)) = ———— v (1,4)

2 —

aze fi (1) = f'(14) = —oc. Podle V.5.9 je jeji derivace lichd, tedy rovna 1/v22 — 1
v (—o0,—1), a navic je f'(—1-) = +oc.

Priklad 5.8. Funkce

(17) f(@) :==x(] cos(lgz)| — | sin(lgz)|)

je spojita ve svém definiénim oboru R . Protoze absolutni hodnota (identity) nemé
derivaci v poéatku, nelze V.5.4 aplikovat v Zzddném bodé x € R, , v némz je bud
cos(lgz) = 0, nebo sin(lgz) = 0, tedy v zddném bodé a,, := exp(nn/2), kde n € Z.

Neni-li z € R} rovno zadnému z cisel a,,, je
(18) f'(@) = cos(lgz)| — | sin(lg )|
—x(sgn(cos (lgx)) -sin(lgx) - i +sgu(sin(lgz)) - cos(lg x) - é)
= sgn(cos(lgx)) (cos(lgx) — sin(lg z))
— sgn (sin(Igx)) (cos(lg z) + sin(lg z)).
Vzhledem k 7-periodicité funkei | cosz|, | sinz| plati identity
(19) flze*™) = | cos(lg(xe™™))| — | sin(lg(ze™™))|

=|cos(lgz+m)|—|sin(lgx £ 7)| = | cos(lga)| — | sin(lgz)| = f(x)

pro viechna z € R, . Z rovnosti a,+2 = a,e*™ (kde n € Z) snadno plyne platnost
identity

(20) f(anza—) = f'(an—) resp. f'(anta+) = f'(ant)

za predpokladu, Ze jedna jeji strana ma smysl. Podle V.5.5 jsou tato ¢isla rovna
fL(an) resp. f! (an). Z¥ejmé proto staci vypocitat limity f'(ao—), f'(ao+), f'(a1—),
f'(a1+), pokud oviem existuji; je-li tomu tak, jsou po fadé rovny f’ (ao), f!(ao),
fL(a1), fi(a1) a obecnéji také rovny f” (aszn), fi(azn), fL(a2n+1), fi(azn+1) pro
kazdé n € Z. Tim bude nase tloha tplné vyresena.

Protoze je sgn(cos(lgz)) =1, sgn(sin(lgz)) = —1 v (a—1,a0), je v tomto inter-
valu f/(z) = 2cos(lgz) (podle (14)), a v disledku toho f’'(ag—) = 2cos(lgl) = 2.
Podobné zjistime, ze f'(z) = —2sin(lgz) v (ag,a1), takze f'(ap+) =0, f'(a1—) =
—2,aze f'(x) = —2cos(lgz) v (a1, az2), takze f'(a;+) = 0.

Tim je dokazano, ze pro kazdé n € Z plati rovnosti

(21) fl—(a2n):27 f-/',-(a%)zoa fl—(a2n+1):_2a f_/,_(agn+1)=0.
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Pro vypocet derivaci vyssich fada souc¢inu dvou funkci 1ze velmi ¢asto uZit toto
tvrzeni (pfipominajici binomickou vétu):

Véta 5.11. (Leibniziiv vzorec.) Existuji-li konecné n-té derivace f(™, g funkci
f, g vbodéacR, jevtomto bodé

(22) ()™ =3 () Pg,

k=0

n

Priklad 5.9. Je-li A ¢ R, 0 # p € R, n € N, plati pro kazdé = € R rovnosti

(23) (:C)\euw)(") _ Z (Z) (w)\)(k) (elw)(n_k)

k=0

) ewé ()AA=1) =k + D2

() ()
k=0

Pfipomenme k tomu, Ze tzv. binomické koeficienty jsou pro kazdé A € R defino-
vany vzorcem

NCE VRO D

- (2) - k1! pro k=0 |

vSimnéme si pfitom, ze pro kazdé celé ¢islo A > 0 a pro kazdé k > A je binomicky
koeficient (24) rovny 0.

Priklad 5.10. Pro kazdé = € R je
9 3
. 9 . _ 9 . _
(2% sinz)® = Z (k)(x3)(k)(s1nx)(9 k) _ Z (k)(x3)(k)(51nx)(9 k)
k=0 k=0

=a23cosx+9-32% -sinz—36-6z-cosz—84-6-sinz

=z (2% — 216) cosx + 9 (322 — 56) sinx.

Priklad 5.11. Indukci se snadno dokaze, Ze pro kazdé n € N je

n—1)!

(25) 1™ o = (—1)”*1( pro kazdé z e R, .

Z toho ihned plyne, ze pro kazdé x € Ry je napft.
M _ (7 7 7
(:1:2 Ig :1:) = (O)xz(lg ) 4 (1) (IZ)/(lg 2)© 4 (2) (x2)”(lg z)®)

A

6! 5!
—1.42 6 °
=12® (=10 =+ 720 (1) 5 212 (1) — = —
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Cviceni

Za predpokladu, ze a ¢ Ry, b e Ry, —00 < a < B < +00, vySetfete spojitost a
derivaci téchto funkei: 3)

5.01. Ig(z+ Va2 +1) 5.02. lg(z — /22— 1)
5.03. \/z+ 7 5.04. \/z— 7z

5.05. z+\z+ Vx 5.06. =+ \z— Jx
5.07. V/22+2z—3 5.08. lg2z +1g(lga)

5.09. cotg(arcsinx) 5.10. |sin®z|
5.11. arctg(tg® ) 5.12. /|2?2 —x — 2|
z—1 3/T+2
5.13. /|| 5.14. /=
1+z 3/14 a3
5.15. arctg - 5.16. 5 .2
5.17. arccos i 5.18. arccotg w
x sinz — cosx
5.19. argcosh(lgz) 5.20. arcsin(lg® )
5.21. arccos(lg(2 — x)) 5.22. | arcsinz|
5.23. arcsin|z? — 1] 5.24. lg(arcsin(2? — 1))
1 a\®/bya N\
5.25. 1Ig (arccos ﬁ) 5.26. (5) (E) (E)
1 .
5.27. arctg g 5.28. Ig(1+ |sinz|)
5.29. arcsin(sinx) 5.30. arctg(e® — 1)
5.31. {/cos(z2 —1) 5.32. {/(lg|z| —1)2
5.33. arccos((1 — cosx)?) 5.34. o*
5.35. z'/° 5.36. x'5”

3) U nékolika piikladtt miize byt vypocet jednostrannych derivaci v krajnich bodech ptislusnych
intervaltl dost obtizny, smime-li uzit jen dosud vyslovené véty. Ctenéf, kterému jde jen o zvladnuti
zékladnich postupii, mize proto tuto ¢ast tkolu vynechat; ¢tenar, kterému by vadilo, ze priklad
nedovede roziesit v plném rozsahu, muaze zkusit vratit se k feSeni, az se seznami s obsahem kapitoly
6, v niz jsou vylozeny méné elementarni metody vypoctu limit.
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5.37. (Igx)” 5.38.
5.39. (Igz)'s® 5.40.
5.41. (sinz)°*® 5.42.
1+2x\lez
5.43. (@]__x) 5.44.
5.45. argcosh(e + 1) 5.46.
e —1
5.47. lg(lg(e” + V1 +e2%)) 5.48.
549, CST L J17a 5.50.
1 — g2 14z
" 821
5.51. arctge — lg m 5.52.
5.53. /a2 — 22 — a arccos — 5.54.
a
5.55. arcsin 5.56.
2241
5.57. lg(1 +sin®z) — 2sinz arctg (sin )
5.58. 2z arctgz — lg(z? + 1) — arctg® «
5.59. 2z arcsin®z +2+/1 — 22 arcsinz — 2z
5.60. 87 1o (p 1 1t 22)
V14 a2
2z -1 z+1
5.61. /3 arct -1
& V3 8 Vi —z+1
5.62. /(z —a)(8—12)+ (8 — a)arctg R
—x

%

x
(a,I‘Ctg x) arccos
(ew _ 1)arcsinm

1 —sinx
g/ ——
1+sinx

\/\/i—sin:v—cos:v

1
arctg V2 —1— 5%
2 —1
lg (2z+1+2va?+a)
argsinh (| 1g |22 — 3||)
lgxi_Fa—I—arctgE
Va2 + a2 a

1
Va2 —1— z? arccos =
x

V bodech z uvedenych v zavorkach vypocitejte n-té derivace téchto funkeci:

5.63. 2"¢", kde a e R (z € R) 5.64.
1

5.65. \/ﬁ ((E S (_OO, %)) 5.66.

5.67. lg - (2 =0) 5.68.
— X
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sinxz cosz (z € R)
1
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5.69. Necht

26
(26) 0 pro =0

Fa) = { exp(—1/2®) pro x # O} .

Dokazte indukei, Ze existuji polynomy a,(z) tak, Ze rovnost

= ) () (- 1)

plati pro vSechna n € N a vSechna = # 0; pak dokazte, ze f(")(O) = 0 pro vSechna
n e N. (Rada. Substituci = £1/+/t prevedte limitu pro z — 04 pravé strany (27)
na lim ;4 oo an(£v/1)exp(—t); podle (26) z kapitoly 4 je tato limita rovna nule.
Dodefinujeme-li tedy funkci (27) v bodé 0 nulou, bude spojitd v celém R a stadi
aplikovat V.5.5.)

5.70. Zjistéte, pro kterd n € N mé funkce

z"sin— pro z#0
(28) f(z) = x
0 pro z=0

v bodé 0 derivaci prvniho resp. druhého fadu a pro kterd n € N je prvni resp. druha
derivace v bodé 0 spojita.

Reseni

Funkce z pfikladi 5.01—-5.70 znaCime v tomto seznamu feSeni f. Vsechny jsou
spojit€ ve svém defini¢nim oboru ; tuto informaci u jednotlivych prikladu jiz neuva-
dime. %)

1

5.01. D(f)=R; f'(z) = Nors) v R
5.02. D(f) = (1+00); f(2) =~ v (L400); FL(1) = —0

__Wedl
4z \/x+\/x
o 2/E-1

4/x\/x — /T
5.05. D(f) = (0,+00); f’(gc)=1—|—%+33—\Zc_2 v Ry; fL(0) =400

4) V kapitole 7 budeme vysetiovat i funkce, které v nékterych bodech spojité nejsou.

5.03. D(f) = (0,+00); f'(2) Ri; f1(0) = +o0

5.04. D(f) = (1,4+00); f'(x) v (1,400); fi(1)=+o0
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5.06.

5.07.

5.08.

5.09.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

1 1
2Vr 3932

2(x+1) o
, jeei —3#£x#1;
33/ 12z 372 " #of

D(f) = (0,+00); f'(x) Ry; f1(0) = —c0

D(f) =R; f'(x) =

B 21g% 2 + 1

D) = (1400); 1) = 225Dy ()
D(f) = (—1,0)U (0,1); f’(a:):—ﬁ, jeli 0 < [z] < 1:

fr(=1)=fL(1) = o0

D(f) = R; f'(z) = 3sgn(sinz) sin®z cosz v R.
Pozor! V.5.4 nelze aplikovat, je-li x =0 mod 7,ale uvedeny

vysledek je podle V.5.5 spravny i v téchto bodech.

sin 2x

D(f)=R—{3@2n+)m;necl}; f(z) = v D(f)

sin® z + cost
sgn(z? —x — 2)
2V/|2? —x — 2|
FL(=1) = fL(2) = —o0, fi(-1)=fL(2) = +o0
D(f) = (~00,-2) U (=2, +00); f(a) = & B D/ 22
\/}(x_l)(x+2)3|

jeli —2#x#1; fL(1)=—o0, fi(1)=+00

)
33/(x +2)2(z — 3)%’

D(f)=R; fi(z) = 2z —1), jeli —1#a#2;

D(f) = (—00,3) U (3,400); f'(x) = —

jeli —2#4x#3; f(-2)=-c0
1

D(f) = (=00, 1)U (1, +00); f'(z) = o jelli ¢ #1

D(f) = (=00, ~V2) U (=V2,V2) U (V2,+00); f'(z) =
z(2 + 6z — 23)

= 3%/(14_1;3)2(2_@2)4, je-li :I:\/i;ég;;&_l; fl(—l):+oo

1

D(f) = (=00, 1) U(1,+00); f(x) = W

, jeli x| > 1;

FL(-1) = £ (1) = +oo
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518. D(f) =R—{(n+Hm;neZ}; f'(x)=1 v D(f)

5.19. D(f) = (e,+); f'(z) = W\/% v (e,400); fi(e) =400
5.20. D(f) = (1/ee); f/(x) = x?)llgﬁ v (1/ee);
FL(1/e) = . (e) = +oc
1

5.21. D(f) = (2—e,2— 1/e); f'(z) = 7
(2 —x)y/1 —1g%(2 — 2)

jeli2—e<az<2—1/e; fil(2—e)=f(2—1/e) =+

5.22. D(f) = (-1,1); f'(z) =

sgnw
V1—a?’
FL(-1) = —00, FL(0) = +1, J(1) = +0c
~ 2sgn(z(a® — 1))
B V2 —2?
040 #£1; FL(FVD) = Foo, FL(-1) = 4(1) = £2, 1L(0) = FV2

je-li 0 < |z| < 1;

5.23. D(f) = (-V2,V2); f'(z) ,jeli |z] < V2 a

2sgnzx

arcsin (22 —1)v/2 — 22’
jeliz e (—=v2,-1)U(1,V2); fi(=V2) = —o0, f.(V2)=+c0

5.24. D(f) = (—v2,-1)U(1,v2); f(z) =

5.25. D(f) = (1,+00); f'(2) = — ams(l/l 7= o)
5.26. D(f) = By 1) = (@) (12 +2=%) v D(y)
5.27. D(f) = R~ {£v3}; f(a) = B2 -T) iy

x4 — 422 +5

_ sgn(sinx) cosx

5.28. D(f)=R; f'(z) = T+ sna] je-li x 20 mod 7;

f(nm) = £1 pro vSechna n € Z
5.29. D(f) =R; f'(z) =sgn(cosz), jeli # $m mod m;
fi(3(dn —1)m) = fL(3(4n +1)7) = £1 pro viechna n € Z

e(l)

2/arctg (e® — 1) (€2 — 2e® +2)

5.30. D(f) = (0,+00); f'(z) =

jeliz e Ry f1(0) = 400
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, 2 zsin(1 — 22 C
5.31. D(f): R, f(fl?): EW, Je—h I¢{:|:an,n€N},

kde ap :=\/14+ 5(2n — 1)7; f'(£azn—1) = Foo, f'(Fazm)=+oo

5.32. D(f)=R_UR,; , je-li 0# x # +e;

f(a) = — e
C 323/1glw] -1

2(cosz — 1)sinz

5.33. D(f) = (J(3(4n—D)m, i(4n+ 1)m); f/(2) =

ne /1= (cosz —1)4’
jelize [ J(3(4n—Dm, 3(4n+ Dr); fi(3(4n — 1)r) = +o0,
neZ

5.34. D(f) = (0,400); f'(z) =a"(gz+1) v Ry; f1(0) = —oc0
5.35. D(f) = Ry; f'(z) =2Y*72(1—1gx) v D(f)
5.36. D(f) =R,; f'(z) =228""1iga v D(f)
5.37. D(f) = (1,400); f'(z) = (lgz)" ' (lgz lg(lgz) +1) v (1,+00);
=1
5.38. D(f) = (0,4+00); f'(x) = a:xma:x(lg:r(lga: +1)+ é) v Ry; fi(0)=1
5.39. D(f) = (1, +00); f(x) = (ga)s* - BEDLEL prig) o o0
B o arccosx _ lg(arctgz)
5.40. D(f) = (0,1); J'(0) = f @) (7512 areigs ~ 17 )

je-li z e (0,1); f1.(0) =0, f.(1) = +oo

cos® x — sin® z 1g (sin z)

5.41. D(f) = | (2nm, @n+ D)m); f'(2) = f(2) sinz
neZ

vD(f)—{2nm;neZ}; fi(2nm) =1

lg(e®* — 1) e’
V1— 122 e? —1

5.42. D(f) = (0,1): f'(x) = () (
f4(0) = —o0, fL(1) =400
5.43. D(f) = (0,1); f'(x) = (g”i)lgz*l 2lge +f(;) 1g(1g1”)

1— 22 1—2z
v D(f)

arcsin:v) v (0,1);
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5.44.

5.45.

5.46.

5.47.

5.48.

5.49.

5.50.

5.51.

5.52.

5.53.

5.54,

5.55.

5.56.

5.57.

5.58.

1

D(f) = R~ {30 + s ne Z}; () = ——— v D(f)
D(f) = Res (@) =~ v D)
2

D(f)=R; f(x) = ST~ Cos Y , je-li ¢ # 37 mod 2;
2\/\/§—sin$—cosgc

fi(2n+ 1)) = +1/V2 = 0.84 pro viechna n € Z

x

D(f) = R; f'(z) = m.lgfeum> v R
D) = (1 +20); () = — B v D)

D) = (115 £1(0) = T2 v D)

D(P) = (0.450)5 f/(e) = T v Bt [10) = 4o
D) = B f'() = S v D(S)

D() =R~ {£3}; f(r) = s gfigli; 3')3)| ,

je-li z € D(f) — {£V2, +2};

Fi(=2) = fL(2) = £4, fL(-V2) = fL(V2) = £2V2

D) = {~asa); F) = /L v (~a,0)
F(=a) = +00, f'(a) =0

D) = (—0,+00); F'8) = o v D)

D) = R; f5) = v D)

D) = (=00, 1) U (1, 00); f(e) = Sk~ 2 anccos 1

jei [2] > 15 f(~1) = —o0, fL(1) =0

D(f) = R; f'(x) = —2 arctg(sinz) cosz v R
2

D(f)=R; fl(x) = 5022—9:—1 arctgr v R
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5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.70.

D(f) = (-1,1); f'(z) = arcsin’z v (=1,1); fi(-1)=f.(1) =

lgx
D(f) = Res (o) = —mres v D)
D) = (1, +00); f'() = = v DY)
_ .ol _ p—u Y _
D(f)_ <Oé,ﬂ), f(ZC)— T — v (avﬂ)a f+(a)——|—oo
"L\ n!
¢ kz_(:)(k)ﬁo‘kxk
N n 1(n—1) pro kazdé liché n
k )2
kzzo(_l) (gpy 1) e N_{%n—l pro kazdé sudé n}
(2n—1)!

2" 1g(x), kde g(z) je rovno sin2z, cos2z, —sin2z, — cos2x

podle toho, zdali je n, n — 1, n — 2, n — 3 délitelné cislem 4

2(n —1)! pro kazdé liché n

0 pro kazdé sudé n

(o~ )

n>2 & f'(0) existuje; n >3 & f' je spojitd v bodé 0;

n>4 & f"(0) existuje; n >5 < f” je spojitd v bodé 0
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