6. Limity funkci — 2. cast

Limita podilu dvou funkci je rovna podilu limit téchto funkci jen tehdy, kdyz ma
podil limit smysl. V nékterych pripadech, kdy podil limit smysl nema, 1ze limitu
podilu najit napf. pomoci tohoto tvrzeni:

Véta 6.1. (I'Hospitalovo pravidlo.) Necht a € R* a necht jsou splnény tyto
podminky: Funkce f, g jsou diferencovatelné v jistém P(a) a

(1) bud  lim f(z) = Ihif(llg(x) =0, nebo lim lg(z)] = +o0.
Pak je

!
(2) lim f@) =1 () existuje-1i limita vpravo.

2a g(z)  woa g'(z)

Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava v bodech a < +oo a zleva v bodech
a > —0o0.

Priklad 6.1. Ilustrujme uziti ’'Hospitalova pravidla nékolika typickymi pfiklady:

1 1
im 2% = lim - =0;
3 lim -2
r—+oo X r—+o0 I
1
| z
im rlgr= lim 2% = lim —%— = — lim z =0;
3" lim zlgz = lim -2
x—0+ z—0+ 1 x—0+ 1 x—0+
T x2
1
im ze~® = lim — = lim — =0;
4 1 1 ;
r—+00 r—+oo e* r—+o0 et
1
t 241
(5) lim zarccotgz = lim AT _ i Bk 1;
r——+00 r—+o00 1 T——+00 1
T x?
im ST _ lim cosx =1;
6 |
z—0 T z—0
1
ST —2x -1
(7) lim (37 —2z)tgez = lim 2 = lim —— =1.
z—m/2 z—m/2 cotgx z—7/2 1
sin’ x

Priklad 6.2. Vétu 6.1 lze aplikovat na podil f/g i nékolikrat: Spliiuji-li napiiklad
nejen funkce f, g, ale i jejich derivace f', ¢’, f”, ¢" pfedpoklady V.6.1, je
N R L N L B

z—a g(x) z—a g’(;p) z—ra g”(x) z—ra g’”(gp)

, existuje-li posledni limita.
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Napiiklad tedy je

. sinx —=x . cosx—1 . —sinx . —cCosT
(8) lim ——— = lim ———— = lim = lim =—

1
x—0 (E?’ x—0 3(E2 x—0 6x x—0 6 6 ’

Jak je patrné, pti praktické aplikaci I’'Hospitalova pravidla piSeme rovnosti v jis-
tém smyslu ,na dluh“. Zpocatku totiz nemusime védét, zdali plati prvni tii rovnosti
v (8), protoze na prislusné zlomky nelze aplikovat vétu o limité podilu. Prvni ¢i-
tatel f(z) := sinx — z i p¥islusny jmenovatel g(z) := 2 véak m4 limitu 0 a totéz
plati o f'(z), ¢'(x), f"(x), ¢"(x). Platnost prvnich t¥i rovnosti v (8) vSak (za této
situace) plyne z existence limity podilu f"'(z)/g" () = —% cosz. ')

Priklad 6.3. Je-li @ < 0, je (podle véty o limité podilu) lim ;4o 2%/e* = 0,
protoze Citatel f(z) := z* ma bud limitu 0, nebo 1, jmenovatel g(x) := e® limitu
+o00. Je-li @ € Ry, diverguje Citatel i jmenovatel do +o00; je-li n nejmensi pfirozené
¢islo vétsi nebo rovné «, 1ze n-krat aplikovat ’'Hospitalovo pravidlo, protoze funkce

g(x) =g (x) = ... = g D(x) = e ma v +oo0 limitu 4o00. Dostaneme tak rovnosti
o a—1 -1 a—2
(9) m S w85 gy eleDeT
r—+oo e¥ r——+00 er r—+00 et
— lim ala—1)--(a—n+1)az*" — 0
T—+00 er

posledni z nich plyne z véty o limité podilu, protoze =™ m4 bud limitu 0, nebo 1.

Poznamka 6.1. 'Hospitalovym pravidlem lze pocitat nejen nékteré limity podila,
ale i napt. rozdilti nebo soucinti; pied aplikaci pravidla je ovSem tifeba rozdil resp.
souin upravit na vhodny podil (sr. s (3”), (4), (5), (7)). To je mozné vzdy, ale
uprava neni ddna jednoznacné; ozna¢ime-li F :=1/f, G := 1/g, je napiiklad

/ 1 1 Ga) - F(z)
(10" f(x) —g(x) = F(z) G(z) F(2)G(z) ’

Dany vyraz se vzdy snazime upravit na zlomek, jehoz citatel i jmenovatel ma
co nejjednodussi derivaci. V piikladu (3”) by napf. nevedlo k cili, kdybychom —
na rozdil od uvedené tpravy — ponechali = v ¢itateli a do jmenovatele dali 1/1gz;
podil derivaci by totiz v tom p¥ipadé byl roven —z lg? z, coz je slozit&jsi nez soudin,
z n8hoz jsme vysli. Hlavnim cilem v pfikladech (3”) a (5) bylo odstranit derivovanim
transcendentni funkci lg z resp. arccotg x, jejiz pritomnost zpiisobuje, ze numerickou
hodnotu pfislusné limity nevidime na prvni pohled. [

V Pt.6.1 jsme vypoditali limitu nékolika souéint; uvedme jesté ptiklad na limitu
rozdilu:

1) Kdyby v podobné situaci limita podilu t¥etich derivaci neexistovala, nezbylo by nez konsta-

tovat, ze [’Hospitalovo pravidlo nevede k cili; z toho by samoziejmé vibec neplynulo, Ze vychozi
limita neexistuje — sr. s P¥.6.7.
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Priklad 6.4. Je

1 Ccos & I sinx — x cosx
z—0 \ & z—=0\x sinz z—0 T sinx

(11) lim (l —cotg:z:> = lim <— - = lim

T sinx . sinx
m —————— =lim —— =0.
z—0 sinx + xcosxr =—0 sinx

+ cosx
T

Poznamka 6.2. Pomoci I’'Hospitalova pravidla lze pocitat i limity nékterych
funkei tvaru f(z)9®) = exp(h(z)), kde h(z) := g(z)lg f(z). Najdeme-li limitu
funkce h(x), staci uvazit, ze (podle V.4.1)

0 pro A= —o0
(12) lim h(z) = A = lim f(2)9®) ={ expA pro AeR

r—a T—a

400 pro A=+4o0

Existuji-li obé& limity lim g(z), lim lg f(x), nem4 jejich sou¢in smysl, pravé kdyz
je jedna z nich rovna 0 a druhé je nekonecna; to odpovida témto situacim:

1) lim g(z) = 0 a lim f(x) je rovna bud 0, nebo +oo;

2) lim g(z) = +00 a lim f(z) = 1.

Doufame, Ze ani ¢tenéf, ktery mé (napf. v disledku chybného vykladu ve skole)
tendenci nahrazovat limitni pfechod dosazenim, nebude umoctnovat ¢isla 0o na
nultou a &slo 1 na +00 — ,mocniny* (£00)?, 17> by mély byt kazdému podezielé.
Pfipomenme, Ze tyto symboly nejsou definovany a nemélo by smysl definovat je,
protoZe by se tim nic neziskalo.

Skutecné velmi nebezpecnd vsak mize byt pro nezkuseneho studenta situace, kdy

lim f(z) = lim g(x) = 0, protoZe vyraz 0° je definovdn jako 1, zatimco lim f(x)9(®)
muze byt nejen rovna kterémukoli nezdpornému c¢islu, ale nemusi vibec existovat!

Doklada to nejen nasledujici piiklad, ale také Pi.6.16 a cviceni 6.77—6.84.

Priklad 6.5. Je-li @ € R, f(z) := z, g(x) := a/lgz vSude v (0,1), je f(0+)=
9(04) = 0. Protoze

xa/lgm _ exp(algﬂi) =

lgx
viude v (0,1), je i lim .04 f(z)9*) = e®, coz muze byt jakékoli ¢islo z R
Je-li f(x) := exp(—2?), g1(x) := 1/z, g2(x) := —1/x, maji tyto funkce v +oo
limitu 0 a
: 0@ — lip e — , 02 _ lim e —
RS @TT = B e =0, L f@)7 = D et = oo

Je-li g3(x) := (cosx)/xz, je gs(+oo—) = 0, funkce F(z) := f(x)93(®) = ¢~ cos®
v8ak v 400 limitu nemd — napf. proto, ze pro n — oo je F(2nm) = exp(—2n7w) — 0
a F((2n+1)7) =exp((2n + 1)) — +o0.
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Poznamka 6.3. Je zajimavé (ale bohuZzel smutné), jak dlouho se na raznych
skoldch (véetné vysokych) a v nejriiznéj$ich ucebnicich a sbirkdch vzorcti udrzuje
historicky termin neurcity vyraz. Uvadi se jich nékolik:

9, f7 0-00, co—o0, 0%, 1%, o’.
0" o0
Komentujme podrobnéji nap¥. ,neurcity vyraz 0/0“, ktery zfejmé souvisi s limitou
podilu f(z)/g(x) v pfipadé, Ze limita ¢itatele i jmenovatele je rovna nule.

Pristup k podobnym otazkédm se nejen v dobach, kdy zili slavni matematikové
Guillaume Frangois Antoine de ’'Hospital, sir Isaac Newton a Gottfried Wilhelm von
Leibniz, ale jesté mnohem pozdéji, zasadné lisil od nynéjsiho zplsobu uvazovani.
Kdyz se zacaly poditat limity, pocitaly se nutné i limity zlomku; pokud limita A
Citatele byla koneénd a limita B jmenovatele koneénd nenulova, byla (a je) limita
podilu rovna A/B. V nékterych pfipadech, kdy limita ¢itatele byla nenulova, limita
jmenovatele nulovd, se téz naslo jakési ,feSeni“ — napiSeme A/0 a fekneme, Ze je
to nekonecno; se znaménkem si nebudeme ptili§ lamat hlavu, stejné nékdy vychazi
zprava jiné nez zleva.?) V ptipadg, Ze i ¢itatel ma limitu 0, budeme postupovat
analogicky: napiSseme 0/0 jako ,vysledek® a teprve pak zacneme uvazovat, co tento
zéhadny symbol znamena.

Z hlediska dnesni logiky je podobny postup naprosto neprijatelny. Je ziejmé, ze
se jedna o snahu nahradit poc¢itani limity dosazenim, coz — jak Ctenaf jiz dobie vi —
neni obecné mozné. Tim, Ze napiSeme 0/0 a Fekneme, Ze jde o neur¢ity vyraz, nejen
Ze nic neresime, ale zatemnujeme podstatu problému :

Je-li lim f(x) = lim g(z) = 0, nelze o lim (f(z)/g(x)) obecné nic Fici, protoze
limita podilu miZe byt (podle situace) rovna jakémukoli éislu z R* a nemusi dokonce
ani existovat.

Tuto ,smutnou skutecnost* ilustruji trividlni piiklady — napf¥. podil sin(ax)/z
mé v bodé 0 limitu «, coz mize byt jakékoli ¢islo z R. Podil 0/0 nezavddime
(nedefinujeme) proto, ze bychom tim z¥ejmé nic neziskali — at se budeme jakkoli
snazit, nikdy nebude platit obecnd véta, Ze limita podilu je rovna podilu limit. V sou-
vislosti s tim naopak Fikdme, Ze podil 0/0 nemd smysl. Tento ,vyraz“ neni tedy
z logického hlediska neurcity, ale nesmysiny.

Podobné je tomu s ostatnimi ,neuréitymi vyrazy“?), které jsme uvedli, s vy-
gimkou mocniny 0°, jejiz zaFazeni mezi tyto vyrazy je skuteéné jiZz na povaZzenou,
protoze (jak jsme ukdzali v Po.6.2 a v Pf.6.5) miize méné zkuSeného studenta
dovést ke zcela faleSnym zavéram.

2) T dnes najdeme v nékterych sbirkdch vzorcii z rediné analyzy rovnost lim,_, . s2tgx = oo;
nékteré pocitacové programy v podobnych pfipadech dévaji ,vysledek“ ve tvaru 1/0.

3) Po anglickém st¥edovékém filozofu-scholastikovi Williamovi of Occam se Occamovou biitvou
nazyvé princip nezavddéni hypotéz (obecnéji: ¢ehokoli, napf. nazvi, symbold apod.), které (za
dané situace) nejsou nutné pot¥ebné. (V originale znél princip takto: ,,Assumptions introduced
to explain a thing must not be multiplied beyond necessity.“) Dne$ni véda se timto principem
dost dusledné ridi, i kdyz jej, jak ukazuje uzivani zbytecného a navic zavadéjiciho nazvu ,neurcity
vyraz®, nékteri uc¢itelé matematiky bohuzel ignoruji.
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Priklad 6.6. Ptejme se, pro kterd n € N existuje limita
(13) lim (z" + cos x)l/xz ;
z—0

zéklad ma limitu 1, exponent limitu +oc. Podle I’'Hospitalova pravidla je

lg (2™ 4 cosx) nz" ! —sinz 1

lim =——— = xlg(r)li gn(x), kde gn(z) :=

250+ 2 " +cosx 2z’

a to za predpokladu, ze prislusna limita funkce g,, existuje. To vSak podstatné zavisi
na n, protoze
lim ¢1(z) = oo, lim ga(z) =%, lim g,(x) = —% pro vechna n > 2.
rz—0+ z—0 z—0
Limita (13) pro n = 1 tedy neexistuje, protoze pfislusnd limita zprava resp. zleva je
rovna +oo resp. 0. Je-li n > 1, limita (13) existuje; je rovna e*/2 pron =2 a e~1/2
pro vSechna n > 2.
Poznamenejme jesté, ze

* : 1/z* _ —1/2
(13%) ;i% (cos x) e ,

protoze podle I’Hospitalova pravidla je

lg (cos ) — lim —sinz 1 1

lim =——.
z—0 T z—0 cosx 2x 2

I v (13*) mé zdklad limitu 1, exponent limitu +oo; pfidame-li vSak k zdkladu
ymalou” funkci 2™ (majici v bodé 0 limitu 0), vysledna limita (13) mtze byt tplné
jina, protoze nezalezi jen na tom, jakou mé zaklad limitu, ale také na tom, ,jak
rychle” se k této limité blizi.

Tento priklad md varovat pred ukvapenymi usudky typu ,,protoZe se zdklad zmenil
jen nepatrné, limita celého vyrazu se asi nezmeni“.

Poznamka 6.4. Bylo by omylem domnivat se, Ze I’Hospitalovo pravidlo je za
vsech okolnosti nejlepsi metodou vypoctu limity podilu, nebo snad dokonce jedinou
zndmou metodou.

Za prvé se totiz muze stat, ze po derivovani Citatele a jmenovatele dostaneme
f(z)/g(x) existuje, ale limita podilu f'(z)/g¢'(x) neexistuje (takZe neni splnén jeden
z pfedpokladti I'Hospitalova pravidla).

Za tteti je aplikace 'Hospitalova pravidla zbytec¢na tam, kde vystacime se znalosti
derivaci. Limity lim , 4o (3% —21/7) 1ze najit napf. takto: NapiSeme 1/x misto
x, ¢imz uvedené limity pfevedeme na limity lim, 04 (3% — 2%)/x, coZ jsou — jak
bychom méli na pruvni pohled rozeznat — derivace funkce 3* — 2* v bodé 0 zprava
a zleva. Protoze je (a®) = a”lga pro kazdé x € R a kazdé a € R4, je tedy

37— 27 37— 2%
lim z(3Y% —2Y7) = lim = lim
r—+o0 z—0+ xT z—0

3
:1g3—1g2=1g§.
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Za ¢tvrté: Pti vypoctu limity nékterych zlomkd bychom museli I’'Hospitalovo pra-
vidlo uzit mnohokrat, ¢imz by se ¢itatel nebo jmenovatel mohl nadmérné zkompliko-
vat. Mnohdy vede pohodlnéjsi a rychlejsi cesta k vypoctu limity pres tzv. Taylorovy
polynomy.

Prvni dvé situace budeme nyni ilustrovat jednoduchym piikladem; pak vysvét-
lime, co jsou Taylorovy polynomy a jak lze pomoci nich nékteré limity najit rychleji
a elegantnéji nez 'Hospitalovym pravidlem.

Pfiklad 6.7. Funkce f(z) := z, g(z) :=  + gz - sinaz maji v 400 limitu +oo,
pricemz

1
(14) I f<(x) N et s o
xr—r+00 Tr—r+00 Tr—r+00
g(x) z+lgx sinx 14 8T
x

)

protoze (lgz)/x — 0 a sinx je omezend funkce. Podil

7(2) ]_—|—Sinx—|—lg£6COS£C x+sinz+xlgx cosx’

vvvvvv

proto, ze se jeho jmenovatel anuluje v nekone¢né mnoha bodech a, divergujicich
do +0c.%) Z toho je patrné, ze I’Hospitalovo pravidlo nelze v tomto pripadé uZit,
ackoli limita (14) existuje. [

Je-li funkce f definovéna v jistém okoli U(a) jistého bodu a € R a existuje-li pro
nékteré celé ¢islo n > 0 kone¢né derivace f(™(a), nazyva se funkce

f - f(k)(a) k
(15) T (x) = Z ] (x —a)®, kde z € R,
k=0

n-ty Tayloriv polynom funkce f o stfedu a; je-li ze souvislosti zfejmé, o kterou
funkci f a o ktery bod a se jednd, mizeme jej strucnéji znacit napf. 7T, (x).

Taylorovy polynomy uzijeme k limitni aprozimaci piislusnych funkci. Nékolik
novych pojmu a oznaceni ndm dovoli jednoduse vysvétlit, co se tim mini, a umozni
nam s Taylorovymi polynomy efektivné pracovat.

Je-li a € R* a jsou-li f, g dvé funkce definované v jistém P(a), bude symbol

(16) f(z) =o(h(z)) pro z —a
znamenat, ze
an) tim 719 — 0,

4) Spojita funkce ve jmenovateli posledniho zlomku v (14’) méa pro kazdé n € N v bodé 2n7
hodnotu 2n7 (1+1g(2nw)) > 0, v bodé (2n+ 1) hodnotu (2n+1)w (1 —1g ((2n+1)7)) < 0; nekde
mezi body 2nw, (2n + 1)7 se proto anuluje.
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jsou-li f, g, h tii funkce definované v jistém P(a), bude zapis

(18) f(2) = 9(x) + o(h(z)) pro @ —a
znamenat, ze
(19) f(@) = g(x) = o(h(z)) pro = — a.

Analogicky se definuji symboly, v nichz je bud , — a+“, nebo ,x — a—* misto
»& — a“. Symbolické zapisy (16) resp. (18) ¢teme: ,,f(x) je malé ¢ h(x)“ resp.

»f(x) je (rovno) g(x) plus malé ¢ h(x) pro x — a“.

Poznamka 6.5. Za situace (16) jsou prakticky dileZité jen pfipady, kdy jsou obé
limity lim,_,, f(x), lim,_, h(z) rovny bud 0, nebo +oo. Prvni pfipad odpovida
nazorné predstavé, ze ,pro x — a se f(x) bliZi k nule podstatné rychleji nez h(x)“
(graf f se ,v blizkosti bodu a“ pfimyka k ose x podstatné lépe nez graf h); ve
druhém piipadé v8ak naopak ,,f(x) diverguje pro x — a do +oo podstatné pomaleji
nez h(z)“ (bod (x,h(zx)) je ,pro x blizkd k a* podstatné dale od osy x nez bod
(z, f(x)). Jisté nemusime pfipominat, Ze tyto limitni pojmy nemaji nic spoleéného
s hodnotami funkci f a h v bodé a samém.

Pr1i této terminologii jsou jisté srozumitelné napt. tyto vyroky:

A. Je-li B> a > 0, roste x° pro x — +0o do +oco podstatné rychleji nez x*. (Je
/2P —0.)

B. e™* konverguje k 0 pro x — 400 podstatné rychleji nez kterakoli zaporna
mocnina z®. (Pro kazdé a € R_ je e=*/x* — 0 neboli z%e® — +00.)

C. lg z diverguje pro x — 04+ do —oo podstatné pomaleji, nez kterakoli zaporna
mocnina z® diverguje do +oo. (Je lgxz/x® — 0 neboli z°lgx — 0 pro kazdé b e Ry.)
O

Uvedme nyni nékteré zakladni vlastnosti symbolu ,,malé o*: 5)

(20) J(@) = o(h(z)), 9(z) = 0(h(x)) = [(x) % g(x) = o(h(x));
(21) 7(@) = o((z)), 9(z) = o(k(x)) = F@)g(x) = o(h(2)k(z);
(22 jeli 0 fim 103 # oc o f(2) =o(h(a) & F(o) = o(k(x).

Déle: Pro kazdé a € R, je
(23) f(x) =0(h(z)) = f(z*) =o0(h(z*)) pro =0+ apro z — +o0;
je-li a € N, plati (23) pro x — 0 (,,oboustranné®).
Priklad 6.8. Podle (4) a (3') je
x=o0(e") a lgx=o0(x) pro x — +o0.

5) V relacich (20)—(22) vynechévame pro struénost symbol z — a (z — a+, x — a—).
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Obecnéji, pro kazda dvé ¢isla o € Ry, B € R je

(24) ? =0(e*®) pro r— +o0,
(25) g%z =0(z*) pro z — 400,
(26) |lgz|? =o(x™®) pro = — 0+.

Plati téz napt. tyto relace:

(27) a< B = e =o0(eP") pro x— +oo,

28 acRy, BelR = €T = (P’ pro r — +00.
+ +

Véta 6.2 (o limitni aproximaci funkci polynomy). Necht a € R, necht' n > 0 je
celé ¢islo a necht funkce f ma v bodé a spojitou n-tou derivaci. Pak je

(29) f(x) = Efn(w) +o((x —a)") pro z— a.
Obracené: Jediny polynom p stupné nejvyse n, ktery spliiuje podminku
(30) f(x)=p(x)+o((x —a)*) pro = —a,

je n-ty Tayloruv polynom funkce f o stiedu a. 0O

Abychom mohli pomoci Taylorovych polynomt poditat bézné limity, je nutné
spolehlivé znat nékolik zakladnich aproximaci:

Pro kazdé celé cislon > 0 je

nok
(31) ezzz %—i—o(w") pro z —0;
k=0 "
n 22k
(32) COSZCZZ(—l)k(Zk)' +o(x* ) pro x — 0;
k=0 )
n 22k
33 sinz = —1)F———— +0(2®*?) pro x— 0;
(33) =32 (1) Gy ol pro
n 2k
(34) coshz = Z @)1 +o(z* ) pro x —0;
k=0 ’
n g2kl
(35) sinhz = kzzo k1) +0(z*"*?) pro x — 0;
n k
(36") lg(1+x) :Z(—l)k_l%—i—o(x") pro =z —0;
k=1
(36") lg(l—z)=-Y_ — +o(@") pro z = 0;
k=1
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(37) (1+x)a=Z(Z)xk+o(x") pro x — 0 akazdé aeR;
k=0
, "L (2k — 1)1 g2k HT .
(38) arcsinx = ,CZ @1 211 +o0(2*"*?) pro x — 0;
=0
n 2k+1
(39) arctgx = Z (—l)kzxk 1 +o(2*"*?) pro = — 0.
k=0

Poznamka 6.6. Jak snadno nahlédneme, je n-ty Tayloriiv polynom souctu resp.
rozdilu dvou funkci roven souctu resp. rozdilu jejich n-tych Taylorovych polynomii.

Taylorovy polynomy lze i (,zkracen&”) ndsobit, a to takto: Jsou-li

(40) Tia(@) =Y ajl@—a), TI(x)=) bl —a)

n-té Taylorovy polynomy funkci f, g, je n-ty Taylortiv polynom soucinu fg roven
souctu viech vyrazii tvaru a;by (v — a)’**, kde j + k < n, tj. roven

(40" = ZZajb jl@—a)™

Jinymi slovy: Podobné jako pii tzv. zkraceném nasobeni ¢isel nasobime jen ty
dvojice séitancti, u nichz je vysledny mocnitel vyrazu (x — a) nejvySe roven n.
Vsechny takové soudiny seéteme a zpravidla i uspofdddme tak jako ve (40').

Priklad 6.9. Abychom ziskali paty Taylortv polynom funkce e~ arcsinz o stie-

du 0, nasobime paty Tayloriv polynom prvniho faktoru patym Taylorovym poly-
nomem druhého faktoru, ale ponechame si jen mocniny ™ s m < 5:

(41) e~ arcsinz = (1-2®+ 12"+ 0(%)(z+ 22 + 5a° + 0(a%))
mr (T 3)at e (b D) 06 e B e o).
Vsechny ostatni souciny ,,piesly“ (podle (20) a (21)) do o(x%). O

Taylorovy polynomy lze téz délit:

Priklad 6.10. P4ty Taylortiv polynom funkce tg z v bodé 0 lze ziskat (opét ,zkra-
cenym®) délenim patého Taylorova polynomu funkce sinz patym Taylorovym po-
lynomem funkce cosz. BéZnym algoritmem dostaneme tento vysledek:

(42) tgr = (v — 22+ 52" +0(2%) : (1 - 12 + 2" + 0(2%))

:x—i—%x?’—i-%:vS—i—o(:vS).
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Poznamka 6.7. Dé¢leni Taylorovych polynomi vede obcas k funkci, kterd sice neni
polynomem, ale kterou lze presto uZit k limitni aproximaci podilu.

Tak napf. délenim patych Taylorovych polynomu funkci cosz a sin z dostaneme
tento vysledek:

(43) cotgr = (1—22®+ Lo +0(2%) : (2 — 22° + L5 2° 4+ 0(2%))
=z 1 = %x— %5:173—#0(:174);

z néj napf. plyne, ze

1 1-— t
(43") ——cotng%w+4—15,$3+0($4)a WA% pro x — 0. O
7 T

Uvedme nékolik piikladt situaci, kdy je uziti Taylorovych polynomi rychlejsi
a pohodInéjsi nez aplikace 'Hospitalova pravidla.

Priklad 6.11. Pii vypoctu limity

sinx — arcsinx
44 A=lim ——
(44) 2530 tgx — arctgx

najdeme nejdiive nejmensi n € N, pro néz je n-ty Taylortiv polynom jmenovatele
nenulovy. Protoze

(45) tgz —arctgz = (z+ 22° +0(2%)) — (2 — 32° + 0(2%)) = 22° 4+ 0(2?),

je n = 3. Po tomto zjisténi sestavime tfeti Tayloriv polynom Citatele:

(46) sinz —arcsinz = (z — 2° + 0(2®)) — (x + 2 + 0(a®)) = =3 2% + 0(a?).
Nakonec vydélime rozdil (46) rozdilem (45) a zkratime vyrazem % a°; je tedy
1.3 3
—lad g ~1+o0(1 1
z—0 5{53 -|—o(x3) z—0 2+0(1) 2

Poznamenejme, ze symbol o(1) znamend jakoukoli funkci konvergujici k nule.

Priklad 6.12. Pti vypodtu limity

V1423 -2+ 23

47 B:= lim
47 =400 \/3 + 23 — /4 + 23

nelze Taylorovy polynomy uzit pfimo, protoze vyrazy pod odmocninami maji limitu
+00. Po Gpravé, po niz budou mit odmoctiované vyrazy tvar 1 + o(1), bude vsak
mozné uzit vzorec (37).
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Jmenovatel napiSeme proto ve tvaru
V3423 — /4423 = Va3 (V1+3273 — /1 +4273)
=Va3((1+327%+0(2™®) = (1+227° +0(27?)))
= Va3 (— 3270 +o(@?),

Gitatel ve tvaru
V1tad =2 +a3 =Vad (V1+273 —/1+2273)
=Vz3 ((1 + %x* + o(xfg)) - (1 +z 3+ o(xfg)))

- \/gc_3(— %xfg +0(x73)).

Z toho ihned plyne, ze

3(_1.,.-3 -3
B— lm Vad (= sz 3 4 o(x )): lim 1—|—0(1):
=400 \/ 3 (_ %$73 + 0(5673)) z—+o00 1 4+ 0(1)

Priklad 6.13. Vypoc¢téme — pokud existuje — limitu pro z — 0 funkce

2 otgx 2
(48) (— arccos x)c R exp f(z), kde f(z):=cotgx-lg (— arccos x)

s ™

Z identit
2 2 2 2
—arccosz = —(E - arcsin:c) = —(z —(z+ o(sc))) =1- (—:1: + 0(:0))
m m\2 m m

podle (36”) (a (22)) plyne, ze

2 2
lg (— arccosx) =——z+o(x) pro x — 0.
T T

Vzhledem k (43) je proto

1 2 2 2
flx) = (— —|—0(1)) (— —a:—|—o(a:)) =——+4o0(l) > —— pro =z —0,
x 0 0
takze
2 cotgx
lim (— arccos x) = lim exp f(z) = e /7.
=0 \ T z—0
Priklad 6.14. Je-li o(t) — a prot = « a (t) # a vSude v jistém P(a), plati
podle véty o limité superpozice implikace

f(x) = g(x) + o(h(z)) pro z = a = f(p(t)) = g(¢(t)) + o (h(¢(?))) pro t — a.
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Napfiiklad p¥i vypoctu étvrtého Taylorova polynomu funkce exp (arcsin z) o stie-
du 0 bude a = o = 0 a misto o(arcsin® ) lze (podle (22)) psat o(z*); je tedy

exp (arcsinzx) =
—q . 1 i 2 1 .3 1 4 ;4
=1+ arcsinz + 5 arcsin® x + § arcsin”® x + 57 arcsin” x + o(arcsin” )
=1+ (z+ %xg +o(zh)) + s(z+ %xg —|—0(a:4))2 + 3(z+ %xg —|—0(a:4))3
4
+3i(z+ 52" +0(@h) + o)
St (o ) 4 ) 4 bt e o)
=l+az+32°+12°+ 22" +0(z*) pro - 0;
zcela analogicky odvodime identitu

exp(sinz) =1+az+ 12> — 2a' + 0(a*) pro z — 0.

Tyto dvé identity nam dovoli rozhodnout, zdali ezistuje ¢islo n € N tak, Ze limita

(49) lim &P (arcsinz) — exp (sinx)

z—0 "

je konecnd a nenulovd. Protoze se Citatel rovna

(I+z+3a+1°+ Zat+o(@h) - (1+a+ 2% — La* +o(2?))

= %x3 +o(x) pro = —0,

splituje uvedenou podminku éislo n = 3 a pfislusné limita (49) je pak rovna %
Z dokézaného vysledku déle plyne, Ze limita (49) je rovna 0 pro kazdé celé ¢islo
n < 3. Pro suda éisla n > 3 limita (49) neexistuje, protoze pfislusnd limita zprava

je +00 a zleva —oo; pro licha n > 3 je limita (49) rovna +o0. %)

Priklad 6.15. Pfi zjistovani, zdali existuje limita

(50) A= lim cos®(sin® 2) — cosh?(arctg? z)
T a0 lg(1+ 2% +ad) —lg(1 + a2 — a%)

a ¢emu se rovna, zacneme opét jmenovatelem: Protoze pro x — 0 je
lg(1+2°+2%) = (2> +2") — 2 (2® +27)? + o((2® + 2*)?) = 2® + L2* + o(2"),

lg(1+2°—2%) = (2% —2") — 2 (2® — 2")? + o((2® — 2")?) = 2 — 32 + o(a"),

je jmenovatel j(z) zlomku v (50) roven 2z* + o(z*); budeme proto hledat ¢tvrty
Tayloruv polynom dcitatele.

6) Pro necelé exponenty n se situace dale komplikuje, protoze mocnina z™ nemusi byt pro
z < 0 definovana.

76



Proy — 0 je
cosy=1— %y2 + o(yz), takze cos’y=1—1y> + o(y2),
coshy =1+ 39> +0(y?), takze cosh’y=1+y*+o(y?),
a za y mame dosadit

sin?x = (z — 12% +0(2?))? = 2° + o(2?)
resp.
arctg” z = (z — 22° + 0(2?))? = 2% + 0(2%);

pro z — 0 je tedy ¢itatel ¢(x) zlomku v (50) roven
(1= (2 +o(z®)® + o(z")) — (L + (2 + o(2z?))* + o(z*)) = —22* + o(2?).

V dusledku toho je

o)  —2a*+o(z?)  —2+0(1) 3
i@ " 2t to@h) - 24o01) L

pro z — 0, takze A = —1. Ctenaf se miize sam pfesvédéit, ze hledani této limity
I’Hospitalovym pravidlem by bylo velice komplikované.

Priklad 6.16. Pfi vypoc¢tu nékterych limit je vyhodné uzit jak I’'Hospitalovo pra-
vidlo, tak i Taylorovy polynomy. Napiiklad limitu

(51) lim (cosh? % — cos? 2:2)1/ 1817
z—0

muzeme pocitat takto: Podle I’Hospitalova pravidla je

(52) lim lg (cosh?® 2% — cos? x2) — lim 222 (sinh 222 + sin 222)

50 lg | x| @=0  cosh? 22 — cos? 22

pricemz
cosh? 2% — cos? 22 = (1 + 12t +0(2h)? = (1- 12" +o(z"))? = 22" + 0(2*),
222 (sinh 222 — sin22%) = 222 ((22% 4 0(2?)) + (222 + o(2?))) = 82* + o(2?).

Limita na pravé strané (52) je tedy rovna 4 a totéz plati o limité vlevo. Z toho
plyne, 7e se limita (51) rovnd e*.

I’Hospitalovo pravidlo ndm v tomto pfikladu pomohlo odstranit nepfijemny zlo-
mek (na levé strané (52)), jehoz ¢itatel i jmenovatel ma limitu —oo, zatimco podil
derivaci Citatele a jmenovatele je daleko jednodussi. Pfed dal$im derivovanim c¢ita-
tele a jmenovatele jsme vSak dali pfednost Taylorovym polynomtm, protoze tento

postup je o néco prehlednéjsi a vede k cili rychleji.
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Cviceni

Za predpokladu, Ze a, b, ¢, «, B, 7, 0, € jsou (kone¢nd) reilna ¢isla, A, B, C
kladna (kone¢na redlnd) ¢isla a n € N, vypodéitejte — uzitim ’'Hospitalova pravidla
nebo Taylorovych polynomt nebo kombinaci obou — tyto limity: 7)

edT _ ebz

6.01. lim — kde a#b

z—0 sinax — sinbz ’

. lg@?—z+1)
002 I @z -5)

cosz — exp (—32?)

6.03. lim
x—0 1‘4
6.04. lim cosh x —;/cosac
x—0 x

6.05. lim Y1+3z— Y1+4x

kd b
z—0  cosaxr —cosbr ' o ol #[b]

6.06. lim (1 —z)tgimx

x—1

6.07. lim \/1—|—tga: — \/1 +sinx

x—0 3

6.08. lim 277

z—0 x — sinx

6.09. lim lg(z(m —2arctga))

r— 400
x sinx
. et —e
6.10. lim
x—0 xn

exp (2?2 + x) —sinz + 3cosx — 4

6.11. lim 3
z—0 arctg® x
6.12. lim & o271
r—0 T

2 _ e )2
6.13. lim (expx 1)(s1n:c4 x)

=0 (cosx —1)2 sin®x

6.14. lim 8(00507)

kde b#0
@—0 lg(cosbz)’ ¢ b7

7) U kazdého prikladu doporucujeme zvazit, kterd metoda povede snadnéji a rychleji k cili;
pred kazdym krokem je vhodné zamyslit se, zdali nelze aktualni situaci néjak zjednodusit.
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. 2(sinx — tgx) + 23
im
-0 (expx — 1) (exp (—z2) — 1)2

6.16. lim — VST
z—0+ (1 — cos y/x)?

6.15.

6.17. lim (sin”;atg”—x), kde a #0

T—a 2a

6.18. lim (a:—%w)tg:z:

z—7/2

1 — cosz?

6.19. :lli% lg(1— 22 —2%) —1g(1 — 22 + z%)

2arcsinx —tgzr —

6.20. lim —
z—0 2sinz — arctgx —
z+1 T
6.21. 1 ( tg —— — t—)
Lim arcg$+2 arcg$+2

arctgx

6.22. lim ———
z—=0+ /1 — exp(—x2)

6.23. lim (w _ l)

x—0 ,CC2 X

6.24. lim AT 20— 1)

x—0 3

\/1—|—a:cosa:— \/I—xcos:c

6.25. Jim lg(1— )
6.26. lim cos(ze )—Bcos(xe* )
x—0 x

2 4y _ 2 _ 9.4
6.27. lim exp (¢ + 5z*) — exp (z* — 3z?)
0 (cosz — 1)(coshx — 1)

cos(x —tgz) — 1

6.28.
250 (exp (sin®z) —1)3

2 _
6.29. lim (coshx. - 1) 1g(cos x)
z—0 sin” x tg3:v

x cotg(sinz) — 1

6.30. lim

x—0 (Ez

. \/1—|—sin2:c— {’/1—|—sin3x

03l (g o) —lg(1— )
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6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

lg (1 + xe®) sin 222
im 5
z—0 lg (cosh” )

i lg(2sinx + /1 —4tg?x)
im
=0 lg(tgzr + V1 —a?)

arcsin® x — 22 tg% x

im
2=0 (coshz — exp 122)?

. \/1+2emsinx—§°’/1+3ewsinx
lim - :
-0 sinh (arcsin 2?)

I (1+2—422 +23)e* — /1 + 42 — 22
im
70 1- 1tz

lim (\/xQ—l—a:z:—l—ﬁ— io’/x3+”yx2+5x—|—a)

T—r+00

x arccosa” "

li C kde a>1
w0t (1 — cos+/z) arccos (1 — x) e

(cosz — 1) (arctgz — x)

li
P (arcsinz — z) (exp 22 — 1)
5 : 3 -
1 hbz — V1 h3
lim \/ + argsinh ox V1 +sin :107 kde |a| # |b]

z—0 cosax — cosbx

lim e(V1+22—3V1+a3 +2V1+a)

x

lim 2" (Va2 +2+ V2% +4 - 2v/22 +3)

T—r+00

lg? (1 4 sinz) — 1g? (1 + arcsin z)

lim
x—0 xn
. 2 expx — exp(sinx) — exp (arcsin x)
w% "
lim ( )
z—0\1 —2x

. sinzx\ 1/2°
lim ( )
x—0 x

. 2arccosx\ /=
lim (7)
x—0 iy

. tg 2z

1 t

i, (tg2)
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6.49. lim (arctg;c)ux?

x—0 €T

6.50. lim (sinz)®®

z—7/2

cotgx

6.51. lim (tg(3m — 1))

6.52. lim (1—cosz)® *

T /2+
1/ arccos® x

6.53. lim (%) aree

r—1— T
6.54. lim (sinhx)amg(l/””)

T—>+00

— si 1/12

6.55. lim (L;m’))

z—0 sin® x

2

656 hm (1+I2)1/arccg T
x—0

lgr +1 )usinm

6.57. lim (2—
2lg"x —1lgx + 1

rz—1
1/x
6.58. lim (w)
=0+ \ arctg (1/x)
e’ +1 )1/lg(1+x)

6.59. lim ( T

x—0

6.60. lim (tg x)l/(‘lx*“)

z—m/4

6.61. lim (2 —x)'&(7*/2)

r—1

6.62. lim (sin % + cos 1 )I

T—++00 €T
22
6.63. lim (Sin l + cos l )
T—+00 x €T
z z T\ 1l/z
6.64. lim (w)
z—0 3
. sinx (z%+1)/ arcsin
6.65. ill}r%) (2 exp 2l )
1/sin® z
6.66. lim (M)
z—0\1+sinz
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i 1/2?
6.67. lm (" +1g(1+2?))

x—0

6.68. lim (1 + sin mc) cotg e

x—1

2 1 1/ arccotg? z
6.69. Tt )

1m (—
z—+oo \ 12 +4

)1-{-2/1

x—0

6.70. lim (5 exp - j_ 5

— 1/1g(1—x)
6.71. lim (M) .
x—0+ x
1 —_ cotg?
6.72. lim (2M) ¢
z—0 \ arctgxr —

\/14+2x -1 sinz/(expz?—1)
6.73. lim ( +ir )
z—0 arctgx
70, i (s y
VT2 1
1-— 2 /(x—arctg )
6.75. lim (1 + COS:C)
x—0 arcsmax
1/(arcsin x —sin x)
6.76. lim sin )
z—0+ \arcsinx

z—0+

6.78.
w—>0+

(
6.77. lim (i —Cotg:v)xlg ’
. (et

1 )1/15;96

arctgx  arcsinz

6.79. lim (sin x)a/ lg
r—0+4

6.80. lim (1 — cos :1:)"/ Ig|z|

x—0

6.81. lim (arccotgz)/'e(e®)

T—r+00

6.82. lim (arcsinz — sin :v)l/ lg (arctg x)

r—0+4
lg (1 1/1g (lg (g x))
6.83. lim (M)
z—+00 lgx

6.84. lim (arccotge® ! — arccotge®+)1/®
r—+o0
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6.85. lim e~/ cotg® x

x—0

. g2 2
6.86. Ilg(r)lJr exp (—lg” ) cotg” x

6.87. lim z%((1+ 2)Y/* —2/7)

T—r+00

6.88. lim x%(lg*(z+1)—lg’z)

r— 400

6.89. lim :zr‘J‘IgM

z——+00 arctgx
6.90. lim z%lg M

T—>+400 lg T
Reseni

Pro funkce zavislé na n € N nebo na o € R (jako jsou napf. funkce z ptiklada
6.10 a 6.87—6.90) podava néasledujici seznam feSeni numerické hodnoty limit jen
pro néktera n resp. a, pro néz je limita koneéné (coz je napf. v 6.10 hodnota 1/6
pro n = 3). Reseni pro ostatni n resp. a jsou z technickych divodf uvedena a7 na
konci seznamu.

6.01. 1 6.02. 6.03. — -
6.04. 3 6.05. 1/(b* —a?) 6.06. 2/m
6.07. 1 6.08. 2 6.09. 1g2
6.10. : (n=3) 6.11. % 6.12. 1
6.13. 1 6.14. o*/V? 6.15. — 1
6.16. 1 6.17. o*/n? 6.18. —1
6.19. — 3 6.20. — 6.21.
6.22. +1 6.23. 1 6.24. 1
6.25. —1 6.26. —2 6.27. —32
6.28. — % 6.29. —1 6.30. —3
6.31. 1 6.32. 0 6.33. 2
6.34. — 6.35. 6.36. 4
6.37. 10— 1y 6.38. 24/lga 6.39. 0
6.40. 2/(a* —b?) 6.41. 1 6.42. —1 (n=3)
6.43. — 2 (n=4) 6.44. — L (n=5) 6.45. ¢”
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6.46. /¢ 6.47. ¢ 2/ 6.48. ¢!

6.49. ¢ /3 6.50. 1 6.51. ¢ 2
6.52. + 0 6.53. ¢ U/ 6.54. ¢

6.55. /% 6.56. ¢ 6.57. ¢ /™
6.58. ¢ /7 6.59. ¢! 6.60. ¢'/2
6.61. /™ 6.62. ¢ 6.63. + oo
6.64. {ABC 6.65. 2 6.66. />
6.67. /¢ 6.68. ¢! 6.69. ¢ °
6.70. ¢° 6.71. (/12 6.72. (/20
6.73. ¢ /2 6.74. /3 6.75. ¢ 3/2
6.76. 0 6.77. 1 6.78. ¢

6.79. ¢° 6.80. ¢ 6.81. 0

6.82. ¢° 6.83. 0 6.84. ¢F!
6.85. 0 6.86. 0 6.87. 1 (a=2)
6.88. 0 (a<1) 6.89. 2/7 (o =2) 6.90. 0 («<1)

Dopliiky reSeni

6.10. Limita je rovna 0 pro n = 1 a n = 2; je rovna +0o pro lichd n > 3
a neexistuje pro sudd n > 3, protoZe pak se limita zprava (zleva) rovnd 400 (—o00).

6.42. Limita je rovna 0 pro n = 1 a n = 2; rovna se +00 pro vSechna n > 3.

6.43. Limita je jerovna 0 pron = 1, 2, 3; rovna se —oo pro sudd n > 4, neexistuje
pro lichd n > 4.

6.44. Limita je rovna 0, je-li 1 < n < 4; rovné se —oo pro sudd n > 5, neexistuje
pro lichd n > 5.

6.87. Limita je rovna 0 pro a < 2 a 400 pro a > 2.
6.88. Limita je rovna +o0o pro a > 1.
6.89. Limita je rovna 0 pro a < 2 a 400 pro a > 2.
6.90. Limita je rovna +oco pro o > 1.
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