7. Prubéh funkce

Grafem realné funkce f redlné proménné rozumime mnozinu
(1) gr f = {(z, f(z)) e R* = e D(f)}.

M&-1i funkce f v bodé a (z definiéniho oboru) koneénou nebo nekone¢nou derivaci
f'(a), fikdme, ze graf funkce f ma v bodé a te¢nu. Tecna (grafu f v bodé a) je
pak definovéana takto: Je-li f'(a) € R, je to pfimka o rovnici y = f(a)+ f'(a)(z —a);
je-li f’(a) = £o0, je to ptimka o rovnici x = a. 1)

Je-li f\(a) # f'(a) (tj. existuji-li obé jednostranné derivace, ale oboustranna
ne), fikdme, ze graf funkce f ma v bodé a hrot.

Vysetfenim prubéhu funkce budeme rozumét nalezeni zejména téch jejich vlast-
nosti, které potfebujeme k nakresleni jejiho grafu s pozadovanou presnosti. Budou
nas proto zajimat predevsim tyto informace?):

1) Definiéni obor D(f) dané funkce f. Opakujme znovu, ze pokud je f(x) ddno
néjakym ,vzorcem*“, povazujeme za defini¢ni obor sjednoceni vSech maximéalnich
intervalu, v jejichz kazdém bodé ma ,vzorec“ smysl.

2) Sudost, lichost, periodicita funkce f.

3) Vsechny body resp. intervaly, v nichZ je f spojitd. V bodech, v nichz spojita
neni, existence a hodnota pfislusné limity (oboustranné, zprava, zleva).

4) Body resp. intervaly (obsazené v D(f)), v nichz ma f oboustrannou derivaci,
a vypocet této derivace. V bodech x € D(f), v nichz f’(z) neexistuje, existence
a hodnota derivaci jednostranngch. V bodech x ¢ D(f), které maji prstencové okoli
(oboustranné, jednostranné) obsazené v D(f), je kromé znalosti limity f(xz+) (resp.
f(z+), f(xz—)) dilezita i znalost limity f'(z+) (resp. f'(z+), f'(z—)), protoZe pak
vime, ke které hodnoté se f(x) blizi a navic ze kterého sméru se k ni blizi.

5) Zésadni vyznam m4 nalezeni mazimdlnich intervald, v nichZ je f bud (ryze)
monotonni, nebo konstantni. V jednodussich ptripadech hledame i mazimdlni inter-
valy, v nichZ je f (ryze) konvexnt, konkdvni nebo linedrni.

6) Nalezeni (absolutnich) extrémd funkce f v D(f) (nebo podrobnéji v kazdém
z maximélnich intervald, z nichz se D(f) ,sklad4d“); tim rozumime nalezeni jejiho
absolutniho maxima a minima, pokud existuji, a v pripadé, ze tomu tak neni, pii-
slusného suprema a infima.

7) V nékterych pripadech lze vySetfeni pribéhu funkce jesté doplnit napf. nale-
zenim jejich asymptot a inflexnich bodi. O

1) V obou ptipadech prochézi te¢na bodem (a, f(a)), nikoli bodem a, jak by bylo mozné soudit
z trochu neobratného terminu ,teéna v bodé a“. Bodem a samoziejmé prochizet nemize (coz
uvedeny nazev trochu omlouva), protoze tento bod nelezi v roviné R? := R x R obsahujici gr f.

2) Pokud néktery pojem uvedeny v bodech 1) —7) nebyl zatim definovan, bude to na vhodném
misté provedeno.
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Definice funkce monotdnni (neklesajici, nerostouct), ryze monotonni (rostouct,
klesajict) a konstantni jsme jiz zopakovali v kapitole 3. Nyn{ pfipomerime tuto
velmi dobfe zndmou a dilezitou vétu:

Véta 7.1. Predpokladejme, ze funkce f : I — R je spojita v intervalu I C R
s krajnimi body a < b a Ze mé vsude v (a,b) derivaci. Pak

/>0 rostouci

f >0 neklesajici

fl<o0 vSude v (a,b) = [ je klesajict v I.
f <o nerostouct

=0 konstantni

Spolu s vétou 7.1 se pri vySetfovani prubéhu funkce potfebuji zejména tato dalsi
tvrzeni:

Véta 7.2. Je-li funkce f spojita v intervalu I C R, jsou-li a # (3 dva body
intervalu I a plati-li nerovnost f(a) < C < f(f), existuje v intervalu s krajnimi
body «, 3 bod v, v némz je f(y) = C.3)

Disledek: Jeli funkce f spojitd v intervalu I C R, je f(I) bud interval,
nebo jednobodova mnozina.

Véta 7.3. Je-li funkce f spojita v kompaktnim®) intervalu I C R, nabyva v I
jak svého maxima, tak i svého minima.

Véta 7.4. Je-li funkce f spojita v intervalu I C R s krajnimi body a < b a je-li
f'(z) # 0 pro vSechna z € (a,b), je f ryze monoténni v I.

Poznamenejme, Ze body, v nichZ je f'(x) = 0, se nazyvaji stacionarni body
funkce f. Pfedchézejici vétu lze proto vyslovit i takto:

Véta 7.4'. M4-li funkce f spojita v intervalu I C R s krajnimi body a < b vsude
v (a,b) derivaci, ale nema tam Zadné stacionarni body, je v I ryze monoténni.

Véta 7.5. Je-li funkce f : (a,b) — R monotdnni, existuji limity f(a+), f(b—).
Podrobnéji: Jeli f neklesajici v (a,b), je

flat) =inf f((a,0)), f(b=)=sup f((a,b));

je-li f v (a,b) nerostouci, je

flat+) = sup f((a,b)), f(b—) = inf f((a,b)).

3) Platnost pravé vysloveného tvrzeni se nazyva Darbouzova vlastnost funkce f. Casto se uvadi
iv této podobé: Nabyvd-li funkce f v bodech o € I a 3 € I hodnot A a B, nabyvd v bodech lezicich
mezi a, 3 i vSech hodnot lezicich mezi A a B. (Rikdme ptitom, ze &islo p lesi mezi ¢isly A a v,
jellibud A <p<v,nebo A >p>wv.)

4) Kompaktnim intervalem rozumime interval, ktery je zdrover uzavieny a omezeny.
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Poznamka 7.1 (duleZita). Studenti se velmi ¢asto (od uditelt i z uéebnic) do-
vidaji, Ze k tomu, aby naSli extrémy dané (spojité) funkce f v intervalu I, musi
po vyfeSeni rovnice f'(x) = 0, tedy po nalezeni vSech staciondrnich bodt funkce f
u kaZdého z nich rozhodnout, zdali v ném funkce f md své lokdlni maximum resp.
minimum. Aby zjistili, ve kterych intervalech J C I je f ryze monoténni, musi
udajné roziesit nerovnice f'(x) >0 a f'(z) <O0.

Pravdiva je z toho vSak jen ¢ast o nalezeni vsech stacionarnich bodu funkce f,
pfi¢emz je ovSem tfeba najit i vSechny body (definiéniho oboru), v nichz f derivaci
nema. Znalost tzv. lokdlnich extrémi vsak neni k uspésnému zjisténi prubéhu funkce
potrebnd a nerovnice f'(x) 2 0 nend nutné Fesit témer nikdy.

To, co jsme pravé fekli, prokdZeme vysvétlenim jednoduchého algoritmu zjisto-
vani pribéhu funkce a fadou konkrétnich priklad, které jej budou ilustrovat.

Algoritmus vysetfeni pribéhu funkce: Budeme predpokladat, ze funkce f je
spojitd v intervalu I s krajnimi body a < b a Ze mnozina N vSech = ¢ (a,b),
v nichz je bud f’(z) = 0, nebo v nichZ f derivaci nema, je kone¢na. )

Pak je kone¢nd i mnozina N U {a,b}; uspofdddme-li body této mnoziny podle
velikosti, dostaneme jisté déleni

(2) Via=xo<z1<...<zp=0

intervalu I, kde p € N; pfipad p = 1 odpovida situaci, kdy funkce f mé nenulovou
derivaci v8ude v (a,b). Z definice déleni V ihned plyne, Ze derivace f’ existuje a je
nenulovéd v kazdém bodé kazdého intervalu (xj_1,2%), 1 < k < p. Podle V.7.4 je
f proto v kazdém intervalu Ij := (zy_1,2r) N I ryze monoténni a podle V.7.5
existuji tedy limity yo := f(a+), yp := f(b—). Pokud néktery z bodt a, b lezi v I,
je ptislusnd limita rovna hodnoté v tomto bodé. Oznacime-li jesté yi := f(zx) pro
kazdé k =1,...,p — 1, plati zfejmé tyto implikace:

1< rostouci
(3) Je-li {y’“ ! y’“} je f { } v I.

Yk—1 > Yk klesajici

Intervaly ryzi monotonie funkce f jsme tedy nasli bez fesent nerovnic f(x) 2 0.
Maximadlni takové intervaly ziskdme pripadnym spojovanim sousednich intervali:
Je-li f rostouct (klesajici) v Iy, i v Ijy1, je rostouci (klesajici) v intervalu Ij, U Ij41.

Vzhledem k ryzi monotonii funkce f v kazdém intervalu I} je zfejmé, ze funkce
f nemd extrém v zZddném bodé zddného otevieného intervalu (zj_1,xy) déleni V;
miize tedy mit extrém jen v nékterém z bodii xy, tedy bud v nékterém krajnim

5) I kdyz mnoho funkci tento predpoklad spliiuje, existuji i zcela jednoduché funkce, u nichz
tomu tak neni. (Pfiklad: Funkce konstantni nebo napf. sinus a kosinus maji v R nekoneé¢né mnoho
stacionarnich bodu.) Algoritmus lze snadno zobecnit na pfipad, kdy mnozina N je sice nekoneé¢na,
ale nemé v (a,b) zadny hromadny bod, tj. kdy kazdy bod x € (a,b) ma okoli P(z), jehoz prinik
s N je prazdny. (Pfiklad: Z nema v R zaddny hromadny bod.) Kromé toho lze nékdy pii vySetfovani
priibéhu funkei (nap¥. funkci sinus a kosinus) vyuzit jejich periodicity ; v intervalech, jejichz délka
se rovna periodé dané funkce, je nas predpoklad mnohdy jiz splnén. Vysetfeni prubéhu funkci,
které predpoklad (ani s uvedenymi vyhradami) nespliiuji, mize byt zna¢né obtizné, ne-li nemozné.
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bodé intervalu I (pokud do I patii), nebo v nékterém staciondrnim bodé z ¢ (a,b),
nebo v nékterém bodé x € (a,b), v némz nemé derivaci. %)
Jisté je také zfejmé, ze

m:=min{y,; 0<k<p}l=inf f(I), M:=max{ys; 0<k<p}=supf().

Déle: Je-li pro nékteré k = 0,...,p zaroven xy € I a f(xr) = m (resp. = M),
nabyvd f v bodé xj svého minima (resp. maxima); pokud takové k neexistuje,
minimum (maximum) neexistuje.

Jak je patrné, lokdini extrémy jsme nikde nepotrebovali; k jejich nalezeni se tra-
di¢né uzivaji derivace vyssich radu, bez nichz se tedy zatim také obejdeme.

Porovnejme jesté nase vysledky s vysledky tradi¢ni metody. Vyrok, ze funkce f
mé v bodé z € (a,b) (ostré) lokdlni maximum, znamend, ze existuje 6 > 0 tak,
Ze x € P(x,0) = f(x) < f(ki), takze f(xy) je nejvétsi ze vSech hodnot, kterych
funkce f nabyva v pfislusném U (zy,d); velikost ¢isla 6 zistdvd ovsem nezndmd.
Zde jsme na rozdil od toho dospéli k témto zavértim: Je-li yr—1 < yr > yr1+1 (takze
funkce f v intervalu I} roste, v intervalu Iy ;1 klesd), je hodnota f(zx) nejvétsi ze
vsech hodnot, kterych f nabyva v intervalu Iy, U Ij41.

Ctendf jisté sdm posoudi, kterd z téchto dvou informact je konkrétnéjsi. Nelogické
spojovdni lokdlnich extrémi se zjistovdnim pribéhu funkce je historicky prezité,
zbytecné a matouci; podle Occamovy britvy meélo byt jiz ddvno opusténo.

Podstatné je nalezeni vSech stacionarnich bodu a bodt, v nichZ dané funkce nema
derivaci; tyto dvé kategorie bodti jsou diilezité nejen z hlediska problematiky této
kapitoly, ale i v mnohych aplikacich analyzy v jinych védnich disciplinach. Nékdy se
jim ¥ikd ,vgjimecné body“ — proto jsme déleni (2) oznadili pismenem V (skriptové
V)5 jsou-li ditlezité hodnoty i v jingch bodech, ¢asto je k V pridavame.

Priklad 7.1. Funkce
(4) f(z) := 5 sinzcos® z

je spojitd v R a licha; protoze je m-periodicka, stac¢i vySetfit ji napf. v intervalu
I:= (-1 im). Jeji derivace
(4') f'(z) = 5 cos® 2 (cos® x — 3sin® z)

existuje vSude v R a anuluje se v bodé z ¢ (—%77, %77), praveé kdyz je x = i%ﬂ'.

6) Pozoruhodné ¢&asto sly$ime zdanlivé moudry vyrok typu: ,Je-li f'(c) = 0, mize mit f
v bodé ¢ extrém.“ Kriticky ctenar, ktery vazi vyznam kazdého slova, ihned vidi, Zze tento vyrok je
z logického hlediska zcela trivialni a bezobsazniy, protoze slovo ,muze“, k némuz muzeme pridat
»ale nemusi“, naznacuje, Ze cosi bud nastane, nebo nenastane. K tomu v$ak, abychom mohli tvrdit,
ze jakysi vyrok W bud plati, nebo neplati, nepotrebujeme Zddné predpoklady, nebot jde o jeden
ze zdkladnich zadkoni bézné logiky. Stejnou (nulovou) ,cenu® jako citovany vyrok ma tedy napf.
vyrok, ze ,funkce f muze mit extrém v kazdém bodé svého defini¢niho oboru“. Naproti tomu
vyrok, ze ,funkce diferencovatelnd v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b) mize mit extrém
jen v nékterém svém staciondrnim bodé‘, ma znac¢nou informac¢ni hodnotu. Jak je patrné, jde
»jen o malickost“ — jen o slavko , jen“.
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V nésledujici tabulce jsou prehledné uvedeny zakladni informace; v prvni fadce
jsou vypsany vSechny vyjimecné body, pod nimi jsou ve druhé fadce pfislusné hod-
noty funkce f, piicemz a := 15v/3/16 = 1.6238.

V: —ir -—ir
f: 0 —a

QL ol
S wl=

Podle V.7.4 je f ryze monoténni v kazdém uzavieném intervalu déleni V. Klesa
v (—3m —4m) av (;m, i7), protoze f(—37m) =0 > —a = f(—gm) a f(37) =a >
0 = f(3m);roste v (gm, $7), protoze f(—¢m) = —a < a = f(§7). Vzhledem k tomu,
ze [ je m-periodickéd funkce, klesa i v intervalu <%7r, %W>' Z toho plyne, ze jednim
z maximalnich intervalii obsazenych v R, v nich# f kles4, je interval Jo := (3, 27),
aJy:= ((k+ %)w, (k+ %)ﬂ), kde k € Z, jsou pravé vSechny maximélni intervaly,
v nichZ f klesa. Analogicky: K, = ((k — ), (k + §)7), kde k € Z, jsou pravé
vSechny maximalni intervaly, v nichz f roste.

f nabyva svého maxima a pravé ve viech bodech (k + £)m, svého minima —a
prévé ve viech bodech (k — &), kde k € Z.

GRAF FUNKCE f Z PRIKLADU 7.1

Ptiklad 7.2. Protoze pro kazdé = € R plati nerovnost |2z| < 22 + 1, tedy i ne-
rovnosti —1 < 2z/(2? + 1) < 1, je funkce

(5) f(x) := arcsin xzzj_ 1

definovana v celém R; podle V.5.7 je tam f spojita. Protoze |2x| = 2% + 1, prave
kdyz z = +1, Ize vétu o diferencovani superpozice aplikovat jen v bodech = # 41,
v nichz pak je

, 1 2(x?+1)—2z-2z  2sgn(l —z?
6)  f@)= — oot
- (737)
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Podle véty V.5.5 je

(6) fL=n=f0)=-1 fi(-1)=f(01)=1,

coz dokazuje, ze gr f ma v bodech +1 hroty.
K vyjimeénym bodim pfidame tentokrat nulu (a ponechdme oznadeni V), protoze
rovnost f(0) = 0 je dilezitd pro spravné nacrtnuti grafu funkce f.

V: — 00+ -1 0 1 + co—
[ 0 —37 0 3T 0

Jak je patrné, funkce f klesd v intervalech (—oo,—1), (1, +00), roste v intervalu

(—1,1); nabyvé svého maxima 37 v bodé +1, minima — 7 v bodé —1. Je-li @ # +1,

je =1 < f(z) < 1. Dodejme jesté, ze funkce f je lich4.

-T2

r=T1/2
GRAF FUNKCE [ Z PRIKLADU 7.2

Priklad 7.3. Funkce

x
7 x) 1= arccot, ‘7‘
(7) 7(@) g|
je definovana v8ude v R — {£1}; je sud4 a spojita ve svém definiénim oboru rovném
sjednoceni intervalt (—oo, —1), (=1,1), (1,400). Uzijeme-li identitu |z|" = sgnx
platnou pro kazdé x # 0 a aplikujeme-li vétu o diferencovéani superpozice, dostaneme
po snadné tpravé tento vysledek:

2
(7') O#x#iléf’(x):ﬁx_;:_l. z

Graf f ma v bodé 0 hrot, protoze podle V.5.5 je

5) £L(0) = lim f'(x) = F1.
Protoze lim, 41 |z/(2?> — 1)| = +o0o a arccotg(+oo—) = 0, existuji limity

f(=14), f(14) a rovnaji se 0; kromé toho je f'(£1+) = 2, f/(£1-) = —2. Kdy-
bychom tedy polozili f(£1) := 0, dostali bychom funkci spojitou v celém R. Jeji
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graf by mél v bodech 41 hroty, protoze by podle V.5.5 platily rovnosti
(82) fL(ED) = fi(#F1-) = =2, fi(x]) = f'(£+) = 2.

My ovSem mame vySetfit pavodni funkci f, kterd v bodech £1 definovana neni
(coz na grafu vyznafujeme malym prazdnym koleckem). Pivodni funkce samo-
ziejmé v téchto bodech ani neni spojita, ani v nich nema jednostranné derivace;
rovnosti f/(+1—) = —2, f/(£14) = 2 vSak naznacuji, jaky je sklon grafu v blizkosti
bodt +1. Pro vétsi pfehled vytvorime jesté tuto tabulku:

V: —oco+ —-1- -1+ 0- 0 0+ 1- 1+ Hoo—
[ %7‘(‘ 0 0 %ﬂ' %Tl’ %7‘(’ 0 0 %7‘(‘
e 0 -1 1 1 - -1 -1 1 0

Tabulka ukazuje, ze f roste v intervalech (—1,0), (1,+00), klesd v intervalech
(—o00,—1), (0,1). M4 maximum rovné 37 a nabyvé je v bodé 0 (a nikde jinde);
minimum vSak nema4, infimum je rovno 0.

GRAF FUNKCE f z PRIKLADU 7.3
Priklad 7.4. Funkce

1
(9) f(z) := arctg lgxgx|1

je spojitd ve svém definiénim oboru D(f) = (0,e) U (e, +00); diferencovatelna je
ve vSech bodech = € D(f) az snad na bod = 1, v némz nelze aplikovat vétu
o diferencovani superpozice. Je-li 1 # z € D(f), je

, , 1 sgn(lgz) -2t - (lgr —1) —|lga| - 27!
(9) fi(z) = : 1g2$ gz —1)2
T gz 1
—sgn(lgx)

- r(2lg?z —2lgz+1)
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Podle V.5.5 je f\(1) = F1, takze graf f ma v bodé 1 hrot. Tabulka hodnot
a limit vypada nyni takto:

|2 0+ 1—- 1 1+ e— e+ 4+ oo—
f: - iﬂ' 0 0 0 — %71’ %ﬂ' iﬂ'
f: 4+ 1 - -1 —e b —et 0

Funkce f roste v intervalu (0,1), klesd v intervalech (1,e), (e,4+00). Ackoli je

omezena, nema ani minimum, ani maximum; jeji infimum resp. supremum je rovno
1 1
— 5T Tesp. 5.

[ T[/2 G\

2e

GRAF FUNKCE f z PRIKLADU 7.4

Priklad 7.5. Funkce

o[ @2~ 17
10 x) =\ ———
(10) f(z) -
je liché a spojita ve svém defini¢nim oboru D(f) = R_ UR,, pfidemz
f(04) = f(+oo—) = +oo, f(0—) = f(—oo+) = —oo.
Z toho ihned plyne, Zze f nemé ani minimum, ani maximum, a ze jeji infimum resp.
supremum je rovno —oo resp. +0o0.

Protoze funkce Id'/? je diferencovatelna vsude v R kromé pocatku, je

72— 1)2 —2/3 22 1) 922 — (22 — 1)2
(10) f(z) = é. <(xl)) 2 1) 2352 ( 1)
322 +1

= m pro vSechna = ¢ R — {0, £1}.
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Protoze je f' <0 v (0,1) a f/ >0 v (1,+00), funkce f v (0,1) klesé, v (1,+0c0)
roste; funkce f|R; mé tedy v bodé 1 minimum. Protoze f je lichd funkce, plyne
z toho, ze roste v (—oo, —1), klesd v (—1,0), takZe funkce f|R_ m& v bodé —1
maximum. Protoze je f.(—1) = Foo, fi(1) = £o0, ma graf f v bodech £+1 (,,velmi
ostré“) hroty. O

GRAF FUNKCE [ Z PRIKLADU 7.5

Priklad 7.6. Funkce f definovand v intervalu (—1,1) podminkami

(11) flz) = AGBT pro véechna z #0, f(0):=0,
x

je zFejmé sud4 a spojitd v intervalu (—1,1). Kromé toho plati:

von . fl@)—f(O) . aresinz—ax . o(2?)
W) SO = e T e T e 0
(125) O0<|z|<1 = fl(z)= M, kde g(z):= 2 acsinz.
x? 1— 22

Snadno zjistime, ze v (—1,1) je

VAP

derivace ¢’ je tedy kladnd vSude v (—1,1) kromé bodu 0, a v dusledku toho g
roste jak v (—1,0), tak i v (0,1). Protoze g(0) = 0, plyne z toho, Ze je g < 0
v (=1,0) ag > 0 v (0,1). Vzhledem k (12;) je tedy i f' <0 v (=1,0) a f' >0
v (0,1); protoze f je spojitd v (—1,1), plyne z toho, ze v (—1,0) klesd, v (0, 1)

(13) g'(z) =
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roste. Minima rovného 0 nabyva proto v bodé 0, maxima rovného %77 — 1 v bodech
+1. Je-li 0#£ 2 # +1, je 0 < f(x) < 1.

Vsimnéme si, Ze jsme ke zjisténi znaménka funkce f’, kterd byla (v (—1,0)
iv (0,1)) rozdilem dvou funkci téhoz znaménka, uzili jistou pomocnou funkei g.
Rozklad v (123), pokud mél problém roztesit, musel byt ovSem ,spravné“ zvolen:

1) Znaménko funkce g(z) muselo jednoduchym zpiisobem souviset se znaménkem
funkce f’(x) — v nasem piipadé bylo stejné.

2) Funkci g(z) bylo mozné snadno diferencovat a hlavné se ve vysledku jiz ne-
sméla objevit transcendentni funkce arcsin x, kterd byla od zac¢atku pfi¢inou vSech
komplikaci. Vyuzili jsme toho, Ze funkce arcsin x, jejiz hodnoty se jen obtizné srov-
navaji s hodnotami napt. mocnin, mé ,jednoduchou“ derivaci”); proto jsme f’(x)
rozlozili tak, aby arcsinz byl v g(z) samostatnym s¢itancem.

/2-1

GRAF FUNKCE f z PRIKLADU 7.6

* ok %
V jednoduchych pfipadech muzeme soubor informaci o funkci, jejiz pribéh vy-
Setfujeme, déle rozsirit; zopakujme proto definice nékolika dobfe znamych pojmu.
Funkce f definovand v intervalu I C R se nazyva ryze konvexni (v I), plati-li
pro kazdé t¥i body x, y, z z I implikace
fly) = @) _ f(2) = f)
y—x -y

(14) r<y<z =

Zménime-li znaménko ,<“ v zdvéru této implikace na ,,<“ resp. ,>“ resp. ,>“,
dostaneme definici funkce konvexni resp. ryze konkavni resp. konkavni (v I).

Poznamka 7.2. Snadno nahlédneme, Ze implikace (14) je ekvivalentni{ s implikaci

L) f)

(14%) r<y<z= f(y) <f(x) o

(y—x).

Ve (14) se porovnéavaji smérnice sefen grafu f prochézejicich body (z, f(z))

a (y, f(y)) resp. body (y, f(y)) a (2, f(2)), zatimco (14) znamend, Ze bod (y, f(y))
lezi pod se¢nou prochézejici body (z, f(z)) a (z, f(2)).

7) Vsimnéme si, ze podobné je tomu i s derivacemi transcendentnich funkci arccos z, arctg z,
arccotgz, 1g (1 &+ x), argsinh z, argcosh z, argtgh z, argcotgh .
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Véta 7.6. Necht' I C R je interval s krajnimi body a < b a necht funkce f : [ — R,
spojitd v I, ma derivaci vSude v (a,b). Pak plati:

rostouci ryze konvexni
neklesajici onvexni
i k1 ) k
Je-li o v(a je L,
/ klesajici (a,b), je f ryze konkdvni

nerostouci konkavni

Poznamka 7.3. Monotonie resp. ryzi monotonie funkce f’ souvisi podle V.7.1 se
znaménkem f”; plati proto napf. toto tvrzeni:

(15)  Je-li f spojita v I a je-li f"” >0 vsude v (a,b), je f ryze konvexni v I.

Z podminky f” > 0 v8ude v (a,b) totiz plyne, ze f’ je v (a,b) rostouci, coz (spolu
se spojitosti f v I) ma podle V.7.6 za nésledek, ze funkce f je v I ryze konvexni.
Z V.7.6 je v8ak patrné, ze neni pravda (jak se nékdy studenti na Skolach uci),
ze k tomu, abychom mohli vySetfit konvexnost —konkavnost dané funkce, musime
najit druhou derivaci; je-li zfejmd monotonie funkce f', neni duvod hledat f”.
Piiklad: Protoze funkce lg'z = 1/x v R, zfejmé klesé, je zbyteéné pocitat
druhou derivaci jen proto, abychom zjistili, ze funkce 1lg je v Ry ryze konkavni.
Podobné je zcela zbyteéné pocitat f”(x), je-li napi. f(x) := arctgx; jeji derivace
f'(z) = 1/(2* + 1) totiz ziejmé klesa v (0, +00) a roste v (—o0,0). Funkce arctg je
tedy v intervalu (—oo,0) ryze konvexni, v intervalu (0, +00) ryze konkdvni. O
Rikdme, Ze a € R je inflexni bod funkce f (nebo: grafu funkce f), existuje-li
derivace f’(a) a existuje-li takové § ¢ R, Ze f je v jednom z intervalti (a — §,a),
(a,a + §) ryze konvexni, zatimco ve druhém z nich je ryze konkavni.

Poznamka 7.4. Zname-li tedy vSechny maximalni intervaly, v nichz je dana
funkce f ryze konvexni resp. konkédvni, zndme automaticky i vsechny jeji inflexni
body: Postupujeme-li, jak se ndzorné tikd, po ose x zleva doprava, pak tam, kde se
meént ryzi konvexnost v ryzi konkdvnost, nebo naopak, je inflexni bod.

Obracené vSak: Nezname-li maximalni intervaly konvexnosti—konkévnosti, ne-
bude nam znalost inflexnich bodu pfilis platné; pfi kresleni grafu ndm nepomize,
protoze nebudeme védét, v jak velkém intervalu zacinajicim nebo konéicim inflex-
nim bodem je funkce konvexni resp. konkavni. Proto nelze nalezeni inflexnich bodu
funkce povazovat samo o sobé za prilisné obohaceni nasich poznatki o dané funkci;
v zadném pripadé neni prioritou vysetfovani priabéhu funkce. O

Rikame, ze piimka popsand rovnici y = Az + B je asymptota grafu funkce f
v +o00, je-li
(16) lim f'(x)=A a lim (f(x)— Az)= B;

T——+00 T— 00
napiSeme-li vSude —oo misto +0o, dostaneme definici asymptoty v —oo.

Dodatek k pfikladu 7.1. Jak snadno ovéfime, je druha derivace funkce (4) rovna
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(17) f"(x) = 10sinx cos x (3sin® 2 — 5 cos? z)

vsude v R; v <—%7T7 %71’) se anuluje pravé ve vSech bodech déleni

Vii—in<-A<0<A<im, kde A:=arctg+/5/3=09117.

V prvnim a ve tfetim otevieném intervalu tohoto déleni je f” < 0, ve druhém
a ve ¢tvrtém intervalu je naopak f” > 0. V prvnich dvou jmenovanych intervalech
/! klesa, takZe f je v piislusnjch uzavienych intervalech ryze konkdvni; ve dru-
hych dvou intervalech je f z podobnych davodu ryze konvexni. Analogicky je tomu
v intervalech, které vzniknou z intervali déleni V; posunutim o celé nasobky cisla
7, periody funkce f. Inflexnimi body funkce f v R jsou pravé vsechny body, které
vzniknou z bodua déleni V; posunutim o kw, kde k € Z. Asymptoty graf funkce f
nema. 8)

Dodatek k pfikladu 7.2. Druhou derivaci funkce (5) by bylo zcela zbyteéné po-
¢itat, protoZze monotonii jeji prvni derivace (5) 1ze snadno zjistit bez ni: Protoze
funkce 1/(1 + x?) klesa v intervalu (0, +oc), plati totéz o f/(x) v intervalu (0, 1)
(kde je sgn (1 —2?) > 0); v intervalu (1, +oc0) funkce f’ naopak roste. Protoze f’ je
sudéd funkce, klesd v intervalu (—oo, —1) a roste v intervalu (—1,0).

Funkce f je proto ryze konkavni v intervalech (—oo, —1), (0,1) a ryze konvexni
v intervalech (—1,0), (1,400). Nula je jejim jedinym inflexnim bodem a rovnosti
f(£o0oF) = f/(£ooF) = 0 ukazuji, Ze osa x je asymptotou grafu f v 4001 v —co.

Dodatek k prikladu 7.3. Funkce (7) mé druhou derivaci vSude v R — {—1,0,1}
a pro vSechna z z této mnoziny je

2z (z* + 222 — 2) x

(18) f(x) = 21 1) - sgn

Bikvadraticka rovnice z* + 22?2 — 2 = 0 m4 dva (pro nés nezajimavé) imaginarni
kofeny a dva realné kofeny +B, kde B := v/v/3 — 1 = 0.8556. V kazdém otevieném

intervalu déleni
Vo: —c0<-1<-B<0<B<1l<+x

je sgn f” konstantni. V prvnim, tfetim, ¢tvrtém a Sestém z nich je f” zdpornd, ve
druhém a v patém intervalu kladna. Funkce f je proto ryze konkévni v intervalech
(—o00,—-1), (=B,0), (0, B), (1,+00) aryze konvexni v intervalech (-1, —B), (B, 1);
+B jsou jeji jediné inflexni body. ®) Protoze je f(+ooF) = 37 a f'(+ooF) = 0, je
vodorovna pfimka y = %w asymptotou grafu f v 400 iv —oo.

Piiklad funkce | sin x|, kterd je ryze konkévni v (—7,0) i v (0, 7), ale neni kon-
kévni v (—m, ), ukazuje, Ze Zddné obecné turzeni typu ,Je-li f konkdvni v interva-

8) Obecnéji plati: Graf 74dné nekonstantni periodické funkce neméa asymptoty.

9) Pii pohledu na graf lze konvexitu v intervalech (—1, —B) a (B, 1) snadno pfehlédnout a dojit
k zavéru, Ze f je ryze konkavni v celém intervalu (—1,1). Podobné situace dokumentuji, pro¢ je
tak nutné pfi vyuce matematiky neustéle zdluraznovat rozdil mezi obrdzkem a dukazem.
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lech {(a,b) a (b,c), je konkdvni i v intervalu (a, c)“ neplati.

V naSem pripadé vsak t¥eti a ¢tvrty interval déleni Vs spojit 1ze — funkce f je ryze
konkdvni v celém intervalu (—B, B). Abychom pro kazdou trojici bod z < y < z
z intervalu (—B, B) dokézali nerovnost

fly) = f@) _ f(z) — f(=)

19 > ,
(19) y—x z—x

rozlisujme nékolik pripadt: Je-li z < 0 nebo > 0, plyne (19) z ryzi konkdvnosti
funkce f v (—B,0) resp. v (0,B). Je-li z < y < 0 < z, plati z téhoz diivodu
nerovnost (f(y)—f(z))/(y—x) > (f(0)— f(x))/(0—x); protoZe je navic f(0) > f(z)
al0<0—z<z—z, je(f(0)—f(x)/(0—z) > (f(z)— f(x))/(z—x), takZe nerovnost
(19) opét plati. Podobné je tomu v piipadé, ze x < 0 < y < z.

Dodatek k pfikladu 7.4. Funkce (9) mé druhou derivaci véude v Ry — {1, e},

pfi¢emz pro vSechna x z této mnoziny je

(20) i) = 22T,
x2(2lg°x —2lgx + 1)2

Protoze rovnice 2y®+2y—1 = 0 mé kofeny ¢ := —1(v3+1) ad := 1(v3-1), m4
rovnice f”(x) = 0 kofeny C := expc = 0.255 a D := expd = 1.442. V intervalech
(C,1), (D,e), (e,+00) je derivace f” kladn4, v intervalech (0,C), (1, D) zaporna.
Z toho plyne, Ze f je ryze konvexni v intervalech (C,1), (D,e), (e,+00), ryze
konkavni v intervalech (0,C), (1,D); C a D jsou jeji (jediné) inflexni body.

Protoze je f(4+o00—) = iw a f'(+oo—) = 0, je vodorovnd piimka y = iw
asymptotou grafu f v 4oo.

Dodatek k prikladu 7.5. Druha derivace

2(1 — 32
(21) () = _2(1-3a%)
93/27(1 — 22)4
funkce (10) existuje vSude v R az na body +1 a 0, je kladna v intervalech (—oo, —1),
(=1, —a), (0,a), kde o := 1//3 = 0.57735, zaporna v intervalech (—a,0), (a,1),
(1,400). V dutsledku toho je funkce f ryze konvexni v intervalech (—oo,—1),
(-1, —a), (0,a), ryze konkdvni v intervalech (—a,0), (o, 1), (1,400), neni vsak
konvexni v (—oo, —«) ani konkdvni v {«, +00); graf f ma dva inflexni body +ca.
Protoze f'(£00F) = % alim, .40 (f(z)—32) = 0, je piimka y = 12 asymptotou
grafu f v +o0iv —o0.

Dodatek k pfikladu 7.6. Druhd derivace funkce (11) je rovna

3x2 -2 2arcsin

(22) f//(gg) = ey x2)3/2 + o , jeli 0< |z| < 1.

Znaménko této derivace v P(0, 1/2/3) neni na prvni pohled patrné, protoze prvni
sCitanec je tam zdporny, druhy kladny; dalsi komplikaci je, Ze oba s¢itance maji
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v bodé 0 nekonecéné limity. Budeme proto postupovat analogicky jako pfi zjistovani
znaménka prvni derivace: Necht

2
-2
(23) h(z) = 2arcsinx + (39612); pro vSechna z ¢ (—1,1).
—x

Tato pomocnd funkce je spojitd v (—=1,1) = U(0,1) a v P(0,1) plati relace

h(x (222 + 1) 22

24 "x)=—2, W = ——=>0.

(21) R

Ze druhé z nich a ze spojitosti funkce h plyne, Ze h roste v (—1,1); vzhledem

k tomu, ze h(0) = 0, je proto h < 0 v (=1,0) a h > 0 v (0,1). Odtud a z prvni

identity v (24) vyplyva, Ze je f” > 0 v8ude v P(0,1). Funkce f’ je zfejmé spojita
v kazdém bodé x € P(0,1); vzhledem k (121) a vzhledem k rovnostem

f(z) = % (\/%7 - arcsinx) = %((x + 223 + o(2?)) — (z + %x‘?’ + o(z%)))

=3z +o(x) — 0= f(0) pro z — 0

je v8ak f’ spojitd i v bodé 0. Ze spojitosti f' v (—1,1), kterou jsme pravé ovérili,
a z nerovnosti f” > 0 platné viude v P(0,1) ihned vyplyva, ze f' roste v celém
intervalu (—1,1). V disledku toho je f ryze konvexni v intervalu (—1,1).

Ctenaf si jisté v8iml, Ze pomocnou funkci jsme opét volili tak, aby jeji derivace
neobsahovala vyraz arcsin x; tim se podstatna c¢ast nelehkého problému vytesila.

Cviéeni

VysSettete priubéh téchto funkci, a to véetné konvexnosti a konkavnosti, je-1i u ¢isla
prikladu hvézdicka:

7.017 2%+ 322 —92—10 7.02F 2% — 423
1-2
7.037 2 — 2% -2 7.040 —°
3z
L, r2—1 , 241
7.080 7.060
7.07. (22)" 708 UL
o T 2242043
1 1
7.00° §(H;) 7.10° ez —lga
7117 |z —3|+ |z +1] 7127 |z +4|— |z — 2]
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7.13F |2 — 2 — 6] 7.14F |2° + 2 2| — |2® + 22 - 3|

7157 V22 +z2-6 7.16. |2z +1|+|2—z|— |3z + 5]
717 |z| —|2® — 1] 7.187 |2 +2x| + 2% + 22 — 3| — 2
719 |22 —1|—|2® — 4] 7.20. Va2t +1—va2-a+1

x—2 3
7.217 7227 /2?2 —xz—2

z2+1

3

7.23; Z+ - 7280 Yo—1+ Yo+l

x

1

725" (z—2)2 - {/(z+2)? 7.26. {/x— -
7.277 2 —2Va? 7.28" Vat— {/(z—2)
7.297 22 — 4V 7.30. 3(Va2— /|22 —1))

3/z(x + 6) 5/ /2% —4\2
731 3{/ = 732 {/(5=)
733" Yze ™ 7.34. (2I+1)67|Z271|

—Ja—1| _ ,—|z+1] |
7.35. Tz (e e ) 7.36. 8exp( ‘x —3 )
737 & 1 738 & 1
e +1 et —1

7.397 e — e —1] 7.407 ¥ —|e” — ¢
7.417 3(coshz — | sinhz|) 7.42. sinz 4 cos®
7.43. sin®z +cos®x 7.44. sin®z — | cos® x|
7.45. 2|sinz|+ | cos2z| 7.46. sin2z + 2| cosz|
7.47F 3|sin®z| 7.48. 2|sinz|cos®z
7.497 2° 7.50. 2'/"
7.51. 1(1+a2)" 7.52. (1+ )/
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7.53:

7.55.

7.57.

7.597

7.617

7.637

7.657

7.677

7.697

7.71.

7.73.

7.757

1.77:

7.797

7.81.

7.83

7.85.

7.87.

7.897

7.917

lgzlg(l —x)

x2%lgz (acRy)

lg(1+ |2 —2?))

1 % 4 e 4+ 1
et +1

arctg (1g )
1
2arctg -
x

x arccotg x

1 arccos (1 — lg? z)

[ x
2 arccos
r+1

1—|a%—1]
14|22 —1]

1
cos (16 75 7)

arcsin (2% — |2 — 1])

2 arcsin

arccotg
2 -1
1— a2
arccos

1+ 22

arccos
V1—2z?

arcsin 4

1—sin"x
arcsin (1 — sin* z:)?
sin (2 arccotg x)
arccos (1 — z%)

arccos (1 — x)?

100

7.547

7.567

7.58.

7.60.

7.627

7.647

7.667

7.68

7.70.

71.72F

7.74.

7.767

7.78. 2 arctg ’

7.80.

7.82.

7.84.

7.86.

7.88

7.90.

7.927

lg |lg x|

slg(1— |z —1])

lgga:—Q
g2z +1
3e2 4+ e + 10
e* +1
22

arctg 1-2
—x

arcsinz + /1 — 22

1
T arccotg —
T

1
Va2 +4xr+5

arccotg (cos z) — arctg (sin x)

5 arcsin

2lgx

arcsin —
lgtz+1

arccos
8 3lgx

T+ V4 — 22 - arccos %x

X
1‘2—1’
3

arccos 1

26 +1

arcsin (sin 2x)

arcsin (1 — sin? x)
arctg va2 — 1

arccos (1 — z?)
arccos (1 — z2)?

arccos (1 — x)*



7.937 f(z) := arctg xT—l proxz #0, f(0):=0
7.94F f(x):=exp(—z~?) proz #0, f(0):= 31:11% f(x)
7.95. f(z):= (x —6)exp(—x~2) prox #0, f(0):= ;11)1%) f(x)

7.96:

~

—

&
|

2*lg|z| prox #0, f(0) = lim f(z)
7.97F f(z):=2*(ga® —4) proxz #0, f(0):= %li% f(z)

arctgx

7.98. f(z):=

pro 70, (0) := lim /(a)

sin x

7.99. f(x):= proxz #0, f(0) = i% f(z)

7.100. f(x):= (1 + %)m pro z € (—oo,—1) U (0, +00)

Reseni

Reseni kazdého pifkladu je ilustrovano grafem.1®) Méa-li funkce omezeny defi-
ni¢éni obor a je-li v ném omezena, je graf nakreslen cely; v ostatnich piipadech je
zakreslena jen ,zajimava Cast“ grafu. Tam, kde to pomér vodorovného a svislého
rozmeéru obrazku dovoluje, uzivame stejné méritko na obou osach; pak jsou spravné
zobrazeny napf. i vSechny thly.

U jednotlivych ptiklada jsou uvedeny zpravidla tyto udaje: Definiéni obor D(f)
prislusné funkce f s pfipadnym dodatkem, ze funkce f je sudd, lichd nebo periodickd
; ,p-per.“ znamena, ze p je nejmensi kladna perioda dané funkce. Informaci, ze f
je spojitd v D(f), neuvddime; v opacném piipadé jsou vSak vyjmenoviny vSechny
body nespojitosti funkce f. Podobné jako v rozieSenych prikladech této kapitoly
upozoriiujeme na vSechny ,vyjime¢né body“. Za znackou K’ jsou vypsany vsechny
koreny funkce f'; za nimi v zévorkéach vétsinou nasleduji i piislusné hodnoty funkce.
Nemé-li f/ Z4dné kofeny, mnozinu K’ neuvadime. Limity se zna¢i béZnym zpiiso-
bem, za jednostrannymi limitami prvni derivace je upozornéni ,,(hr.)“, jde-li o hroty
grafu f. Za znackou " resp. \, nasleduje seznam maximalnich intervali, v nichz
je [ rostouct resp. klesajici. U piikladi oznadenych hvézdickou jsou za znackou K/
vypsany kofeny funkce f”, pokud existuji a jsou k vySetieni priibéhu potiebné; za
znackou — resp. — nasleduji seznamy maximéalnich intervalt, v nichz je f ryze
konvexrni resp. ryze konkdvni. Ma-li gr f inflezni body, jsou uvedeny za znackou
~. Ma-li gr f asymptotu v —oo resp. v +00, napiseme za symbol ,as_.:“ resp.
»3S 100 ¢ ¢ prislusnou rovnici; rovnici spolecné asymptoty v —oo a v 400 piseme za
znakem ,asy:“. V obrazcich vyznacujeme asymptoty teckovanymi linkami.

10) 7 technickych dtivodil jsme viechny obrazky umistili na konec této kapitoly.
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Reseni kazdého piikladu obsahuje i hodnoty infima a suprema dané funkce f
v jejim definicnim oboru D(f). Je-li toto infimum rovno A, piSeme inf = A, nemd-
li f v D(f) minimum; mé-li je, piSeme min = A. Podobné v pfipadé suprema
a maxima.

V nékterych piipadech se od pravé popsaného schématu poné€kud odchylime.
Neékteré informace, dobie patrné z grafu, nemusi byt explicite uvedeny. V komentafi
k prikladim mohou byt naopak uvedeny i nékteré dalsi dilezité nebo zajimavé
skutecnosti.

Priklad. Reseni pfikladu 7.5 bychom zapsali takto:

7.5. D(f) = R_URS; lichd; f(0:) = f(200F) = %oc; fi.(~1) = %00, f4(1) =

oo (hr.); /1 (=00, —1),(1,400); N\, : (=1,0), (0,1); K" : +a, kde a = /1/3 =
0.577; — : (=00, —1), (-1,—a), (0,a); —~ : (—,0), (o, 1), (1,400); ~ : ta;

aSioot Y = 32; inf = —o0, sup = +o0.

* kX%

TOLE D) =B K1 ((9) <17, /() = 15) 7 (2%, ), (1 +00)
N (=31 K" —1;— : (—1,400); ~: (=00, —1); ~: —1; inf = —o0, sup = +o0.

7.02: D(f) =R; K': 0,3 (f(0) =0, f(3) = =27); /" : (3, +00); "\, : (—00,3);
K":0,2; — : (—=00,0), (2,+00); ~:(0,2); ~ : 0,2; min = —27, sup = +00.

7.03: D(f) = R;sudd; K’ : z1 := —1/v2, 0, 20 == 1/V2 (f(£1/V2) = -2,
f(0) = =2); /1 (21,0), (w2, +00); \, & (—00 :z:1> (0,29); K" : tx3, kde x5 :=
1/v6 = 0.408; — : (—00, —x3), (w3,4+00); —~ : (—x3,23); ~ : +x3; min = —%

sup = +0o0.

7085 D(f) =R UR,; f(04) = +o0; K 1 (f(1) = —1); 7+ R, (1,+00);
\ : (071>7 K" %7 ~ R*?(()v%% i <%,+OO), ~ % AS4+ 00 Y = 07 min = _%7
sup = +00.

7.05* D(f) =R;sudd; K': 0 (f(0) =—1); /:(0,400); \,: (—00,0); K" : +a
kde a = 1/1/3 = 0.577; — : {—a,a); ~: (—00,—a), (a,+00); ~: +a; aS100: y = 1;
min = —1,sup = 1.

7.06% D(f) = R— {£1};sudd; K’ : 0 (f(0) = —1);  : (—o0,—1), (—1,0);
A <071)7 (1,+OO); ~ (700’71)5 (17+OO); — (717 1); aS+o0: § = 1; inf = —oo,
sup = +00.

7.07. D(f) = R; K’ : +1/e = +£0.368 (f(~1/e) = e¥/¢ = 2.087, f(1/e)

e~?/c = 0.479); f(0) = —oo; / (—o0,—1/e), (1/e,4+00); \, : (— 1/e,1/e;
as_oo: y = 0; inf = 0, sup = +o0. 1)

11) Poznamenejme, ze f(x) nesmime pfepsat na tvar 22 protoze bychom z defini¢niho oboru
vylouéili R_ ; je vsak f(z) = |x|?®. Transcendentni rovnice f”(x) = f(z) ((lgx? +2)2 +2/z) =0
ma jediny kofen av = —0.80790675, ktery lze (pfiblizné) vypodéitat vhodnou numerickou metodou;
fla) =1.4115; — : (—o0, a), (0,+0); ~ : (@, 0); ~ : ,0.
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7.08° D(f)=R; K 27 =—(vV2+1) = 241,25 =2~ 1=041 (f(z1) =
max = 1+ 1/v/2 = 1.7071, f(xg) = min = 1 - 1/v/2 = 0.2929); /' : (—o0,21),
(29, +00); N\, : (x1,m2); K" : 253 = —(v6 +1) = —3.45, —1,24 = V6 — 1 = 1.45;
— i (=00, x3), (—1,24); —~ : <x3, 1), (24, 4+00); ~ : 3, =1, T4; aS400: y = 1.

7.09* D(f) =R —{0}; lich4; K’ : £1 (f(£1) = £1); /" : (—o0,—1), (1,4+00);
N1 (=1,0), (0,1); — : Ry; ~ : R_; asyoe: y = 3a; inf = —o0, sup = +o0.

7.10: D(f) = Ry; f(04) = f(+o0o—) = 4o0; K' : 1/e (f(1/e) = 2 = min);
F1(04) = —o0, f'(+oo—) =¢; /: (1/e,+0); \,: (0,1/e); — : Ry; sup = +oo.

711 D(f) =R; f(x) = —2(x—1) pro z < =1, f(x) =4 v (-1,3), f(x) =
2(x — 1) pro x > 3; hroty: —1, 3; min = 4, sup = +o0.

7.12F D(f) =R; f(z) = —6 pro x < —4, f(x) =2(x+1) v (—4,2), f(x) =
6 pro x > 2; hroty: —4, 2; min = —6, max = 6.

7137 D(f)=R; K’ : 5 (f(3)=%2) f:l:( 2) = fi(3) = £5 (hr.); 7 <* )
(3,+00); \, 1 (—00,-2), (5,3); — : ( —2), (3,+00); ~ : (=2,3); min = 0,
sup = +00.

7.14: D(f) =R; f(x) =1 -2 v (—00,-3) U (1,+0), f(z) = 222 + 3z —
5 v (=3,-2), f(x)=x—1 v (=2,1); hroty: =3, =2, 1; — : (=3, —2); aS400: Yy =
11—z

7.157 D(f) = (700773> U <27+OO) e < ), A ( > fL ( ) =

—00, f-ls-(z) = +o00; ™ (700773% <27+OO) Aot Y = (:L’+%) a'S+O<> Yy = Z+ 23
min = 0, sup = +00.

736, D(f) = B f(x) = 6 v (~o0,~3), f(z) = ~2(32 +2) v (-5.-)
flz)==-2(x+1) v (—l 2), f(x) = —6 v <2,—|—oo) hroty: —2, —3, 2.

7.17: D(f) = R; sudé; f(z) = 1 —2 — 2% v (—o0,—1), f(z) = 2% — 2 —
1 v (-1,0), f(= )—x +z—1v (0,1), f(z )=1+:E—x2 v (1,400); fL(-1) =1,
fi(=1) = =3, f2(0) = =1, fi(0) =1, f£(1) =3, /i (1) = —1 (hr.); — : (=1,1);

~: (—o00,—-1), (1,400); inf = —00, max = 1.

7187 D(f) =R; f(z) =222+ 42 -5, jellibud x < —3, nebo = > 1, f(z) =
1, jelibud —3<2< -2 nebo 0 <z <1, f(z) =1-4r—222 jeli —2 <z <0;
fi(=3) = fL(=2) = f1(0) = fL.(1) = 0, fL(=3) = =8, fi(-2) =4, fL(0) = -
fi(1) =8 (hr.); — : (=00, -3), (1,400); ~ : (=2,0); min = 1, sup = +oo0.

7197 D(f) =R;sudd; f(z) =3, je-li |z| > 2, f(z) =222 -5, jeli 1 <|z| <
2, f(z) = =3, jeli |[z| <1; fL (- ) [i(=1) =f1(1) = f1(2) =0, fi(=2) = =8,
JT) = —4, FL(1) =4, f7(2) = 8 (br); —  (~2,~1), (1, 2); min = —3, max = 3.

7.20F D(f) = R; lichd; f(fooF) = £1; /" : R; — : (—00,0); —~ : (0,400);
~ :0;a8400: y ==£1;inf = -1, sup = 1.

721 D(f) =R; K': -1 (f(-%) = —\/5); S (= 2,+oo) Nt (=00, —3);
K" a1 = —§(84 VA1) = —1.175, 23 = (-3 4+ V41) = 0.425; — : (21,22);
~: (=00, 1), (T2, 4+00); ~ : T1, T2; 8S400: ¥ = £1; min = —/5; sup = 1.

7220 D(f) =R K2 5 (f(3) = = Y/0/4 = ~1.3104 = min); f'(~1) = ~o0,
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S <Ov (—oo7—1) U (2,+00), f >0

(

) = R; licha; K/ : 0; /" : R; K” : 0, £1; — : (—o0,—1), (0,1);

,F+o0); ~ =1, 0, 1; asioo Y= nf— —00, sup = +o0.

7.247 D(f) = R; licha; f'(—1) = f'(1) = +o0; / : R; — : (—o0,—1), (0,1);
: (=1,0), (1,400); ~: —1, 0, 1; inf = —o0, sup = +oo.

T8 D) = R lhis 4(2) = 520, 4(2) = koo (bn) (/) = 102 =
2V2 = 2.52); /¢ (—00,=2), (2,+00); N\ 1 (=2 > P (00,-2), (=2,0); ~
(0,2), (2,—1—00) ~: 0; asioo y = 0; min = f(2), max—f( 2).

) =

7.26. D(f) = R_ URy; licha; f(0%) = Foo; f/(£1) = +oo; /' : R_, Ry;

inf = —o0, sup = +o00.
7277 D(f) =R; K' : a = 64/27 = 2.370 (f(a) = % ) fL(0) = Foo (hr.);
/1 (=00,0), (a,+00); N\, : (0,a); — & (=00,0), (0,+00); inf = —o0, sup +o0.
7.28: D(f) =R; /:R; K" : 1; f"(0) = +oo, f"(2) = — (=00, 1)

~:{1,400); ~ : 1; inf = —o0, sup = +o0.

7297 D(f) = R; sudd; K’ : £8 = £3/64/27 = +1.24 (f(£8) = —2V3 =
—3.08 = min); f4(0) = Foo (hr.); /' : (=5,0), (8,+00); \, : (=00, —f), (0,8);
— 1 (=00,0), (0,+00); sup = +oc.

7.30. D(f) =R;suds; fi(-1) =
f(0) =3—3); S (—oo 1), (0,1); \.

7.31. D(f) =R —{2}; f(24) = do00; K’ : 2,6 (f(—2) = 3V/2 = 3.78, f(6) =
V18 = 7.86); f'(—6) = +o0, f'(0) = —o0; /" : (—o00, =2), (6,400); \, : (~2,2),
(2,6); inf = —o0, sup = +00; max f((—00,2)) = f(—2), min((2,+0)) = f(6).

7.32. D(f) =R — {£1}; suda; f(—14) = f(1+) = +o0; K’ : 0 (f(0) = ¥/16 =
1.74); fL(=2) = f1.(2) = £oo (hr.); asto0: y = 1; min = f(£2) = 0, sup = +o0.

7.33: D(f) =R; K’ : § (f(3) = 1/V/3e = 0.4968); f'(0) = +oo; K" : a1 :=
$(1—V3) = —0.24402, 25 := (1 + v/3) = 0.91068; /" : (—o0, 3); \.<3,+oo)

%(1224: 00, f4(0) = oo (hr., f(+1) = 3,

,0), (1,400); 88400 ¥y = 0; min = —3,

— 1 (21,0), (72, 4+00); ~: (—00,21), (0,22); ~ 121, 0, T2;884001 y = 0;inf = —oo0,
max = f(3).

7.34. D(f) = R; fL(- ) =0, fi(=1) =4, f.(1) = 8, fi(1) = —4 (hr,
f(_l) = —1, f(l) ) < 1> <_OO’_1>7 < ,+OO); astoo: Yy = 05

min = —1, max = 3.

7.35. D(f) = R; sudds K': 0 (£(0) = 0); f.(~1) = fL(1) = 0, fL(~1) = —14,
fr(1) =14 (hr., f(£1) =7(1-e?) = 605)), /1 (=00,-1), (0,1); N\, = (—=1,0),

(1,400); a8t 00 ¥ = 0; min = 0, max = f(£1

7.36. D(f) = R—{2}; f(2£) = 0, f'(24) = 0; f1(0) = F4 (br,, £(0) = 8);
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(00,0, (2,400); N\ : (0,2); asteo: y = 8/e = 2.943; inf = 0, max = f(0).
7.37 D(f) = R; lichd; / : R; K": 0; — : (—00,0); —~ : (0,+0); ~ : 0;

aS_oot Y = —1, 88400 y = 1;inf = -1, sup = 1.
7.38F D(f) = R_URy; lichd; f(0£) = +o0; \,: R, Ry; — : Ry; ~: R_;
aS_oot Y = —1, a8400: y = 1; inf = —o0, sup = +o0.

7300 D(f)=R; f=1v (~00,0), f(z) =2¢~% — 1 v {0,-+00); \, : (0, +00);
fL(0) =0, fi.(0) = =2 (hr.); — : (0,400); a5_0e: ¥y = 1, 854 00: y = —1; inf = —1,
max = 1.

740: D() = B: f(x) = 2" e v (—oo,1), f = e v {1, 4oo); /(1) = 2,
P = 0 (B 5 (oo s (o) o s— e asnty e ind — e
max = e.

7.417 D(f) =R;sudd; /1 (—00,0); N\, : (0,+00); f4(0) = F3 (hr., f(0) = 3);

— 1 (=00,0), (0,+00); 88100 ¥ = 0; inf = 0, max = 3.

7.42. D(f) R; 27-per.; koteny f’ v (0,2m): L 671', éw, gw S, prislusné hodnoty
funkee f: 3,1,3,—1; f(0) = f2m) = L; /¢ (0, 4n), (b, 2m), (3m2n) (tedy:
S (=3, 67T>) N (gm, am), (37, 37); min = —1 max = 5.

7.43. D(f) =R; 2m-per.; kofeny f’ v (0, 271') 0, ZTF, ;7‘(‘,71’, i7r, gw 27, prislugné
hodnoty funkce f: 1, %\/5,1,—1,—%\/5,— 15 7 (gm, 3w, (m, 3, <§7r,271'>; A
(0,2m), (m,7), (3m, 37); min = —1, max = 1.

7.44. D(f)=TR; 2r-per.; kofeny f’ v (0,27): 0, 27r m, Zw, gw £, 27, prislusné
hodnoty funkce f: fl,l,fl,f%ﬂ,fl,fif,f ; /{0, 27r> <7r, iﬂ) <§7T, Z7l'>
\\: <%7T,7T>, <i7r, g’7T> (%71‘,2#}; min = —1, max = 1. (Poznamka. Vétu o diferen-

covani superpozice nelze uzit v bodech x, v nichz je cosxz = 0, podle V.5.5 vsak
rovnost f'(x) =3 sinzcosz (sinx + | cosx|) plati i v téchto bodech.)

7.45. D(f) =R; m-per.; kofeny f' v (0,7): % T, im, 3 5™ fL(0) = fi(m) = F2,
FLGm) =v2 =2, fi(3m) =v2+2, fL(3m) = —V2 -2, fL(37) = f+2(hr)
hodnoty funkce f v bodech 0, %ﬂ', %ﬂ', m, %W, %W, m jsou 1, g, V2,3, V2, 2 5,1

1
2
(0, 5m), (3, i), (B, Sy N (3, A, (3, 3w, (3, ) min = 1, max = 3

7.46. D(f) = R; m-per.; (jediny) kofen f’ v (0,7): gw; fL(3m) =—4, flL(3m) =
0 (hr.); f/(0) = f'(w) = 2; hodnoty funkce f v bodech 0, ¢m, im, 7 jsou 2,
%\/3 = 2.598, 0, 2; maximalni intervaly monotonie v (—577, 27T> e (—%7?
\\: (%w, %ﬂ; min = 0, max = %\/g

7.47: D(f) = R; m-per.; koreny f' v (0,7): 0, 37, m, prislusné hodnoty
funkce f: 0, 3, 0; ~ : (0, %7?); \ <%7r,7r); — : (=bb), ~ : (b,m — b), kde
b := arctg /2 = 0.9553; ~ : 4b; min = 0, max = 3. (Poznamka. Vétu o dife-
rencovani superpozice nelze uzit v bodech = 0 mod =, podle V.5.5 vsak rovnosti
f'(x) = 9sinz | sinz|cosz, f/(z) = 9|sinz|(2 cos? z — sin® z) plati i v nich.)

7.48. D(f) = R; 2m-per.; kofeny f' v (0,27): %77, %W, %77, %W, %77 16177

L 57
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fi(0) (= fiL(2m)) = £2, fi(m) = F2 (hr.); hodnoty funkce f ve vyjimeénych bo-
dech 0, %W, %7‘(‘, %W, T, %77, gﬂ', 5™ 2m jsou 0, v, 0, =y, 0, =, 0, 7, 0, kde v :=
gﬁ = 0.6495; /" : (0, 3m), (2w, ), (Em, Hr); \: (im, 2n), (m, Zm), (S, 2m);
min = —v, max = 7.

7497 D(f) = (0,400) (v Ry je f(z) = exp(mlgx)
K':1/e (f(1/e) = (1/e)*/¢ = 0.692201); f,(0) = f'(0+
N (0,1/e); — 1 (0,400); min = f(1/e), sup = +oo.

7.50. D(f) = R.; K’ : e (f(e) = e/ = 1.44467); f(z) — 0, f'(x) — 0 pro
x— 0+; /1 (0,e); \,: (e,+00); 88100 ¥ = 1; inf = 0, max = f(e).12)

7.51. D(f) = (=1,400); f(=14) = f(+00—) = 400; f'(z) =0 & = = 0,
protoze f'(x) = f( ) ( ), kde p(z) :=z/(x+1) +1g(1+x) v D(f) roste a splituje
podminku ¢(0) = : (0,+00); \, : (—1,0); min = £, sup = 4o0.

7.52. D(f) = ( 0) U(0,+00); f(0£) =e; je f' <0 v D(f), protoze f’
22 (2) 0(x), kde () = 2/(1 +2) g (1 +2) v (~1,+00), ¥/ )=—$/ 1

f()
) =

(z) =
+1z)?,

(
$(0) =0, takze » <0 v D(f); \: (=1,0), Rysasioe: y = 1ysup f((—1,0)) = +oo0,
inf f((—1,0)) =sup f(R}) =e, inf f(R}) = 1. (Poznamka Polozime- 11 £(0) :=,
bude f spojité, klesajici a ryze konvexni v (—1,+00), f/(0) = f/(0£) = —2/e.)

7537 D(f) = (O 1); graf f je symetricky vzhledem k piimce z = 3, f(0+) =
F=) = 0 K"+ 5 (f(3) = 18°(5) = 0.480453); f'(0+) = +oo, f'(1-) =
(0, 2>, \ ¢ <%71); ~:(0,1); inf = 0, max = f(%)

7547 D(f) = (0,1) U (1,400); f(0+) = f(+00—) = +oo, f(li) —00,
f(x)=0< (z=1/e)V(z=c¢); /: (1,+00); \,: (0,1); —: ( 1/e); ~
(1,400); ~ : 1/e; inf = —o0, sup = +o0.

7.55. D(f) = Ry; f(0+) = 0, f(+oo—) = +o0; K' : 24 := e (f(z,) =
—1/ae); /' : {xq,+00); N\, i (0,24); min = f(z,), sup = +oo. (Na obrazku jsou
¢asti grafu funkci odpovidajicich hodnotam a = %kj, kde 1 <k <5.)

7.56% D(f) = (0,2); graf f je symetricky vzhledem k p¥imce z = 1, f(0+) =
f(2=) = —o0; fL(1) = F5 (hr, f(1) = 0); / : (0,1); N\ = (1,2); —~ = (0,2);

inf = —oo, max = 0. 13)

7.57. D(f) = R; graf f je symetricky vzhledem k pifmce z = %; K’ :
(f(3) =lg3 = 0.223), fL(0) = fL(1) = £1 (hr,, f(0) = f(1) = 0); / : (0,3
(1,400); \, i (—00,0), (%, 1); min = 0, sup = +o0.

7.58. D(f) =Ry; f(0+) = —oo (= inf), f(4+00—) = +oo (= sup), jediny kofen
frexp /2 =3.52514; K’ : 1/e,1 (f(1/e) = =3, f(1) =-2); /7 :(0,1/e), (1,400);
N (1/e, 1),

7597 D(f)=R; ":R;—:Rjas_o:y=0,a8100: y = x;inf = 0, sup = +oc.

1
);

12) Reseni bychom mohli doplnit jesté takto: Derivace f”” ma v R, pravé dva kofeny o < 3;
numerickym fesenim transcendentni rovnice lg? 42 (x — 1) lgz = 3z — 1 Ize ziskat jejich pfiblizné
hodnoty: a = 0.5819327056, 8 = 4.3677709671. Je — : (0,a), (B,+0), ~ : (@, B); ~ : a, B.

13) V Dodatku k P.7.3 je vyloZeno, jak lze nékdy dokézat ryzi konkavnost (a podobné kon-
vexnost), neni-li mozné uzit ptimo V.7.6.
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7.60. D(f) = R; f(—oo+) = lgl0 = 2.30259, f(+00—) = +oo; K’ : 0
(J(0) = Ig7 = 1.94591), f(—o0) = 0, f'(+00-) = 13 /¢ (0, +00); \, : (~00,0);
aS_oo: Yy =1g10, asyoo: y =z +1g3 (Ig3 = 1.0986); min = f(0), sup = +o0.

7.61: D(f) = Ry; f(0+) = —3m, f'(04) = +o0, f(+00—) = 375 / : Ry;
~:Ryjas400: Yy = %7’1’; inf = —%w, sup = %ﬂ'.

7.62F D(f)=(-1,1); suds; f(+1F) = %TF; f(£1F) = +o0, fL(0) = £1 (hr.,
f(0)=0); /1 (0,1); \.: (=1,0); — : (=1,1); min = 0, sup = 37.'%)

7.63F D(f) = R_URy; sudd; f(0£) = m; f/(0+) = 0; 7 : Ro; N\, : Ry,
— : (=00, —a), {(a,+0), kde a := 1//3 = 0.759836; —~ : (—a,0), (0,a); ~ : +a;
aStoo: ¥y = 0; inf = 0, sup = 7. (Pozndmka. Kdybychom definovali f(0) := 0, bylo
by f/(0) =0, f by v bodé 0 méla maximum a byla by ryze konkdvni v (—a,a).)

7.64: D(f) = ( L1); fi(=1) = +oo, fL(1) = 0; /: (=1,1); —~ : (=1, 1);
min = —i7, max = i7. (Pozndmka. f(z) ma jediny kofen, jehoz piiblizna hodnota

2
je —0.67361203.)

7.65% D(f) =R; f(—oo+) = —o0, f(+00—) =1; f'(+00—) =0, f” < 0, takze
f/>0vR; /iR, ~:Rjas_:y=7mx+1,a815: y =1; inf = —00, sup = 1.

7.66* D(f) = R_URy; f(0£) =0, f/(0-) = 7, f(0+) = 0 (kdybychom
tedy polozili f(0) := 0, mél by graf v bodé 0 hrot); /" : R_, Ry; — : R_, Ry;
aStoc: Yy = 37x — 1; inf = —o0, sup = +oo0.

7.67¢ D(f) = (a,b), kde a := exp(—v/2) = 0.243, b = exp /2 = 4.113; f,.(1) =

+£1/V2 (br., f(1) = 0); f}(a) = o0, f£(b) = +00; "+ (1,0); \.: (a,1); — : (a, 1),

(e,b); ~: (1,e); ~ : e; min = 0, max = f(a) = f(b) = 3.

7.68F D(f) =R; graf je symetricky vzhledem k piimce x = —2; fi(-2) = F5

(hI‘., f(_2) = %ﬂ-)v / : (—OO,—2>; \4 : <_2a +OO)1 ~ (_007_2>7 <_27+OO)7
aSioo: Yy = 0; inf = 0, max = gw.

7.69% D(f) = (0,400); f(0) =m, f(+o0—) =0; f/(0+) = —o0, f/(+00—) =0;
N (0,400); — 1 (0,400); 88100 y = 0; inf = 0, max = 7.

7.70. D(f) = R; 27-per.; kofeny f' v (0,27m): im, 27 (f(47) = im — 2¢
= 0.339837, f(3m) = 7 + 2c) = 2.801756, kde ¢ := arctg(5v2) = 0.6154797);

keZ = /: <%7T—|— 2k;7r,%77—|— 2km); N\ <—%7‘(‘+ 2k, iw + 2k7); min = f(iw),
max = f(2m).
7.71. D(f) = R; sudd; K' : 0; fi.(-1) = fi(1) = Foo (hr., f(£1) = n);
(=00, —1), (0,1); N\, : (-1 > (1,400); 88400 y = —m; inf = —7, max = 7.
7.712: D(f) = Ry; f(0+) =0, f(+00—) = 0; f/(0+) = —o0, f'(+00—) = 0;
fi(l/e) = xe, fi(e) = F1/e (hr., f(1/e) = féw = min, f(e) = %w = max);
S i (1/ese); N\ i (0,1/e), (e,+00); —: (0,1/e), (e,400); ~:(1/e,e); a8400: y = 0.
7.73. D(f) =R; K' : 29 := 0, 24, := + Wexp(|n|r) — 1 pro kazdé n € N
(21 = 1.363, 73 = 1.874, 25 = 2.566, 24 = 3.514, x5 = 4.810, 25 = 6.586, w7 =
9.107, x5 = 12.345, o = 16.902, 210 = 23.141, 29 = 535.492, w30 = 12391.6,
T40 = 286751, 50 = 6.6356 - 10°, ..., x, — 400 pro n — oo, f(z,) = (=1)");
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/i (Tap—1,%an); \ : {Tan, Topy1); min = —1, max = 1.

7.74. D(f) = (0,1/a)U(a, +00), kde a := e = 1.3956, 1/a = 0.7165; f(0+) =
Lr, f(1/a) = 7 = max, f(a) = 0 = min, f(+oo—) = b £/(04) = £ (1/a) =
fi(a) = 4005 /:(0,1/a), (a,+00); asyoc: Y = %ﬂ'.

7.75: D(f) =R;sudd; [z|>1 = f(z) =37 =max; 0<|z| <1 = f(z)=
2sgna/V1—a? fL(-1) = fi(1) = 0, fi(=1) = —o0, fL(1) = +00, f1(0) = £2
(br.); /" :(0,1); N\, = (-1, ) 2 (=1,1); aStoo: Yy = 17r min = f(0) = —3x.1%)

7960 D(f) = (~2.2)i K': 0 (7(0) = 7 — max), JL(-2) — +o0, ' (2) = ~L
/1 (=2,0)5 N\, (0,2); ~ < ,2) (Navod: f"(z) = g(z)(4 —2%) "%/, kde g(z) :=
xV/4 — 22 — 4 arccos 3 roste v ( 2,2), protoze ¢'(x) = 2vV4— 22 > 0 v (-2,2);
protoze g(2) =0,je g <0a f’ <0v (—2,2).); min = f(-2) = —2.

7.77: D(f) =R—{+£1}; f(£1-) =7, f(£14) =0, f(+ooF) = i7; [’ je sud,
f/(_l:l:) = f/(lj:) =2/ (_OO’ _1)7 (_1’ 1)7 (17+OO); ~ (_OO’ _1)7 (_1’ —Cl>,
(0,a); ~ : (=a,0), (a,1), (1,+00), kde a := (/3 — 1)'/2 = 0.8556; ~ : +a, 0;
AS4oo: Y = %ﬂ'; inf =0, sup = .

7.78. D(f) = R—{£1};sudd; f(-1+) = f( +) =, f(FooF) = 0; f1(0) = £2
(hr.), f'(£1-) =4, f'(£14) = —4 S (—oo,—1), {(0,1); N\, : (—1,0), (1,+00);
a8+o0: ¥ = 0; min = 0, sup = 7.

7.79: D(f) = R; sud 4 (0) = £2 (hr., £(0) = 0); /" : (0,
~ 1 (=00,0), {0,4+00)); aS+00: ¥ = 7; min = 0, sup = 7. (f x) =2

7.80. D(f)=R; K':-1,0,1(f(-1)=2r-1, f(

(=00, —1), {1,400); \,: (—1,1); a8t o0 yf% —1;m

7.81. D(f) = (-1,1); f(=14) = +oo, f(0) = 47, (1*) =Lzl <1=
() = ox)(1 ) 3/2 kde ¢ ) := zarccosx — V1 —2a2 v (=1,1), ¢'(z) =
arccosx > 0 v (—1,1), (1) = 0, takze o(x) < 0 a f'(z) < 0 v (—1,1); napf

substituci = cosy zjistime, ze f/(1—) = f%; N\ i (—=1,1); inf = 0, sup = 0.

7.82. D(f) = R; m-per., licha; lineadrni se smérnici +2 resp. —2 v kazdém
intervalu (asg—_1,asx) resp. (asg,ask+1), kde ap := i(2k + U7, k € Z; vSechny
body aj jsou hroty grafu; f(ag,—1) = —47 = min, f(ag) = 17 = max.

7.83* D(f) = R; w-per., sudad; K' : km, k € Z; f(km) = %71’ = max; body
bi := 1(2k 4+ 1)7 jsou hroty, fi(by) = V2, f(bx) = 0 = min; /" : (by_1,km);
\ : <kﬂ',bk>; ~ <bk,bk+1>.

7.84. D(f) = R; m-per., sudd; K' : ¢, == 1km, k € Z (f(cox) = 37 = max,
f(cag+1) = 0 = min); na rozdil od P¥.7.83 nemd graf hroty, v bodech km v8ak

14) Sr. s podobnym P#.7.5. Nékteti studenti derivuji bohuzel formalng, tj. bez ovérens prislus-
nych predpokladi, a z toho, kde takto ziskany vysledek méa smysl, teprve dodatecné usuzuji, kde
plati. (Nejznaméjsim piikladem této zurdcené€ logiky je rovnost (1g (lg(sinz)))’ = cotgz/lg (sinz),
kterou lze ziskat i na pocitadi a jejiz prava strana ma smysl ve sjednoceni intervala (2km, (2k+1)7),
k € Z, leva strana nikde.) Podle této pseudometody by zde bylo f'(z) = (22 + 1)/(z* — 22 + 1)
vSude v R, tedy i v bodech 41, kde f nejen neni definovana, ale kde ji ani nelze spojité dodefinovat.
Hloubavému étenaii doporuéujeme zamyslit se nad vztahem f(x) k funkci g(z) := arctg (2x +/3)
+ arctg (2z — +/3), jejiz derivace je rovna (x2 +1)/(z* — 22 + 1) opravdu v celém R.
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nelze uZit vétu o diferencovdni superpozice; /i (Car—1,C2k); \ ¢ {(Cak, Copt1). (Je
f(x) =2(z — cary1)? + o((z — cary1)?) pro & — capi1.)

7.85. Jako v Pr.7.84, ale graf f se nyni v bodech cyp11 ,,vice pfimyka* k ose x.
(Je f(x) = 4(x — copr1)* + o((x — caps1)?) Pro  — copy1.)

7.86. D(f) = R; sud4; f(+ooF) = 3m; K': 0 (f(0) = —1m), f/(£1) = Foo;
S (0,400); N\ i (—00,0); aSteo: Y = %w; min = — 471' sup = %W

7.87. D(f) = R; lichd; f(xooF) = 0; K’ : £1 (f(£1) = £1); /7 : (—1,1);
N (o0, —1), (1,400); 8St00: ¥y = 0; min = —1, max = 1.

7.88: D(f) = (—v2,V2); sudi; f1(0) = £v2 (hr., £(0) = 0), f(—V2) =
—00, f/—(\/i) = —|—OO, / : <0a\/§>7 \ : <—\/§,0>, ~ <_\/§a\/§>7 min = 07
max = f(+/2) = 7.13)

7.89° D(f)=(—a,a),kdea:= V2 =1.1892; sud4; K’ : 0, vétu o diferencovdni
superpozice nelze v bodé 0 uzit, na rozdil od P¥.7.88 tam graf nemd hrot; f! (—a) =
—o0, f(a) =400; /' :{0,a); \\: (—a,0); — : (—a,a); min = 0, max = 7.

7.90. D(f) = (—V2,V2); sudd; K’ : £1 (f(£1) = 7 = max); f4(0) = £2
(br., £(0) = 0 = min); fL(—v3) = +o0, [ (v2) = —00 (f(:V3) = 0 = min);
S (=2, 1), (0,1); N\, 1 (—1,0), (1,v/2).

7.91% D(f) = (0,2); graf f je symetricky vzhledem k pfimce x = 1, f(0) =
f(2) =0=min; K" :1 (f(1) = §7T = max); f}(0) = +oo, f' (2) = —o0; /:(0,1);
Nt (1,2); ~:(0,2). (Je f(z) = 37— (2 — 1) + o((z — 1)?) pro z — 1.)

7.92F Jako v Pi.7.91, graf f se v8ak nyni ,vice pfimyk4“ k tecné v bodé 1. (Je
flz) = %7‘(’ —(z—-1D*+o((x—1)* proz — 1.)

7.93: D(f) =R; f neni spojitd v bodé 0, f(0—) = 3, f(0+) = —

—o00, ale f'(0£) = 1; f(+ooF) = gm; /R, Ry; — : R, (0,3); ~ : (3,40);
~ %; AS4oo: Y = %ﬂ'; inf = —%77, sup = %7‘(‘.

794 D(f) = R (f(0) = 0); suda; f(+ooF) = 1; K’ : 0; / : (0,4+00);
Nt (—00,0); — & (—a,a), kde a 1= /2/3 = 0.8165; ~ : (—0o0, —a), (@, +00);
~ i Fa; asioo: ¥y = 1; min = 0, sup = 1. (Poznamka. Je f*)(0) = f*)(0+) = 0
pro vSechna k > 0, takze se graf f pfimyka k ose x lépe nez graf kterékoli mocniny

2% ; véechny Taylorovy polynomy funkce f o stfedu 0 jsou (identicky) nulové.)

7.95. D(f) =R (f(0) = 0); f*)(0) jako v P¥.7.94, nyni viak K’ : 0, 2 (f(2) =

4e~1/* = —3.1152); /1 (—00,0), (2,400); \,: (0,2); asioe: y = —6; inf = —o0,
sup = +00.

7.96° D(f) = R (f(0) = 0); sudd; f(+ooF) = 4o00; K’ : 0, +, kde « :=
e~ 1/2 =0.6065 (f(+a) = —1/2e = —0.1839); : (—,0), (@, +00); \, : (=00, —a),
(0,); — © (—00,—B), (B, +00), kde f = ¢-3/2 = 0.9231; ~ : (5. B); ~ : +5
min = —1/2e, sup = +o0.

7.97: D(f) =R (f(0) = 0); sudd; f(+ooF) = +oo; K’ : 0,47, kde  := e%/2 =
4.4817; /" {—7,0), {v,4+00); \\: (—00, —7), (0,7); K" : £d, kde § := /e = 1.648T;

—
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— 1 (=00, —6), (§,+00); ~ : (6,8); ~ : £8; min = f(£y) = —e3 = —20.0855,
sup = 4o0. (Poznamka. f”(O) = —00.)

7.98. D(f) =R (f(0) =1);sudé; f(fooF) =0;2 #0 = f'(z) = g(z)/2?, kde
g(x) :=a/(2® +1) —arctgr = (x —2® +0(23)) — (z — 2% + 0(23)) = =223 + 0 (2?)
pro © — 0, takZe f'(z) = —2z + o(z) a f'(0) = f/(0+) = 0; protoze g(0) = 0
a g (x) <0provSechnaz #0,jeg>0vR_,g<0vRy tedyif >0vR_,
ff<O0vRy; 7 (—00,0); N\, (0,+00); inf =0, max = 1.

7.99. D(f) = R (£(0) = 1); suds f(+00F) = 050 £0 = /(x) = p(a)/a* — 0
pro z — 0, protoze ¢(z) := (vcosz — sinz) = o(z?); odtud: f(0) = f/(0£) = 0;
protoze p v (— éw 5) klesa, nemd tam f’ zadny dalsi kofen. Kofenem f’ neni ani
zadny lichy nasobek ¢isla, 5T

Polozime-li Iy, := ($(2k — 1)m, 1(2k + 1)) pro kazdé k € N a ¢(z) := z — tgz
pro kazdé z # ;7 mod 7, je f'(z) =0 < (z) = 0. ProtoZe 1 je spojité a klesé
v kazdém Iy, piicemz ¢(3(2k — 1)m+) = +oo, ¥(3(2k + 1)71—) = —oo, mé ¥
v kazdém I, pravé jeden kofen — ozna¢me jej xy; totéz plati o f’. Protoze ¢ (km) =
km >0, je xj, € (km, 3(2k + 1)7). Priblizné hodnoty &isel x, 1ze ziskat numerickym
feSenim (transcendentm) rovnice z = tg(z); dostaneme:

zy = 37021898 = 4.49341,  f(z1) =-0.21723
zy = 57 —0.12873 = 7.72525,  f(z2) = 0.12837
x3 = Tm—0.09145 =10.90412,  f(x3) = —0.09133
xy = 57 —0.07097 = 14.06619, f(xzq) = 0.07091
x5 = L —0.05800 = 17.22076,  f(xs5) = —0.05797
ze = L7 —0.04905 =20.37130,  f(ze) = 0.04903
zy =1 2 S —0.04249 = 23.51945,  f(z7) = —0.04248
zg =1 2 T —0.03748 = 26.66605,  f(xs) 0.03747
z9 =127 —0.03353 =29.81160,  f(z9) = —0.03353
x10 = L7 —0.03033 = 32.95639,  f(w19) = 0.03033

Protoze f je sud4, jsou x_j := —x}, pravé vsechny zdporné koreny f’. Polozime-li
jesté xo :=0,je i (@op—1,Tak); N\ : (Tak, Topt+1) pro kazdé k € Z; min = f(x41),
max = f(0) = 1.

7.100. D(f) = (~00, 1) UR, ; f(00) = ¢, f(~1-) = +o00, f(0+) = 1; je
(@) = f(2)g(x), kde g(z) = 1g(1 +1/2) —1/(z +1) — 0 pro z — Fo0, g' > 0
v (—o0,—1), ¢’ <0 v Ry, takze g > 0a f' > 0 vude v D(f); / : (—oo,—1), Ry;
aSto0: ¥y = e. (Pozndmka. f/(04) = 400 a oviem téz f/(—1—) = +00.)
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