0. Primitivni funkce

Rikéame, ze funkce F : (a,b) — R je primitivni funkci funkce f : (a,b) — R,
je-li F/ = f vSude v (a,b); mnozinu vSech funkei primitivnich k f v (a,b) ozna-
¢ime PF(f;a,b)!). Piechod od f k F € PF(f;a,b) se nazyva integrace funkce
f; najdeme-li takovou funkci F' resp. napiSeme-li f ve tvaru F’, iikdme, Ze jsme ji
integrovali.

Prechod k primitivni funkci je tedy operace obracena k diferencovani. Pozor vsak
na terminologii: Plati-li rovnost f(z) = F’(x) napf. pro vSechna z ¢ R_ UR,, je
F primitivni funkci funkce f v R_ i v Ry, nikoli vsak v R_ U R4, protoZe tato
mnoZina nent interval. Primitivni funkci jsme definovali jen v (otevienych) inter-
valech zejména proto, aby platila tato velice dilezita véta:

Véta 9.1. Je-li F € PF(f;a,b), je G € PF(f;a,b), pravé kdyz existuje ¢ € R
tak, ze G = F + ¢ vsude v (a,b).
Kdybychom interval nahradili mnozinou, kterd je sjednocenim (kone¢ného nebo

nekoneéného poctu) disjunktnich otevienych intervald, tvrzeni by samoziejmé ne-
platilo, protoze konstanta ¢ by v kazdém z téchto intervald mohla byt jina.

Véta 9.2. (Existenéni véta.) Kazd4d spojitd funkce f : (a,b) — R m4 v (a,b)
primitivni funkci.

Ma-li funkee f v (a,b) jednu primitivni funkei, ma jich tam podle V.9.1 neko-
necné mnoho, pricemz kazdé dvé z nich se lisi jen o aditivni konstantu. K tomu,
abychom ziskali tplny pfehled o vSech funkcich primitivnich k f v (a,b), staci tedy
najit jednu z nich.

Véta 9.3. (Integrace per partes.) Je-li F ¢ PF(f;a,b), G € PF(g;a,b), plati
v§ude v (a,b) identita

) Fg=(FG)Y - fG.

Pfestoze identita (1) je jen jinak napsanym vzorcem (FG) = F'G + FG' pro
diferencovani soucinu, je velmi uzZiteénym nastrojem hledani primitivnich funkci.

Véta 9.4. (1. substituéni metoda — kratce 1SM.) Predpokladejme, e funkce
w: (a,b) = (A, B) je diferencovatelnd vsude v (a,b) a Ze funkce f : (a,b) - R m4
tvar f = (gow)w’, kde g : (A, B) — R. Pak plati:

Je-li G funkce primitivni ke g v (A, B), je funkce G o w funkce primitivni k f
v (a,b).

Véta 9.5. (2. substituéni metoda — kratce 2SM.) Necht f : (a,b) — R a necht
w: (a, B) —na (a,b) splituje vsude v («, 3) podminku 0 # w’ # too. Pak plati:

Je-li G funkce primitivni ke g := (f ow)w’ v (o, ), je F := G o w_; funkce
primitivni k f v (a,b).

1) Samoziejmé neni vyloucen piipad, Ze tato mnozina je prazdna.
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Poznamka 9.1. Abychom pfi integraci dané funkce volili spravné mezi obéma
substituénimi metodami, vSimnéme si nékolika charakteristickych rozdilti mezi nimi.

1. Obé metody vyzaduji diferencovatelnost substituujici funkce w. Ve 2SM se
vSak predpoklada, ze 0 # w’ # +oo vSude v («, ), z éehoZ podle V.7.4 plyne, Ze
funkce w je ryze monotonni; nic takového se v 1SM neZddd.

2. Pii aplikaci 2SM se zada rovnost w((«,3)) = (a,b), zatimco v 1SM staéi
platnost inkluze w((a,b)) C (4, B).

3. Pii aplikaci 1SM musi mit integrovana funkce f(z) tvar g(w(z))w’(z); casto
se stava, ze f(x) v takovém tvaru sice napsdna neni, ale vhodna tprava ji na tento
tvar pievede. PTiklad: Je

1 1 1

sinz — 2sinzcosz + 4cos2z  tgla —2tgxw +4 " cos2zx

v kazdém otevieném intervalu, ktery neobsahuje zadny lichy nasobek cisla %ﬂ';
druhy zlomek vpravo je derivaci funkce w(x) := tgz, g(y) := 1/(y* — 2y + 4).

Pii aplikaci 2SM do f(z) dosadime 2 = w(t) a vysledek nezapomeneme vynd-
sobit derivact Ww'(t) substituujici funkce; substituci volime tak, aby nové funkce
g(t) := f(w(t))w'(t) byla (z hlediska integrace) jednodussi nez ptvodni funkce f(z).
Podati-li se ndm nalézt funkci G(¢) primitivni ke g(¢), vratime se k pivodni pro-
ménné x dosazenim t = w_1(z); vznikld funkce F(z) := G(w_1(x)) bude pak funkei
primitivni k f(z).

Porovnejme jesté jednou jednotlivé kroky obou substitu¢nich metod:

1SM 2SM
dané funkce f(z) = g(w(z)) ' (x) fx)
substituce w(z) =y r=w(t), ') =...
pomocnd integrace  g(y) = G'(y) g(t) :== f(w(t)) ' (t) = G'(t)
vysledek f(@) = (Gw())) f@) = (Glw-a(2)))

Jak je patrné, jsou predpoklady 1SM liberalnéjsi; proto ddvame prednost 1SM
pred 2SM, kdykoli je to jen mozné. [

Podobné jako pfi diferencovani je i pfi praktickém integrovani nutnd znalost
nékterych zakladnich identit; mnohé z nich jsou jen pfepisem vzorct, s nimiz jsme
se setkali v kapitole 5. V nasledujicich identitach je a e R, r e Ry, k € Z.

T R pro vSechna celd o >0

a ’

(3) 2 — ($+1) v { RCURy pro vSechna celd v < —1% :

!
R4 pro vSechna o e R —Z
1
(3" - = (Ig|z]) v Ry UR_;
1 1 / 1 /
(4) o (; arctg%) = (— . arccotg%) v R;
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()~ = (wresin D) = (—arccos ) v (—r0);
Nt arcsin — ) = (—arccos - ) v (=7,7);
6 L (argsin®) = (1 242)) v R;
() \/ﬁjw—(argsul ;) —(g(I+ T4 +r )) A% )
1 z\’ ’
S i 2 _ 2 .
(7) WA ( argcoshr) = (lg(z + Va2 —r?)) v (r,+00);
(8) sinz = (—cosz)’, cosz = (sinz) v R;
9) sinhz = (coshz)’, coshz = (sinhz)" v R;
(10) ey (tgz)" v kazdém intervalu (1(2k — 1), 3(2k + 1));
1
(11) e (cotgz)’ v kazdém intervalu (km, (k + 1)7).

Poznamka 9.2. Identita typu 2® = (z*/(a + 1))/ plati pro nékterd raciondlni
¢isla a ve vétSi mnozing, nez je uvedeno v (3'): Je-li 0 # p € Z, je-li ¢ > 1 liché ¢islo
a jsou-li ¢isla p, ¢ nesoudélnd, je totiz

W:—(mp)%—(L(Iﬁq)%)/_(ig/xp—ﬂ)/v{R prop>0}'

p+yq p+yq R_UR4 pro p <0

Komplikace souvisi s tim, Ze na rozdil od mnohych poéitadovych programi (které
definuji vSechny necelé mocniny rovnosti z* := exp(algx) a nedavaji tak plné
vysledky) jsou v analyze (stejné jako v aritmetice) definoviny liché odmocniny
zapornych cisel.

Priklad 9.1. Integraci per partes ziskame identitu
(12) lg:c:(:clg:r)’—l:(:c(lg:c—l))/ v R,.

(Ve V.8.3 jsme polozili F(z) :=lgx, g(z) :==1, f(z) =1/z, G(z) :==x.)

Priklad 9.2. Nekdy je tfeba integrovat per partes nékolikrat: Je-lia # 0, b € R
a polozime-li g(z) := e**, F(x) := sinbx, G(z) := e** /a, f(x) = bcosbx, dostaneme
(podle V.8.3) identitu

1 b
(13) e sinbxr = (— e sin bx) — —e*cosbr v R.
a a
Polozime-li nyni g(x) := e, F(z) := cosbzx, G(x) := e*/a, f(x) = —bsinbzx,
dostaneme identitu
1 b .
(14) e cosbxr = (— e cos bx) + —e™sinbz v R.
a a
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Dosadime-li (14) do (13) (nebo (13) do (14)), ziskdme po snadné upravé identity

ax

!/
(15 e sinbr = ( (asinbx — bcos bx)) v R,

a? + b2

ax

!
(15") e cosbxr = ( acosb:c—|—bsinb:c)) v R,

a? + b2 (
které plati dokonce za obecngjsiho piredpokladu a? + b% # 0; platnost pro a = 0,
b # 0 ovérime dosazenim.

Priklad 9.3. Je-li funkce f : (a,b) — R diferencovatelna a nenulova vsude v (a, b),
je (podle véty o diferencovani superpozice)

!/

(16) 7=(lg°|f|)'

vSude v (a,b). Je tedy napf.

COS T . /
m:(lg(Q—FSlnI)) A% R

a pro kazdé k € Z plati rovnost

COsS T

Toons ~ (lg(1 —l—sinx))/ v (2km — &7, 2k + 37);
inz

absolutni hodnotu nebylo nutné psat, protoze obé funkce ve jmenovateli jsou kladné.

Poznamka 9.3. Vsechny pocitacové programy, které jsou autorovi znamy, pracuji
s mepravdivgm tuvrzenim, Ze funkci primitivni k 1/z je lg x; stejnou chybu najdeme
i v mnohych tabulkéch primitivnich funkci. To celkem vystizné charakterizuje ctitele
bezduchého kalkulu: Ackoli je dobie a dlouho znamo, Ze spravna primitivni funkce je
lg | 2|, vynechévaji — asi ,,pro jednoduchost* — absolutni hodnotu. Pravdépodobné
to souvisi i s tim, ze se bezduchy kalkulus nezabyva obory platnosti. V R je
samoziejmé vSe v poradku, ale v R_ podle téchto mylnych predstav primitivni
funkce k 1/x zfejmé neexistuje, ackoli je tam funkce 1/x spojita (sr. s V.9.2). Tato
zékladni chyba mé bohuzel velmi nepfijemny dusledek: Je-li funkce f v intervalu
(a,b) zdpornd, neddvaji zminéné programy Zddnou primitivnt funkci k f'/f (nejsou-
li tak ,chytré“, ze pfejdou k (—f")/(—f)). Netplnou identitu 1/2 = (lgx)" snadno
opravime pfiddnim absolutni hodnoty a dodatkem ,pro vSechna z # 0%; zamysleme
nemusi byt viibec jasné, kam je tfeba absolutni hodnotu dopsat.

Priklad 9.4. Podle 1SM je

1 1 1
(17) = 1 1 1

. = 1 1. 21, " 1
sinx  2singrcossx  2cos?g5x tg5T

= (Ig| tg 3z|)

v kazdém intervalu (km, (k+1)m), kde k € Z. Pii oznaceni z 1SM je zde f(y) :=1/y,
W({L’) = tg(%fﬂ), takze w’(gc) = 1/(2 COS2 %.’L’)
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Priklad 9.5. Funkce f(z) :=1/4/e® — 1 mé podle V.9.2 primitivni funkci v R..
Polozme y/e* — 1 = t, tj. substituujme = = w(t) := lg(t>+1). VSechny piedpoklady
2SM jsou splnény, protoze w’(t) = 2t/(t>+1) > 0 pro viechnat ¢ Ry aw(R;) = R
Protoze

1 2t 2
t

t2—|—]_ = m = (2 arctgt)' \A ]RJ,_,

je F(x) := 2 arctg \/e* — 1 funkei primitivni k f(z) v R4.
Priklad 9.6. Funkce
1

sin? x + 2 cos2

(18) fx) =

mé podle V.9.2 primitivni funkci v celém R, ale najit ji bude ponékud komplikova-
néjsi, protoze standardni substituci tgx = y (sr. s pfikladem 9.11) lze provést jen
v intervalech, které neobsahuji zadny bod tvaru & (2k + 1), kde k € Z.

Pracujme v intervalech I, := (3(2k — 1), 2(2k + 1)7), kde k € Z, a upravme
(18) na tvar

1 1 (tga)

].8* = — .
(187) f(@) cos?x tg?x+2  tglx+2’

podle 1SM (s w(z) = tgx) a podle (4) plati pro kazdé k € Z rovnost

1 1 v\ 5
m = (E arctgﬁ) v R, takze f(x)= (

Funkce F}, definovana v intervalu I} := (3(2k — 1)7, (2k + 1)7) podminkami

1 arctg — e
(19) Fy(z) := \/_ V2
Fe(3(2k+1)7—) =

pro vSechna x € I

il 1
ro r=52k+1)m
je spojita v I}, protoze se jeji hodnota v koncovém bodé intervalu I rovné prislusné

limité zleva. Protoze ¢islo A 1= Fy (% (2k+1)m—)— Fj,(3(2k—1)7+) = m/+/2 nezavisi
na k, je funkce F' definovana podmlnkaml

(20) F(z) := F(x) + kA pro vSechna z ¢ I} a v8echna k ¢ Z

zfejmé spojitd v celém R; je pfitom funkci primitivni k f v kazdém intervalu Ij.
Podle V.5.5 a vzhledem ke spojitosti f v R je kromeé toho

F'(if2k+1)7) = li F'(z) = li Lok +1
(2( + )ﬂ-) m—>(271€r-|{11)7r/2 (:E) m—>(2/l€r-|{ll)7r/2f(x) f(2( + ) )

coz dokazuje, ze F' je funkci primitivni k f v celém R.
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Poznamka 9.4. Posledni tvrzeni pravé dokonceného prikladu, zaloZzené na V.5.5,
lze zobecnit takto:

Véta 9.6. Necht kazdy bod x mnoZiny M C R ma okoli P(z) disjunktni s M 2)
a necht funkce f, F' spojité v R spliiuji podminku F'(x) = f(z) pro kazdéx ¢ R—M.
Pak je I’ = f vSude v R.

Vylozme nyni nékolik metod integrace nékterych béznych typia funkei.

Priklad 9.7. Integrace racionalni funkce. Racionalni funkci f # 0 napiSme ve
tvaru f = g/h, kde g a h jsou nesoudélné polynomy ?). Pfedpokladejme, Ze vSechny
realné kofeny polynomu & byly sefazeny do prosté posloupnosti ai,...,a,,, kde
m > 0, a vSechny imaginarni kofeny do prosté posloupnosti a1, aq, ..., ay,, @, kde
n > 0.%) Je dobfe znamo, %e polynomy z2 + bz + ¢ := (z — ay)(z — @) jsou pak
realné a ze identita

m

(21) ) = AT [ — s [T + b+ )
k=1

j=1

kde p; € N a g, € N jsou ndsobnosti kofenli a; a oy, plati pfi vhodné volbé
(nenulové) konstanty A € R vSude v R — h_1(0).

Racionalni funkei f(z) 1ze pak (v R—h_1(0)) rozlozit na tzv. jednoduché (neboli
parcialni) zlomky:

9k

(22) f(x)—w(x)+ZZ(L+ZZ Brst + Chs

P (22 + bpz + c)s’

 je pritom polynom, A;,, Bys, Cks jsou realné konstanty. Je-li stupeii polynomu g
mensi nez stupeti polynomu h, je ¢ = 0; v opaéném piipads se p(x) ziskd délenim
polynomu g(z) polynomem h(z), provadéném tak dlouho, az stupen zbytku déleni
klesne pod stupeni polynomu h(z). Numerické hodnoty konstant A;,, Bys, Cis zis-
kame napt. tak, ze rozdil f(z)—¢(z) vynasobime vyrazem g(z)/A a pak porovname
koeficienty u stejnych mocnin x na obou stranach vzniklé identity; lze vsak do ni
také dosazovat vhodné hodnoty x a pak fesit vznikly linedrni systém rovnic. (Obé
zminéné metody se ¢asto kombinuji. Vyhodné je dosazovat redlné kofeny polynomu
h, protoze tim ihned ziskdme hodnoty nékterych konstant Aj,; v nékterych piipa-
dech se vyplati dosadit i néktery imaginarni kofen — v tom ptipadé pak porovname
redlné a imagindrni ¢asti obou stran vzniklé rovnosti.)

Je jisté zfejmé, jak se najde funkce primitivni (v R) k polynomu:

N N AN
) T
23 E ot = ( E «; —) .
29) i=0 - T 1

2) Takové mnoziny se nazyvaji izolované v R; jejich typickym piedstavitelem je mnozina Z.

3) tj. polynomy, které nemaji zadny spoleény kofen

4) Rovnost m = 0 (resp. n = 0) odpovida situaci, kdy h nem4 Z4dny realny (resp. imaginarni)
kofen.
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Stejné jednoduché je integrovat funkce tvaru 1/(Id —a)”, kde a € R a r € N:
V R — {a} plati identity

1

Tr—a

1 1 1 /
24" = je-li 1.
(247) (x—a) (1—r(w—a)r—1)’ et >

(24) = (lgle—al)’,

Zbyva vysvétlit, jak se (v R) integruji zlomky tvaru (Bx + C) /(22 + bx +¢)*, kde
polynom x2 4 bx + ¢ mé dva rizné imaginarni kofeny: Nejd¥ive napiseme identitu

Bx+C 22+ b 1
25 - — _-1lp__~— (C_lb3)7.
(25) (22 +bx+c)s 2 (:102+b:v+c)5+ 2 (22 + bz + ¢)®
Pak uZijeme 1SM a substituci y = w(z) := 2?2 + bz + ¢ prevedeme problém inte-

grace prvniho zlomku vpravo na trivialni problém integrace funkce y~°. Uzijeme-li
analogie identit (24’) a (24”), vidime, Zze véude v R je

2z +b /

2z +b 1 1 /
25/ — ( ) , je-li 1.
(25%) (22 + bx + ¢)® 1—s (22+bx+c)s1L &4 s >

Integrace posledniho zlomku v (25) je o néco komplikovanéjsi: ProtoZe oba kofeny
polynomu z2 + bx + ¢ jsou imaginarni, je

(26) 2® +bx+c=(z— 3b)°+ 1(4c—b?),
pficemz D := b? — 4c < 0. Substituce
2z —b
Vie— b2
pievede integraci zlomku 1/(2? +bx+c)® na integraci zlomku 1/(y?+1)* nasobeného
jistou konstantou.

Integrace per partes s F(y) := 1/(y*> +1)°, g(y) := 1, f(y) = —2sy/(y> + 1)+,
G(y) := y vede k rovnostem

LAY N (P
(2+12  \(y2+1) (y? + 1)sHt

(26") y=w(z) =

2

7( Y )/+ 2s 2s
) Ty e

z nichz plyne redukcni vzorec

1 1 Y ro2s—1 1
. I S W I ,
@7) (y2+1)5tt 25\ (y2+1)* M P (y? +1)s
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platny vSude v R a pro vSechna s € N. Protoze je

(281) = (arctgy) v R,

y?+1

je tim cely problém roziesen.
Pomoci (27) a (28;) se snadno dokéze, ze vSude v R plati napf. identity

1 1 /
28 - —( ¢ ) ,
(28:)  GEroE T oa\ecteyt

1 1 3y 2y /
28 S —(3 arctgy + n ) ,
(38) W +1)?° 8 SRR SN R VE

1 1 15y 10y 8y !
28 - —(15 arctgy + + + ) .
B8) Gy~ m\PEE e T gy

Priklad 9.7a. Integrujme funkci

(20) fla) = e

v maximélnich intervalech, kde je to mozné, tedy v (—oo,1) a v (1,400). Protoze
stupeni Citatele je mensi nez stupenn jmenovatele, odpada déleni — polynom ¢(x)
v obecném rozkladu (22) je nulovy; rozklad na jednoduché zlomky mé proto tvar

3r A n Bz +C
-1 x—-1 224z+1°

Néasobenim jmenovatelem levé strany ziskame identitu
3z =A(x* +x+1)+ (Bx+C)(z - 1),

platnou (na rozdil od pfedchazejici identity) v celém R. Dosazenim = = 1 dostaneme
A = 1; porovndme-li koeficienty u 22 a 2°, dostaneme rovnice 0 = A+B,0=A—-C,
z nichz je ziejmé, ze B = —1, C' = 1. Je tedy

1 r—1 1 1 2z4+1 n 3 1
zt—1 224+z+1 2—-1 222+4+z+1 222+z+1"

(30)  flx) =

Posledni sc¢itanec se tfeba jesté upravit; z identit

2z 4 1\2
Pro+l=(e+3) +3=3( 7 ) +1]
ihned plyne, zZe

2

3 1 B V3 B 2z + 1Y/
1) am—ﬁ(zﬁl)zH—(ﬁMg 5 E

P
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podle 1SM. Z toho a z (30) déle vyplyva, ze

22+ 1Y
’—i—\/garctg x\/—g ) v R—{1}.

r—1

vazi+ax+1

(32) @)= (1g]

Pfiklad 9.7b. Funkce primitivni k funkci

478 — 2022

(33) fz) = CESIECCES))

existuji v intervalech (—oo, —1) a (=1, +00).
Protoze stupen citatele je o 3 vétsi nez stupen jmenovatele, provedeme 4 kroky
déleni; Ctenar se jisté sdm presvédci, ze tim dostaneme identitu

4(102* 4 162® + 1122 + 162 + 7)

(34) f(z) = 42 — 1222 + 200 — 28 + CESVHCESY

Ozna¢me posledni zlomek g(x) a hledejme koeficienty A, ..., FE tak, aby bylo

A B C Dx+E

(35) 90 = T T a2

Vynasobime-li tuto identitu jmenovatelem levé strany a dosadime-li do vzniklych
polynomu x = —1, zjistime, ze C' = —8. Zbyla ¢isla A, B, D, E ziskame porovnanim

koeficientfi nap¥. u mocnin z°, 2!, 23 a z*:

uz': 2868= A+B+ C+ D

uz': 64 =2A+DB+ D + 3E
uz’: 64 =2A+DB+ 3D + E
uzt: 40 = A+ D
Protoze tato soustava mé feSeni A =46, B=—4, D = F = —6, je
(36) g(x):174—:06—51_(17—:11)2_@—61)3_3x22il_x2i1’
takze

1
(67 fx) = (x‘* —4a® + 102° 28z + 461g|w + 1| + —

4 /
+ CESE 3lg(2® +1) — 6arctg:v) pro vSechna x # —1.

Priklad 9.7c. Funkce primitivni k funkci

12(2? — 2 — 2)

(38) f(z) = (22 —1)2(22 —z +1)2
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existuji v intervalech (—oo, —1), (—1,1) a (1, +00); napiSme

A B C D Exz+ F Gz +H

f@) = x—1 + (x —1)2 +x+1+ (x+1)2 +:102—:v+1+ (22 —z+1)2
a hledejme numerické hodnoty konstant A, ..., H. Nasobime-li identitu jmenovate-
lem levé strany a dosadime-li do vysledku x = +1, zjistime, ze B = —6, D = 0.

Porovnejme déle koeficienty u Sesti vybranych mocnin z:

uz’ 0= A+ C+ FE

uzxb 6 = -A-3C—- E+F

uzx®: 0 = 4C—- EFE-F+G
uzt: 0 = 24—-2C+2E—F + H
uz': —12 = A-3C+ E-F+G
uz’: —18 = —A+ C+ F + H

Resenim jsou é&fsla A =21, C = -1, E=-20, F =4, G = —12, H = 0,°) takze

21 6 1 20x — 4 12z

(39) f(z):x—l_(;v—l)?_gc—i—l_x?—x—i—l_(x2—:10—|—1)2

pro vSechna x # +1. Je ziejmé, Ze

21 6 1

(40) -1 (z—12 az+1

6 /
= (2llg|x—1|+——lg|x+1|)
z—1

v R — {£1}. VSude v R plati kromé& toho tyto identity:

20x — 4 2z -1 6
41 e R -
(41) 22 —z+1 2—z+1 22—z+4+1’
2z -1 9 !
6 12 2//3 12 2z — 1\’
43 _—_— = —-— = _— to ————— ,
(43) 2 —r+1 \/5(2x—1)2+1 ( \/garcg V3 )
V3
—12 20 —1 6
(44) - - - :
(22 — 2+ 1)2 (22 —24+1)2 (22—z+1)
2z -1 6 !
45 —6 =
(45) (22 —x 4+ 1)2 (172—174—1)’
) I RS U VIV
(22 —z+1)2 \/§((Zx—1)2+1)2'
V3

5) Predpokladame, Ze se Ctenaf neomezuje na pouhé ¢teni téchto Fadki, ale pocita sam, pricemz
nas text mu slouzi k ovéfeni spravnosti vysledkt. Jen vlastni aktivitou se mize nééemu naucit.
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Substituce (22 — 1)/v/3 = y v poslednim vyrazu vede podle (285) k identité

_E#__i(
V3 (P12 VB

Uzijeme-li znovu 1SM, dostaneme po trose pocitani®) tento vysledek:

y !/
m + arctgy | .

6 2(1-2z) 8 21:—1)/

(47) _(xQ—:C—I—l)Z:(12—x+1_ﬁarCtg V3

Podle (40), (42), (43), (45), (47) je tedy

6 2—zx 20 2¢ —1
(48) f(x)::(x—1+4:c2—x+1_ﬁ V3

li
—|—211g|a:—1|—lg|a:+1|—101g(z2—x—|—1))

pro vSechna z ¢ R — {£1}.
* ok %
Spolehlivé zvladnuti principt integrace racionélni funkce je dtlezité i proto, zZe
na ni lze pievést integraci dalsich typt funkei; ilustruji to priklady 9.8 -9.12.

Priklad 9.8. Integrace funkci tvaru
(49) f(z) :== R(e®), kde R je raciondlni funkce.

Polozime-li e* = y a aplikujeme-li 1SM, vidime, Ze kdyZ je G(y) primitivni funkci
funkce

(50) o(y) = L R(y),

je F(x) := G(e") primitivni funkeci funkce f(z).

To, co jsme prdvé tekli, je samozrejmé jen nastin mozného postupu; v kaZdem
konkrétnim prikladé je treba overit vsechny predpoklady substitucni metody a sta-
novit, v jakém intervalu resp. v jakych intervalech budou nase vysledky platit.

Priklad 9.8a. Funkci primitivni v R k funkci

ex

(51) f@) =3

vidime na prvni pohled, protoZe jmenovatel zlomku je roven (e%)? + 3 a ¢itatel e®
je derivaci e*. Podle 1SM a podle (4) je tedy

(52) f(z) = (% arctg \e/_;)’ viude v R.
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Priklad 9.8b. Funkce

e’ +1
53 =
mé primitivni funkce v intervalech Iy := (—00,0), Ir := (0,1) a I3 := (1,+00).

Abychom v kazdém z téchto intervalti nasli jednu z nich, polozime e” = y, coz nas
problém prevede podle 1SM na nalezeni primitivni funkce k funkci

y+1
y—1) (12— e2)

v intervalech (0,1) = exp (1), (1,e) = exp(I2) a (e, +00) = exp(I3).
Vynasobime-li rozklad

(54) 9(y) = o0

A B C D

(55) 9(y) i v s

jmenovatelem levé strany a dosadime-li do vysledku postupné y =0,y = 1, y = *+e,
dostaneme tyto hodnoty konstant A, B, C, D:

1 2 e+1 e—1
(56) e2’ 1—e2’ 2e2(e—1)’ 2e2(e+1)

Integraci identity (55) ziskdme identitu
(57) g(y) = (Algly| + Blgly — 1|+ Clgly —e| + Dlg|y +e|)’

platnou viude v R—{—e¢,0, 1, e}; dosadime-li do ni podle (56), lze vysledek upravit

na tvar
) /

e2+1
2e2

y—e
yte

_(lgly| 1 2 2 1 ‘
(58) g(y)—(e2 82_1(21eg 1 lgly” —e[— g

podle 1SM je tedy

T 1 e +1 1 e’ —e !
59 = ———(21 T —1| - lg|e2® — 2 - )
69 o) = (5 - e (21eler - 11- SHtele - - 11g [ S5
viude v R — {0, 1}.
* k%

Priklad 9.9. Integrace funkci tvaru

(60) fa) = RlE2)

, kde R je racionélni funkce,

se substituci y = lga v 1SM pfevede na integraci racionalni funkce R(y).
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Priklad 9.9a. Funkce

. 5lgx
(61 fle) = z(lg®z +1g%x — 2)

mé primitivni funkce v intervalech (0,e) a (e, +00), protoze logaritmus je spojity
v Ry a polynom 2 + 3% — 2 = (y — 1) (y? + 2y + 2) méa pravé jeden realny koten
y = 1, kterému odpovida x = e.

Jak ¢tenadf snadno ovéfi, je

5y 1 1 2y+2 3

62 = f— PR
(62) 9= T s T -1 3t W12+l

vSude v R — {1}. V dusledku toho plati rovnost

!/
9) = (lgly =11 - $lg(4* + 2y +2) + 3 arctg(y + 1))

pro vSechna y # 1 a rovnost
!/
(63) fz) = (1g| lgz — 1| - 31g(lg°z + 21lgz +2) + 3 arctg (lgx + 1))

pro vSechna z € (0,e) U (e, +00).

* %k x

Polynomem dvou proménnych u,v rozumime soucet konec¢ného poctu vyrazt
tvaru au™v", kde a € R a kde m, n jsou nezdporna celd ¢isla. Podil p/q dvou
polynomu p, ¢ # 0 proménnych u, v se nazyva racionalni funkce proménnych u, v.

Priklad 9.10. Integrace funkci tvaru

ar +b
64 z) =Rz { ,
(61) o) = R (s {20 )
kde R je racionalni funkce dvou proménnych, s > 1 je celé ¢islo a a,b,c,d jsou
realna ¢isla, pro néz je ad — be # 0, se da prevést na integraci racionalni funkce tim,

Ze zavedeme novou proménnou

lax + b
65 ti= ¢ .
(65) cx+d
Podrobnéji feceno: Rozfesime pravé napsanou rovnici vzhledem k z a aplikujeme
2SM se substituujici funkci

(65%) r=w(t):= di” — b

a — ct®

V konkrétnich pripadech hleddime vidy mazimdalni intervaly, v nichZ md funkce
(64) primitivnd funkci, a samoziejmé ovérujeme vsechny predpoklady substitucni
metody.
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Priklad 9.10a. Integrujme funkci

(66) fa) =122

snadno ovéfime, Ze zlomek pod odmocninou je kladny, pravé kdyz je x € (1,2);
primitivni funkci budeme proto hledat pravé v tomto intervalu. Substituce

x—1 2t2 +1
=t, tj. z=w(t) = ——=

(67) teRy,

predpoklady 2SM spliiuje, protoze vsude v R, je

2t
5 >0

(68) w'(t) = (G

aw(Ry) = (1,2). 2SM vede k identitdm
t?*+1 2t 2t

= ot
A2 +1  (12+1)2 (224 1)(2+1)

2 2
= m — m = (2 arctgt— \/Earctg(\/it))/

(69)  flw®)w'(t)

platnym v R, ; v intervalu (1, 2) plati proto rovnost

(70) flx) = (2 arctg \/g — V2 arctg ,/% )

Priklad 9.10b. Funkce

() fla) = {2

je definovana vSude v R az na body 0,1 a je ve svém defini¢nim oboru spojitd; ma
tedy primitivni funkce v intervalech I; := (—00,0), I := (0,1), I3 := (1, +00).
Uzijeme substituci

z+1 3 +1
72 . =t tj. r=w(t) = —— .
(72) e I T w(t) V]

Protoze je

612

(73) W'(t) = N

< 0 pro vSechna t e R —{0,1},

jsou predpoklady 2SM splnény v kazdém z intervalt J; := (—00,0), Jo := (0,1),
Js := (1,+00). Protoze je

w(—oo+)=1, w(0£)=-1, w(l-)=—-00, w(l+)=+00, w(+oo—)=1,
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zobrazuje funkce w intervaly Ji, J2, Js3 po fadé na intervaly (—1,1), (—oo, —1),
(1,400), které bohuzel nejsou totozné s intervaly Iy, v nichZ mdme hledat funkci
primitivni k f. Abychom dospéli k ponékud lepsi shodé, ozna¢me

(714")  K;:=(0,1), K :=(-1,0), Ky :=(—00,—1), K3 :=J3 = (1,+00).
Pak je

(74”) w(K{) = (—OO,—].), W(K{/) = (_170)3 w(KQ) = (05 1)7 W(K3) =13

a podle 2SM budeme v intervalech (74’) hledat primitivni funkci funkce

-1\ 612 688
3 +1 (B -1)2  (B41)2’

(75') g(t) = flw(t)w'(t) = (

kterou ovSem nejdrive rozlozime na jednoduché zlomky:

2 1 2 1 1 26-1 5 1

75" t)=—= : - _2

(75%) IO =3 T T3 T3 il 3P —it1
2 — 1 1

_(t2—t+1)2+ (2 —t+1)2°

Substituci (2t — 1)/v/3 = z a uzitim 1SM dojdeme k rovnosti

5 1 o 21 ' R
—— —— = |- —=arctg——— | v R;
312 —t+1 3v3 8T B
touz substituci a navic integraci per partes ziskdme dalsi rovnost
1 L 2-1 4 21 ' R
==z arctg ——— | v R.
(t2 —t 4+ 1)2 3R —t+1 33 ° 3

Primitivni funkce k ostatnim séitanctim v (75”) jsou jisté patrné na prvni pohled.

Malou tpravou vysledkti dostaneme pak tuto funkci primitivni ke g(¢):
2 ( t+1

1 1 2 2t — 1
2L gt 1——) Slg(t —t+1) — = arct
s\ lelt+ 1 +3 I +1) arctg

t+1 V3 V3

Dosadime-li za t podle (72) a upravime-li opét vysledek, ziskdme identitu

(76) f(x)_%[lg<<§/§)2— 3 ifi +1> ~2lg
_39”;1 ﬁ—zﬂamtg (%(2@—1))]1,
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zatim ovSem jen v intervalech (74”). Funkce f(z) i funkce napsand vpravo v zavor-
kach [ ] je v8ak spojitd v bodé —1; podle V.9.6 plati proto rovnost (76) v celém
intervalu I; = (—00,0). ProtoZe v intervalech I, I3 Zaddné problémy nebyly, je tim
integrace funkce (71) dokoncena.

* ok %
Priklad 9.11. Integrace funkci tvaru

(77) f(z) :== R(sinz, cosx),

kde R je racionalni funkce dvou proménnych.

A. Predpokladejme nejdiive, ze funkce f je spojita v néjakém otevieném intervalu
I C (—m,m). Polozime-li

(78) tg sz =t pro viechna z e (—m,m),
bude

2t 1—12
(78") sinx:H—tQ, COST = T

uzijeme-li 2SM s funkci
(79) w(t) := 2 arctgt, t € R,
inverzni k (78), jejiz derivace

2

=120

W (8)

je racionalni, bude raciondalni i funkce

R( 2t 1—t2) 2
1412714 ¢2 142

<
—~
~+
~
I
—
—
S
—~
~
~—
~—
€
~
—~
~
~—
I

Integraci funkce (77) lze tedy substituct (79) prevést na integraci raciondind funkce.|]
Je-li G(t) funkce primitivni ke g(t) v w_1(I), je F(x) := G(tg ) funkce primitivni
k f(z) v I.

Pripomenme jesté identity, které se casto uzivaji pfi aprave vysledki:

e pro v8echna x # 7 mod 27
1 1+cosz
(80) tg5r = . O
1—
ﬂ pro vSechna = # 0 mod 7w
sin

Je-li I C (0,27), lze s vyhodou uzit substituci

(81) cotg 3z =1t, tj. x=uwi(t):=2arccotgt, t € R;
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v tom pripadé vsak je

2t 1—¢2
S m—— COSx =
1+¢t2’

2

(81") sinz = 1re

—mv Wi(t) =

B. Mame-li funkci tvaru (77) integrovat v intervalu obsazeném v nékterém z in-
tervald Iy, := ((2k — )7, (2k 4+ 1)) (rvesp. Ji = (2km,2(k + 1)m)), kde k ¢ Z,
mizeme uzit opét substituci tg £z =t (resp. cotg 2 = t); inverzn{ k ni bude nyni
ovSem funkce

(79)) w(t) :== 2 arctgt + 2km (resp. w(t) := 2 arccotgt + 2km).

Miuizeme vsak také uvazit, ze f je 2mw-periodicka funkce, posunout interval [
o vhodny sudy nésobek éisla 7 tak, aby posunuty interval I* lezel v Iy (resp. v Jo),
najit primitivni funkei v I* a nakonec se (s vyuzitim periodicity) vratit zpét do I.

C. Je-li funkce (77) spojitd v R a zndme-li jeji primitivni funkci Fy v intervalu
Iy = (—m,7), lze jeji primitivni funkei v R ziskat napf. timto postupem:

ProtozZe f je spojita v kompaktnim intervalu {—m, 7), je v ném omezena, takze je
| f| < M pro vhodnou konstantu M € R. Pro kazdé dva body ', '’ z I existuje
podle véty o priristku funkce ®) bod ¢ (lezici mezi body 2/, 2”') tak, Ze

| Foa”) — Fola)| = | F§(€)(a” —2')| = | F()(a" — )| < M|a" — o ;

z toho ihned plyne platnost BC podminky 7) nutné a postacujici k tomu, aby exis-
tovaly koneéné limity Fo(m—), Fo(—m+).

Polozime-li Fy(r) := Fy(m—), bude funkce Fp spojitd v polouzavieném intervalu
I} := (—m, ) a pro kazdé k ¢ Z bude funkce F}, definovand podminkou

(82) Fy(z) := Fy(x — 2kw) pro véechna z € I} := ((2k — 1)m, (2k + 1)m)
spojita v I} a primitivni k f v I = ((2k — 1), (2k + 1)x). Cislo

(83) A= F((2k + )m—) — Fip1((2k + 1)7+) = Fo(m—) — Fo(—7+)
pak nezavisi na k a snadno nahlédneme, ze funkce

(84) F:=F,+kA v I} prokazdé ke Z

je spojitd v celém R. Podle V.9.6 je funkci primitivni k f také v celém R.

D. Je-li f spojitd v néjakém (otevieném) intervalu délky < 27, ktery neni ¢asti
zéddného z intervala Iy resp. Ji, 1ze pri hledani funkce primitivni k f v I postupo-
vat podobné jako v C; vysvétlime to na piiklad€é, z néhoz bude patrna jak podstata
problému, tak i jeho fesSeni:

6) Mame na mysli tzv. Lagrangeovu vétu o p¥irtistku funkce: Je-li f spojita v (a,b) a ma-li
derivaci vsude v (a,b), existuje bod & € (a,b) tak, ze f(b) — f(a) = f'(§)(b — a).

™) BC podminka zni v naem piipadé takto: Pro kazdé ¢ € R, existuje PT(—n) (resp. P~ (m))
tak, Ze pro kazdé dva body z’, z'’ z tohoto okoli je | F(z") — F(z')| < e.
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Je-li f spojita napf. v intervalu [ := (—%w, %w), substituujeme tg %:C =t v kaz-

dém z intervala (—%w, ), (m, %w) Necht Fj resp. F5 je funkce primitivni k f v prv-
nim resp. ve druhém z téchto intervalti. Nejdiive rozsifime Fj spojité na interval
(— 4, m) tim, Ze polozime F (7) := Fy(7—). Pak najdeme &islo A := Fy (7)—Fy(m+)
a definujeme

. A v(—%mw}
(85 F'_{F2+A v (m, 3m) }

Z definice ¢&isla A plyne, ze F(n+) = Fa(n+) + A = Fi(n) = F(n), takze F je
spojitd v celém intervalu I; podle V.9.6 je tam funkci primitivni k f.

Postupovali jsme tak, aby vynikla podobnost s postupem vysvétlenym v bodé C;
nechceme-li vSak zavadét (v tomto piipadé dost zbyteéné) Cislo A, staéi definovat:

Iy v (—%w,w)
(85") F:={ Fi(r—) v bodé 7
FQ—FQ(TF—F)—FFl(ﬂ'—) V(TF,%?T)

Poznamenejme ®), Ze existence kone¢nych limit F; (7—), Fa(7+) plyne z existence
funkce G primitivni k f v celém I (sr. v V.9.2); funkce G je samoziejmeé v I spojita,
a mé tedy v bodé 7 (dokonce oboustrannou) limitu. Pak sta¢i uvazit, ze funkce Fy

resp. I se od G ligl v (— 3, m) resp. v (m, 37) jen o aditivni konstantu.

E. M&-li funkce f periodu 7, pfevedeme jeji integraci na integraci racionalni
funkce substituci tgx = t; substituci lze ovSem uzit jen v intervalech obsazenjych
v nékterém z intervaldt Ky, := (3 (2k—1)7, 1 (2k+1)7), k € Z. Ve 2SM pak polozime
w(t) := arctgt + km, t € R, a uzijeme vzorce

tg? 2 ) 1 1 1

86) sin’z = = = = ) =577
(86) sin”@ tg?x + 1 21 T tg?x +1 t2+1’w() 2+1°

z nichZ prvni dva plati pro vSechna x # %w mod 7. V intervalech obsazenych v né-
kterém z intervala Ly := (km, (k + 1)7), k € Z, lze uzit substituci cotgz = .

Tyto substituce maji (proti substitucim tg %x =t resp. cotg %x = t) tu vyhodu,
ze jako vysledek vyjde jednodussi raciondlni funkce. Ukazme to na piikladé: Je-li

sin? z

(87) flzx) =

sin*z + costz’
dostaneme po substituci tg %x =t resp. tgx =t funkci

16t4 2 t4 1
. esp.,. —m— = —— .
B oAy o2t 4241 2+1 0P Ayl 2t

8) Zejména pro tenafe, ktefi si vsimli, Ze piseme jisté limity bez odiivodnéni, Ze existuji.
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Po dosazeni tg %:C = t vznikl z f(x) zlomek, jehoZ jmenovatel mé stupen dvakrat
vétsi nez jmenovatel zlomku vzniklého dosazenim tgx = t; je to zptisobeno rozdily
mezi vzorci (78') a (prvnich dvou identit z) (85).9)

Je-li funkce f spojitd a w-periodickd v celém R (jako v pravé uvedeném pii-
kladg), je tfeba po nalezen{ primitivnich funkei v kazdém z intervalt Ky, (resp. Ly)
zkonstruovat primitivni funkci v R napf. zptsobem vylozenym v ¢asti C.

Je-li f spojitda v néjakém otevieném intervalu I délky < m, ktery neni casti
zddného Ky a zddného Lj, mizeme postupovat podobné jako v ¢asti D.

F. M&-li funkce f tvar

(88) f(z) := R(sinx) cosx resp. f(x):= R(cosx)sinz,

kde R je racionalni funkce, uzijeme 1SM, v niZ polozime sinx = y resp. cosx = y;
dostaneme tim racionalni funkci R(y) resp. —R(y).19)

Priklad 9.11a. Protoze maximalnimi intervaly, v nichz je spojita funkce

_ 1+sinx

(89) f@):

" 1+4cosz’

jsou intervaly Ij, := ((2k — 1)m, (2k + 1)), k € Z, uzijeme substituci tg iz = ¢,
presnéji substituci (79’). Uzitim vzorch (78') a 2SM dospé&jeme k identitdm

P 42+1 2t

g(t) = fw(®) w'(t) = = (t+1g(t*+1))

N RN
platnym v celém R. Dosazenim ¢t = tg %:1: pak ziskame funkci
(90) F(z) :=tg 3o +1g(tg” z + 1) = tg 32 — Ig(cos” $x)

primitivni k f(z) v kazdém Ij.

Poznamenejme, ze jsme se pii substituci tg %:1: = t mohli omezit na interval Ip;
presnéji feGeno, mohli jsme aplikovat 2SM s funkei (79), jejiz obor hodnot je Iy. (Tim
funkce (90) (s = € Ip) je funkei primitivni k f(z) v Ip. Kdybychom pak definovali
F(z) jako vyraz za druhym rovnitkem v (90) vSude, kde m4 tento vyraz smysl (tedy
ve sjednoceni v8ech Ii), bylo by vzhledem k jeho m-periodicité a k 7-periodicité
funkce f(z) zfejmé, ze F(x) je funkci primitivni k f(z) v kazdém intervalu Ij. (Pro
kazdé x € Ij, je x — km € Iy a vzhledem 7-periodicité je (F(z)) = (F(z — km))' =
f(z — km) = f(x) podle véty o diferencovani superpozice.)

9) Piiklad jsme vybrali tak, aby bylo zfejmé, ze prvni substituce miize byt v nékterych pfipadech
zcela mevhodnd, protoze jeji vysledek nemusime umét (na rozdil od vysledku druhé substituce)
rozlozit na jednoduché zlomky.

10) Pfipomefime, Ze ve vétsiné piipadil, kdy lze uzit obé substituéni metody, dévame prednost
prvni z nich. Kdybychom hledali funkci primitivni k funkei tvaru (88) v intervalu I, v némz neni
sin resp. cos ryze monoténni, nemohli bychom druhou metodu v celém I viibec aplikovat.
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Priklad 9.11b. Na rozdil od pfikladu 9.11a je funkce

(1) fla) = s

" 24 cosz

spojita v celém R. Aplikace 2SM s funkeci w(t) = 2 arctg ¢ vede k rovnostem

L+t)?2 2 2 2t 2t
h(t) == 1)) w'(t :( = _
O =)= i p "33 e 12 348
(2 aret t tl 1+t2)/
= —_— I‘ [E—
BB T8
platnym pro vsechna t € R; funkce
2 tg iz 1+tg?la
92 Fo(xz) := — arct ( 2 )—i—l 2
(92 o(a) = parety (27) +1e 5T

je proto funkei primitivni k f(z) v Io.

K pRiKkLADU 9.11B

Polozme Fy(r) := Fo(m—) = 7/+/3; takto rozsifena funkce Fy je spojita v inter-

valu I} := (—m, 7). Pro kazdé k € Z oznaéme

(93) I = ((2k — V)m, 2k + 1)m), I = ((2k — 1)m, (2k + 1)7)

a v I} definujme funkci Fy, podminkou Fy(z) := Fy(x — 2kn). (Protoze funkce Fp
je 2m-periodickd, je Fi(z) v I rovno pravé strané rovnosti (92) a Fi((2k+ 1)7) :=
7/+/3.) Funkce F}, je spojita v I, + a zarovei je funkci primitivni k f v Ij. Polozime-li

(94) A= F((2k + 1)71) — Fypr ((2k + D)7+) = Fo(m) — Fo(—n+) = 2v/37,
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je funkce F' : R — R definovana podminkou
(95) F:=F,+kA v I prokazdé keZ

funkci primitivni k f v celém R.

Priklad 9.11c. Funkce

sin® x — cos? z

(96) fz) =

sin? x + 4 cos2

je spojitd v R a funkci k ni primitivni (v R) lze najit pomoci 1SM: V intervalech
Ki = (2(2k — 1)m, 2(2k + 1)), k € Z, vytkneme z itatele i jmenovatele vyraz
cos® x a f(r) upravime na tvar

(96') f(x):cos2a:-(tg2:1:—l): tg?x —1 1
cos?z-(tg?x+4) (tg?z+1)(tg?z+4) cos?zx’

pak v 1SM polozime tg x = y. ProtoZe rovnosti

9() = — yQ_i =2
(Y2 +1)(y2+4) 3

1 2 1 (5 oY 2 . )/
-3 = |~ arctg = — < arc
P4 3241 \g kg g MRy
plati vsude v R, je funkce
(97) Fk(:zr) = %arctg(%tgaj) _ %x

funkei primitivni k f(z) v K.
/_\—/ r or/12
F‘l r 7m/12

F=F F
-3m/2 -11/2 0 L2
F

-71/12

/—\Fl_/

-911/12

K pRrixLADU 9.11C
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Funkci Fj, rozsifime spojité na interval K := (1(2k — 1), 3(2k + 1)m) tim,
ze polozime Fj,(3(2k 4+ 1)7) := Fip(3(2k + 1)m—) := 37 — 3 (2k + 1)m; protoze
Frp1(32k + 1)7m4) = = &7 — 1 (2k + L)m, je

A= Fu(3(2k + 1)7) — Fep1(3(2k + D)m+) = 37
a funkce F': R — R definovanad podminkou
(98) F:=F,+kA v K] prokazdé kecZ

je funkci primitivni k f v celém R.

Priklad 9.11d. Funkce

sinx
(99) flz) = (2cosz —1)(2sin®z — 1)

ma primitivni funkce v kazdém otevieném intervalu neobsahujicim zadny bod =,
v némz je bud cosxz = %, nebo sinx = :I:%\/i Maximélnimi intervaly s touto
vlastnosti jsou intervaly

A i = (2km — 37, 2kn — i), By : = (2kr — 37, 2km + im),
(100) Cr: = (2km + im, 2k + 3m), Dy := (2km + 3, 2km + 37),

Ek::(2k7r+%7r,2k7r+%7r), F,: = (2k7r+%7T72/€7T+g7T)7

kde k € Z. V kazdém z nich napiSeme f(z) ve tvaru

—sinz
(2cosz —1)(2cos?2x —1)’

(99) fz) =

polozime cosz = y a aplikujeme 1SM. Zbyva najit primitivni funkci funkce

1

1oy W= Gy -

v intervalech, které neobsahuji zadny z bodu %, :I:%\/i . Ctenaf snadno ovéii, ze
identita

a b c

= + + :
9(w) 2y—1 V2y—-1 2y+1

(102)
kde
(103) a=-2, b=1(V2+1), c=1(v2-1),

je rozkladem ¢(y) na jednoduché zlomky. Funkce

b c
104 Gly):=—-1lg|2y—1|+ —=1g|V2y— 1|+ —lg|V2y + 1|,
(104) (v) gl2y —1] \/igl y—1] \/igl y+1]

156



kterou lze napsat také ve tvaru

\/iy—l
104’ Gly) = —lg|2y — 1| + L1g|2y® — 1 +l\/§1g}7‘,
(104) () = T2y~ 11+ Jlgl2® 1] + §v21g| T

je proto funkei primitivni ke g(y) (v intervalech, které neobsahuji zidny z bodt 1,
+11/2) a funkce G(cosz), tj. funkce

2 -1
(105)  F(z) = —lg|2cosz — 1|+ 31g|2cos’x — 1| + V21g WL’

V2cosz+1
funkci primitivni k f(z) v kazdém z intervali (100).

X 3k X%

Priklad 9.12. Integrace funkci tvaru

(106) f(@):=R(z,Vaz? +bx +c),

kde R je racionalni funkce dvou proménnych a a # 0, b, ¢ jsou konstanty.
Oznacime

(107) p(z) :=ar’ +br+c, P:={zecR: p(x) >0}, D:=0b?—4dac

a vySetfime tyto dva pripady:
A. a € R_ a p mé dva rizné redlné kofeny z1 < xa, takze P = (x1,z2).
B. a € R, a p mé dva riizné koteny — bud realné, nebo imaginarni. 1)
V pfipadé A vysvétlime dvé metody hledéni funkce primitivn{ k funkci (106):

Al. Je-liz € P, je p(z) = —a(x — x1)(z2 — x) a v8echny tfi faktory jsou kladné.
Vytkneme-li pfed odmocninu z p(z) napf. vyraz (x2 — x), tj. napiSeme-li

(108) Vo) = Va(x — x1)(x — x2) = vV—a (22 —x),/iz__x; )

zméni se (106) na funkci tvaru R*(z, \/(z — z1)/(v2 — x), kde R* je zfejmé opét
racionalni funkce. Déle tedy mtizeme postupovat jako v odstavci 9.10.12)

A2. NapiSme p(z) ve tvaru

b\2 D D b \2

(109) p(@) = a(:v * 2a) da a(4a2 (x Za) )’

1) Jen tyto dva ptipady piinesou totiz néco nového: Je-lia =b=0a c > 0, je f(z) racionalni
funkce; je-lia = b =0 a ¢ < 0, nema odmocnina v (106) smysl. Pf¥ipad a = 0 # b jsme jiz vySetfili
v odstavci 9.10. Ma-li p dvojnasobny kofen zg a je-li a < 0, ma odmocnina smysl jen v bodé zg;
jellia >0, je v/p(x) =/a(x —z0)2 = £v/a(x — x0) a f(x) je racionalni funkce.

12) Lze vytknout i vyraz x — x1; af jiz viak vytgkdme cokoli, méli bychom peclivé zkontrolovat
znameénko vytykaného vyrazu.
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protoze predpoklddame, Ze p(x) ma dva rizné reilné kofeny, je D > 0, takze lze
provést substituci

b VD

110 — = —.
( ) . 2a —2ay

Tim p(z) piejde ve vyraz d(1 — y?), kde d := —D/4a. Dalsi substituci y = sint
nebo y = cost pak dostaneme funkci tvaru (77) z odstavce 9.11. O

Ma-li polynom p za situace B imaginarni kofeny, je P = R; ma-li realné kofeny

—b— Vb2 —4ac —b+ Vb2 —4ac
(].].].) Iy = 2— < Ig = 2—7
a a

je P =(—00,21) U (x2,+00). V obou piipadech je funkce
(112) P(z) == Vaxr+ Var? +br+c
diferencovatelna vsude v P. Jeji derivace

2ax +b
2vax? +bx +c

tam nemd zadny kofen, protoze z rovnosti ¢’ (x) = 0 by plynula — jak ¢tenaf snadno
ovet{ — rovnost D = 0. Substituéni rovnice ¥ (z) = t, kterou je obvyklé psat spise
ve tvaru

(114) Var2 +br+c=t—+az,

mé pro x € P a t € ¢(P) pravé jedno feseni

(113) ¥ (z) = va+

t2—c
(115) r=w(t):= NI

Funkce ¢ : P — R a w : ¥(P) —na P jsou navzajem inverzni, pfi¢emz druhd
z nich splituje v8echny predpoklady 2SM v kazdém otevieném intervalu J C ¢ (P).
Protoze w(t) je raciondlni funkce proménné ¢, plati totéz o jeji derivaci

v o Vat? +bt+Jac
(116) W(t) =2 Qvaiine

totéz vsak plati i o vyrazu

t2 —c Vat? +bt++/ac
117 Vaz? +b =t- = :
(117) st hrte \/52\/5t+b 2\/at+b

Z toho plyne, Ze substituce (114), jedna z tzv. Eulerovych substituci, pfevadi
(za situace B, tj. pfi a > 0) integraci funkce (106) na integraci raciondlni funkce.
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7 pocetniho hlediska je velmi vyhodné, ze p7i aplikaci Eulerovy substituce v kon-
krétnich prikladech neni nutné overovat predpoklady druhé substitucni metody, pro-
toze jsme je ovérili obecné.
navic a = 1, je v jejich ¢itatelich totéz co pod odmocninou na levé strané (114) — jen
x je tfeba nahradit ¢t. Této podobnosti lze vyuzit pfi kontrole spravnosti vypocti
v konkrétnich situacich.

Bylo by zbyteéné pamatovat si (115); daleko lépe se asi pamatuje Eulerova sub-
stituce (114). Z této substitu¢ni rovnice vypocteme z jako funkci ¢, tj. najdeme
funkci w. Z toho, co jsme dokézali, plyne, Ze pfi vypoctech nebudeme mit zadné
potize, jako je napt. nula ve jmenovateli nebo nejednoznac¢nost vysledku.

Priklad 9.12a. Hledejme funkci primitivni k funkci

(118) flz)=zvV6+z—22.

Protoze koeficient u 22 je zaporny a protoZe polynom pod odmocninou mé kofeny
-2 a 3, je (—2,3) (jediny) maximélni interval, v némz primitivni funkce existuje.

Napisme f(z) ve tvaru (3 — z) /(z + 2)/(3 — z), poloZzme

T+ 2 3t2 -2
119 \/ =t, tj. z=w(t) = ———
(119) 3—=x » 8z =wlt) 241"

a vypocitejme

10¢ 5
120 W)= —— 3 _p= '
(120) (*) (12 4+ 1)2° . 241

Protoze (—2,3) = w(Ry), budeme hledat funkci primitivni k funkci

3t2 -2 5 10t
121 t): = ) w'(t) = . -
(121) 90 = OO = 7 FT C E
150 400 250
= — +

(t2+1)2  (2+1)3  (12+1)4

v R;. Nésobime-li identity (282), (283), (284) po Fadé ¢isly 150, —400, 250 a secte-
me-li vysledky, dostaneme (po evidentni tpravé) identitu

122) " (25act LBt BTt 135t )/
e — ar _ -
g M TS R 1T 2@ 2 3 (2 r1p

platnou v8ude v R, . Dosadime-li podle prvni rovnosti ve (119) a druhé rovnosti ve
(120), dostaneme (po tpravé) tento koneény vysledek:

2_ _ !
(123) f(w)=(§arctg\/§+2—8x 2z 51W+x_xz) v (“2.3).
— X

8 8
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Priklad 9.12b. Vzhledem k tomu, 7e polynom —22 + 5z — 4 mé koieny 1 a 4,
budeme primitivni funkci funkce

(124) f(z) =+ —-a?2+5x—4

hledat v intervalu I := (1,4); abychom ilustrovali i druhy mozny postup za situace
A, uzijeme tentokrat rozklad

5\ 9 9 27 — 52
12 —a? —4=—|z—= S=C1- :
(125) z° + bz (x 2) —|-4 4{ ( 3 )},

pri linearni substituci

(126) 3(2z —5) =t neboli x =w(t):= 3(3t+5)

odpovidé intervalu I proménné  interval J := (—1,1) proménné t a w'(t) = 3.
Podle 2SM sestrojime funkci

(127) g(t) == Flw®)w'(t) = VI, tel,

a provedeme hned dalif substituci t = 7(s) = sins, s € K := (—im, 3m). Jeji

derivace 7/(s) = coss je v K kladnd, pficemz 7(K) = J. Aplikujeme opét 2SM
a piSeme

(128) h(s) : cos?

V)

= 2 (1 + cos2s)

(r(s) 7' (s) =
>

9 i
(2(s+ sin25))/ = (2(s+ sinscoss))/

pro viechna s € K. Protoze v K je coss = /1 —sin?s 13), je

(129) g(t) = (arcsint + /1 —12) v (~1,1),

takze

(130)  f(x) = (2arcsind (20 — 5) + 1 (22 — 5)v/—a2 + 52 —4)" v (1,4).

Ptiklad 9.12c. Protoze je 2 + 42 + 5 > 0 pro vSechna = € R, mé funkce

(131) f(z)=axva?+42+5

13) Obecné je cosu = +4/1 — sin? u (a podobné sinu = £v/1 — cos? u ); pred uzitim kterékoli
z téchto identit je treba vidy peclivé zvazit, které znaménko je v té které konkrétni situaci spravné.
Kdybychom se napf. rozhodli pro substituci ¢ = coss v intervalu (—m,0), museli bychom sin s

nahrazovat vyrazem —+/1 — cos? s.
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primitivni funkce v celém R. PoloZime-li V22 + 4x +5 =t — x, bude

t2 -5 , t2+4t+5
s W) =S
2(t+2) 2(t +2)2

2 — 2 + 4t
(132b) VRt 4poto o _LFAtFs,

2(t+2)  2(t+2)

(132a) x=w(t):=

podle 2SM budeme proto v intervalu (—2, +00) = w_1(R) 1*) integrovat funkci

/ t2 -5 t2+4t+5 t24+4t+5
(133) g(t)::f(w(t))W(f):2(t+2)' 2(t+2)  2(t+2)?
23 1 1 1 1
8 t+2 B8(t+2? 2(t+27° 8(t+2)F

Dostaneme tak identitu

3 3t 1 1 1 /
(134) g(t) = (————lg(t—l—Q)—l— 8(i+2) +4(t+2)2 + 24(t+2)3> .

Dosazenim t = x + vz2 + 4z + 5 a algebraickou tpravou vysledku (pii niZ vyne-
chame nepodstatnou aditivni konstantu 5/12) ziskdme identitu

135)  fl@)= (L@ *+a-D)Vat+dr+5-lglz+2+ Va2 +4x+5))

platnou vsude v R.

Poznamka 9.5. Protoze funkce lze Casto integrovat nékolika rtznymi zpusoby,
milZze se stat, ze ziskané vysledky se na prvni pohled dosti podstatné lisi; jeden
z nich miZe napf. obsahovat funkci arcsin nebo arccos, druhy funkci arctg. Snad je
proto vhodné pfipomenout, Ze plati napt. identity

T
136’ arctgx = arcsin ——— pro vSechna z ¢ R,
(136" & Vit ¥
(136") arccosx = 2 arctg 1_7_—17 pro v8echna z € (—=1,1).
T

I kdyz vsak tyto identity pfi porovnavani vysledkidl uzijeme, nemusime dostat
stejnou primitivni funkci; v kazdém intervalu by se vSak vysledky mély liSit nejvyse
o aditivni konstantu.

* kX%

14) Tento interval lze najit napi. tak, #e vypoéitame limity v +o0o (ryze monoténni) funkce

P(z) := & + Va2 + 4z + 5, kterd je funkei inverzni k funkei w(t).
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Priklad 9.13. Linearni diferencialni rovnice 1. fadu. Tak zde budeme nazyvat
rovnice tvaru

(137) y+rfy=g,
kde
(138) funkce f,g jsou spojité v jistém intervalu (a,b) C R.

Rikame, 7e funkce y : (a,b) — R je FeSeni %) této rovnice (v intervalu (a,b)),
je-li vSude v (a,b) diferencovatelna a splituje-li identitu

(137) y'(z) + f(2)y(x) = g(x)

pro kazdé z € (a,b).
Obecnym FeSenim rovnice (137) (v intervalu (a,b)) se nazyvd mnoZina vSech
jejich Feseni (v (a,b)); roziesit rovnici (137) znamend najit jeji obecné Feseni.
Integraénim faktorem rovnice (137) nazyvame kazdou funkci tvaru +expoF,

kde F € PF(f;a,b). Podle V.9.2 integra¢ni faktory existuji; snadno pfitom na-
hlédneme (sr. s V.9.1), Ze plati:

Je-li H integrac¢ni faktor rovnice (137), jsou integracnimi faktory této rovnice
praveé vSechny funkce tvaru kH, kde 0 # k ¢ R.

Popisme nyni jednoduchy algoritmus fesent rovnice (137) (za pfedpokladu (138)):

1. Rovnici (137) vyndsobime (kterymkoli) jejim integraénim faktorem; protoze
tento faktor je v8ude nenulova funkce, je rovnost (137) ekvivalentni s rovnosti

(139) (y' + fy) -expoF = g -expoF

v tom smyslu, Ze identita (137') plati vSude v (a, b), pravé kdyz vSude v (a,b) plati
identita

(139) (' (2) + f(2)y (@) e = g(x) ")

2. Leva strana rovnice (139’) je zfejmé derivaci funkce y(z)e”(®). Prava strana
této rovnice je funkce spojitd v (a,b), a ma tam tedy primitivni funkece. Je-li G(x)
kterdkoli z nich, je (139’) ekvivalentni s rovnici

(139") (y(ac)eF(x))l =G'(z).

3. Pravé napsand rovnost derivaci, platna vsude v (a,b), je ekvivalentni s exis-
tenci konstanty ¢ € R, pro niz je y(x)ef®) = G(z) + ¢ véude v (a,b), coz je dale
ekvivalentni s rovnosti

(140) y(z) = e F@(G(x) +¢) pro viechna x € (a,b).

15) Casto se podrobnéji ¥ika ,partikuldrni Teseni®.
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7 postupu feseni je zfejmé, ze
(141) funkce y : (a,b) — R je FeSenim rovnice (137), pravé kdyz existuje c € R
tak, ze plati (140).
Zaroven je patrné, ze
(142) pro kazda dvé ¢isla xg € (a,b), yo € R existuje pravé jedno feseni
y : (a,b) = R rovnice (137) tak, Ze y(xo) = yo;
dosazenim do (140) ziskdme ihned p¥islusnou konstantu ¢ = yo e (@0) — G(x0).

Zaddme-li ¢isla zg € (a,b), yo € R, fikdme, Ze jsme zadali po&ateéni podminky
feSeni rovnice (137); ¢asto se struénéji mluvi o po€ate€ni podmince y(z¢) = yo.
Jak je patrné, zadani pocatecni podminky vede k vybéru prdvé jednoho feseni z ne-
kone¢né mnoziny vSech feseni rovnice (137) neboli z jejtho obecného fesent.

Poznamka 9.6. Grafy feSeni se nazyvaji integrdini krivky. Tvrzeni (142) ndzorné
znamend, ze kazdym bodem mnoziny (a,b) x R prochézi pravé jedna integralni
krivka.

Priklad 9.13a. Roziesme diferencilni rovnici
(143) v +ay=u.
1,2

2
. . . 2 2 o/ y
rovnice. Kromé toho je ze® /2 = (e*/2) pro viechna z € R.

Protoze je z = ( )/ pro vsechna z € R, je funkce exp ( %xQ) integrac¢nim faktorem

Resenfmi rovnice (143) jsou tedy pravé viechny funkce y : R — R tvaru
(144) y(x) = e /2. (612/2 +c¢)=1+ ce® /% kde ceR.
Reseni y, splitujici napi. poc¢ateéni podminku y(0) = 0, ziskdme dosazenim této

rovnosti do (144); odpovidajici konstantou je zfejmé ¢ = —1.
Pfiklad 9.13b. Rozfesme diferencidlni rovnici
(145) y' +y cotgz = cosx;
maximalnimi intervaly, v nichZ jsou spojité funkce cotgx a cosx jsou intervaly
I, == (km, (k + 1)7), kde k € Z. Protoze v kazdém I, je

. . k - k .2 /
(146) cotgz = (Ig|sinz|)’, cosz|sinz|=cosz - (—1)*sinz = ((-1)*3sin’z),
je funkce y : I, — R FeSenim rovnice (145), pravé kdyz existuje konstanta ¢y, tak,
Ze rovnost

( ) 1 k .2 1 . ( ) CC
(|4I) y(:v)— : (—2(—1) sSin ZC—I—Ck)——z Slllx—l—ii
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plati pro viechna x € Ij. ProtoZe kazdé ¢islo ¢, lze napsat ve tvaru (—1)%dy, lze
ekvivalentné ¥ici, ze funkce y : I, — R je FeSenim rovnice (145), pravé kdyz existuje
konstanta dj € R tak, ze

d
(147 y(z) = isinz + mﬁ pro vSechna x e Ij,.

Reseni y (v I;), které splituje pocdtecni podminku y(5(2k + 1)m) = 0, se ziska

dosazenim do (147'); odpovidé mu konstanta d = —3. O

Algoritmus feSeni linearnich diferencidlnich rovnic 1. fddu pomoci integra¢niho
faktoru neni v zasadé nijak slozity; ¢asto vSak narazime na neodstranitelnou pfe-
kazku souvisejici s tim, ze primitivni funkce né€kterych jednoduchych spojitych
funkci nepatii mezi tzv. elementdrni funkce 19). Tlustrujme to prikladem:

Priklad 9.13c. Rovnice
(148) y —2xy=1,

na prvni pohled jednodussi nez rovnice (143), mé feSeni opét v celém R. Protoze
jejim integra¢nim faktorem je funkce exp(—x?), je rovnice ekvivalentni s rovnici
(149) (ye ) =",

jejiz prava strana patii mezi nejznaméjsi funkce, které nemaji elementarni primitivni
funkci. Oznac¢ime-li viak Erf(z) funkci primitivni k exp(—22) spliujici podminku
Erf(0) = 0, mtZeme v algoritmu pokracovat: Vsude v R je

(150) y(:v)e_””2 =Erf(z) + ¢, tedy y(z)= (Erf(z)+c) e’

kde c je libovolnd konstanta. Tim je popsdno obecné feseni rovnice (148).

Pokud ponékud predbéhneme a uzijeme vysledka z kapitoly 10, mizeme funkci
Erf(z) napsat ve tvaru

(151) Erf(x) :/ e dr, xeR;
0
druhy ze vztahti (150) 1ze pak nahradit rovnosti

(150") y(x) = " (/o e dr + c), z e R,

z niz je patrné na prvni pohled, kterou funkci jsme integrovali. 17)
16) Jsou to zhruba Feceno funkce, které nelze vytvotit z ,béznych funkci (jako jsou obecné
mocniny, exponencialy, logaritmy, goniometrické a cyklometrické funkce) koneénym podtem alge-
braickych operaci a superpozic.
17) Funkce (151) (,,Error function®) ma principialni vyznam pro teorii pravdépodobnosti, ale
také napt. pro nékteré fyzikalni obory; az na multiplikativni konstantu 2/4/7 je to tzv. pravdépo-
dobnostni integrdl, jehoz hodnoty jsou jiz desitky let podrobné tabelovany.
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Cviceni

V kazdém z prikladi 9.01-9.148 je tkolem najit funkci primitivni k dané funkci,
a to ve vSech maximdlnich (otevienych) intervalech, v nichZ existuje; a a § jsou

libovolna realna disla.

9.01. 2°sinz 9.02. 2°e 9.03. 23 1g(1 + 2?)
9.04. z%lgx 9.05. zsinz 9.06. xcosx
9.07. z“sinz 9.08. z2cosz 9.09. z3sinz
9.10. z3cosz 9.11. sin’x 9.12. cos’z
9.13. sin®zx 9.14. cos’z 9.15. zsinhzx
9.16. zcoshx 9.17. z2sinhz 9.18. z2coshz
9.19. arcsinx 9.20. arctgz 9.21. z%arctgx
9.22. z?arccotgx 9.23. z?arcsinz 9.24. z?arccosx
3
9.25. 9.26. 927.
zt+1 zt+1 (1+22)3
cosT e 41 1
928, ——— 9.29. 9.30. ——
1+3sin’z e’ +1 zV2Z+ 1
1 sin 2x 1
31, 32, —— 33, ——
93 zlg?z(lgz — 1) 93 2cos?x —3 9.33 e —1
arcsinx x arcsinx x arcsinx
9.34. 935, — 9.36. —
V1—22 (1—2a?)3 1— 22
x arctg x arcsin T
9.37. —— 938, — 9.39.
V1422 (1—22)3 sin? z
x 1 422
9-40- m 9-411 m 9-421 m
1 3 3z —1
43, —— 44, —  — 45, —
9.43 z3+1 9 (22 +1)(22 +4) 9.45 22 (z —1)2
3225 xb x0
9.46. CrEE 9.47. e 9.48. m
1 x? NZY
49, ——— .50. bl ——
9.49 (x —1)3(x+1) 9.50 (22 =1)(z—2) 9.5 1+Vr+ux
9.52. cosax cos fx 9.53. Va2 +1 9.54. x2 -1
9.55. ! 0.56. - 9.57. 3/ - arctg vz
85— 56. 3 .b7. x - arctg/x



sinx 1

9.58. (cosz —1)(2cosz —1) 9.59. sinx (2 cos2z — 1)
inh 61
9.60. = 9.61. —5——
coshz (sinh” z — 3) z(lg®z —1)(lg°x —4)
4 23+ 27+ 2
9.62. 9.63. —————
Va? +1—+va? -1 23 — 322 + 2z
222 + 62 +5 rt — 622 + 81
64, 2L TOTTO 65, L 02" +81
9.6 x* +b5a? 44 9.65 x(z2 —9)2
z 722 —2+5
9.66. 927 “tr 16 9.67. T2 ET

xt + 23 — 422 + 20z + 16
200 2P

9.68.

25+ 32t +22% + 422 + 22+ 2

9.69. P 1201 9)
6 | .4 2

9.70. °+rt+ o+ 1

(x2 4+ 1)2(22 — 22 + 2)(z — 1)2

621 eSm
g1, —— 72, ————
9.7 T 1 9.7 o]

631 e
9.73. pera— 9.74. o]

1 ev
9.75. T —— 9.76. v
2 2

9.77. ii,gix 9.78. 1@7552

zlg®z+8 z(lgx—1)

1 1 1 1 1
9.79. —ng—+ 9.80. ————

xlgx —1lgx+1 rlgr—1

1 Ig(2 1 1
0.81. 8 082 L 1

rlg®xr+3 rlg®x—5lg°x+6lgx
.83. — .84.
9.83 3o 9.8 o

1 /2—2 1 /2—x
9.85. V3 9.86. =\ 23
9.87. 3\ 62 9.88. (z—3) Py

0.89. 7,/ * 12 0.00. 2. /22
r+4 z+4
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9.91.

9.93.

9.95.

9.97.

9.99.

9.101.

9.103.

9.105.

9.107.

9.109.

9.111.

9.113.

9.115.

9.117.

9.119.

9.121.

9.123.

9.125.

Yz
VI+ Yr+1
1

Y(@+22-3Yr+2-4

i,/m
r—1
2y —1+1
2¥r—1-1
sin x
sinz + 1
1
1
2sin®z — 1
cos T
sinx — cos
2sinx
sin?z + 1
sinx cos x

sin® x + cost z

1
cosx + 3
cos T
(sinz — 1)(sin® z + 1)
1
cos? z (4 sin®z — 1)
1

sin z + cost z

sinz + sin® z

cosx + cos3
1

2sinx —cosx + 3

sinx + cosx
sinx + cosx + 2

V2 +2x -3
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9.92.

9.94.

9.96.

9.98

9.100.

9.102.

9.104.

9.106.

9.108.

9.110.

9.112.

9.114.

9.116.

9.118.

9.120.

9.122.

9.124.

9.126.

1

VZ+Vr+i141
1

Y(@—-124+ Yz -1
2Yr+3

Y(@+3)2-2¥r+3+2

COsS T

" cosz+1

sinx
cos3x —1
1
(1+ cosz)sinz
sin x
sin® z — cos?
1
sinx — cos
sin x
sin® z + 2 cos?
1
sinz + 2
sin x
tr—1
1
V3 —4sinzcosx
1
(2sin®z — 1)(2 cos2 x — 1)
1
3cosx+4sinx+5

sin

sin® x

sin? z + sinx cos = + cos?
1

cos?z — 4 coszsinz + 5 sin x
1

sin® x + 2 sinz cosz + 2 cos? x

zVx2+2x -3




9.127. i\/xQ—I—Q:c—?) 9.128. %\/I2—|—2I—3
x x
9.129. /22 —5x+4 9.130. zv/22 -5z +4
9.131. l\/:c2 —b5x+4 9.132. %\/I2—5I—|—4
x x
9.133. /(z—1)(5—1x) 9.134. V2242 +1
1 1
9.135. ;\/x2+x+1 9.136. F\/1724—a:+1
Vel —z+1—-=z
9.137. zvVax2+2x+1 9138, /—— —
v Ve —x+ 142
N
9.139, YL —rtlte 9.140. — -
Ve —z+1-—=z V84 2z — 22
1 15
9141, ——— 9.142.
V8 + 2z — 22 2215 — 22 — 22
1 2z
9143, —— 9.144.
(x—1)va2 -2 V9 — 22— (9 —x2)
3
0.145. 8z 9.146. —~t1
Va2 + 4422 —4 (z2+z+1)3
1 1
9.147. 9.148.
Va2 +1—+vz2 -1 4 — 22 4++/4— 22

V prikladech 9.149-9.170 je tikolem najit obecna Feseni piislusnych rovnic, a to
v maximéalnich intervalech, v nichz existuji.

9.149. ¢/ —xy =2 9.150. ¢ —y =2°

9.151. ¢ — 2%y =22 9.152. ¢y +y=¢"

9.153. ¢/ —y =" sinx 9.154. 3/ +y =sinz
9.155. ¢ + 322y = 32° 9.156. y' +y=>5¢"sinx
9.157. ¢ +sinz -y =sinx 9.158. ¢ + % =x

9.159. ¢ + x—yQ - % 9.160. y' + Siny% = 511112:10
9.161. ¢ + - f{gz =1 9.162. 4 + Ifi =3
9.163. ¢/ +lgx-y=2"" 9.164.  —tgz-y==x
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2

9.165. 3 + 5 = a? 9.166. ¢ +
3 —1

Y _

Vita?
Yy 1 / Yy

= 9.168. + =1

V1— 22 V1 — 22 Y arcsinz - V1 — 2

9.169. y + Y - 9.170. v — L —3\/1+ 2
Y arcsinz - V1 — z2 * Y V142 *

3z

9.167. y +

Reseni

Pfipomerime, 7e lze napsat ,F'(x) = f(z) pro v8echna x € M*, protoze deri-
vovani se provadi v mnoziné M ,bod po bodu“, ale pfipadé€, ze M je napi. sjed-
nocenim dvou disjunktnich intervalii (a,b), (¢, d), je tfeba Fici, ze ,,F je primitivni
funkci funkce f v (a,b) a v (¢,d)*, protoze pojem primitivni funkce byl zaveden
jen v (otevienych) intervalech. (P ¥ ik lad : Lze napsat ,(z(Ig|z| — 1))’ =lg|z|
pro vSechna x # 0%, ale je tfeba ¥ici, ze ,x (Ig|xz| — 1) je funkce primitivni k funkci
lg|z| v intervalech R_ a R “.)

V seznamu teSeni piikladd 9.01-9.148 ddme prednost prvnimu zptisobu zapisu,

v

v uvedeném oboru derivaci rovnou funkci zadané pod tymz c¢islem ve Cviceni.
9.01. i(sinz®—a2’cosz®) vR

9.02. — %6_12 (2 + 222 + :104) v R

9.03. (2" -1)lg(1+2?) +£2*(2—2%) vR

9.04. %((a—i—l)lgw—l) pro a # —1 ‘¢ R,
%ngx pro av = —1

9.05. sinz —xzcosz vR

9.06. cosz+xsinz vR

9.07. (2—2%)cosx +2xsinz v R

9.08. (2 —2)sinz +2xcosz v R

9.09. (6 —2%)zcosz 4+ 3(z* —2)sinz v R

9.10. (2> —6)xsinz +3(z* —2)cosz v R

9.11. i(z —sinzcosz) vR

9.12. }(z +sinzcosz) vR

9.13. — %cosz(2+sin’z) (= 2cos’x —cosz) VR

169



9.14.
9.15.
9.16.
9.17.
9.18.
9.19.
9.20.
9.21.
9.22.
9.23.
9.24.
9.25.
9.26.

9.27.

9.28.
9.29.

9.30.

9.31.

9.32.
9.33.
9.34.

9.35.

9.36.

9.37.

1
3

sinz (2 + cos? z) (= sinx — %sin3 xz) vR
zcoshz —sinhx v R

zsinhz — coshzx v R

(2 +2) coshz — 2zsinhz v R

(x? 4 2) sinhz — 2z coshz v R

zarcsinz + 1 —22 v (-1,1)

zarctgr — 2lg(2® +1) vR

L2z arctgr +1g(z* +1) —2%) vR

(223 arccotgr — lg(z? +1) +2?) vR
(32° arcsinz 4 (2 +2)M) v (-1,1
(323 arccos:c—(a:2+2)M) v (-1,1

arctgz? v R

Q= o=

=

1
2

1lg(a*+1) vR
! R
—_— v
V1422
3 3arctg(V3sinz) v R

%62:”—8:”4—1: vIR
Vaz4+1-1
lgT pro = #0

1 1
lg‘l——‘—i-— proxeRy, 1#z#e
lgx lgx
—11g(3—2cos’z) vR
%lg|e2w—1|—x pro z #0
1

5 arcsin’z v (—1,1)

arcsinz 41 /1 —x (—1,1)
i—2 Vitz " ’
x—+V1—2a%arcsinz v (—-1,1)

V14 z?arctgr —lg(z+V1+22) vR
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xarcsin x
938. —— +1 1—22 v (1,1
iz TV (=1.1)

9.39. lg|sinz|— zcotgx pro x # kw

9.40. lg| cosz] —l—xtg:c pro z # (2k + 1)m

9.41. 11 ’ +1 ——arctg:c pro x # +1
x
9.42. ]
& a:—l—l
+1 2x — 1
9.43. 11 ’ x ’—l— arctg ——— pro = # —1
38 ViZ—z+1 g 73 p #

9.44. arctgx — %arctg 57 VR

12
9.45. T o2 eli0Aa £l
-1 r x-—1
5 1
9.46. 234 32%+6x+5lg|2x—1|— — 1
a0 307 G Blg [ 2r — 1 = o T i PO T

8
9.47. 12% 4+4l1g|a® —4| - 7 Pro x #£ +2

2x

1.3 x
9.48. g(E —4:E+5\/§arctgﬁ—x2—+2 VR

1 T 1 x—2
e +1
sgb+1‘ ey Pee7

1 1
9.50. —(1 ‘ﬁ;}+321g|x—2|+3m +12:v), je-li £1#£x#2

6
2y +1
V3

) oo a2 £ 7

9.49.

9.51. 2z —lg(z++z+1)— %arctg

l(sm(a + B)x N sin(a — )
2 a+p a-—pf

9.52. 1 sin aux cos ax
ple )
T

VRJ’_

pro a2 =p%#0

«

pro a=£3=0
xVx? + 224+1)) vR
w22 —1-lglz + Va2 —1]), jeli [z]|>1

(
i

9.57. 2Vz3 arctg vz +1lg(z+1)—z v Ry

9.53.

N[
/\

9.54.

N[=
A

9.55. M) v R

2 arctg (V2z + 1) + 2 arctg (V22 — 1) +1
g( ) g( Y R

x2+\/§x—|—1
pavistly g

9.56. 2 arctg (V2z + 1) + 2 arctg (V22 — 1) — 1
g( ) g ( )l T At

ol ol s
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9.58.

9.59.

9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

9.69.

9.70.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

9.76.

9.77.

2cosx — 1
e

, jeli 0#Fx # :I:%w mod 27
cosx — 1

1(1 ’cosx ’+\/—1 ‘ V2cosz + 1 (2k+1)

— , je-li kw
& cosx +1 ﬁcosx—l’) ) FrE T

2
h?z —3

% pro x # + argsinhv/3
cosh” x

lg“x —
‘gil’ pro z e R, — {e,e !, €%, e}

+Vei+1l
x(\/xQ—l—l—F\/x?_l)—Flgﬁ, Je—h |CC|>1

x+lglx| —5lg|lz — 1|+ 7lg|z — 2] pro z ¢ R—{0,1,2}

lg?z —

z? +1
arctgx + 5 arctg2x—|—lg R v R

6 -
Tg,Je-llO#l’#:t3

1 +20+ L8lgla+2| - Liglz — 1|+ Elg|z - 3|
proz e R—{-2,1,3}

lg|z|—

1 2x + 1 2¢ — 1 22 —x+1
7 arct, + 5 arct )—I—l — v R
\/3( Ve 87 ) T8y
1 1
lg|z+ 2| — + pro r # 42

x—2 (x+2)?
1
12® + o — = —1g(2® + 20+ 2) + 3arctg(z + 1) pro z #0
x

2 10
3 2 1, @+ D@ —-1) 1
sarctg(z — 1) — £ arctgz + 15 lg 20595 1ol pro z # 1

1 2z
5 arctge™ v R

e’ —arctge” v IR

e’ + 1 z;Hprox#O

%arctg&\/gl v R

x—i—\/igarctg%i/gl—%lg(e%—em—i-l) vR

g(arctg(\/iew +1) +arctg (vV2e” — 1) + 1 1g %) vR
ig|lg® x4+ 8] v Ry — {e 7%}
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9.78. lgx+21g|lge—1|— — v Ry — {e}
2lgz -1 9
9.79. \/garctg7+§lg(lg z—lgx+1) v Ry
V3
lgz — _

9.80. 1 T — Larctg(lgz) v Ry — {e,e™'}

Ig2 lgz 9
9.81. —=arctg—=—=+s;1lg(lg"x+3) v R

\/g g\/g 2 g(g ) +
9.82. %lg|lgw|—llg|1gw—2|+%lg|lgw—3| v Ry —{1,e? ¢*}

9.83.

9.84.

9.85.

9.86.

9.87.

9.88.

9.89.

9.90.

9.91.

9.92.
9.93.

9.94.

2(x—1
Qarctg\/ V2 arctg (2:6 ) v (1,2)
-z

-z 4 3(2—x)
r—3 2(x — 3)

\/§x—2_ \/(:C—Z)(3—:v) v (2.3)

2z -9
arcsin $3 nebo 2 arctg 4/ g v (3,6
27 3
Zarctgwx— + 1 (x—6)(2x+3) -

2 arctg v (2,3)

~—

H
CO

v (3,6)

R

1C ‘\/T“\ \F 1\ 3o+ a)w - 5)y T
v (-0 —2, +00)

S !F {255+ 1))

+ 1z + 4)(2 — 9 + 49) iii v (—00,—4) U (2, +00)
g(\/— V3arctg \/\;—+1)+2(lg(\/_—|- Yr+1) - vz) v Ry

tz+2vVr—Va(z+1)-lg(Vz+Vz+1) v Ry
L(481g| Vo +2-4|-3lg|Vr+2+1|+15Va +2),
jeli —3 # x # 62

3(Vao—1-1g|Ve—1+1]), jeli 0£2#1
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9.95.

9.96.

(z— 1)$/x+2—1(lg|x—1|+31‘,3#”2 )
-1 2
1 s/ +2
—i—\/garctg(ﬁ(%/x +1)) pro z # 1

6lg (Y (z+3)2 -2V +3+2)+3V(z+3)2+12Vzx +3
- 12arctg(\3/a:—|—3— 1)

9.97. z+2(Y(a—12+ Vo —1)+21g|2Va—1—1| pro = # 2
9.98. x—ﬂ, je-li * 7 mod 27
cosx + 1
9.99. =z %, je-li x;é—%ﬂ' mod 27
1 2cosz+1 1—cos®z
9.100. — arctg ——————— + 1 1 cosp)? je-li x #£ 2kw
BT T s T
1—cosz
01, ———  +llg— —— el d
9.10 2(cos:v—1)+4g1+cos:v’Jelx%omo T
1—cosz
- - 41y P
9.102. 2(cosa:—|—1)+ Ig T+ cos pro z # 0 mod 7w
9.103. 1 ‘w‘ Loop1q
28| cosa +sinzl DO v # 32k + Dm
1 V2cosz —1
9.104. 1 o 1(2k+1
2\/§g\/§cosx+l‘pr x;é4( )
9.105. 1 (lg|sinz —cosz|—=x) pro z # *(4k+ 1)m
9.106. ilgll_“’s“(l_ﬁ)smx o x % ir mod 7
V2 1—c0sx+(1+\/§)sinx
9.107. ilgm vR
\/5 \/i—i—cosac
9.108. — arctg(cosz) v R
9.109. 1arctg(2sin’z—1) vR
2 2 inr —2
_<arctg +Smx. Cosx—l—kw) v ((2k = 1)m, (2k + 1))
0.110. { V3 V3sinz
T
2k+1)— ro z=(2k+1
( )\/g p ( )7
1
(arctg COS‘”JFJW) v ((2k — 1), (2k + 1))
0111, | V2 V2 sina
2k+1)——= ro z=(2k+1
( )2\/5 p ( )7

174



1 V2 + cosx 1

9.112. 1 - 1(2k+1
12 ° V2 —cosz  Zeosw D 77 22k +m
1 — sinz)?
9.113. %lg% — Jarctg(sinz) pro z # (4k + )7

1 \/gcosx—sin:v

9.114. 5lg , je-li km+ %w +x# kr+ %w

V3sinz — cosx

1 2 \/_sm:v—cos:v
9.115. tgr + —=lg|—————""| ], jeli & x # +1r mod
3(g V3 fsm:v—i—cos:v) ) 27T$é # o "
sinz cosx
9.116. T 5oz P x# 32k + 1)m
\/i(2k7r—|—arctg(\/_tg:c+l)
9.117. +arctg (V2 tgz — 1)) v (3(2k = D)m, $(2k + 1)7)
(2/@—!—1)\/§ pro z = 2(2k+ 1)m
sin
0.118. o je-li 7T§éx§é7r—|—2arctg2 mod 27
0 pro z = (2k+ )7
9.119. (cos?z+1) —21g| cosz| pro = # (2k + L)
2sinz 4 cosx
k + arctg ——————
Toras V3 cosx )
9.120. lg 1+sm:vcos:v) v (3(2k — )7, 3(2k + 1))
2k+1 pro z = $(2k+ 1)7
2sinz
t k 2% — 1), (2k + 1
o121, arctg ( I+1)+ v ((2k — L), (2k + L))
T2k + 1) pro x = (2k 4+ 1)m
arctg(5tgz —2) + kr v (3(2k — D)7, 3(2k 4+ 1)7)
9.122.
12k + )m pro 1(2k+ 1)
tgir 41
—2V2 arctg =2 —— — 22k 2k — 1)m, (2k + 1
o1ps, | 7 2VEuctE L 7 v (k= D, 2K+ D)
2k +1)(1—V2)r pro x = (2k 4+ 1)«
cos:c—|—s1n:c
t k 12k -1 2k +1
9.124. {arcg cos )+ ™ v (5 o 3(2k + )W)}
$(2k+ )m pro 3(2k+1)7
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9.125. %(:c—l—l)\/:c?+2x—3—1g(:v+1+\/x2+2x—3)2

v (—00,—3) U (1,400)

9.126. (22> +2—9)Va2+22-3+Ig (:v+1+\/x2+2x—3)2

v (—00,—3) U (1,400)

9.127. \/x2+2x—3—lg}a:+l—\/:c2—|—2:c—3}

x—Vr2+2z -3
+ 2v/3 arct v (=00, —3) U (1,400
7 ( ) U (1, +0)
2 _ 3 —
9.128. iarctgx“/x +20 -3  Va?420-3
\/g \/g .

+lg|lz+1+ Va2 +2x—3| v (—o00,—3) U (1,400)
9.129. 1(2z —5)Va2 -5z +4— 21g|20 —5+2Va% -5z +4|
v (—00,1) U(4,400)
9.130. 55(82° — 10z —43)Va? — 5z +4 — £lg|2r —5+2V/2? — 5z + 4|

v (—00,1) U(4,+0)

52— 8+4Va? —ba+4
9.131. \/m+2lg‘ Lo ErAVE oY ’
X

—2lg|2z —5+2Va2 —bz+4| v R_ U (0,1) U (4, +00)

x €T

9.132. —§lg‘5$_8_4\/x2_5x+4’— Va2 —br+4
+1g|22 —5+2Va? -5z +4| v R_ U (0,1) U (4,+00)

(x —3)y/(z—1)(5—z) — 4 arctg —

(x —3)/(z —1)(5 — x) + 2 arcsin £ (z — 3) v (1,5)

9.133. f nebo

(SIS

[N

9.134. 2z +1)Va2+z+1+21g(2Va2+o+142241)

9.135. Va2 +az+1+3lg(2Va?+a+1+22+1|
g 2Vl 4+ +1—x—2

T

v R_ URJ’_
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Wri4+zx+1—x—2 Va2 +ax+1

€T €T

+lg(2vVa2 o+ 1422+1) v R- UR,

9.137. L(82°+22+5)Val+ao+1-Slg@2Val+o+1+20+1) vR

9.138. Blg(2v/a2 —z+ 1422 —1)—4lg(Va2 —z+1+2)
+%(2x+3)M—xz—x vR

9.139. 1lg(2va2 —z+1+20—1)—4lg|Va?—z+1+a-2
—l@e43)Va—z 12—z v R-{1}

2
9.140. 2 arctg zi — V84 2z — 22 nebo
—x
arcsin 3 (z — 1) — /8 + 2z — 22 v (—2,4)
2v2V8+2zx — a2 —z — 8

X

\/15—2x—z2—|—:17—15‘ V15 — 2z — 22

T x

9.136. 1lg

0.141. lg‘

22

‘ v (=2,0) U (0,4)

9.142. L lg‘\/ﬁ
V15
v (=5,0) U (0,3)
9.143. 2arctg (z — 1+ Va2 —2), jeli |z] > V2
9.144. 21g|v/9— 22— 1], je-li 2v2# |2 <3

9.145. L ((32% — 8)\/(x2 +4)® — (32% +8)\/ (22 —4)3 ), je-li |x| > 2

r—1
V2 +r+1
V2 +1+z
lg————— +=x \/x2+1+\/x2—1>, je-li |z| > 1
ilg V2—z+2+V3)V2+a
V3T V2—z+(2-V3)V2+u
177

9.146. v R

[SCRN )

9.147.

PN

9.148.

v (—2,2).



Nésleduji obecné feseni diferencialnich rovnic 9.149—9.170; ¢ znamena libovolnou
realnou konstantu.

9.149. ¢ exp(—%:cQ) —-1vR
9.150. ce® — (2° +32° + 62 +6) VR
9.151. cexp(32°)—1 vR
9.152. 1e"+ce® vR
9.153. e*(c—cosz) vR
9.154. ce "+ i(sinz —cosz) v R
9.155. 2° — 1 +cexp(—2®) vR
9.156. e”(2sinz —cosz)+ce ® vR
9.157. 1+ cexp(cosz) vR
0.158. =+ 122 vR_ avR,

x
9.159. 1+ce’/® vR_avRy

9.160. cexp(cotgz)+1 v (km,(k+1)7), kcZ

C—XT

9.161. +z v (0,1)av(1,+00)

lgx
v R

9.162. L(z2+1)+
3 ) z?2+1

9.163. (ce® —1)z™% v R4
9.164. 1+ztgr+—— v (32k—1)m 226+ 1)r), keZ
COS

9.165. 1(«°—1)+ v (—o0,1) av (1,+00)

V3 —1

&
9.166. ——— +1+222 —z\/1+22 vR
Y rosveTE
9.167. 1+ cexp(—arcsinz) v (—1,1)
1— 2
0.168. z+ V""" L (_1.0)av(0,1)
arcsimx
_ 2
9.169. 1(0”7 M+2x2—1) v (=1,0)av (0,1)
4 arcsinx

9.170. 2+ cx — 1+ (c+22)V/1+22 vR
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Dodatek ke kapitole 9

Hledéani funkce primitivni k funkci f je v literatufe nerozlu¢né spjato se sym-
bolem [ f(z)dz, ktery se nazyvé neurcity integrdl a v némz lze misto ,integra¢ni

proménné“ x napsat kterékoli jiné, nezadané pismeno. Rovnost

(i) [ @+ [g@de = () + o) do

mé naznacit, ze seCtenim funkci F'; G primitivnich k f, g ziskdme funkci primitivni
k souctu f + g. Integrace per partes ma pii tomto znaceni tvar

(i) / F(2)g() dx = F(2)G(z) - / f(2)G () d,

piicemz F(z) := [ f(z)dz, G(z) := [ g(x)dz. Substituce se provadi prostfednic-
tvim vzorce

(i) [t@yae= [ s o

Pokud ztstaneme na takovéto trovni ,,vypravéni“, neobjevi se zadny problém;
hiife to ovéem dopadne, budeme-li chtit smysl symbolu [ f(z) dz vysvétlit a dodrzet
pfi zachazeni s nim béznd matematicka pravidla. Mame v zasadé dvé moznosti:
snazit se smysl uvedeného symbolu presné definovat, nebo — zejména pokud se nam
to nepovede — prestat tento symbol uzivat. Autor se nesetkal s Zadnou korektni
definici symbolu [ f(z)dz a navic jej povazuje za zbyteény; diikaz, ze primitivni
funkce lze s tispéchem hledat bez tohoto symbolu, je podan v této kapitole. 1¥)

Ptejme se, co by mohl symbol [ v identitach (i) — (iii) znamenat.

1) Nikdo se pravdépodobné symbolem [ f(z)dz nesnazi pfifadit funkci f (Fek-
néme radéji v néjakém otevieném intervalu I, jinak bude zmatek jesté vétsi) néjakou
jeji jednoznacné definovanou primitivni funkci. Zadny nédvod pouzitelny v pocetni
praxi, ktery by zaruéil platnost vSech rovnosti typu (i), totiz zfejmé neexistuje.
Pokud autor (napt. pfi FeSeni diferencialni rovnice) potfebuje jednoznaéné defino-
vané primitivni funkce, nenapise [ f(z)dz, ale napr. f;o f(t)dt, kde zg € I, a zapis

T xr xr . v . v ’
fmo f+ fwo g= fwo(f + g) je samoziejmé zcela korektni. [

V literature se kromé neurcitého prohlaseni, ze ,, f f(z) dx je funkce primitivni
k f(x)* (bez jakéhokoli dalstho vysvétleni nebo kvantifikdtoru), setkdme s dvéma
ndefinicemi* tohoto symbolu.

18) Autorem korektniho hledani primitivnich funkci je prof. Jan Mafik, ktery mnoho let pra-

coval na Karlové univerzité; tento vynikajici matematik, ktery mnoho energie vénoval metodice
matematiky a jemuz déaval ¢asto za pravdu i prof. Jarnik, autor zakladnich ucebnic realné analyzy,
byl znam mj. jako tvrdy kritik vSech nekorektnosti, nesrozumitelnosti a zbytecnosti.
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2) Definuje-li se [ f(x) dx jako libovolnd funkce z PF( f;a,b), identita (i) neplati.
Je-li totiz na levé strané rovnosti (i) soucet libovolné, ale pevné vybrangch funkci
F, G (primitivnich k f, g), nemize jiZ byt vpravo libovolné vybrand funkce; musi
tam byt soucet F' + G. Situaci pfitom nelze zachrdnit tim, Ze misto (i) napiSeme

(i) [t@ds+ [g@)ar= [ (1@ + o) +e.

kde ¢ je konstanta. Uzndme-li totiz napf. spravnost identit [2zdz = z? + ¢,
f4x3 dx = z* + ¢, kde c1, ¢y jsou libovolné konstanty, bude rovnost f2x dx +
423 dx = [(2z + 423) dz = 2 + 2* + ¢ platit jen v piipads, Ze ¢ = ¢1 + c2, tedy
s vhodné zvolenou, nikoli libovolnou konstantou. Nesrovnalosti se tedy jen prenesou
z funkci na konstanty.

3) Pfi pokusu definovat [ f(z)dz jako mnoZinu PF(f;a,b), je tieba vysvétlit,
ze ,+“ v souétu PF(f;a,b) + PF(g;a,b) na levé strané (i) nemd (na rozdil od
souctu f + g vpravo) vyznam obuvyklého s¢itdni. Smifime-li se s tim a rozumime-li
znaménku + vlevo tak, ze mame utvofit mnozinu vSech souétt tvaru F(x) + G(x),
kde F € PF(f;a,b), G € PF(g;a,b), dostaneme tim skuteéné mnozinu vSech funkei
primitivnich k f 4+ g v (a,b). NapiSme vSak identitu (ii) ve tvaru

(ii") /F@mwm+/ﬂ@a@M:F@W@%

ktery by mél byt s (ii) ekvivalentni; pak mame vlevo mnozinu vSech funkei pri-
mitivnich k Fg + fG, vpravo jednu konkrétni funkci. Meéli bychom se tedy nejen
smifit s tim, ze ,,+“ mé pfi hledani primitivnich funkci dva rtzné vyznamy, ale
zakazat i prevadéni vyrazl z jedné strany rovnice na druhou? Nebo dovolime, aby
se nekonecnd mnozina rovnala funkci? [

Pfestoze ohromujici procento uzivateltt symbolu | je naklonéno tvrdit, ze

[ @~ [ s@yas=o,

coz neni pravda ani pfi definici z 2), ani z 3), nejvice ndmitek lze mit proti iden-
tité (iil). At jiz strany rovnosti (iii) znamenaji funkeci nebo mnozinu funkei, rovnost
nemuze nastat nikdy, protoze vlevo se proménnd jmenuje x, vpravo ¢, a v naprosté
vétsiné pripadd maji primitivni funkce k f jiny defini¢ni obor nez funkce primitivni
k (f ow)w’. Rovnost (iii) je tedy v pfikrém rozporu se vSeobecné pfijatou definici
rovnosti funkci. Kdybychom se snazili vadu odstranit, museli bychom sdhnout k po-
mérné slozitému komentafi: Neni-li w ryze monoténni funkce, je po integraci vlevo
tieba za x dosadit w(t); v tomto pfipadé lze ovSem (iii) uzit jen ,zprava doleva“,
tj. misto funkce primitivni k funkci tvaru (f o w)w’ hledat funkci primitivni k f.
Je-li funkce w ryze monoténni, lze (iii) aplikovat jak ,zprava doleva“, tak i ,zleva
doprava“; ve druhém ptipadsé je tfeba po integraci vpravo za t dosadit w_1(z).

V obou ptipadech lze ovSem substituci provést jen za dalsich predpokladi, které
jsme vysvétlili v textu o 1SM a 2SM. Naudi-li se nékdo jen heslu, Ze ,,za dx se dosadi
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W' (t) dt*, dojde asi brzy k nesmyslnym vysledkiim — autor se mnohokrat setkal napf.
se substituci x = tg %t v intervalu (0,27). O

Q

UZzivatelé symbolu [, véetné autort riznych tabulek ,neuréitych integrala“, pisi
i dalsi nepfijatelné vzorce — napr.

d d
(iv) —legaz—kc resp. /—x:1g|a:|—|—c.
T T

Prvni z nich, ktery uzivaji vSechny autorovi zndmé pocitacové programy, igno-
ruje, ze funkce 1/2 ma primitivni funkei i v R_, kde vyraz lg  nema smysl; to pak
vede k netiplnym vysledkéim napf. pfi hledani funkce primitivni k f//f, kde f je
nékde kladna, nékde zaporna.

Znamena-li leva strana druhé z identit (iv) napf. néjakou funkci F spliiujici
v R—{0} rovnost F'(x) = 1/x, lisi se F(x) od lg|z| v R4 obecné o jinou konstantu
nez v R_ a je velmi problematické obé tyto konstanty znacit c. V ptipadé , jesté

------

nespojitéjsich® funkci je situace pochopitelné jesté horsi; napiseme-li napt. rovnost

. du 1
(iv') /sin:z: =lg|tgsz|+c,

znamend ¢ v kazdém intervalu ((k — 1), kn), k € Z, obecné jinou konstantu. [

Shrneme-li, vidime, Ze obé uvedené, v literatufe prevazujici definice symbolu
| f(x) dz vedou ke zna¢ngm nekorektnostem, k nutnosti kazdou z napsanych identit
bud komentovat, nebo tolerovat, ze doslova vzato neplati. Zavedeni symbolu [ navic
zakryva, ze nejcastéji uzivané identity (i) — (iii) nejsou ni¢im novym, protoze se jedna
jen o parafraze dobfe znamych vét o diferencovani souctu, soucinu a superpozice.

Symbol [, ktery je nejen zdrojem vSech nepfijemnosti a nejasnosti, ale svadi
i k formalnimu pfistupu na tkor porozumeéni, je tedy ziejmé zbytecny a podle Oc-
camovy britvy meél byt ddvno z matematiky odstranén. Zptisob hledani primitivnich
funkci, vylozeny v této kapitole, je naopak zcela exaktni a nevyzaduje zadné licence,
konvence a komentéafe.

Symbol [ ilustruje jednu z charakteristickych vlastnosti kalkulu: Nevadi, Ze ne-
vime, co symbol znamend, a Ze napt. znaky ,,+“ a ,=* uzivame jinak, nez je obvyklé.
Drzme se ttisetleté tradice a hlavné pocitejme; vysledek snad bude mozné sikovnou
slovni ekvilibristikou, ménici se pfipad od pfipadu, néjak vysvétlit.
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