10. Newtonuiv integral

Definice. Nechf —co < a < b < 400 a necht I C R je interval s krajnimi body
a, b. Rikdme, ze F je zobecnénou primitivni funkci funkce f v intervalu I, je-li
funkce F' spojitd v I a plati-li rovnost F' = f vSude v I — K, kde K C I je n&jaka
kone¢na mnozina. Slova ,zobecnénd primitivni funkce“ budeme ¢asto zkracovat na
»2.p.L.%, mnoZinu vSech z.p.f. funkce f v intervalu I budeme znaéit ZPF(f; I).

Poznamka 10.1. Vsimnéme si, Ze funkce f muze mit v intervalu I z.p.f., aniZ je
vsude v I definovdna; staci, aby byla definovana vsude v I aZ na jistou konecnou
mnoZinu. VSimnéme si dale, Ze na rozdil od primitivni funkce mluvime o z.p.f.
v libovolnych (nejen tedy v otevienych) intervalech.l) [

Je zfejmé, ze
(1) FcZPF(f;1), ceR = F+cecZPF(f; I).
Dtlezité vsak je, ze plati i obracené tvrzeni:

Véta 10.1. Je-li F € ZPF(f; I) a G € ZPF(f; I), existuje c € R tak, ze G =
F+ec

V dtsledku toho plati:

(2) Ma4-1i f v (a,b) primitivai funkci, je ZPF(f; (a,b)) = PF(f;a,b).

Véta 10.2. (Zakladni existenéni véta.) Je-li funkce f spojitd a omezend v ome-
zeném intervalu (a,b), je ZPF(f; (a,b)) # () a kazda z.p.f. funkce f v {a,b) je
primitivni funkci funkce f v (a,b).

Priklad 10.1. A. Protoze funkce | 2| je spojitd v R a protoze rovnost |z| = sgnz
plati pro vSechna x # 0, je |z| z.p.f. funkce sgnzx v R.

B. Protoze je lg|z| = 2 (Ig|x| — 1)’ pro vSechna z # 0 a lir% z(lg|x| —1) =0,

r—r

je funkce

®) oy - {08121 oo 20}

N 0 pro =0

z.p.f. funkee Ig|z| v R.

C. Funkce f(x) := sgn(cosz) nemd zaddnou z.p.f. v R (obecnéji: v Zddném ne-
omezeném intervalu), funkce F(z) := arcsin(sinz) je vSak jeji z.p.f. v kazdém
omezeném intervalu. 2)

1) V obou piipadech je pravé takto zavedena terminologie vihodna vSude tam, kde s pojmem
primitivni resp. zobecnéné primitivni funkce pracujeme.

2) To je samoziejmé diisledek definice, v niz se pfipousti pouze koneény pocet vyjimeénjch
bodt, v nichZ rovnost F/ = f neplati. Definici z.p.f. by vSak bylo moZné zobecnit tak, aby
funkce F z prikladu 10.1C byla (podle obecnéjsi definice) z.p.f. funkce f v celém R. Dévame vSak
prednost vyslovené definici, protoze je jednoduché a protoze s ni v dalsim vystacime.
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Oznacdeni. Je-li —co < a < b < +00, je-li F spojitd v (a,b) a existuji-li konecné
limity F(a+), F(b—), budeme ¢islo

(4) [F], (=[F(x)]) = F(b-) - F(a+)

nazyvat zobecnény pfiristek funkce F' na intervalu (a,b). Existuji-li koneéné li-
mity F(a+), F(b—), budeme fikat, Ze zobecnény piirtistek ma smysl; v opacném
ptipadsé (tj. kdyz nékterd z limit F(a+), F(b—) bud neexistuje, nebo neni kone¢n4)
fekneme, Ze zobecnény priristek nema smysl. [

V&imnéme si, ze limitu F(a+) resp. F(b—) lze nahradit hodnotou F(a) resp.
F(b), pravé kdyz je F spojitd v bodé a zprava resp. v bodé b zleva. Je-li F' spojitd
v {a,b), je zobecnény priristek [F]Z totozny s priristkem F(b) — F(a) funkce F
na intervalu {a,b)y. O

Predpokladejme, ze

1) —oo <a <b< 400 aze I jeinterval s krajnimi body a, b;

2) ZPF(f; (a,b)) # 0, F € ZPF(f; (a,b));

3) zobecnény piiristek [F ]Z ma smysl.

Protoze kazda z.p.f. k f v (a,b) se (podle V.10.1) od F lisi jen aditivni konstan-
tou, nezdvisi zobecnény priristek na blizsi volbé funkce F ¢ ZPF(f; (a,b)), a (za
préavé vyslovenych pfedpoklad) mé proto dobry smysl tato definice:

Newtontv integral funkce f pres interval [ s krajnimi body a < b definujeme
rovnosti

b
(5) / f:=[F]" , kde F € ZPF(f; (a,b)),

md-li jeji pravd strana smysl. Symbolu vlevo se téz Fika (Newtontiv) integral funkce
f od a do b, ¢islo a resp. b je tzv. dolni resp. horni mez integralu (5). Funkce f se
nazyva integrand nebo integrovana funkce, interval I je integracni obor.

Z praktickych (i historickych) diivodi se misto f; f Casto pise napf. f; f(z) dx,
f; f@t)dt, ..., pticemz z, t, ... se pak nazyvé integraéni proménna.

Piiklad:
2 2
/:Et dx resp. / xt dt
1 1

. 3 - . t ’ .,
znamena integral obecné mocniny Id" resp. obecné exponencidly exp,.

Symboly dz, dt, ... (které ¢teme ,dé iks“, ,dé té“, ... a které se do integralu
dostaly v souvislosti s historickymi predstavami o tom, ze integral je jakysi soucet
nekoneéné mnoha nekoneéné malych veli¢in) v soucasnosti jen vyznacuji, ,,podle
které proménné se integruje“; to je samoziejmé nutné védet, integruje-li se funkce
vice nez jedné proménné.

Umluva. Protoze se v dal§im budeme zabyvat jen Newtonovym integrdlem, bu-
deme mluvit kratce o integralu. [
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Poznamka 10.2. Danou funkci f lze integrovat v danych mezich a, b podle celé
fady vice nebo méné obecnych definic integralu, z nichz kazda méa své vyhody i nevy-
hody. Newtoniv integral se pocita (na rozdil napt. od dobfe zndmého Riemannova
integralu nebo od daleko obecngjsiho integrélu Lebesgueova) v zasadé podle defi-
nice, a to jak pro omezené, tak i pro neomezené intervaly a integrandy. Omezenost
resp. neomezenost intervalu (a, b) resp. integrandu f miize ovSem mit vliv na exis-
tenci integralu. Do vykladu elementarni analyzy se vSak tento integral hodi i proto,
Ze neni nutny (pro studenty zpravidla velmi nudny) vyklad tzv. zobecnéného resp.
nevlastniho integrdlu, bez néhoz nelze v Riemannové teorii mluvit ani o integralu
pres neomezeny interval, ani o integralu z neomezené funkce.

Vsem, ktefi se ve své praci bez integralii neobejdou, autor viele doporucuje sezna-
mit se s Newtonovym a Lebesgueovym integralem. Lebesguetiv integral mé (nejen
v R = R, ale i v eukleidovskych prostorech R libovolné dimenze n € N) vyni-
kajici vlastnosti; jeho vypocet se pfitom v mnohych pfipadech prevadi na vypocet
integralu Newtonova.

Poznamka 10.3. Je jisté ziejmé, Ze z existence integralu f:f plyne existence
integralu fcd f pro kazdy interval (¢,d) C (a,b).

Véta 10.3. (Zakladni véta o existenci integralu.) Je-li funkce f spojitd a ome-
zend v omezeném intervalu (a,b), integral f: f existuje.

Priklad 10.2. A. Z rovnosti sinx = (— cosz)’ v R plyne, Ze napf.
™ 27
/ sinzdr = [—cosz|f =2, / sinz dr = [~ cosx]?™ = —2;
0 T

protoze funkce cosx nemé ani v.—oo, ani v 400 limitu, nemé funkce sin z integral
pres zadny neomezeny interval.

B. Pfi oznaceni z ¢asti B prikladu 10.1 je
1
/ lg|z|dz = [F(x)]", =1-(0—1) - (=¢)- (1-1) = -1

viibec nevadi, ze integrand neni v bodé 0 definovan a ze neni omezeny.

C. Z identity ze™* = (— (x+1) e_””)l platné pro vSechna x € R plyne, zZe

+oo
/o a:e*zdx:[—(:zr—l—l)e*z]g_oo =0-(-1)=1;

jak je patrné, nekonec¢né horni mez vypocet integralu viibec nekomplikuje.
D. Protoze cosz /(1 +sinz) = (lg(1 +sin a:))/ pro viechna  # —im mod 2, je

napft.

37/4 cosw 1 1 )
/ ———dr=1g(1+1iv2) - 1lg(1-1v2) =21g (1 + V2) = 1.763.

/4 1L+sinz
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Na rozdil od toho

™ cosz o
——— dz neexistuje,
o 1-+sinz

protoze integrand nemd v (0, 27) zZaddnou z.p.f. Kdyby totiz takova funkce G existo-
vala, ligila by se v intervalu (0, %ﬂ') od funkce F'(x) := lg(1+sinx) jen aditivni kon-
stantou a z rovnosti lim,_,3. /2 F'(z) = —oo by plynula rovnost lim,_,3./o— G(x) =
—00; to vSak by bylo ve sporu se spojitosti funkce G v (0, 27).

Tento priklad mel ¢tendre varovat: Nestaci mechanicky pocitat a pak zjistit, Ze
nalezend funkce F(x) md v krajnich bodech pfislusného intervalu (a,b) koneéné
limity; je nutné zkontrolovat, zdali je F(x) v (a,b) spojitd. V piipadé, Ze tomu tak
neni, je tieba existenci z.p.f. v (a,b) i prislusného integrdlu peclivé zvdZit.

E. Je jisté ztejmé, ze

/1 dzx (arcsinz] "
——— = [arcsinx =T
1V 1-— I2 -1
tentokrat jsme (bez potizi) integrovali funkci, kterd neni v bodech +1 definovana
a v intervalu (—1,1) neni omezena.

F. Protoze v R, plati identity

(6) "= (lg2), = (77— g ) pro viechna a £ 1
r gzx), o o \T _qzo-T pro vSechna « ,
je
1
d 1
(7 —le— pro vSechna a <1,
0o ¢ -«

zatimco pro zadné o > 1 tento integral neexistuje, a

o d 1
(8) / = pro vSechna a >1,
1 z¢  a-—1

zatimco pro zadné o < 1 tento integral neexistuje. Integrél
+oo T
9) / — neexistuje pro zadné a e R.
O x
G. Podle V.10.3 integraly

1 1
1 1
/ sin — dz, / cos — dx
0 z 0 €

existuji, coz bohuzel neznamend, ze je dovedeme vypocitat. Problém je v nalezeni
primitivni funkce k integrandu. [

Obsahem nasledujicich péti vét jsou zékladni vlastnosti Newtonova integralu;
jejich znalost je nutnd jak pfi poéitani, tak pii zjisfovani existence integréilu.
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Véta 10.4. (Linearita integralu vzhledem k integrandu.) Je-li n € N a jsou-li
fi,..., fn funkce, c1,...,c, (konecné redlné) konstanty, je

(10) /b Ckfk—zn:Ck/bfk,
o =1 = Ja

existuji-li integraly vpravo.

n

Véta 10.5. (Monotonie integralu.) Je-li f < g, je

() [r<[

existuji-li oba integraly.

Véta 10.6. (Aditivita integralu vzhledem k integraénimu oboru.) Je-li n ¢ N
a je-li

(12) a=x9 <z < - <xTp=b

libovolné déleni intervalu (a,b), je

b n Tk
(13) [=>]" 1
a k=1"Tk-1
ma-li jedna strana této rovnosti smysl.

Véta 10.7. (Integrace per partes.) Je-li F' ¢ ZPF( f; (a,b)), G € ZPF(g; (a,b)),
Jje

(14) /ang_[Fa]z —/abfG,

maji-li (aspon) dva ze t¥i napsanych vyrazu smysl

Véta 10.8. (Véta o substituci.) Piedpoklddejme, Ze spojitd ryze monotdénni
funkce w : (a0, 8) —na (a,b) mé konecnou nenulovou derivaci véude v (a, ) — K,
kde K C (o, B) je kone¢nd mnozina. Pak je

b B
(15) / f(z) dz = / Fw(t) | (1) dt,

existuje-li jeden z napsanych integrali.

Poznamka 10.4. Je-li w rostouci, je w’ > 0 viude v (o, ) — K, a = w(a+),
b=w(f—), a =w_1(a+), f = w_1(b—) a pravou stranu (15) lze psat bez absolutni
hodnoty:

b B
(15,) [ t@de = [ st oo ar
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Je-li w klesajici, je w’ < 0v (a,8) — K, a = w(f-), b =w(a+), a = w_1(b—),
B =w_1(a+) a (15) je ekvivalentni s rovnosti

b B
(15) / f(z)do = — / Fw(t)) @' (1) dt.

Poznamenejme pfi piilezitosti, Ze je vyhodné zobecnit pojem integralu takto:
1) Pro kazdé a € R* a pro kazdou funkci f polozime f; f=0.

2) Je-li +oo0 > a > b > —oo, klademe f: f=—J; f, existuje-li integral vpravo
podle dosavadni definice.

Po tomto zobecnéni 1ze (15) napsat v téchto dvou ekvivalentnich tvarech:

b w_1(b—)
(15%) / f() de = / Fw(®) () de.

w-1(at)

w(B—) B
(15*) [ = [ feowod.

w(a+)

Obé rovnosti plati jak pro rostouci, tak i pro klesajici funkce w — samoziejmé za
predpokladi véty 10.8 o funkci w a za predpokladu, Ze jedna strana prislusné rov-
nosti ma smysl.

Poznamka 10.5. Jak véta o integraci per partes, tak i véta o substituci dovoluji
zacit pocitat integral bez pfedbézného ovéreni, ze existuje; to je z pocetniho hlediska
velmi vyhodné, a tedy i dilezité.

M4-1i dany integral tvar levé strany (14), miiZzeme integrovat per partes (tfeba
i nékolikrat za sebou) a teprve pak ovéfit, ze vysledek ma smysl. (Sr. s P¥.10.3.)

Rovnost (15) 1ze (za p¥islusnych predpokladt o substituujici funkci w) aplikovat
»zleva doprava“ i ,zprava doleva“. Postup v prvnim ptipadé, kdy vychozim integra-
lem je leva strana (15), pfipomind 2SM; ve druhém ptipadé, kdy poéitdme integral,
ktery mé tvar pravé strany (15), se postup podoba 1SM. Pfedpoklady o w ve vété
10.8 nejsou ovem stejné jako v 1SM a 2SM. Diilezité vSak je, ze nemusime zjistovat
existenci vychoziho integralu; staéi, aby existoval integral vznikly substituci. (Sr.
s P¥.10.4.)

Priklad 10.3. Oznacéme

+oo
(16) 1, = / " e ?dx pro kazdé celé ¢islo n > 0.
0
Pro kazdé n € N dostaneme integraci per partes (F(z) = 2", f(x) = na" 1,
g(x) =e ", G(z) = —e~*) rovnosti

+o0 i +oo
— — o0 — —
I, ::/ e Pdx = [—x"e I]O —|—n/ 2" e T dr =nl,_ 1,
0 0

187



existuje-li integréal I,,_1. ProtoZe vsak Iy = O+°O e *dr = [—e‘w]goo = 1 existuje,
plati totéz o I, Is, ..., I, ... ; formalni dikaz indukci jisté neni tfeba provadét.

7 rekurentniho vzorce I,, = nl,,_1 pak ihned plyne, Ze

—+oo
(16%*) I, = / a"e ¥ dx =n! pro kazdé celé ¢islo n > 0.
0

Pfiklad 10.4. ProtoZe funkce w(t) := e’ zobrazuje interval (1,+00) na interval
(e, +00) a spliiuje vSechny pfedpoklady V.10.8, je

T dx oo gt 1 +00 1
17 —_— = _ | — e '_1' 1.

pro z4dné a < 1 integral neexistuje (sr. s P¥.10.2, ¢ast F). O

Ke zjednoduseni vypoctu integrdlu se ¢asto daji vyuzit specifické vlastnosti in-
tegrandu:

Véta 10.9. Pro kazdou funkci f : R — R plati tato dvé tvrzeni: 1. Ma-li f
periodu p € R4 a je-li —oo < a < b < 400, plati pro kazdé k € Z rovnost

b b+kp

/ f= / f, existuje-li jeden z integrali.
a a+kp

2. Je-li funkce f sudé (resp. lichd) a je-li a € Ry, je

/ f= 2/ f (resp./ f= 0), existuje-li integral / f
—a 0 — 0

a

Priklad 10.5. V integralu

57 :
(18) I::/ L

50 2+ sinx

(ze spojité funkce na kompaktnim intervalu) nelze p¥imo substituovat tg %x =t,
protoze integracni obor je pfilis dlouhy. Vzhledem k 27-periodicité integrandu je
viak I =5 [ f; uzijeme-li 2SM s w = 2 arctg : R —pn, (—,7), dostaneme:

/’* sin x /+°° tdt /+°° 2 2
_5F - - ( - ) dt
. 2+sinz oo B2+t +1)(#2+1) o V241 24t 41

4 2t 4+17F® 4r 2
— |2 arctgt — — arctg - :27T——=27r(1——)i—0.972.
{ VR \/5] V3 V3

Je tedy I = 107 (1 —2/4/3) = —4.86.

— 00
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Poznamka 10.6. V knihach pojednavajicich o elementech integralniho poctu se
casto urcitym integralem rozumi Riemanniiv integral, neurcitym integrdlem primi-
tivni funkce. To neni v souladu s terminologii teorie integralu?®), podle niz mutize
byt integral podle jakékoli definice jak urcity, tak i neurcity. Zhruba feceno: Urcity
integrdl je integrédl, jehoz meze jsou (pevné zvolend) ¢isla, kdezto neurdity integrdl
ziskdme tim, Ze napf¥. horni mez ponechdme proménnou.

Priklad : Cislo f_111g|:c| dx (= —2) je uréity Newtontdv integral, funkce
fox lg|z|dx, kde z € R, je Newtoniv neur¢ity integral. Podle P¥.10.1B oba inte-
graly (jako Newtonovy) existuji; pfislusné Riemannovy integraly vSak neexistujt,
protoZe integrand neni omezeny v zddném P(0) (a neni tedy splnéna zakladni pod-
minka existence Riemannova integrélu). Druhy z napsanych integralt je zobecnénou
primitiond funkci funkee 1g | x| v R; nent to vSak jeji funkce primitivni. O

Posledni tfi véty této kapitoly se zabyvaji existenci Newtonova integralu.

Véta 10.10. (Srovnavaci kritérium — 1. verze.) Necht —co < a < b < 400,
necht funkce f je spojitd v intervalu (a,b), necht spolu s funkci g : {(a,b) — R
spliiuje nerovnost | f | < g vSude v (a,b) a necht existuje integral fabg. Pak existuji
i integraly

(19) /f /ablfl-

Analogické tvrzeni plati pro intervaly tvaru (a,b), kde —oo < a < b < 4o00.

Poznamka 10.7. V obecném pripadé neezistuje Zddny logicky vztah mezi existenct
integrdaly (19); ilustruji to tyto étyfi priklady:

A. Oba integraly (19) existuji, je-li —00 < a < b < 400 a je-li funkce f spojita
v {(a,b). (Sr. s V.10.3.)

B. Je-li f Dirichletova funkce, tj. je-li f(x) = 1 pro vSechna z € Q a f(z) =0
pro viechna x € R — Q, zadny z integralt (19) neexistuje v Zadnych mezich a # b. )

C. Je-li f(x) =1 pro vSechna x ¢ Q, f(x) = —1 pro v8echna z ¢ R — Q a je-li
—00 < a < b < 400, prvni integrl neexistuje, druhy existuje, protoze | f(x)| = 1.

D. Jak ukdzeme v P1.10.9,

oo sing .. oo sinx ..
dx existuje, dx neexistuje.
0 x 0 T

Definice. Necht existuje prvni z integrala (19). Pak podle toho, zdali druhy z inte-
grali (19) existuje, nebo neexistuje, fikame, Ze prvni integrél konverguje absolutné
resp. neabsolutné. [

3) Teorie integrdlu je rozsahla disciplina, v niz se studuji rtizné definice integralu. Integrdini
pocet je zaméfen spiSe na pocetni techniku vybraného druhu integralu.

4) Diikaz bychom zalozili na znamé vété, podle niz ma derivace spojité funkce tzv. Darbouxovu
vlastnost; protoze Dirichletova funkce tuto vlastnost nemé, nemd primitivni funkci v zadném
intervalu, a tedy neméa ani zobecnénou primitivni funkci. TotéZ plati o funkci f z ¢asti C.
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Jak je patrné, srovndvact kritérium je kritériem absolutni konvergence; neabso-
lutni konvergenci podle néj zjistovat nelze. [

Praktické aplikace srovnavaciho kritéria lze znacné usnadnit zavedenim dvou
novych symbolti:

Definice a oznaceni. Je-li ¢ € R* a jsou-li f, g dvé funkce, pisSeme

(20) f(z) = Olg(x)) pro x—c

(a Cteme: ,f(z) je velké O g(z) pro x — ¢*), existuje-li K € R, tak, Ze nerovnost
| f(z)| < K|g(z)| plati vSude v jistém P(c).
Relace

(20%)  f(z) =0(g(z)) pro z—c—, f(z)=0(g(x)) pro z— c+

se definuji analogicky ; v prvni z nich nahradime P(c) okolim P~ (¢), ve druhé okolim
P*(c) (za predpokladu, Ze —oco < ¢ < +00 resp. —00 < ¢ < +00).
Rikame, Ze f(z) a g() jsou stejného Fadu pro x — c a piseme

(21) f(z) < g(x) pro =z —c,

je-li f(z) = O(g(z)) a zaroveti g(z) = O(f(z)) pro  — c. Analogicky jsou defino-
véany relace ,f(z) < g(x) pro x — c—“ a ,f(x) < g(z) pro x — c+*.

Poznamka 10.8. Snadno nahlédneme, ze

(22) lim @) eR = f(x) =0(g(z)) pro x —c
ve g(x)
(23) ilg}:% ceR-{0} = f(x) <xg(z) pro x — ¢;

analogické implikace plati samoziejmé i ,zleva® a ,zprava“.

Priklad 10.6. Pro x — 0 plati napf. tyto relace:

(24) sinz < r, arcsinz <z, tgx <z, arctgxr <,
(25) sinhz <z, argsinhz <z, lg(l+2)=<x, expr—1xuz,
(26) cosz —1 =< 2%, coshax —1x2?, sinz—xxa’.
Pro z — 0+ je

(27) |lgz|* = O(z=?) pro véechna a e R, e Ry,

pro x — +oo je
(28) lg®z = O(z"), x® = 0(e’®) pro véechna a e R, B e Ry,

1
(29) arccotgx < — |
x
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a pro x — 1 plati napt. relace

(30) arccosx <X V1 —xzx1—2a2.

Vsechny tyto vztahy lze snadno dokazat pomoci Taylorovych polynomu a I’'Hospi-
talova pravidla; jejich znalost je nutnd, chceme-li efektivné aplikovat tuto verzi srov-
ndvactho kritéria:

Véta 10.11. (Srovnavaci kritérium — 2. verze.) Jsou-li funkce f, g spojité a ne-
zaporné v intervalu {(a,b), kde —oo < a < b < 400, plati tato dvé tvrzeni:

1. Je-li f(x) = O(g(z)) pro x — b—, pak

b
(31) z existence integralu /

a

b
g plyne existence integralu / f-
a
2. Je-li f(z) < g(x) prox — b—, pak
b b
(32) existence integralu / f je ekvivalentni s existenci integralu / g.
a a

Analogické tvrzeni plati pro intervaly tvaru (a,b), kde —oo < a < b < 4o00. O
Tvrzeni 2 véty 10.11 se ¢asto nazyva symetricka verze srovnavaciho kritéria.

Priklad 10.7. Pro kazdou trojici ¢isel «, 8, v (z R) je funkce

arctg® x arccotg”

(3) fla) = HEELE
spojita a kladna v Ry ; ke zjisténi, pro kterd «, 3, v existuje f0+°° f, uzijeme kromé
V.10.11 i vysledky z P1.10.2 a z P¥.10.6.

Protoze pro x — 0+ je arctgx < x a arccotgzx =< 1, je také arctg®z =< =z
a arccotg”’ 2 < 1 (pro kazdou dvojici ¢isel a a f3). Z toho plyne, ze f(x) < 1/z77°,
takze

(03

1
(34 / fdz existuje, pravé kdyz je v —a > —1.
0

Pro © — 400 je arctg®z = 1 pro kazdé o a arccotg® z = 1/2? pro kazdé B;
z toho plyne, Ze f(x) =< 1/2°%7, takze

—+oo

(34") / fdz existuje, pravé kdyz je f+v > 1.
1

Z (34') a (34") vyplyva, ze

+oo
(34) / fdx existuje, pravé kdyz je v > max(a—1,1— 3).
0
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Priklad 10.8. Pro kazdou dvojici ¢isel o, 8 (z R) je funkce

1

(35) f(x) = m

spojitd a kladnd v intervalu (1, +00); vySetiime, kdy existuje integral f2+oo f-

Pro a =1 jsme velmi podobny problém (s jinym oznacenim parametrii) vy¥esili
jiz v P¥.10.4: f:_oo f existuje, pravé kdy# je 3 > 1. Protoze existence integralu [, f
plyne ze spojitosti funkce f v intervalu (2,e), je i existence integralu f;oo f (pro
a = 1) ekvivalentni s nerovnosti 8 > 1.

1

Je-li a > 1, je ¢islo v := (o — 1) kladné, a v diisledku toho je =7 g’ & — +o0

pro z — +0o a pro kazdé g € R. Z toho plyne, ze

1

21+ g’ o

fz) =

1
= O(xl—-i-v) pro x — 400,

a protoze 1+~ > 1, integral f;_oo f existuje podle 1. ¢asti véty 10.11.

Je-li a < 1, je ¢islo § := %(1 — a) kladné, takze z—° lg”  — 0 pro z — 400 a pro
kazdé 3 € R. Z toho plyne, ze h(x) := 1/(z~%1g” 2) — 400, a existuje tedy K € R,
tak, Ze nerovnost h(z) > K plati pro viechna x € (2,+0c0).5) V tomto intervalu
pak plati i relace

1 K

- I176 )

xTr) =
(@) pl=6 . =6 lgﬁ T
protoze je 1 —§ < 1, integral f;oo (K /2'7%) dx neexistuje; podle V.10.10 plati totéz
i o integralu f;oo f(z)dx.

Tim je dokazano, ze

+o0 T
(36) /2 ar‘lcllm existuje < (a>1)V((a=1)A(L>1)).

Poznamka 10.9. VysSetfeni existence integralu v pravé dofeSeném piikladé dalo
dost prace; pfi¢inou je skutecnost, ze funkce lgB x a x® nejsou téhoz rfadu pro zadnou
dvojici ¢isel a, 8. (Relace lgB T < % pro x — 400 nemuze platit, protoze pro kazdé
B eR akazdé a e Ry jelg’ z = o(z®) pro 2 — 400.%) V souvislosti s tim iikame,
ze kaZdd kladnd mocnina x roste do nekonecna rychleji neZ kterdkoli mocnina lgx.
Této okolnosti bylo nutné obratné vyuzit — pro a > 1 k ditkazu existence, pro o < 1

k dikazu neexistence integralu. Podobné bychom postupovali, kdyby se

5) Podrobngji: Z podminky h(z) — -+oco pro * — +oo plyne existence &isla ¢ € (2, +00),
pro néz x > ¢ = h(z) > 1. Protoze h je na intervalu (2,c) spojitd a kladna, ma tam i kladné
minimum; ozna¢ime-li je d, sta¢i polozit K = min(d, 1).

6) Pripomenme, Ze to znamenda, Ze podil levé a pravé strany této ,rovnosti“ ma pro z — +oo
nulovou limitu. (Sr. s (25) v kapitole 6.)
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v integralu vyskytl napf. soucin x® exp (), protoze ani tentokrat nemaji faktory
stejny fad pro @ — +oo. Ctenafi doporucujeme, aby si postupy uzité v Pi.10.8
dobfe promyslil. [

Dvé kritéria existence integralu, kterd obsahuje nasledujici véta, lze uzit (na
rozdil od V.10.10 a V.10.11) i k vySetfeni neabsolutni konvergence.

Véta 10.12. (Abelovo a Dirichletovo kritérium.) Necht —o0 < a < b < +00
a necht funkce f : (a,b) = R je spojitd, funkce g : {(a,b) — R spojitd a monotonni.
Pak integral

(37) I

existuje, plati-li jedna z téchto podminek:
b
(38) / f existuje a funkce g je omezend v (a,b)
(Abelovo kritérium),
(39) funkce f ma omezenou primitivni funkci v (a,b) a lirr}) g(x) =0
—

(Dirichletovo kritérium).

Déle plati: Jsou-li funkce hy, hy spojité a kladné v {a,b), je-li jejich podil hi/hso
monoténni v {a,b) a je-li hi(x) < ha(x) pro x — b—, je existence integralu f; fhi
ekvivalentni s existenci integralu f; fha (symetrické Abelovo kritérium).

Analogické tvrzeni plati pro intervaly (a,b) C R, kde —oo < a < b < +00.

Priklad 10.9. Vysetifme absolutni resp. neabsolutni konvergenci integralu

Foo s
(40) / sinz dr,
0

xoz

kde o € R. Integrand f(z) := sinx/x® je spojity v R4 a spliluje podminky

(41) flz) = x“1*1 pro z — 0+, f(z)= O(:z:i‘l) pro r — +oo.

V intervalu (0, 7) je f(x) > 0, a podle V.10.11 foﬁ f tedy existuje, pravé kdyz je
a < 2; konvergence je pak samoziejmé absolutni. Podle druhé z relaci (41), podle
V.10.10 a podle F z P1.10.2 konverguje integral f:oo f absolutné, je-li a > 1.
Zatim jsme tedy dokazali, ze

(421) pro « € (1,2) konverguje integral (40) absolutné.

Dirichletovo kritérium nam poskytne dalsi informaci: Protoze funkce — coszx
(kterd je funkei primitivni k funkci sinx) je v R; omezend, protoze funkce 1/z
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je tam spojitd a monoténni a konverguje k 0 pro x — +o0, je-li @ € R, integral
e pro kazdé o € R existuje. Z toho plyne, ze integral (40) existuje pro vsechna
. +

a e (0,2).

Dokazme nyni sporem, ze
(422) pro kazdé o ¢ (0,1) konverguje integral (40) neabsolutné.

Predpoklddejme, Ze integral f:oo konverguje (pro nékteré « € (0, 1)) absolutné,
tj. Ze existuje integral

+00 | o3
(43) I = / ‘ e } dz.
o X

Protoze funkce G(x) := [ | f| je primitivni funkei funkce | f| v Ry, je existence
integralu (43) ekvivalentni s existenci kone¢né limity I := G(4+00—); pak je ovSem
ilim, . G(nm) = I. Z toho plyne, ze

ol DT i g s
/ de = lim 3 (G((k+ 1)) — (k)
k=1

(44) lim

n—00

T
k=1 7 kT

= lim G(nw) =1 (< +0).

n—oo
Zaroven vsak je
(k-‘rl)ﬂ' Sinx 1 (k-‘rl)ﬂ' 2
/ ’darz O4/ |sinz|dr > ————
km x ((k + ]-)77) km (k + 1)7T
pro kazdé k ¢ N, takze
ol kDT G g ! 2

45 G(nrm) = ‘dw> ————— — 400 pPro n — oo,
(15)  Glnm) ;/ e DM b

coz je ve sporu s (44). Tim je (422) dokazano.
Zbyva ovérit, ze
(423) pro zadné a < 0 integrél (40) neexistuje.
Oznacime-li F'(z) n&jakou primitivni funkci k funkei sinz/z® v R4, plynula by
z existence integralu f:oo f existence konec¢né limity lim,,—, F(n7). Kdyby bylo

F(nm) — A € R, bylo by i F((n+1)m) = A4, a tedy [ f = F((n + 1)) —
F(nm) — 0. To v8ak neni pravda, protoze (pro kazdé a < 0 a pro kazdé n € N) je

(n+1)7 _: (n+1)7w . (n+1)7w
/ Smjdw‘z/ Md:vz/ | sinz|dz = 2.

x T

(46)

us T s

Obsah tvrzeni (421), (422), (423) je Uplnym FeSenim naseho problému. O
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Symetrickd verze Abelova kritéria se uziva ke zjednodusSeni integrandu; k dukazu
existence integralu ndleZité zjednodusené integrované funkce lze pak uzit napr. Di-
richletovo kritérium. Bézné problémy, s nimiz se pfi tom setkavame, a jejich Feseni
ilustruje tento (ponékud naro¢néjsi) priklad:

Priklad 10.10. Vysetime existenci integralu

+oo 3
sinh z T
(47) / -sinmz - cos — dz,
0 arccotgx - ¢ - lgx - €* x

kde o € R.

Integrand f(z) je spojity jak v intervalu (0, 1), tak i v intervalu (1, +00); protoze
pro x — 1 je sinhz — sinh 1, arccotgz — %ﬂ', x® = 1, sinmz/lgx — —m, e — e,
cos(m/x) = —1, existuje koneénd limita

lim f(z) = 2(1 — e ?) = 1.72933

r—1

a staci polozit f(1) rovno této limité, aby se f stala spojitou v celém R, . Integrél
f12/2 f tedy jisté existuje a zbyva rozhodnout o existenci integrala 01/ 2 , 2+°° f,

coz se redukuje na otdzku, jak se f(x) chova pro x — 0+ a pro z — +oo.
Pro x — 0+ plati tyto relace:
1 1

(48) sinhyx <z, ——— =<1, —x1, sinmzx=x.
arccotg x er

Ctenaf jisté sam dokaze, 7e kazda z kladnych funkci

(49) sinh x 1 i sin Tz

x  arccotgzr’ er’ T

je monoténni v intervalu (0, 1). Prvni dvé rostou, a totéz plati tedy o jejich soucinu;
posledni dvé klesaji, a totéz plati opét o jejich soudinu. Aplikujeme-li dvakrat syme-
trickou verzi Abelova kritéria”) vidime, Ze existence integralu fol/ 2 f je ekvivalentni
s existenci integralu

1/2 1/2  2—«
(50) / Lm-coszda::/ T cosTdz.
0o x¥-lgx x 0 lgx x

Tento integral podle V.10.8 existuje, pravé kdyz existuje integral, ktery z néj
vznikne substituci = w(t) := 1/t; protoze w'(t) = —1/t2, je to integral

Feo cos Tt
51 kd t) = —.
(51) | o ke g 25T

7) Rostouci funkci sinhx/(z arccotg 2) nahradime x, misto klesajici funkce sinmz/(xe®) na-

piSeme ve druhém kroku 1; bylo by sice mozné dokéazat, Ze i soudin vsech &tyf funkci (49) je
monotdénni (klesajici) napf. v intervalu (0, 1), ale zdtiraznéme, Ze by to byla zcela zbyteénd prace.
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Funkce cos 7t mé (v celém R) omezenou primitivni funkei sin 7t /7, funkce h(t) :=
t1=1gt je spojita a kladna v (1, +00); je-li o < 4, funkce h tam roste a jeji limita
pro t — +00 je rovna +o0. Funkce 1/h(t) tam tedy klesd a ma pro ¢ — +oo limitu
0, takZe integral (51) podle Dirichletova kritéria existuje; pro o < 4 tedy existuje

1/2
o [

Je-li @ > 4, m4 kladn4 spojita funkce k(t) := t*~*/lgt limitu rovnou +oo jak pro
t — 1+, tak i prot — +00, amaé proto v intervalu (0, 1) kladné minimum ; ozna¢ime-
li je K(a) a uvazime-li, Ze sgn(cos7z) je v kazdém intervalu tvaru (k — 1,k + 3),
kde k£ € N, konstantni, vidime, Ze relace

k+1/2 ta—4 k+1/2 2K
/ coswtdt} ZK(oz)/ | cosmt|dt = (o) >0
k—1/2 gt k—1/2 ™

i

(52)

w7

plati pro vSechna cela ¢isla k > 2. Kdyby integral (51) existoval, musel by mit prvni

integral v (52) pro k — oo nulovou limitu®); integral tedy neexistuje, a totéz plati
1/2

o I

Zatim jsme dokazali, ze

io

1/2
(531) integral f existuje, pravé kdyz je a < 4;
0

zbyva vysetiit integral f2+oo f.
Pro x — 400 je
sinh 1

54 :ll— —2 =1 — X le
(54) e 2(1—e™) arccotg x T 08y ’

v intervalu (2, +00) funkce sinh x/e” a cos(w/x) rostou, funkce 1/(x arccotg ) tam
klesa. Postupnou aplikaci symetrického Abelova kritéria zjistime, Ze f;oo f existuje,
praveé kdyz existuje integral

(55) /+°°xsin7rxdx:/+°° sinx .
2 2

¥ lgx zellgx

Je-li @ > 1, spojité kladna funkce z'~®lgx roste a ma pro x — oo limitu
+00; jeji prevracend hodnota tedy klesa a ma limitu 0. Protoze funkce sin7max mé
v R omezenou primitivni funkci, integral (55) podle Dirichletova kritéria existuje,

™ . +oo
a totéz plati o [," f.

Je-li @ < 1, méa (kladna spojita) funkce #1=%/lgz pro z — 1+ i pro & — +oo
limitu rovnou +o0; mé proto v (1,+00) kladné minimum. Oznacime-li je L(«),
bude

8) Sr. s podobnou situaci v P¥.10.9.

196



(56)

k1l k+1
2L
/ %dw ZL(a)/ | sinma|de = () >0
k zo~llgx k i

pro kazdé k € N, z ¢ehoz (jak jsme jiz nékolikrat vidéli) plyne, Ze integral (55)
neexistuje. Pro zadné a < 1 neexistuje proto ani f;oo f; tim je dokézano, ze

+oo
(532) integral f existuje, pravé kdyz je a > 1.
2

Shrneme-li dokazané vysledky, vidime, Ze integrdl (47) existuje, pravé kdyz je
1 < a < 4. Dodejme, zZe pti dikazu, ze tento integral konverguje absolutné, praveé
kdyZ je 2 < a < 3, se postupuje jako v P§.10.9. Pro a ¢ (2,3) se absolutni
konvergence dokdze srovnavacim kritériem; diukaz, ze integral od 0 do +oco z | f|
pro « € (1,2) U (3,4) neexistuje, je také podobny pfislusné ¢asti P¥.10.9. V obou
pfipadech je vsak tfeba védét, Zze limita

1
(57) lim Z gk je kone¢né, pravé kdyz je > 1;

n—00

bude to dokézano v nasledujici kapitole.

Cviceni
Ve cvicenich 10.01-10.100 je tkolem vypocitat prislusny integral, pokud exis-
tuje. ?)

wor, [ A 002 [
) '/0 (x+1)(22+4) / 173—|—:17

10.03 /+OO ””” d 1004/ Y 4
S D@37 RO NI

3 z? T dx
Ldx
10.07. / g 10.08. /_1 —
T dr
10.09. / 10.10 /0 EaRV
1 T

) Viz dilezitou poznamku 10.5.
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—+oo —+o0
10.13. / - 10.14. / o
oo 2tz +1 0 xt+41
+oo +o0o 2
10.15. / S 10.16. / T dr
+oo 3 m 3 —
10.17. ‘/1 m dl’ 10.18. /_ﬂ- m dl’
+oo CC2 +oo T
oo d:c 0 2
10.21. S 10.22. " d
V3 oo —1/z
10.23. / __dr 10.24. / C  dx
1 (#241)arctgzx 0 x?
T sinz Foo e
10.25. / ————dz 10.26. / — dx
o cos?x+1 oo €42
+oo e +oo dx
10.27. —-—d 10.28. —_—
/_OO F et 1 /0 Ve 1
—+oo T 9
10.29. / L 10.30. / A
oo €% —3e% +3 0o Ve +16—x
+oo w/4
10.31. / I 10.32. / tgx de
1 xz(lg®x+21gx +2)? 0
T w/2
10.33. / sin® z dx 10.34. / x° sinx dx
0 —7/2
T —+oo
10.35. / sin? x cos? z dz 10.36. / e~ " cos? zdx
0 /2
/2 ) +o00
10.37. / ™ cos v da 10.38. / L
0 1 z(lgxz+1)
1/ 1 1 w/4
10.39. / — sin? = dx 10.40. / v/ cosx — cosd x
1/3w z? T 0

+oo 1
10.41. / (396 cosz® — — sin x3) dx 10.42.
0 X

(i
8
[\&)
® |
8
QL
IS

w/2

Q
o
9]
w
8

9]
8
|
—
D
3
w
&,
=]
8
IS
8

—+oo
10.43. / du 10.44.
0
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10.45. / g(1 +22) dz 10.46. / Ltlee
teop - lga:
10.47. 10.48. / x arcsinx dr
10.49. / arccos® z dx 10.50. / T coszdx
10.51. / 10.52. /
1/e xy/1 — lg T
10.53. / — dx 10.54. / arccos z dx
et 4+ e %
10.55. / 22dr (reRy) 10.56. / LAt 4
1-— x2
e’ +1 arccos x
10.57. d 10.58.
/ (e% +1)2 v 71,/1_352
10.59. / 2 arctg @ dz 10.60. arcsin \/—
\/ X 1 — a:
3
10.61. / (lg—x) da 10.62. / 221 = 22 da
e z 0
1 1
10.63. / 41— 22dz 10.64. / 221 —22dx
0 0
4 g2 +oo dx
10.65. d 10.66. —_—
o Va2+9 ! 1 wvrt-1
5. /22 _9 +oo dx
10.67. d 10.68. R
3 I ‘ 1 rtWaz -1
1 2
10.69. / __dr 10.70. de
V(4 —a?)3 o /(A& —22)3
1
10.71. / 1y 10.72. / T e
0 1 i
3
10.73. / JEL g 10.74. / L/ %
1 Va+4 1 z\V3—x
+oo — 3
10.75. 1 ,/x 2 L do 10.76. / dr
z—4 1 xvV—x2+4x -3
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+o0 +oo
10.77. du 10.78. du

1 Vo 1+/(z+1)3 1 ava?+5r+1
+oo dz x
10.79. _— 10.80. —_—_—
/0 (x+1)va2+1 /4 Va2 42z +2

“+oo dZZ? 1
10.81. - 10.82. Vb —4dx —22d
2 xvVr?+42r+4 /4 o

ol x
10.83. / —d 10.84. / —d
AV —dm—2 Py e
1085 [ o 10.86 /
T s aVa?+4r+3 I P S —
4 w/4
10.87. / dr 10.88. / d
o cosz+2sinx+3 —rja cOSTT
/2 .
10.89. / e da 10.90. /
o cos?x+3Jcosx +4 smx—i—2
57
10.91. / o 10.92. /
o sin“z+2cos?zx cos:v—|—3
107 /2
10.93. / d—:zr'4 10.94. / 1+ sm:c
o costx+sinx )2 1+cos:v
/2 B
10.95. / (o 10.96. / SN~ Cos
o l+tga 3sin“z + 4 cos? x
sm/4 _ sin2z 3m dx
10.97. 10.98.
097 0 \/1+s1nx 0.98 / 3cosz+2sinz 45
ale dx s sin x
10.99. _— 10.100.
/ sin /1 + cos / sinz + cosz + 2

V pfikladech 10.101-10.145 je {a,b,c¢} C R, {«, 5,7} C Ry; tkolem je najit
vSechny hodnoty téchto parametri, pro néz pfislusny integral konverguje 1) abso-
lutné, 2) neabsolutné.

+o0o a +oo i 2
10.101. / AL T gy 10.102. / T
0 x 0 x®
+o0 +o0 2
10.103. / do 10.104. / T g
1 x* — 1) arccotg x 0 x®
+0o0 +oo
10.105. / sinz® dx 10.106. / sin (1g z) dx
0 1
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10.107. cosz® dx 10.108.

sin e” dx

S—
‘

10.109. arctg™ x sin iﬁ dx 10.110.
T

S~
‘

+o0 a <
10.111. / | _ Ly _sine 10.112. x sm—dw
0 zl lg|lgz|
—+oo
10.113. / arccotg® x cosx dx 10.114. |811an arctgx® dr
0

arctgx

10.115.

sin z dx

S—
¢

arcsin ﬂi—i—l lgx cosxdx 10.116. o

“+o0
10.117. / arctg —— lg" v dz 10.118. goe~brter®) gy
1
/2 sin z sin 2z
10.119. / 2 (r —2)’ tgfxda 10.120. ————dx
0 X
“+oo 3 .1'2 a
10.121. / 1 arccotgzr sinzdr 10.122. sin — dz
1 x
Feo sin® 7wz
10.123. / arccotg® z° sin® 2° dx 10.124. >— dx
0 rlgx
1
10.125. / arcsin? (z (1 — x)) sin L dxr  10.126. ch sin 1 dx
0 T rlgx

10.127. dr 10.128.

1
a 1_ b 3 _ M
(1 —x) sin — sin ¢

S—

cos? ™

+oo 2 x
10.129. / g™+ e+ 1) Grdr  10.130. COSTL
0 @ lg 2:c
oo T . lgx sinx
10.131. z% arccos sin z dx 10.132. T
0 x+1 z arctg (1 — z)
1
10.133. / R L 10.134. sin(z + %) )
o Vz—1lg(z+1)
T arctg® x sin %
10.135. / ———  sinxdr 10.136. d:v
0 lgﬁ (1+2) arctgﬁ
+oo ; B
10.137. XD (SINT) oo da 10.138, [ recos”wsim mr

/.
.
.
.
.
.
.
I
.
I
.
L
.
.
.
|

S~

v (1 —z)Y
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arctg® x arcco‘cg/j T

10.139.

cosxdr

10.140.

sin (arccotg® &) da

10.141.

sin — dx

2 arctg x ) 1
arccos®
™ 3

1
10.143. — arctg x+ 1) sin (:1: — %) dx

1

— T

10.144. arccos® 1— a4 ) cos dx

10.145.

arctg®z® arccotg”’z” arcsin (sin z) da

.
.
.
toae, [ LT
[
|
.

ReSeni

10.01. 5w+ 1lg2=0.2957 10.02. 11g2 = 0.3466
10.03. 21g2 — 11g3 =0.837 10.04. 2V/37 = 1.2092
10.05. 2(m — arctg3 — 2arctg 2) = 0.478  10.06. 2v/37 = 1.2092
10.07. 7 =0.7854 10.08. neexistuje

10.09. ;lg2 =0.1733 10.10. 37 =0.7854

10.11. 1(v3+1) — Lm=0.4212 10.12. 1(7v3—1g27) = 0.3576
10.13. 1v37 = 3.6276 10.14. V27 = 1.1107
10.15. V37 =0.6046 10.16. ;v2m = 1.1107
10.17. k(7 +1g4) =0.283 10.18. 0

10.19. L7 =0.098175 10.20. 27 =0.3393

10.21. 17 =0.7854 10.22. -1

10.23. lg3 =0.2877 10.24. 1

10.25. 17 =1.5708 10.26. 1v2m =1.1107
10.27. 2V/37 = 1.2092 10.28. Ig(1+Vv2) =0.8814
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10.29.
10.31.
10.33.
10.35.
10.37.
10.39.
10.41.
10.43.
10.45.
10.47.
10.49.
10.51.
10.53.
10.55.
10.57.
10.59.
10.61.
10.63.
10.65.
10.67.
10.69.
10.71.
10.73.
10.75.
10.77.
10.79.
10.81.
10.83.

V371 = 3.023
= 0.1427

3
|
ST

m = 0.3927

—_ ol Wk = ot

—e 1 =0.6321

3

0
m

2+ 11g2— 7 =0.1519

lg(1+V2)=0.8814

%7‘1’7’2

3(lg2 — 1)+ g7 =0.2393
L(lg2—1)+tf112 =0.2107
Ye™? =0.3214

L =0.09817

w

2
10 — 21g3 = 5.0562

3arctg 3 — 3744 =1.2181
£V/3=0.1443

V3 +1g(1 +v2) = 2.2956

3(V2 —lg(1+v2) =1.5985
L4+ V2Ig(3+2v2)) = 0.4058
™

V2Ig (V2 + 1) = 1.24645
Lg(1+2v/3) = 0.3838

2(v/2 — arccos 1) =0.3665
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10.30.
10.32.
10.34.
10.36.
10.38.
10.40.
10.42.
10.44.
10.46.
10.48.
10.50.
10.52.
10.54.
10.56.
10.58.
10.60.
10.62.
10.64.
10.66.
10.68.
10.70.
10.72.
10.74.
10.76.
10.78.
10.80.
10.82.
10.84.

=
=

lg 2 = 0.3466
w2 — 12 =2.8044
e~ ™2 =0.08315

5

3m = 1.2092

W= oI Gl W N w

— V2) = 0.2703
~1=0.8789

—~
[\

3
|
ot

)

m = 0.3927

S = Nlw 0o

3

2 -
m—5=0.825

Wl

-2

=

7% = 4.935
m)? = 2.4674

~ N
[N

|>—I

m = 0.19635

—-
o« o

= = 0.07619

m = 0.7854

(=}

W = =

neexistuje

im=1.5708

2 arccotg /2 = 1.9106
V3w =1.8138

lg (1 + %ﬁ) = 0.563
Ig(2+/5) = 1.4436
Sm=14.1372

N[

™



10.85. 1v/31g(10 — 5V/3) = 0.1689 10.86. =

10.87. 2r 10.88.

10.89. 2V/7 arctg(4+v/7) =0.1784 10.90. 2V3m = 3.6276
10.91. 5v2r 10.92. V27 = 4.4429
10.93. 10v2m = 44.4288 10.94. 2

10.95. ir 10.96. 1v/37 = 0.6046
10.97. 1g (3(1+v/5)) = 0.4812 10.98. 2v3m =2.4184

10.99. v2(1—3v3—11g(2v3—3)) = 1.1405
10.100. (37 +1g3) — V2 (7 + arctg v2) = —0.5322
V naésledujicich vysledcich znamenaji slova ,ne“ (pro integrély bez parametru)

a ,nikdy“ (pro integraly s parametrem nebo s parametry), ze neni splnéna podminka
uvedend v nadpisu sloupce; ,,ano“ znamena, ze splnéna je.

integral absolutni konvergence neabsolutni konvergence
10.101. l-a<b<1 nikdy

10.102. l<a<3 nikdy

10.103. ano ne

10.104. ne ne

10.105. nikdy a>1

10.106. ne ne

10.107. nikdy oa>1

10.108. ne ano

10.1009. 8>1 nikdy

10.110. nikdy
10.111. nikdy

—a—-1l<a<-1

—1l<a<?2

10.112. —l<a<a-1 —a—1l<a< -1
10.113. a>1 O0<a<l1
10.114. nikdy 0<pB<2

10.115. ne ano

10.116. l<a<3 0<a<l
10.117. nikdy nikdy

204



10.118.
10.119.
10.120.
10.121.
10.122.
10.123.
10.124.
10.125.
10.126.
10.127.

10.128.
10.129.
10.130.
10.131.
10.132.
10.133.
10.134.
10.135.
10.136.
10.137.
10.138.
10.139.
10.140.
10.141.
10.142.
10.143.
10.144.
10.145.

a>1A(e>0V(c=0Ab>0))
—a—-1<c<b+1

l<a<3

ne

a>1

a>%
ano
a>-1

nikdy
a>—-1Ab> -1

b—2<ax<l1
nikdy

nikdy
—2<a< —%
ne

a>—%
l<a<?2

nikdy

nikdy

l<a<?2
y-8<1
1-6<y<l+a
af >1

a>2

a> -3

ne

a>—%

ac+2>0ABy>1
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nikdy

nikdy

O0<a<l

ano

—1<a<l1
a<EAba+>1

ne

nikdy

ano

bud —2<a<—-1Ab>—1,
neboa>-1A-2<b< -1
nikdy

l<a<?2

0<a<?

“i<a<}

ano

nikdy

—1<a<l1
0<pf<a+2

a>p—2

O0<a<l

nikdy
0<B8+vy<1IAy<l+a
nikdy

—4<a<?2

nikdy

ano

nikdy
ac+2>0N0< By <1



