11. Ciselné rady

Pismenem C zna¢ime mnoZinu vsech (koneéngch) komplexnich cisel; pro kazdé
z € C znamend Rez a Im z redlnou a imagindrni ¢dst ¢isla z. Pfedpokladame, ze
¢tenafr komplexni ¢isla znd a umi s nimi provadét bézné algebraické operace.

Pfipomerime jen, Ze algebraicka pole (neboli télesa) R a C se podstatné lisi tim,
ze na rozdil od R neni v C uspordddni ; proto nelze psdt nerovnosti mezi neredlnymi
komplexnimi cisly a neplati véty, které uspordadani predpokldadayji.

Konvergence komplezni posloupnosti, tj. posloupnosti komplexnich cisel, se de-
finuje takto: Je-li N € Z, je-li

(In) {ar}izn
komplexni posloupnost a je-li a € C, piSeme

(2) klirn ar =a nebo ap —a pro k— oo
—00

nebo jesté struénéji ar — a a fikdme, Ze a je limita posloupnosti (1x) nebo Ze ¢isla
ar, konverguiji k a, plati-li pro kazdé ¢ € R, nerovnost |ay—a| < e pros.v.k > N1).

Z nerovnosti max (| Rez|,| Imz|) < |z| < |Rez| + | Imz| platnych pro kazdé
z € C snadno plyne, ze

(3) ar — a < Reap — Rea, Imag — Ima.

Rikéame, Ze komplexni posloupnost (1y) je omezena, existuje-li K € R tak, ze
nerovnost |ay| < K plati pro vSechna k > N. Podobné jako v R plati:

Kazda konvergentni (komplexni) posloupnost je omezena.

Protoze jsme v C nezavedli pojem nekonecné limity, jsou ,komplexni analogie”
vét 3.1-3.3 o néco jednodussi:

l.agp — a = |ag| — lal; ap = 0 & |ag| — 0.

2. ar = a,bp = b = ap £ by — a £ b,apby — ab; je-li navic b # 0, je i a /by, —
a/b.

3. Je-li posloupnost (1y) omezens a je-li by, — 0, je i azby — 0. O

Pro kazdou komplexni posloupnost (1x) nazyvame ¢islo

(4n) Sp 1= Z ax
k=N

kde n > N — 1 je celé c¢islo, n-ty ¢asteény soucet fady
o0
(5n) > ax;
k=N

1) Ekvivalentné feceno: pro vsechna k od uréitého indexu pocinaje.
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podle béznych tmluv z algebry je samoziejmé sy_1 = 0.
Cislo s € CU {—00, +00} se nazyva souéet fady (5x), nastane-li jedna z téchto
situaci:
A. Posloupnost (1x) je komplezni, s € C a
(6) nh_}r{)lo Sp = S;
B. posloupnost (1x) je redlnd, s € R* a (6) plati podle definice z kapitoly 3.
Je-li s € C, fikdme, ze fada (5) konverguje (nebo: je konvergentni); v ostatnich
ptripadech se nazyva divergentni (a fikdme, ze diverguje).
Ma-li fada (55) (koneény nebo nekoneény) soudet s, piSeme

o0

(7n) > ap=s;

k=N
symbolu (5y) tedy pritazujeme c&islo s. (Nemé-li fada (5x) soudet, zlstava (5yn)
symbolem beze smyslu, i kdyz mu — trochu paradoxné — stéle fikdme fada.)
Cleny posloupnosti (1) se zaroveil nazyvaji i €leny fady (5y); konkrétnéji je
ay, jeji k-ty €len. Podle toho, zdali je posloupnost (1y) realnd nebo komplexni,
mluvime o realné nebo komplexni radé.

Umluva. Pokud nebude vyslovné feceno néco jiného, bude slovo ,posloupnost®
resp. ,fada“ znamenat ,komplexni posloupnost® resp. ,komplexni fadu®.

Poznamka 11.1. Je ziejmé, Ze konvergence posloupnosti (a tedy ani fady) se
nezméni, jestlize zménime, pfidame nebo ubereme konecny pocet clenti; pti vysSet-
fovani konvergence fad se proto miizeme omezit na fady tvaru

(5) Z ag ,
k=1

které souviseji s posloupnostmi tvaru {a }7° ;. Kazdé tvrzeni o specialnéjsich radach
(5) mé svou zfejmou analogii pro obecné&jsi fady (55 ); v dalsim se nejéastéji setkdme
s fadami (5) a fadami (5¢), v nichz se s¢itd od 0. O

V mnohych situacich je patrné na prvni pohled, Ze dana fada diverguje, a to
proto, ze nespliuje tuto nutnou podminku konvergence:

Véta 11.1. Konverguje-li fada (5), je ar — 0 pro k — co.

Neni-li tedy ar — 0, Tada diverguje. Pozor vSak! Jde jen o nutnou, ne vsak
postacugici podminku konvergence; existuji totiZ i divergentni vady, které podminku
ar — 0 splnugi — viz Pr.11.2.

Véta 11.2. Je-li ay, € C a by, € C pro vsechna k ¢ N a je-li A e C, B e C, je

(8) > (Aax+Bbe)=A> ar+B > b,
= k=1 k=1

k=1
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ma-li prava strana smysl.

Véta 11.3. Oznacime-li ay := Reay, By := Imay, plati tato tvrzeni:

oo oo o0
9) Z ar konverguje, pravé kdyz konverguji fady Z ag, Z Bk ;
k=1 k=1 k=1

je-li podminka splnéna, je

oo o0

(10) Sar=>Y o+iy B
k=1 k=1 k=1

Déle:
o0 oo oo
(11) Z |ar| konverguje, pravé kdyz konverguji fady Z |a |, Z [ Bk,
k=1 k=1 k=1
nacez konverguje i fada (5). O
Konverguje-li fada Y .-, |ax|, fikdme, ze fada (5) konverguje absolutné; je-li
fada (5) konvergentni a fada Y-, | ax | divergentni, fikdme, ze fada (5) konverguje
neabsolutné.

Priklad 11.1. Je-1i 0 # c € C a g € C, pak geometricka fada

(12) Z cq® konverguje, pravé kdyz je |q| <1,
k=0

pricemz jeji konvergence je pak absolutni a plati rovnost

s C
13 k= .
(13) kzzocq T

Je-li totiz |¢| #1aneN, je

n n+1

S 1—|q|""! b loa
(13') leq"| =] LYt =c .
2 & L-q

Je-li |[q] < 1, je |q|"™ — 0 a¢"™ — 0 pro n — oo, takze ob& posloupnosti (13')
maji konecné limity, plati rovnost (13) a fada vlevo konverguje absolutné. Je-li
lq| > 1, neni cq® — 0 (protoze limita vyrazu |cg*| je rovna bud |c|, nebo +o0),
takze fada z (12) podle V.11.1 diverguje.

Priklad 11.2. Tak zvani harmonicka fada

(14) )

k=1

Enl N
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diverguje do +o00, tj. ma soucet rovny +oo, ackoli jeji k-ty clen konverguje k 0.

Abychom to dokazali, uvazme, Ze ¢leny harmonické fady jsou kladna ¢isla, takze
posloupnost {s(n)} jejich ¢asteénych souctt je rostouci; podle véty V.3.6 o limité
monoténni posloupnosti méa tedy jistou (koneénou nebo nekoneénou) limitu s a stej-
nou limitu ma i kazd4 posloupnost z ni vybrana. Pro kazdé n € N je

1 1 1 1 1
27y — 5(2" 1) = e — >t = =
S( ) S( ) 2n71+1+2n71+2+ +2n - on 2’
takze
(15) s(2") =) (s(2¥) —s(2¥ 1) +5(1) > In+ 1.
k=1

Z toho ihned plyne, ze s = lim s(2") = +oc.

Definice. Bolzano — Cauchyho podminkou (kritce: BC podminkou) konvergencel
fady (5) se rozumi vyrok:

n—+p
(16) Pro kazdé € € R, existuje ng € N tak, zen >ng, pe N = ’ Z ak} <e.
k=n+1

Véta 11.4. (BC kritérium konvergence fady.) Rada (5) konverguje, pravé kdyz
splituje BC podminku (16). O

Symboly velké O a =< se pro posloupnosti definuji podobné jako pro funkce;
oboustranna resp. jednostranna okoli bodt a € R* nahradi v pfislusnych vyrocich
slova ,skoro vSechna“:

Existuje-li K € Ry tak, Ze je |ax | < K |bx| pro s.v.k, piSeme
(17) ar, = O(b;) pro k — oo (nebo kratce ar = O(by))

a ¢teme ,ay je velké O by (pro k — o0)¥. Je-li ar, = O(by) a zaroven by = O(ay),
piSeme

(18) ar < by pro k— oo (nebo kratce aj =< by)

a fikdme, ze (pro k — o) jsou ay, by stejného Fadu.

v

(19) 1im%eR:>ak:0(bk), lim%eR—{O}:akxbk.

k—oo O k—oo O

Véta 11.5. (Srovnavaci kritérium.) 1. Je-li |ay | < |bi| pro s.v.k, plati implikace

(20) Z |bi| konverguje = Z |ax| konverguje.
k=1 k=1
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2. Implikace (20) plati obecnéji i v pfipadsé, ze ay, = O(by) pro k — oo.

3. Z relace ay, < by, pro k — oo plyne, ze

(21) fada Z |ar| konverguje, pravé kdyz konverguje fada Z |br]. O
k=1 k=1

Céast 3 pravé uvedené véty je tzv. symetricka verze srovnavaciho kritéria pro
fady. Symetricka verze srovndvactho kritéria se casto uzZivd ke zjednodusent clent
dané€ tady, vysetrujeme-li jeji absolutni konvergenci.

Véta 11.6. (Integralni kritérium.) Necht f : (1,4+00) — R je spojitd nezaporng
monotonni funkce. Pak

9] 400
(22) Z f(k) konverguje, pravé kdyz Newtoniiv integral f existuje.
k=1 L

Véta 11.7. (d’Alembertovo kritérium.) 1. Existuje-li ¢islo q € (0,1) tak, Ze je

(23) ‘ak+1

‘ < gq pros.v.k,
ar

fada (5) konverguje absolutné; je-li

(24) ‘ak+1

‘ >1 pros.v.k,
a

fada (5) diverguje.
2. Dale plati:

(25) klim ez ’ <1 = fada (5) konverguje absolutné;
—oo | Qg
(26) lim ’“’““’ >1 = fada (5) diverguje.
k—oo | ag

Véta 11.8. (Cauchyho kritérium.) 1. Existuje-li ¢islo ¢ € (0,1) tak, Ze je
(27) ¥ar] < q pros.v.k,
fada (5) konverguje absolutné; je-li
(28) ¥ar| > 1 pros.v.k,

rada (5) diverguje.
2. Dale plati:

(29) ¥/|ar| <1 = fada (5) konverguje absolutné;

lim
k—o0
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(30) klim ¥ar| >1 = fada (5) diverguje. O
— 00

Kritéria uvedend ve vetach V.11.5 -V.11.8 jsou kritéria absolutni konvergence;
neabsolutni konvergenci podle nich zjistovat nelze.

Neabsolutni konvergenci 1ze vsak v fadé pripadu zjistit pomoci V.11.9 -V.11.12,
které nasleduji. Poznamenejme, ze Leibnizovo kritérium je sice specidlnim pfipadem
Dirichletova kritéria, ale své zvlastni postaveni i nézev si udrzelo nejen proto, ze
je historicky starsi, ale zejména pro jednoduché predpoklady, usnadnujici jeho apli-
kaci. Abelovo kritérium, a to zejména jeho symetrickd verze, slouzi (podobné jako
tomu bylo v pfipadé integralu) ke zjednoduseni ¢lent vySetfované fady ; Dirichletovo
kritérium se zpravidla aplikuje az na fadu dostatecné zjednodusenou.

Definice. Rikdme, Ze

o0
(31) + ) (=1)Fay

k=1
je alternujici Fada, je-li {a;}$2; monotonni posloupnost nezdpornych (redlnych)
Cisel.

Véta 11.9. (Leibnizovo kritérium.) Alternujici fada (31) konverguje, pravé kdyz
jeax — 0 pro k — oo.

Véta 11.10. (Dirichletovo kritérium.) Je-Ii posloupnost ¢dstecnych soucti kom-
plexni Fady > ;- ar omezend a mé-li (redlnd) monoténni posloupnost {by}72
limitu rovnou 0, rada

(32) Z ayby,
k=1
konverguje.

Véta 11.11. (Abelovo kritérium.) Konverguje-li komplexni fada Y -, ay a je-li
{br}72 | omezend (redlnd) monoténni posloupnost, fada (32) konverguje.

Véta 11.12. (Symetrické Abelovo kritérium.) Necht {ai}?° , je komplexni po-
sloupnost a necht dvé posloupnosti kladnych ¢isel by, ¢x, spliiuji tyto podminky :

b oo
(33) br < cx pro k — oo, {—k}k Jje monotdnni posloupnost.
Ck =1
Pak
oo o0
(34) fada Z apby, konverguje, pravé kdyz konverguje Fada Z apcr .
k=1 k=1

Priklad 11.3. Funkce f(x) := 1/z“ je pro kazdé o € R spojitd, monoténni
a kladna v R4, pficemz integral f1+oo f existuje, pravé kdyz je a > 1. Z toho podle
integralniho kritéria plyne, ze
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— 1
(35) Z k:_O‘ konverguje, pravé kdyz je «a > 1.
k=1

Zaroven je tim dokazéano, ze alternujici rada

© Nk
(36) > ( ki)

k=1

konverguje absolutné, pravé kdyz je o > 1. Je-1i 0 < o« < 1, konverguje jeji k-ty ¢len
k 0, takze fada podle Leibnizova kritéria konverguje — tentokrat jen neabsolutné.
Je-li o <0, nema4 jeji k-ty ¢len limitu 0 a fada (36) podle V.11.1 diverguje.
Poznamenejme, ze prdvé dokdzand turzeni hraji pri vysetrovani konvergence Tad
principidlng ulohu.
Priklad 11.4. Vysetfime konvergenci fady

= arctg k arccotg k sinh k
37 kd = ;
(87) ; W RAC Ak k cosh k ’

protoze je ar > 0 pro vSechna k, ptijde o konvergenci absolutni.
Protoze pro vsechna k € N plati nerovnosti

inh £k
(38) 0<arctgk<z, 0 < k arccotgk < 1, 0< <1,
2 cosh k
je (pro v8echna k)
T 1

Protoze ), ; by podle (35) konverguje, plati podle 1.¢asti V.11.5 totéz o Fadé
> he ak. Aplikujeme-li misto 1.¢asti V.11.5 jeji 2.¢ast, vyhneme se zbytecngm
numerickym odhadim (38), (39) a vysledek ziskdme o néco snadnéji: Protoze je

1 sinhk

40 tghk <1 tgk < —
(40) arctg , arccotg T ooshk

=1 pro k — o0,

je ar < 1/k?; podle (35) fada (37) tedy konverguje.

Priklad 11.5. Hodnoty exponenciély se v ryze imaginarnich ¢islech, tedy v ¢islech
tvaru it, kde i je imagindrni jednotka a t € R, definuji rovnosti

(41) e := cost +isint,

z niz snadno plyne, Ze pro vSechnat e R, sc Ran cZ je
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(42) e " =cost —isint, eTH =¢i5. ¢t (e”) = et

et 4 it it _ p—it
43 cost = ——, sint= ——;
(43) 5 T

kromé toho jesté plati tato ekvivalence:
(44) e =1 ¢ t=0 mod 27.
Pro kazdé x # 0 mod 27 a kazdé n € N je v disledku toho

n+1)z 1

n ( —
ikxr __ € __ inx/2 €
(45) kz_oe T T aw_q1 ¢ cin/2 _ o—iz/2

i(n+1l)x/2 _ e*i(n+1)m/2

sin (n+ 1)z

N |
SIII2I

_ 1 |
= (cos 3nx + isin 5nx)

a prechodem k redlnym a imaginarnim castem dostaneme identity

- cosinzsini(n+ 1)z W . sin ina sin 2 (n + 1)z
(46) E coskx = — , E sinkx = — .
pre sin £ Pt sin £

Protoze coskx =1 a sinkz = 0, je-li z = 0 mod 27, je ziejmé, Ze

n

o0
(47)  posloupnost { Z cos kx} . je omezena, pravé kdyz je x Z 0 mod 27,

n=

k=0
zatimco
n o0
(48) posloupnost { Z sin kw} je omezena pro kazdé x € R.
1 n=1

Z toho a z Dirichletova kritéria ihned plyne, ze

= k
(49) fada Z CO/:a I konverguje, je-li « € Ry a = # 0 mod 27,
k=1
zatimco
oo . k
(50) fada Z :ﬂzax konverguje, je-li a« e Ry a = € R.
k=1

Je-li o > 1, konverguji obé tady absolutné podle srovnavaciho kritéria. Je-li
0 < a < 1, vySetiime nejdiive nékteré specidlni piipady: Je-li z = 0 mod 27 (resp.
r = 7 mod 27), je k-ty ¢len fady ze (49) roven 1/k% (resp. (—1)*/k®), takze fada
diverguje (resp. konverguje neabsolutné). Pro x = 0 mod 7 je fada z (50) nulovd ?).

2) ,Nulova fada® neni podle b&zné uzivané terminologie fada s nulovym souétem, ale fada,
jejiz vsechny cleny jsou nulové ; takova Ffada samoziejmé konverguje absolutné.
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Dokazme konecné, ze pro kazdé o € (0,1) a
(51) pro kazdé x #0 mod m konverguji fady (49) a (50) neabsolutné.

ProtoZe u obou fad se postupuje podobné, provedeme dtikaz jen pro fadu z (50).
Protoze jiz vime, ze tato fada konverguje, zbyva dokazat, ze ptislusna rada absolut-
nich hodnot diverguje; k tomu staci ovéfit, Ze nent splnéna prislusnd BC podminka,
tj. ze existuje € € Ry tak, Ze pro kazdé ny € N existujen > ng a p € N tak, ze

e sin kx
> |5 ze
ka

k=n-+1

Dokazeme dokonce vice, a to ze

| sin kx|
s

[e3

2n
(52) existuje € € Ry tak, Ze pro kazdé n > 2 je Z
k=n-+1

Protoze funkce | sin kz | mé periodu , sta¢i omezit se na ¢éisla « € (0, 7); protoze
viak v € (3m,m) = m—x € (0,47) a [sink(r — z)| = | sinkz|, stadi vySetrovat
dokonce jen &sla z € (0, 37). Pro kazdé takové = obsahuje interval ((n + 1)z, 2nx)
délky (n—1)z nejvyse (n—1)a/m+1 < L(n+1) &sel tvaru jr, kde j € Z. Utvoiime-
li pro kazdé j € Z otevieny interval I; := (jm — £z, jm + $x) délky x a polozime-li
6 :=sin %x, je patrné, Ze kazdy interval I; obsahuje nejvyse jeden cely ndsobek ¢isla
x, ze pro kazdé t ze sjednoceni vSech I; je | sint| < § a Ze viude v dopliitku tohoto
sjednoceni plati obracend nerovnost | sint| > 4.

Protoze mnozina {kz; n < k < 2n} obsahuje pravé n ¢isel, existuje v ni aspon
n— %(n+1) = 3(n — 1) &isel, z nichz Z4dné nelezi v z4dném intervalu I;, takze
absolutni hodnota p¥islusného sinu je aspon rovna ¢islu §. Z toho déle plyne, Ze

2n . 1 1
|sinkz| _ 5(n—1)6 _3(n—1)¢ 1 1 1
> > > (- — — > 1
k;ﬂ k= (2n)* ~ 2n - (4 4n)6 =4

protoze n > 2. Nahofe jsme odvodnili, pro¢ se pfi diikazu tvrzeni (52) muiZeme
omezit na ¢isla z € (0, %ﬂ'>; je ziejmé, ze v tom piipadé staci polozit € = L L

3 Sin 5(17
Priklad 11.6. Oznacime-li

k
(53) ap(z) = Z' pro kazdé z € C pro kazdé celé ¢islo k> 0,

o~

je 320 ar(0) = ag(0) = 1. Je-li z # 0, je

:k|j_|1—>0 pro k — oo,

k+1 k1

ak+1(2) _ |z
‘ ax(2) ‘ ‘(k—l—l)!zk

takze podle d’Alembertova kritéria fada Y-, ax(z) konverguje absolutné.
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Tim je dokazéano, ze
(54) fada Z o konverguje absolutné pro kazdé z € C.
k=0 "

Priklad 11.7. Je-li @ € R, plyne z Cauchyho kritéria, ze

o0
(55) fada Z k*z* konverguje absolutné pro kazdé z € C, pro néz je |z| < 1,
k=1

protoze

¥ ke|zk| = (%)a|z| — |z| pro k — o0

(sr. s P£.3.5). Podle téhoz kritéria fada z (55) diverguge, je-li |z| > 1, a to opét pro
kazdé a.

Zbyva vysetiit ¢isla 2 € C, pro néz je |z| = 1. Pak je |k*z¥| = k* a podle
srovnévaciho kritéria fada z (55) konverguje absolutné pro vsechna o < —1. Je-li
z =1aa > —1, fada podle integralniho kritéria diverguje (do +o0). Je-li z # 1
a0>a>—1, existuje t € R tak, Ze z = e, pficemz t #Z 0 mod 27; podle P¥.11.5
fada z (55) konverguje neabsolutné. Je-li o > 0, nekonverguje k-ty ¢len k nule,
takze fada diverguje podle V.11.1.

Priklad 11.8. Prvnim krokem vySetfeni konvergence fady

i sinh k arccotg™ k

YR sink
e

(56)

k=1

se dvéma parametry a € R, 8 € R bude zjednoduseni ¢lenid fady pomoci symetrické
verze Abelova kritéria: Predevsim uvazime, Ze je

sinh k _

(57) — =1, karccotgh <1 pro k— oc.

e

ProtoZe funkce (sinhz)/e” = (1 — e72*) v R, roste, lze vyraz sinhk/e* podle
V.11.12 vynechat, aniz se na konvergenci fady (56) cokoli zméni. Protoze i funkce
xarccotgx v Ry roste, je funkce (z arccotgz)® pro kazdé o € R v R} monoténni,
takze vyraz arccotg® k lze nahradit vyrazem k=%, opét aniz se cokoli na konvergenci
fady zméni. Z toho je patrné, ze 7ada (56) konverguje, pravé kdyZ konverguje fada

=, sink
(58) D tais
k=1
Symetrické Abelovo kritérium dava vsak jesté tuto dalsi informaci: Rada (56)

konverguje absolutné, prdavé kdyz konverguje absolutné tada (58).
Absolutni konvergence fady (56) je totiz totéz co konvergence fady
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i sinh k arccotg® k

/
(56') ek kP

| sin k|
k=1

a ta je podle tohoto kritéria ekvivalentni s konvergenci fady
oo .
, | sink|
(58 D fars
k=1

tj. s absolutni konvergenci fady (58).

Tim je na$ problém pieveden na problém, ktery jsme vyiesili v P¥.10.5: Rada
(58) konverguje absolutné, je-li a + 8 > 1, a neabsolutné, je-li 0 < o + 8 < 1; je-li
a+ B <0, fada (58) diverguje. Totéz plati o Fadé (56).

Poznamka 11.2. Rovnost Y, , ar = s znamend, Ze posloupnost ¢astecnych
souctit s(n) fady vlevo ma limitu s. Necht {k;}52, je n&jaka rostouci posloupnost
nezdpornych celych ¢&isel, pficemz kg = 0. Necht 0,,, znamenéd m-ty ¢dstecny soucet
rady

(ahga1 o+ k) + (@41 oot aky) o (@ g o k) o

o ¢lenech uvedenych v zavorkach. Pak je o, = s(k.,) pro vSechna m a z toho (podle
véty o limité vybrané posloupnosti — sr. s (16) z kapitoly 3) plyne, Ze o, — s.

Tim je (za shora uvedenych piedpokladii o posloupnosti {k;}22,) dokazano toto
tvrzeni:

oo oo
(59) Z ap = Z (ag; 41+ -+ ax,), ma-li leva strana rovnosti smysl.
k=1 j=1

Toto tvrzeni lze povazovat za asociativni zakon pro nekonec¢né fady. VSimnéme
si v8ak, ze (na rozdil od koneénych soucti) k tomu, aby platila rovnost v (59), ne-
stact, aby Yada vpravo méla soucet. Je-li totiz ap = (—1)F~1 a k; = 2j, je fada
1-14+1—-141—1+... divergentni, zatimco (1 —1)+ (1 —=1)+(1—1)+... je
fada nulova. O

Zabyvejme se otazkou, zdali pro nekonecné fady plati néjaky komutativni zakon,
tedy otazkou, zdali se soucet fady nezméni, jestlize fadu néjak pierovname, tj.
jestlize jeji Cleny seCteme ,v jiném potadi“. Nejdrive je ovsem tieba fadné definovat,
co ,sCitanim ¢lent fady v jiném potradi“ neboli ,pferovnanim fady* rozumime.

Definice. Je-li ¢ : N —,, N prosté zobrazeni, fikame, Ze fada
o0
(60) Z ag,(k)
k=1
vznikla z fady ) ,° ; a) pferovnanim o.

Rikéme, ze Fada ) -, b, vznikla z Fady ;- a; pferovnanim, existuje-li pro-
sté zobrazeni ¢ : N —p, N tak, Ze rovnost by, = a, 1) plati pro vSechna k € N.
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Véta 11.13. 1. Je-li >~ ai absolutné konvergentni fada, plati totéz o kazdé
fadé Y p—, bk, kterd z ni vznikla pferovnanim; kromé toho pak je

(61) Z bk = Z ag .
k=1 k=1

2. Rovnost (61) plati i za pfedpokladu, Ze je ay, > 0 pro vSechna k € N (a Ze Fada
> peq bi vznikla z fady Y ;- | aj, pFerovnanim).

3. Je-li Y12 a redlnd neabsolutné konvergentni fada a je-li s € R* jakékoli
¢islo, existuje prerovnani ¢ tak, ze

(62) Za%’(’c) =s. O
k=1

Soucet fady se tedy pfi pferovnani nezméni, je-li fada bud absolutné konver-
gentni, nebo jsou-li vSechny jeji ¢leny nezaporné; naopak, vhodnou zménou potradi
¢lenti neabsolutné konvergentni redlné fady lze ziskat jakykoli pfedem urcéeny soucet

13)

Priklad 11.9. Lze dokazat, Zze soucet s (alternujici neabsolutné konvergentni)
fady

2 (—1)kt 1 1 1
=14+ _Z ...
(63) > p stz—1+

je roven lg 2, ale k tomu, abychom ilustrovali, Ze pferovnanim se soucet neabsolutné
konvergentni fady mutze zménit, staci vzit v tvahu, ze

R AR oS S AR e

Utvorme radu

o0

(65) (1_%_i)+(%_%_é)+”':; (2k1—1_2(2k1—1)_i);

porovname-li pravé strany identit

1 1 1 1 1 1 1

2k —1 2k (2k—1)-2k’ 2k—1 2(2k—1) 4k (2k—1) 4k’

vidime, Ze se soucet fady (65) rovna is.

2
Necht o, resp. 7, znaéi n-ty éasteény soudet fady (65) resp. fady
(66) 1 1 1 n 1 1 1 n n 1 1 1 n
2 143 6 8 9% —1 2(2k—1) 4k ’

3) I u neabsolutné konvergentnich komplexnich fad lze pferovnanim ménit soucet; prislusna
véta vSak nedava tak elegantni vysledek jako 3. ¢ast V.11.13.
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kterd vznikla pferovnanim fady (63). ProtoZe je 73, = oy, pro kazdé n € N a protoze

Tgn—1— 0n = 1/4n — 0, T3p—2 —0op, = 1/dn+1/(4n — 2) — 0 pro n — oo, je

lim7s, = lim7s,_1 = lim7g,_9 = limo,, = %s. Z toho plyne, ze existuje lim 7,
1

a rovna se 55

Rada (66) vznikld prerovndnim vady (63) (s kladnym souctem) md tedy polovicni
soucet. [

V souvislosti s tim, Ze soucet absolutné konvergentni fady nezévisi (podle 1. ¢asti
V.11.13) na pofadi, v némz ¢leny fady sc¢itdme, se zavadi pro s¢itani uzitecny
symbol, v némz potadi s¢itani neni urceno. Tento symbol se nazyva zobecnénd rada
a zahrnuje jak nekonec¢né absolutné konvergentni fady, tak i fady konecné. K jeho
definici budeme potfebovat tento velmi dilezity pojem:

Definice. Rikdme, Ze mnozina A je spoéetnd, existuje-li prosté zobrazeni jedné
Z mMnozin
(67) 0, {1,2,...,N}, kde NeN, N
na mnozinu A. [

Mnozina A je tedy spocetné, pravé kdyz nastane jedna z téchto t¥i situaci:

1) A je prazdna mnozina.

2) A je konefna neprazdnd mnozina; pak lze jeji prvky pfi vhodném N ¢ N
sefadit do prosté (koneéné) posloupnosti {ay }2_;.

3) A je nekoneéna mnozina, pfi¢emz jeji prvky lze sefadit do prosté (nekoneéné)
posloupnosti {a }52 ;.

Rozumime-li prdzdnou posloupnosti zobrazeni prazdné mnoziny?*) a znacime-li
Ji {ak}gzl, vidime, Ze mnoZina A je spocetnd, privé kdyz lze jeji pruky seradit do
prosté posloupnosti tvaru {a,}_,, kde N je bud néjaké nezdporné celé éislo, nebo
0.

Uvedme nékteré vlastnosti spocetnych mnozin:
Kazda cast spocetné mnoziny je spocetna.

Sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je spocetna mnozina.

(68)
(69)
(70) Kartézsky soucin konecného poctu spodetnych mnozin je spodetnd mnozina.
(71) Mnozina Q je spocdetna; totéz plati o jejich podmnozingch Z a N.

(72)

Mmnozina R — Q vSech iracionalnich cisel je nespocetna; totéz plati o jejich
nadmnozinach R a C a o vSech intervalech I C R. [

Predpoklddejme, Ze A je spoéetnd mnozina a Ze kazdému prvku a € A je pfi-
fazeno néjaké komplexni ¢islo a,,. Sefadime-li vS8echny prvky mnozZiny A do prosté
(prazdné, kone¢né nebo nekonecné) posloupnosti

(73) {on}hily

4) Popularné feceno: Jde o posloupnost, kterd nema zadny ¢len — podobné jako ) je mnozina,
kterd nemd zadny prvek.
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(kde N je tedy bud celé nezdporné ¢islo, nebo c0), lze vytvorit (kone¢nou nebo
nekone¢nou) fadu

N
(74) >,
k=1

je-li tato fada nekoneénd, necht je absolutné konvergentni.

Abychom zjednodusili vyjadfovani, umluvme se, ze kaZdou konecnou radu bu-
deme povaZovat za absolutné konvergentni. Podstatné je, ze za vyslovenych predpo-
kladi nezdvist soucet fady (74) na tom, jak byly prvky mnoZiny A sefazeny do prosté
posloupnosti (73); pro koneéné fady je to dusledek platnosti béZzného komutativ-
niho zakona, pro nekonecné fady to plyne z 1.casti véty 11.13, kterd kromé toho
konstatuje, Ze ani absolutni konvergence fady (74) nezéavisi na zptisobu sefazeni.

To vSe nés vede k zavedeni symbolu s¢itani, ktery neobsahuje informaci o poradi,
v némz se prvky dané (spocetné) mnoziny A C C maji secist; bude to symbol

(75) S da,

acA

ktery se nazyva zobecnéna tada.

Jestlize posloupnost (73) vznikla sefazenim prvkd mnoziny A do prosté po-
sloupnosti a jestlize ptislusna fada (74) konverguje absolutng, budeme Fikat, ze
zobecnéna fada (75) konverguje, nebo také, Ze ma smysl; jeji souéet pak definu-
jeme jako soucet fady (74). Je-li tento soucet roven a, piSeme

(76) Z ao = a.

acA

Jestlize naopak pfi néjakém sefazeni prvki (nekoneéné) mnoziny A do prosté
posloupnosti (73) piislusnd fada (74) nekonverguje absolutné, budeme Fikat, ze
zobecnéna fada (75) nekonverguje nebo Ze nema smysl; takové 7adé nend pak pii-
razen Zadny soucet.

Véta 11.14. (Zobecnény asociativni zakon.) Predpoklidejme, Ze B je spocetnd
mnozina a ze Ag, B € B, jsou disjunktni spocetné mnoziny. Oznacime-li

(77) A= 45
BeB
a je-li an, € C pro kazdé a € A, je

(78) Z Ao = Z Z aq , mé-li leva strana této rovnosti smysl.
acA BeBacAg

Poznamka 11.3. Asociativni zakon souvisi s tzv. uzavorkovanim — sr. s Po.11.2;
u zobecnénych tad jej interpretujeme tak, Ze misto abychom secetli zobecnénou
fadu na levé strané (78) pfimo, rozloZzime mnozinu A indext na spodetné mnoho
disjunktnich spocetnych mnozin Ag, pro kazdé /3 se¢teme vsechna ¢isla a,, @ € Ag,
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a vysledky tohoto s¢itani se¢teme pies vSechna [3; vysledek bude roven souctu fady
vlevo, mé-li tato fada smysl.

K tomu, aby levd strana (78) méla smysl, vSak nestaci, aby méla smysl pravd stra-
na; to je zcela analogické tomu, co jsme jiz (v Po.11.2) vidéli u ,,obycejnych“ fad:
Je-li ag := (—1)*"! pro vSechna ae A := N, zobecnénd fada ), _, ao nemé smysl.
Polozime-li viak B = N a A, := {2n — 1,2n} pro kazdé n € B, je 3 .4 aa =0
pro vSechna n € B, takZe soudet na pravé strané (78) ma smysl a je roven nule.

Véta 11.15. (Soucin zobecnénych fad.) Konverguji-li zobecnéné fady . 4 Ga
a Y s pbp, konverguje i fada Z(aﬁ)eAxB anbs a plati rovnost

(79) ( 3 aa) ( 3 bg) = Y aabs.

acA BeB (a,B)e AXB

Definice. Konverguji-li obé zobecnéné rady vlevo, nazyvame zobecnénou fadu
na pravé strané (79) jejich sou€inem. O

V teorii fad hraje dfilezitou tilohu®) tento specialni sou¢in (,,obyéejnych“ fad):
Definice. Jsou-li {a;}32, {0k}, dvé komplexni posloupnosti, nazyvame fadu
© n
(80) > ( > %‘bn—j)
n=0 j=0

Cauchyho soucinem fad
(81) >aj, > b O
§=0 k=0

Definice neobsahuje zadné predpoklady, které by zarudily konvergenci fady (80);
zavadi se jen jisty nazev. Konvergenci Cauchyho soucinu se vSak zabyva tato véta:

Véta 11.16. Z absolutni konvergence jedné z fad (81) a z konvergence druhé
z nich plyne konvergence jejich Cauchyho soucinu a rovnost

® (Sa) (X 0) =3 (Xam)
§=0 k=0 n=0  j=0
Konverguji-li obé fady absolutné, plati totéz o jejich Cauchyho soucinu.

Priklad 11.10. Oznac¢me

©  _k
(83) E(z) := Z % pro kazdé z e C;
k=0

pripomenme, ze podle Pf.11.6 fada vpravo konverguje v celém C, a to absolutné.

5) Viz napt. dodatek k této kapitole.
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Podle V.11.16 plati tedy pro kazdé dvé ¢isla z € C, w € C rovnosti

) = wk = i
B(2) E(w) = (;ﬁ)(gg) _;(j_zoji!(n—j)!)
L)) - s,
n=0 7=0 n=0

Poznamenejme, Ze funkce, kterou jsme zde oznadili E(z), je ve skutecnosti kom-
plexni exponencidla, pro niz se uzivd (podobné jako pro redlnou exponencilni
funkci, ktera je jeji restrikei) vétsinou oznaceni exp z nebo e®. Identita

(84) E(z +w) = E(z) E(w) pro vSechna z ¢ C,w e C,

s nf jiz u redlné exponencidly a u exponencidly s ryze imaginarnim exponentem (viz
Pf.11.5). Dalsi informace o komplexni exponencidle najde étenaf v dodatku k této
kapitole.

Cviéeni

V prikladech 11.01-11.50jen e Nyae Ry, e Ry, ve Ry, a e R, be R, ce R,
A € (0,00), 2 € R, z € C. Ukolem je rozhodnout o absolutni konvergenci kazdé
z nasledujicich fad; v pripadé, ze ¢leny fady obsahuji parametr nebo parametry, je
tfeba nalézt vSechny jejich hodnoty, pfi nichz je konvergence absolutni.

= k! 2 (k1?
11.01. > o 11.02. ) -

k=1 k=1

= (k!)? . ARk
11.03. > EnL 1.04. 3 -

k=1 k=1

i Z2k i Z2k+1
11.05. 11.06. P

£ (2k)! 2k +1)!

> 2k e 2k+1

_1)k 2 IRV

11.07. ) (-1 @) 11.08. > (-1) I

k=0 k=0

> 1 = 1
11.09. - 11.10. PR IR,

,; kK 1"k ,;3 K 16" k 1g°(Ig k)

[e'e] k [e%} Zk2
1.y~ 1112, ) S

k=1 k=1

o0 o0 km
11.13. ) k—ik 1.14. >

E
Il
—
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11.15.

11.17.

11.19.

11.21.

11.23.

11.25.

11.27.

11.29.

11.31.

11.33.

11.35.

11.37.

11.39.

11.41.

11.43.

11.45.

S ("VEr+1-"REr-1)
k=
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11.16.

11.18.

11.20.

11.22.

11.24.

11.26.

11.28.

11.30.

11.32.

11.34.

11.36.

11.38.

11.40.

11.42.

11.44,

11.46.

arccotg® k
k=2
o0 2
> T
= VR
Z coskzx
k=1
Z (kl/(k2+1) _ 1)
k=1
> 1g(1 4 4F)
k=1
00 oz k
Z (SIHE)

Z arctg’C x arccotgk x
k=1



11.47.

11.49.

00
sk k
arcsin xr arccos” x
k=1

i (—1)k$2k(2 _ 1‘2)k
k=0

11.48.

11.50.

M8

=

NE

2F(1 - z)*

Il
-

(sin® z — cos® z)*

k?

b
Il
—

Necht je opét a e R, b e R, c e R, A € (0,00), x € R, z € C. U kazdé z né-
sledujicich fad rozhodnéte, pro které hodnoty parametrt fada konverguje, a pak
zjistéte, kdy je konvergence absolutni a kdy neabsolutni. (P#i aplikaci Abelova a Di-
richletova kritéria nezapomernite ovéfit monotonii p¥islusné posloupnosti!)

11.51.

11.53.

11.55.

11.57.

11.59.

11.61.

11.63.

11.65.

11.67.

11.69.

11.71.

11.73.

> ksink
_1\k

k=1
i (—1)F cos? k
Pt gk
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11.52.

11.54,

11.56.

11.58.

11.60.

11.62.

11.64.

11.66.

11.68.

11.70.

11.72.

11.74,

k=2

ad 2k 4+ 10\*
> (- )k( 3k+1 )
k=1

i sin(k + k~2)
= lg(gk)

s ksin“ k
Z(_l)k 2

! k2 +1

= lg (1 + e*=
> VT



11.75.

11.77.

11.79.

11.81.

11.83.

11.85.

11.87.

11.89.

Reseni

cviceni
11.01.
11.02.
11.03.
11.04.
11.05.
11.06.
11.07.
11.08.
11.09.
11.10.

rccotg k

Z o sin kx

= i sinh kx 4 cosh kx
; ( 1) e2kx

- » Vk coshk!
;( b k+ 1 sinh k!
I

— k+Vk

Z arctg® 7 sin kx coskx
k=1

Z cos (mVk?+1)

k=1

Z cos (71'\/]{3 + 1) oY

- (1Y)

e) coskx

konverguje absolutné

ano

ne

ano

A € (0,

zeC
zeC
zeC
zeC

(a>1)V
(a>1)V

V ((a

)

(a=1)A@>1)
((a=1)A(b>1))
=b=1)A(c>1))
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11.76.

11.78.

11.80.

11.82.

11.84.

11.86.

11.88.

11.90.

lg(1+ k%) cos kx

—— cosk

(&

(%i%)coskw

2k sink

14220 k

sin (mVk2+1)
1
(cotg 7 k)

(st =)

NERANE

sin k
ka

cosk
ka

diverguje
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ano
ne
A>e
nikdy
nikdy
nikdy
nikdy
jindy

jindy



11.11.
11.12.
11.13.
11.14.
11.15.
11.16.
11.17.
11.18.
11.19.
11.20.
11.21.
11.22.
11.23.
11.24.
11.25.
11.26.
11.27.
11.28.

11.29.
11.30.
11.31.
11.32.
11.33.
11.34.
11.35.
11.36.
11.37.
11.38.
11.39.

|z] > 1

|z[ <1

ne

<0

<0

ne

|z] <1

z=0

zelR

ano

|z| <e

x#%0 mod 7w

ano

a>1

x #£ +1

x#0

nikdy
((a<0)A(b>1))
V({(@>0)Ab>0)A0D-a>1))
ne

ne

ano

ne

ano
b+c>1)V((b+e=1)A(a<-1))
n>1

zeC

ne

nikdy

zelR
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0<|z]<1
jindy

ano

z>0
x>0
ano

|2] =1
x#0
nikdy

ne

|z| > e
=0 mod 7
ne
0<a<l
r==1
z=0
reR

jindy
ano
ano
ne
ano
ne
jindy
n=1
nikdy
ano
reR
nikdy



11.40.
11.41.
11.42.
11.43.
11.44.
11.45.
11.46.

11.47.

11.48.

11.49.
11.50.

cviceni
11.51.
11.52.
11.53.
11.54.
11.55.
11.56.
11.57.
11.58.
11.59.
11.60.
11.61.
11.62.
11.63.
11.64.
11.65.

ano

ano

Ae(0,1)

x>0

relR

nikdy

x> tgi(m — /72 +16) = —0.528
S<x<1, kde

S:=sini(r — /72 +16) = —0.467
l1-Vv5)<z<i1+V5)
14|z < VV2Z+1 = 15538
recR

* %k x

konvergence

neabs.
ne
neabs.
neabs.
neabs.
abs.
neabs.
neabs.
neabs.
neabs.
neabs.

neabs.

abs., je-li a > 1, neabs., je-li 0 <a <1
abs., je-li @ > 1, neabs., je-li 0 <a <1

abs., je-li a > 2, neabs., je-li 0 <a <2
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abs.

neabs.

ne

neabs.

nikdy
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neabs., je-li (x Z0mod 1) A(0<a+b<1)
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neabs.
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Dodatek ke kapitole 11

Rikéame, Ze komplexni funkce f komplexni proménné ) je spojitd v bodé a € C,
plati-li implikace z, = a = f(z,) — f(a). Slovy spojita funkce budeme v tomto
dodatku rozumét funkci spojitou v kazdém bodé a € C.

Rikdme, 7e A € C je limita funkce f v bodé a € C, jestlize a # 2z, — a =
f(zn) = A; piSeme pak lim,_,, f(2) = A nebo f(z) > A pro z —a.

Existuje-li limita

i F@ 1)~ (@

(85) h—0 h ’

nazyvame ji derivace funkce f v bodé a (,,podle komplexni proménné“). V tomto
dodatku ji budeme znacit f’(a); k zdméné s analogickym symbolem pro ,derivaci
podle realné proménné* nedojde, protoze se zde tato derivace nikde neobjevi.

Podobné jako je tomu v redlném oboru, plati tato dvé tvrzeni:
(86) lim,_,, f(2) = f(a), pravé kdyz je funkce f spojita v bodé a.
(87) Z existence f'(a) plyne spojitost funkce f v bodé a.

Poznamenejme, ze na rozdil od R* lezi v mnoziné C lezi pouze ,konec¢néa cisla“,
takze i vsechny limity v komplexnim oboru jsou podle nasi definice ,konecné”, a to-
téz tedy plati i o derivacich ,podle komplexni proménné“. [

Zcela analogicky, jako jsme v P¥.11.6 dokdazali, ze fada >, , 2*/k! konverguje
absolutné pro kazdé z € C, se ovéfi, Ze totéz plati o faddch > po , (—1)%22%/(2k)!
ad peo (—1)F22%1/(2k + 1)1. Proto lze v C definovat funkce E, C' a S rovnostmi

oo Zk o] . ZZk o 2k+1
(88) E(2) .=kZ:0 7 C() -=k§(—1) @R kZ:O 2k+1)

jsou to po radé: komplexni exponenciala, komplexni kosinus a komplexni sinus.
(Neuzivame zde pro né bézné oznadeni exp z, cos z a sin z, aby nemohlo dojit k za-
méné se stejnojmennymi redlnymi funkcemi realné proménné. 7))

Pfipomenme, ze v P7.11.10 jsme dokézali identitu
(84) E(z)E(w) = E(z +w) pro vSechna zcC, weC. O

6) tj. zobrazeni z C do C

) Dtikaz, 7e redlna exponenciala a realny sinus a kosinus jsou restrikce funkci (88) a #e rovnost
et = E(it) plati pro viechna ¢t € R (sr. se (41)), najde ¢tenaf ve druhém dilu této knihy. Lze viak
postupovat i jinak: V Jarnikové Diferencidlnim po¢tu I se na zacatku kapitoly 6 zavadéji (redlné)
funkce sinus a kosinus spolu s ¢islem 7 ,axiomaticky“, na zakladé ¢tyt jednoduchych podminek.
Vsechny tyto podminky ¢tenaf najde i v tomto dodatku — viz zejména cviceni 11.93, 11.91, 11.96
a 11.94.
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Cviceni 11.91-11.100 mohou slouzit nejen k individudlnimu procviceni operaci
s fadami, ale napi. i jako referaty, v nichz studenti po korektnim zavedeni exponen-
cialy, kosinu a sinu sami postupné odvodi zakladni vlastnosti téchto funkci. Kromé
jiného se téz dovedi, jak 1ze korektné definovat ¢islo 7, a pfesvedci se, ze vSechny tyto
informace lze snadno ziskat, pfejdeme-li z realného oboru do oboru komplexniho.

Cviceni
11.91. Jisté je zfejmé, ze funkce C je sudd, funkce S liché a Ze
(89) E0)=1, C(0)=1, S(0)=0.

Odvodte z (84), ze

1

(90) z2eC = E(2)#£0, E(—2) = B

11.92. Pro kazdé z € C dokazte tyto identity:

®D E(+iz) = C(2) £iS(2),
(92) C(z) = W’ S(z) = W’

Oznacte = := Re z, y := Im z a ukazte, ze (pro vSechna z € C) je
(94) E(z) = E(z +iy) = E(x) - (C(y) +i5(y)),

pficemz E(z), C(y) a S(y) jsou rediné funkce redlné proménné.

Rada. (91) plyne pfimo z definic funkei E, C' a S, (92) pak vznikne z rovnic
(91) sectenim resp. ode¢tenim. K dukazu (93) a (94) se uzije (91), (92) a (84).

11.93. Pomoci (84), (92) a (93) dokazte, ze identity (tzv. souctové vzorce)
(95) C(z+w)=C(2)C(w) — S(2)S(w), S(z+w)=5(z)C(w)+ C(z)S(w)

plati pro vSechna z € C, w € C.

11.94. Za pfedpokladu, ze 0 < |h| < 1, dokaZte nerovnosti

c(h) -1 =1
— < = _—

(961) == < Alhl, kde A ]; 1 € B
S(h) 2 L 1

(962) S =B ke B= 3 G e R
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Vsimnéte si, ze z nich ihned plyne, Ze

oy — i G =1 oy — i )

Uzijte (95) a (97) k dikazu, Zze pro kazdé z € C existuji derivace C'(z), S'(z),
pricemz
(98) C'(2) = =5(2), S'(2) =C(2).
Podle (87) z toho vyplyva, ze funkce C, S jsou spojité.

R ada. Vyjdéte z definic ¢éisel C'(h) a S(h) a uvazte, ze

C(z+h)—
S(z+h) —S(z) =

Q
O
I
Q

(2)(C(h) = 1) = 5(2) S(h),
(2) (C(h) = 1) + C(2) S(h).

W

11.95. Dokazte, ze C(2) < 0, a odvodte z toho, ze funkce C' m4 v intervalu (0, 2)
(asporti jeden) koien; pak dokazte, Ze mnozina K := C_1(0) N Ry vSech kladnych
korenti funkce C' md minimum.

R a d a. Ovéfte predevsim platnost relaci

22 o L 22k o 22k
9)=1- = -1 <1
(99) c@) TR 2! = > 20!
k=2 k=2
16 o= /4 50
_—1+ﬂ2(%)_—1+@<0

Pak uvazte, ze redlnd spojita funkce C'|(0,2), spliiujici podminky C(0) =1 > 0,
C(2) < 0, se nékde v intervalu (0,2) anuluje (protoze ma Darbouxovu vlastnost).
Protoze jeji infimum A je limitou jisté posloupnosti bodt Ay, € K, plyne ze spojitosti
funkce C, Ze A je minimem mnoziny K ; je pfitom A > 0, protoze C'(0) = 1.

11.96. Definujte ¢islo m rovnosti
(100) 7m:=2min{z e Ry; C(z) =0},

tedy jako dvojndsobek nejmensiho kladného korenu funkce C, a dokazte tato tvrzeni:

A. Restrikce S|(0,im) je funkce rostouci, restrikce C|(0, $m) funkce klesajict
v intervalu (0, 3m). Kromé toho je

(101) S(im) =1, S(x) =0, C(x) = -1, S(2r) =0, C(27) = 1.

B. Komplexni funkce C' a S jsou 2w -periodické, coZz znamena, Ze pro vSechna
z € C plati identity

(102) Czt2m)=0C(2), S(zx2m)=25(z2).

230



C. Komplexni funkce E m4 (ryze imagindrni) periodu 2mi, coZ znamena, 7ze pro
vSechna z € C plati identita

(103) E(z £ 2mi) = E(z).

Rady: Ad A. Podle definice éisla 7 je S’(z) = C(z) > 0v (0,
v (0,17) a S(3m) > 0. Podle (93) je S?(37) = C?(37) + S%(37
k rovnosti ¢’ = —S funkce C' v (0, 3) kles4. (101) se odvodi z
Ad B. Uzijte (95) a (101).
Ad C. Stadi vyjit z (94) a z 27-periodicity funkcei C' a S.

1), takZe S roste
) = 1 a vzhledem
9

(95)-

11.97. Pomoci Cauchyho souc¢inu dokazte, ze pro vSechna z ¢ C, pro néz je
|z] < 1, plati rovnost

(104)

l—z ZJZJ '

11.98. Poloite aj(z) := jz'* pro viechna j € N, k € N a pro viechna z € C,
pro néz je |z| < 1, a dokazte, Ze zobecnénd rada

(105) > ap(2)

(j,k) € NxN

konverguje. Pak pomoci V.11.14 dokazte identity

(106) le_zzj_; 1—zk Zd

J=1

kde d(n) znamend soudet vsech kladngch déliteli ¢isla n. Ovéite, Ze patnacty Cés-
teCny soucet posledni fady je roven

1-2'4+3-2244- 2847 2*+6-2°+12- 204827+ 15. 28
+13-22 418219412211 4+ 928212 +14- 28 424 21 424 ;15

R ad a. Seradte vSechna ¢isla a(z) do prosté posloupnosti, utvoite pfislusnou
fadu a ukazte, Ze jeji Gastecné sou¢ty maji tvar Z(j_’k) c x @jk(2), kde X C NxN je
jistd koneénd mnozina. Zvolte n € N tak, ze (j,k)e X = j <n, k <n, a ovéfte, ze
pak plati odhady

7 lai( ;; |z|ﬂk<;( Zuvk)sif_”

(7,k)e X

< +00.

Z toho plyne konvergence fady (105).
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Prvni resp. druhy soucet v (106) se dostane tim, Ze se misto > ; 1) <y, @jk(2)
(v souladu s obecnym asociativnim zékonem) napise

i(i ajk(z)) resp- i (iajk(z));
=1 =1

j=1 k=1
u druhého souétu se potiebuje i (104). Tteti soudet ve (106) se ziskd tim, Ze se
se¢tou vSechna €isla a;;(z), pro néz je j + k rovno danému éislu n € N.

11.99. Za predpokladu, ze z € C, | z| < 1, dokazte nejdiive konvergenci zobec-
néné rady

(107) DREELE

(4,k) e NxN

pak ukazte, ze jeji soucet Ize napsat v téchto dvou tvarech:

k=1 j=1 k=1 1-2
n=1 min(j,k)=n n=1 1=

Vsimnéte si, ze n-ty ¢len fady na pravé strané (109) resp. (108) je stejného
fadu jako |z |"2 resp. jako |z|™; Fada na pravé strané (109) tedy konverguje daleko
rychleji nez fada na pravé strané (108).%)

11.100. Pro v8echna celd neziaporna ¢isla poloZte
(-1)/
Vvi+1

a ukazte, Ze Cauchyho soucin (neabsolutné) konvergentnich rad Z;io aj, > opeo Gk
(neboli ,,¢tverect Fady o ¢lenech a;) diverguje.

(110) a; =

Porovnate-li tento vysledek s vétou V.11.16, vidite, ze absolutni konvergence
(aspon) jedné z Fad, z nichz chceme utvorit Cauchyho soucin, je podminkou pod-
statnou.

R a d a . Dokazte a pak uzijte nerovnost

Vithm—j+1)<in+2)
platnou pro vsechna n € N a vSechna 57 =0,1,...,n.
8) Podobné zjisténi maji znaény vyznam napi. v situacich, kdy pot¥ebujeme znat piibliznou
hodnoty sou¢tu néjaké fady — v nasem piipadé fady (107). Zalezi na nasi Sikovnosti, zdali z dané

fady dovedeme utvofit jinou fadu s tymz souctem, ale o clenech ,velmi rychle“ konvergujicich
k nule.
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