12. Metrické prostory

Je-li kazdému « z jisté mnoziny A pfifazena podmnozZina M, jisté mnozZiny X,
mluvime o systému {M, },c 4 podmnoZin mnoZiny X.
Sjednoceni a pranik takového systému jsou definovany rovnostmi

(S) U M, = {z € X; existuje a € A tak, ze v € M, },
acA

(P) ﬂ My :={zxeX;xe M, pro viechna a € A}.
acA

Podobné jako se prazdny soucet a soucin ¢isel rovna 0 a 1, je

UMQ:@ a ﬂMa:X, jeli A=10.
acA acA

Rozdil dvou (libovolnych) mnozin X, Y je definovan jako mnozina

(R) X-Y ={reX;x¢Y}.

Cviceni 12.01. Dokazte platnost tzv. de Morganovych vzorcu:

1 X-UMa=(E-My), X=-(Ma=|JX-M,). O

acA acA acA acA

Jsou-li X, Y libovolné mnoziny, M C X, N C Y libovolné jejich podmnoziny
aje-li f: X — Y libovolné zobrazeni, je

() F(M)={f(z); z e M} resp. f-1(N):={zeX; f(x)e N}

obraz mnoziny M resp. vzor mnoziny N pfi zobrazeni f.
Zobrazeni f se nazyva prosté (v X), plati-li implikace

(3) reX, 2 eX, d £2" = f(2)# f(a").

Je-li f: X — Y prosté zobrazeni, existuje pro kazdé y € f(X) pravé jedno z € X
tak, ze f(z) = y. Jestlize toto x oznadime f_;(y), definovali jsme tim zobrazeni
f-1: f(X) = X inverzni k f.

Je-li N C f(X) a je-li zobrazeni f prosté, je obraz mnoziny N pii zobrazeni
f-1 zfejmé identicky s druhou z mnozin (2); neni-li f prosté zobrazeni nebo neni-li
splnéna podminka N C f(X), nelze obraz mnoziny N p¥i zobrazeni f_; vytvofit.

Ke kolizi oznaceni tedy v zadném pripadé nedochézi.
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Cviceni 12.02. Necht X, Y, A jsou libovolné mnoziny, necht pro kazdé a € A
je M, € X a N, CY anecht f: X =Y je libovolné zobrazeni. DokaZte, Ze pak
plati tyto relace:

@ r(UMa)=Usrom,  r (M) () £,

acA acA acA acA
) fa(UNa) = U, () Na) = ) FaVa)
acA acA acA acA
Ukazte dale, ze z inkluzi M; C X, My C X, Ny C Y, No CY plynou relace
(6) J(My — M) D f(My) — f(Ma),
(7) f-1(N1 = N2) = f-1(N1) = f-1(N2).

Jak ukazuje piiklad zobrazeni Id* : R — R, nelze v relacich (4) a (6) nahradit
(pro obecné zobrazeni f) inkluze rovnostmi; je totiz

0 =1d*((—1,0) N (0,1)) #1d*((—1,0)) N 1d*((0,1)) = (0,1),
(0,1) =1d*((0,1) — (~1,0)) # 1d*((0,1)) — 1d*((~1,0)) = 0.
Dokazte v8ak, ze inkluze v (4) a v (6) jsou ve skute¢nosti rovnosti, je-li zobrazeni
f: X =Y prosté.
Cviceni 12.03. Dokazte, Ze pro kazdé zobrazeni f : X — Y plati implikace

(8") McX = MCc fa(f(M)),
(8") NCY = N = f(f_1(N)).

Najdéte zobrazeni f a mnozinu M tak, Ze v (8') neplati rovnost, a dokazte, Ze
v pripadé prostého zobrazeni f tato rovnost plati.

* ok *

Necht X je libovolnd mnozina a necht nezdpornd funkce p : X x X — R spliiuje
pro vSechna z € X, y € X, z € X tyto podminky:

ML p(z,y) =0 & z=1y;

M2. p(z,y) = p(y, );

M3. p(z,z) < p(z,y) + p(y, ).

Dvojici (X, p) pak nazyvdme metricky prostor (zkratka: m.p.), v némz je p
metrikou. Pro kazdé dva body z,y z X se &islo p(z,y) nazyvé vzdalenost bodi
x,y (pf metrice p). Podminka M2 ukazuje, ze p je symetrickou funkci proménnych

x,y, podminka M3 je tak zvana trojihelnikova nerovnost. Zavedeni metriky (p) do
mnoziny (X) se nazyva metrizace (mnoziny X metrikou p).
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Je-li X1 C X app = p|(X1 x X1), tikdme, ze (X1, p1) je podprostor prostoru
(X, p). Casto, ale méné presné se pak pise X; C (X, p) a fiké se, ze v X1 je stejnd
metrika jako v X. O

Je-li M C (X, p), nazyvame ¢islo

(9) diam M := sup{p(z,y); v e M, ye M}, jeli M #0
; 0, jelli M =0

prumér mnoziny M. Toto ¢islo je vzdy nezaporné, ale nemusi byt konecné; je-li
diam M < +o0, fikdme, zZe mnozina M je omezena.

Je-li f zobrazeni (libovolné) mnoziny Z do m.p. (X,p) a je-li mnozina f(Z)
omezena, fikdme, ze zobrazeni f je omezené (v 7). O

Rikdme, Ze bod = € X je limita posloupnosti {zx}7°; bodi m.p. (X, p) a piseme

(10) lim zr =2 nebo xp — x (pro k — 00),

k—o0

je-li p(zk,x) — 0 (v R). Je-li tato podminka splnéna, fikdme téz, ze posloupnost
{zx}3° , konverguje k = (nebo zZe body x, konverguji k x). Rikdme, Ze posloupnost
konverguje (nebo: je konvergentni) v X, ma-li v X néjakou limitu; nemé-li v X
zadnou limitu, ¥ikdme, Ze diverguje (nebo: je divergentni) v X.1)

Cviceni 12.04. Dokazte, Ze kazda konvergentni posloupnost je omezena. [
Jsou-li (X, p), (Y, o) metrické prostory, fikdme, ze zobrazeni f : X — Y je spojité
v bodé = ¢ X, plati-li implikace

(11) g e X, x> x = flag) — f(x);

ikame, ze f je spojité (v X), je-li spojité v kazdém bodé z € X.2) O

Je-li  bod m.p. (X, p) a je-li € € Ry, nazgvdme mnozinu
(12) Uz,e) :={a' e X; p(a',z) <e}

e-okoli bodu z; = je jeho stfed, ¢ jeho polomér. V situacich, kdy na poloméru
nezélezi, budeme okoli bodu z znadit kratce U(z).

Cviceni 12.05. Dokazte, ze v kazdém m.p. (X, p) plati nerovnost
(13) diam U (x,e) < 2¢ pro kazdé x ¢ X akazdé ¢c R, .

1) 1 kdyz vétsinou nehrozi nedorozuméni a slova ,v X“ lze bez obav vynechat, je vhodné
uvédomit si, ze posloupnost o ¢lenech zj := 1/k konverguje v prostoru R, ale diverguje v jeho
podprostoru R — {0}. Komplikovan&jsi piiklad: Posloupnost o &lenech zj := (1 + 1/k)* ma v R
limitu (rovnou e), ale je divergentni v Q C R, protoze ¢islo e je iracionalni.

2) Soustavnéji se budeme spojitosti zabyvat pozdéji v této kapitole.
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Déle: Ovéite, Ze mnozina Z vSech celych ¢isel se stane metrickym prostorem,
zavedeme-li v ni vzdalenost rovnosti p(z,y) := |z — y|; ukazte, Ze pro kazdé x € Z
a pro kazdé n ¢ N je pak

Ux,e)={z—n+1,...,2—Lz,xa+1,...,24+n—-1}, jeli ee(n—1,n),

takze specidlng U(z,1) = {«}. Z toho je patrné, ze v (13) nemusi platit rovnost.
Cviceni 12.06. Dokazte tato dvé tvrzeni:

1. 2y — = < pro kazdé U(z) je i € U(x) pro s.v. k.
2.z e U(x,e) pros.vik, ey =0 = zp >z, O

Necht X je linedrni (= vektorovy) prostor a necht funkce n : X — (0,+00)
splnuje tyto tfi podminky:

Nl.n(x)=0 < z=0.

N2. n(Az) = |A|n(z) pro kazdé A € R a kazdé = € X.

N3. n(z +y) < n(z) + n(y) pro kazdé dva vektory z € X, y € X.

Pak se funkce n nazyva norma v X. Linearni prostor, v némz je zavedena norma,

se nazyva normovany linearni prostor, kratce n.1.p.; prostor X s normou n mizeme
znacit napt. (X, n). Vlastnost N3 je tzv. trojahelnikova nerovnost pro normu n.

Elementy linearnich prostortt budeme nazyvat podle potfeby bud vektory, nebo
body. Hodnota (pfedem definované) normy n v bodé x € X se vétSinou znadi ||x||.

Je-li X n.lLp., je funkce p: X x X — R, definovana podminkou
(14) plx,y) = ||z —y| pro kazdé dva body x € X, ye X,

metrika v X ; podrobnéji mluvime o metrice generované normou n.

Umluva. Kdykoli budeme v n.l.p. mluvit o vzdalenosti, budeme mit na mysli
vzdalenost pii metrice generované prislusnou normou. V souvislosti s tim budeme
kazdy n.l.p. povazovat za prostor metricky. [

Poznamka 12.1. V disledku této tmluvy lze v kazdém n.l.p. X mluvit o kon-
vergenci (posloupnosti bodit). Protoze véak X ma i algebraickou strukturu, kterd
dovoluje tvorit konecné soucty resp. linedrni kombinace vektort z X, 1ze béznym
zptisobem zavést i konvergenci a soucet fad:

Rikéme, Ze vektor z € X je soulet fady > -, z) vektort z; € X, je-li limitou
jejich ¢asteénych souct, tj. je-li Y°)_; xx — @ pro n — oo; to oviem znamend, Ze

n n
p(Zxk,x) = ||Z$k—$” — 0 pro n — oo.
k=1 k=1

Je-li podminka splnéna, piSeme > -,z = x. M&-li fada vektorii néjaky soudet,
fikdme, ze konverguje (je konvergentni); v opa¢ném ptipadé fikdme, ze diverguje
(je divergentni). O
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Necht X je linedrni prostor a necht funkce ss : X x X — R ma tyto t¥i vlastnosti:

S1.55(0,0)=0; 0 £ 2z € X = ss(z,z) > 0.

S2.ze X,ye X = ss(z,y) = ss(y, ).

S3.zeX,yeX,zeX,acR,f R = ss(ax + By, z) = ass(z, z) + Bss(y, 2).

Pak fikame, ze funkce ss je skalarni souéin (v X); prostor X se skaldrnim sou-
¢inem se nazyva unitarni (zkratka u.p.).

Poznamka 12.2. Na rozdil od situace, kdy dvojité linky || ... | vétSina autort
spojuje s (pfedem definovanou) normou, oznaceni hodnot (pfedem daného) ska-
larniho soucinu v literature znac¢né kolisad. Zde zvolime oznaceni, které pfipomina
soucin ¢isel nebo funkci a s ni¢im nekoliduje: Je-li v néjakém linearnim prostoru
definovan skalarni souéin ss, budeme jeho hodnoty ss(x,y) znacit také (z - y).

Vlastnost S3 je linearita skalarniho sou¢inu v prvni proménné. Z podminek S2
a S3 vsak snadno plyne tzv. bilinearita skaldrniho soucinu, tj. platnost identity

(15)  ((uz1 + azz) - (B1y1 + Payz)) =
a1fi(xy - y1) + a1 fBa (21 - y2) + a2fi(@e - y1) + B2 (22 - y2)

pro kazdé ¢tyfi body x1, x2, y1, y2 z X a kazda ¢tyti ¢isla ag, ag, f1, B2. O

Poznamenejme, ze v prostorech se skalarnim soucinem je automaticky zavedena
i ortogonalita (neboli kolmost): Dva vektory x, y unitdrniho prostoru se nazyvaji
ortogonalni (nebo: navzdjem kolmé), je-li (z-y) = 0.

Poznamka 12.3. Je-li X u.p. a polozime-li

(16) |z| :=+/(z-x) pro kazdé x e X,

plyne z vlastnosti skalarniho soucinu, ze pro kazdé dva vektory z € X, y ¢ X je
kvadraticka funkce

(Az+y)- Qo +y) =12 X* +2(@ -y A+ [y

proménné \ € R nezdporna, takze ptislusny diskriminant 4 ((z - y)? — || z]|?[|y||?) je
naopak nekladny. Plati proto tzv. Schwarzova nerovnost

(17) [(x-y)| <|lz| ||ly|l (pro kazdé dva body z € X, y € X).
Pomoci ni se snadno dokaze, ze (16) je norma v X ; fika se ji norma indukovana
prislusnym skaldrnim soucinem.

Umluva. Budeme mlicky piedpokladat, ze v kazdém unitarnim prostoru je zave-
dena norma indukovana prislusnym skalarnim sou¢inem. [

Podle této umluvy je tedy kaZdy unitdrni prostor zdroven prostorem normovanym,
a v dusledku toho i metrickym.
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Priklad 12.1. Pro kazdé p € N nazveme mnozinu AP vSech uspofadanych p-tic
(koneénych) realnych ¢isel p-rozmérnym aritmetickym prostorem. Operace s¢itani
dvou prvkd z = (z1,...,2p) € AP, y = (y1,...,Yp) € AP a nasobeni prvku z éislem
A € R definujeme rovnostmi

(18) c+y =@+ Y1, Tp+Yp), A= (AT1,...,Azp).

Snadno nahlédneme, 7e AP s témito dvéma operacemi je linedrni prostor. Cislo
xy (1 <k < p) je k-ta soufadnice (nebo: slozka) bodu (nebo: vektoru) z; v souvis-
losti s tim o (18) mluvime jako o s€itani a nasobeni €islem po soufadnicich (nebo:
po slozkach).

Stejné snadné je dokazat, ze

(19) (@ y) == wryk
=1

je skaldrni soucin v AP; jeho zavedenim se AP stiava unitdrnim prostorem a indu-
kovana norma a metrika jsou dany rovnostmi

(20) [2]lp =

Unitarni prostor A? (s normou a metrikou (20)) se nazyva p-rozmérny euklei-
dovsky prostor a znaci se R?; p je jeho dimenze, (20) se podrobnéji nazyva euklei-
dovska norma resp. metrika. Nehrozi-li nedorozumeéni, piseme misto ||z ||, jen || z||.

Poznamenejme jesté, ze R! = R a Ze jednorozmérna eukleidovsks norma je totéz
co absolutni hodnota, takze

(21) pi(z,y) = |l —y|1 = |z —y| pro vSechna z c R, yecR.

Priklad 12.2. Metrika a norma jsou spojité funkce, nasobeni vektoru c¢islem,
séitani (odc¢itani) vektord a skaldrni nasobeni jsou spojité operace, protoZe plati:

A. Vkazdém m.p. (X, p) plati implikace x — =, yr — y = p(ak, yr) — p(x,y).
B. V kazdém n.l. p. plati implikace

Bl. 2y — 2 = |z = || z].

B2. A\ = A\, 2 > x = A\ — An.

B3. 2y 2z, yr >y =ty 2Ly
C. V kazdém u.p. plati implikace xy, — x, yr >y = (2 - yx) — (2 - y).

Dukaz. Ad A. Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, ze

p(Tr,yx) < p(xr,®) + p(z,9) + (Y, Yk ) »
p(x,y) < p(x,zr) + p(xr, yr) + o (Wk, );

v disledku toho je | p(zk, yx) — p(@,y)| < p(zk, ) + p(Yk, y)-
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Ad B1. Dtkaz tvrzeni B je zcela obdobny; z relaci

|2k ll = | (@p—2)+2|| < lzp—z|+[z]l, 2] = |2k — (2 —2) || < |2k || +]|2K—2|
ihned plyne, Ze |||y || — [[=||| < ||zx — 2|
Ad B2. Nyni je || Mgz — Az|| = || Mz — ) + A — N z|| < || lze — 2| +

[ A — Al ||«]|, pfiGemz posloupnost {\;} je omezena.

Ad B3. Podle trojuhelnikové nerovnosti je
[ (ze £yr) = (@£ y) | = l[(er —2) £ (e —y) | < Nor — 2] + [lye =yl

Ad C. Protoze je ||z —y||* = ((z —y) - (z —y)) = =] = 2(z - y) + [|y[|*, plati
identita

(22) (@-y)=z(lz1* + Iyl” = llz - y]*)

pro kazdé dva body = € X, y € X. Tvrzeni C plyne tedy ihned z tvrzeni B.
Cviceni 12.07. Nechf p, je (jako dosud) eukleidovska metrika v AP a necht

(23) pp(x,y) == max{|zy —y|; 1 <k <p},

(24) o2, y) = Z |2k — Y.
k=1

Dokazte, ze funkce p,, a p, jsou metriky v AP, pro néz plati nerovnosti

(25) Do < Pp <NPDpy Po<Pp<DPPp, Pp < Pp <PDp-

Odvodte z toho, Ze pro kazdou posloupnost bodid x,, = (zn1,. .., Tnp) € AP, pro
kazdy bod z = (z1,...,x,) € AP a pro n — oo je
(26) Pp(Tn, ) = 0 & Pp(Tn, ) = 0 & pp(wn, ) = 0.

V dusledku toho je konvergence x,, — x pii kazdé z metrik py, p,, pp ekvivalentni
s tzv. konvergenci po souradnicich, tj. s podminkou

(27) Tpk — Tk prom — oo a pro kazdé k=1,...,p. O

Zobecnénim konvergence po soufadnicich je tzv. bodova konvergence:

Je-li X libovolnd mnozina a je-li (Y, o) metricky prostor, fikdme, ze posloupnost
zobrazeni fr : X — Y konverguje v X bodové k zobrazeni f : X — Y, je-li
fe(z) = f(z) (pfi metrice o) pro kazdé x € X. To znamend, Ze

(28) pro kazdé e ¢ Ry a pro kazdé x € X existuje kg tak, Ze nerovnost
o(fr(x), f(x)) < e plati pro vSechna k > ko.
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V podmince (28) zavisi index ko obecné jak na e, tak na xz; je-li mozné volit jej
nezavisle na x € X, fikdme, ze konvergence f;, — f je v X stejnomérna.

Rikdme tedy, Ze posloupnost zobrazeni f; : X — Y konverguje k zobrazeni
f: X =Y stejnomérné (v X), jestlize

(29) pro kazdé e € Ry existuje ko tak, ze nerovnost o(fi(x), f(z)) < e plati
pro vSechna k > ko a vsechna x € X.

Je ziejmé, Ze ze stejnomérné konvergence plyne konvergence bodova ; v nasledu-
jicim prikladé€ ukazeme, ze existuji jednoduché posloupnosti funkci, které konverguji
bodové, nikoli viak stejnomérns. 3)

Poznamenejme predtim, ze posloupnost zobrazeni fi, konvergujici k zobrazeni f
v X bodové, nekonverguje k f stejnomérné, pravé kdyz

(30) existuje ¢ € Ry tak, Ze pro kazdé ko € N existuje k > ko a x € X tak, ze

Priklad 12.3. Je-li fi(z) := x/k pro vSechna z € R, konverguji funkce fr v R
k nulové funkci bodové. Konvergence fr — 0 vSak neni v R stejnomérna, protoze
napf. pro € = 1 a pro kazdé ko € N plati nerovnost | fx(z)| = |z/k| > & = 1 nap¥.
pro k = © = 2ky. Konvergence f; — 0 je v naSem pripadé stejnomérnd na kazdé
omezené mnoziné X C R. Je-li totiz K € Ry zvoleno tak, ze v € X = |z| < K,
je-li dano libovolné € € Ry a polozime-li kg = K/¢, je | fu(z)| < K/k < K/ko = ¢
pro vSechna x € X a vSechna k > k.

Podminka omezenosti mnoziny X C R je v naSem piipadé pro stejnomérnou
konvergenci fr — 0 v X nejen postacujici, ale zfejmé i nutna. Obecné vSak mo-
existuji posloupnosti (spojitych) funkci fi, : R — R, které v R konverguji bodové, ale
konvergence neni stejnomérnd v Zadném intervalu I C R. (Srov. s [2], str. 166.)

* kX%

Nez ptejdeme ke cvicenim, zopakujeme nékteré pojmy linearni algebry. Ve cvice-
nich budou casto vystupovat prostory funkci f : X — Y, kde Y je linearni prostor.
Soucet funkei f, g bude pak vzdy definovan rovnosti (f + g)(z) := f(z) + g(z) (pro
v8echna z € X)), soucin konstanty ¢ € R s funkei f rovnosti (¢f)(z) := cf(z). Bu-
deme respektovat i obecnou terminologii, v niz se prvky linearnich prostort nazyvaji
vektory, a budeme o funkcich mluvit téz jako o vektorech.

Rikéme, Ze neprazdna konecnd podmnozina M = {V;,Va,...,V,} linedrniho
prostoru X je linedrné nezdvisld, je-li linedrni kombinace A1 Vi + ...+ A\, V,, nulovy
vektor jen v piipadé, ze Ay = ... = A, = 0.%) Nekonecnd mnozina M vektort se

nazyva linedrné nezdvisld, je-li linedrné nezavisla kazda jeji neprazdna konecné

3) Stejnomérna konvergence je velmi dilezity pojem matematické analyzy; je mu proto véno-
vana celd nasledujici kapitola. Zde se o stejnomérné konvergenci zminujeme jen proto, ze konver-
gence v nékterych prostorech funkci je pravé tato konvergence.

4) Je zfejmé, ze vektory Vj, jsou pak navzijem rtzné a Ze zadny z nich neni nulovy.
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podmnozina. Neni-li mnozina M vektorti linedrné nezavisla, fikame, Ze je linedrné
zavisld. Je-li M linedrné nezavisla (resp. linedrné zévisld) mnozina, fikdme téz, ze
vektory Ve M jsou linedrné nezdvislé (resp. linedrné zdvislé).

Linedrnim obalem mnoziny M C X nazyvame mnozinu vsech linearnich kom-
binaci prvka z M. Ma-li linedrné nezavisld mnozina M linearni obal rovny X,
nazyvame ji bdzi prostoru X.

Dimenzi (podrobnéji: algebraickou dimenzi) linedrniho prostoru L slozeného jen
z nulového vektoru definujeme jako 0 a piSeme dim L = 0. Existuje-li v linearnim
prostoru L linedrné nezavisld mnozina slozend z n € N vektorid, zatimco kazda
mnozina M C L slozena z vice nez n vektorud je linedrné zavisla, fikame, ze L ma
dimenzi n a piSeme dim L = n. Rikdme, Ze linearni prostor ma nekonecnou dimenzi
a piseme dim L. = oo, nemé-li dimenzi n pro zadné celé ¢islo n > 0, tj. existuje-li
v ném pro kazdé n € N linedrné nezavisla mnozina obsahujici (aspoil) n vektort.

V n.l.p. L nazyvame jednotkovym vektorem kazdy vektor s normou 1. MnozZina
vSech jednotkovych vektort prostoru L je jeho jednotkovd sféra, mnozina vSech
vektorti s normou < 1 resp. < 1 jeho otevrend resp. uzavrend jednotkovd koule.

Cviceni 12.08. 1. Ovéite, ze pro kazdou mnozinu Z # () je mnoZina
(31) M(Z):={f:Z — R; funkce f je omezend v 7}
linearni prostor, v némz je funkce

(32) 1 :=sup{|f(2)|; z€ Z}

normou.

Rada k dikazu trojihelnikové nerovnosti: Pro kazdé z ¢ Z je | f(2) + g(2)| <
| f(z)] + |g(2)]; nejdiive pfejdeme k supremiim na pravé strané, pak k supremu
vlevo. o

2. Ovérte, ze
(33) konvergence pfi normé (32) je totoznd se stejnomérnou konvergenci v Z.

3. Dokazte, ze pro kazdou konec¢nou (resp. nekonecnou) mnozinu Z je algebraické
dimenze prostoru M (Z) také konec¢na (resp. nekonecna).

Podrobnéji: Mnozina vsech funkci

1 pro z=a

(34) falz) = { } , kde ac Z,

0 pro z#a
je linedrné nezavisla; v pfipadé koneéné mnoziny Z je bézi prostoru M(Z).

Navic je || fo|| = 1 pro kazdé a € Z a || fo — fv|| = 1 pro kazdé dva riizné body
acZ,bez. O

Definice. (32) je tzv. supremova norma (v M(Z)); podrobnéji ji lze znadit napt.
Il ... |l sup- Je-li Z koneéné (neprazdnd) mnozina, lze misto suprema psat maximum
a v souvislosti s tim mluvit o0 maximové normé (|| ... || max). O
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Cviceni 12.09. Pro kazdy kompaktni interval {(a,b) C R bud
(35) C(a,b) :=={f:{a,b) = R; f je spojitd v (a,b)}.

Spolu s f je i funkee | f| spojitd na kompaktnim intervalu (a, b), a nabyva tam tedy
svého maxima; proto mé dobry smysl definice:

(36) [ £ := max{| f(z)]; = € (a,b) }.

Dokazte, ze (36) je norma v prostoru C(a,b) a Ze po jejim zavedeni se tento
prostor stane podprostorem prostoru M (a,b) := M({a,b)) (sr. s Cv.12.08). Kon-
vergence pii maximové normé (36), kterou lze podrobné&ji znacit napf. || ... || max,
je opét konvergenci stejnomérnou, a to v intervalu {a,b).

Cviceni 12.10. Pro kazdé dvé funkce f a g z mnoziny (35) polozte

b
(37) (fg) = / fg

a dokazte, ze (37) je skaldrni soucin ; ptisluna norma

(39 = ([ )"

je jednou z ,integralnich norem“. %)
Pro kazdé n € N pak polozte

b—a

(39)  fa(x):=sin (mrgg , fa(z):=0 jinak,

a [
), jeria<zr<a+

a dokazte, Ze || fn |lmax = 1 pro vSechna n ¢ N (takze neni || fy, ||max — 0), zatimco

(40) anl\z=\/b2_na—>0.

Dusledek: Integrdlni norma (38) neni totozna s maximovou normou (36).

Rady: 1. Pfi dtikazu, Ze (37) je skaldrn{ soudin, miiZe éinit potiZe jen vlastnost S1,
konkrétnéji implikace (f - f) =0 = f = 0. Neni-li vSak f =0 (v (a,b)), existuje
bod zg € (a,b) tak, ze A := f2(xg) > 0; ze spojitosti plyne existence intervalu
(c,d) C {a,b), v némz je viude f? > 1 A. Potom vsak je

/abf2:/acf2+/cdf2+/ibf22/cdf2 Z/Cd%A= 2A(d =) > 0.

2. Kazd4 z funkci f,, je spojitd v R a svého maxima nabyva v bodé a+ (b—a)/2n;
doporucujeme nacrtnout si grafy. ¢

5) Lze dokézat (sr. s [13], str. 542-543), 7e pro kazdé pe(1,+o00) je i vyraz (fab | £1?)Y/P nor-
mou; ,integralnich norem“ je tedy nekone¢né mnoho a index 2 v (38) odpovidd p = 2.
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Priklad 12.4. Funkce (39) konverguji k nulové funkci jak pti integrdalni normé
(38), tak i bodové; konvergence neni sice stejnomérnd v celém intervalu (a,b), ale
je stejnomernd v kazdém intervalu (a + 9,b), kde § € (0,0 — a).

Abychom ukézali, jak malo mé konvergence pii normé (38) spoleéného nejen
s konvergenci stejnomérnou, ale dokonce i s bodovou, modifikujme piedchézejici
ptiklad. Pro kazdé n € N polozme d,, := (b — a)/2n a bud

(41)  gn(z) := cos (nwi a) , jeli € (a—dp,a+06n), gn(x):=0 jinak;
—a

snadno zjistime, ze

a+6n a a+dn
(42) / 93 =0, / gi=/ 9r = 36n.
a—0bn a—0dbn a

Definujme pro kazdé n € N a kazdé k = 0,1,...,2n funkci A,y : R — R podminkou
(43) B () := gn(x — koy);
protoze hodnota integrdlu se pfi translaci neméni, je
b %6,1 pro k=0 a k=2n
(44) [ #= .
a 0, pro k=1,....2n—1

7Z toho ihned plyne, Zze posloupnost
(45) hio, b1, haz, hoo, hot, hoo, hos, hoa, - . oy Bty - ooy B2y - -
konverguje pii integralni normé k nulové funkci.

Podrobnéjsim vySetfenim funkci h,j, zjistime, ze pro kazdé x ¢ (a,b) a pro kazdé
n e N existuji celd ¢isla j, k lezici mezi 0 a 2n tak, Ze hy,;(z) = 0, hux(z) > 1/V/2.
V posloupnosti hodnot funkci (45) v bodé 2 bude proto na nekone¢né mnoha mistech

0 a na nekone¢né mnoha (jinych) mistech hodnota > 1/v/2; posloupnost (45) proto
nem4 limitu v zddném bodé x € {(a,b).

NN VWVVVVYY

FUNKCE h,; PRO {(a,b) =(0,1) APRORN=1An=4
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Cviceni 12.11. Pfi oznaceni z (35) dokazte, ze

b
(46) 1= [ 15
je norma v mnoziné C(a,b), pro niz plati implikace
(47) fi € C(a,b), || frlmax = 0 = [ frllr = 0.

Najdéte posloupnost funkei f, € C(0,1), pro néz plati tyto 4 podminky: fr — 0
bodové v (0,1), || fillmax = +00, [ fillt = 0, | fill2 = +00.9)

Cviceni 12.12. Mnozina
(48) 2= {x; x={xp}p2q, ok € R pro kazdé k ¢ N, in < —l—oo}
k=1

(Gte se ,malé el kvadrét*) je jednim z tzv. Hilbertovych prostoru.
A. Dokazte, ze

oo
(49) z={ap}2, € y={w},e? = Zxkyk konverguje absolutné,
k=1

a odvodte z toho, Ze i fada Y ;- | (zi + yx)? konverguje.
Definuje-li se tedy s¢itani posloupnosti x a y a nasobeni posloupnosti x ¢islem
c € R po souradnicich, tj. klade-li se

(50) Tty = {xk + yk}zozlv Cr = {c‘rk}zozlv

stane se z £2 linedrni prostor; dokazte dale, ze vyraz
o0

(51) (x-y) = wryk
k=1

je skaldrni soucin, takze jeho zavedenim do £2 se tento prostor stane unitdrnim
prostorem s normou a metrikou

(52)

> (e —yr)?.

k=1

Rada: Zavér implikace (49) plyne ihned z nerovnosti 2|ab| < a? + b? platné pro
kazda dvé ¢isla a € R, b € R a ze srovnavaciho kritéria pro fady. ¢

B. Ukazte, Ze pro kazdou posloupnost vektort z™ = {x}?° | € (% a pro kazdy
vektor x = {x;,}32, € ¢? plati implikace

6) Nékolik moznych Feseni najde ¢tenaf na konci kapitoly.
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(53) 2" —x pron— oo = xj, = T pro n — oo a kazdé keN,

kterd znamend, Ze z konvergence v {2 plyne konvergence po soufadnicich.
Tzv. Kroneckerovo delta §;; je pro cela ¢isla ¢, j definovano podminkami

1, jelii=j
(54) dij ?:{ o }
0, je-li i £ j
Pro kazdé n € N se vektor e, := {0, }72 ;, tj. posloupnost, jejiz n-ty ¢len se rovna
1 a vSechny ostatni ¢leny jsou nulové, nazyva jednotkovy vektor n-té souradnicové
osy v (2. Vektory e, jsou ziejmé navzdjem ortogondlni (a nenulové, tedy linedrné
nezdvislé); z toho plyne, 7ze dim (2 = cc.
Oveite, ze posloupnost {e, }°2 ; konverguje po soufadnicich k nulovému vektoru
0 prostoru (% (tj. k nulové posloupnosti), pficemz | e,| = 1 /4 0. Implikaci (53)
nelze tedy obrdtit!
C. Dokazte, ze pro kazdé x = {xy}3°, € (? jex = 7o | aper, kde x, = (z - ey)
pro vSechna k ¢ N.
Rada: Rovnosti (z - e) = limnﬁoo(zzlzl xi€; - ex) = Tk plynou z linearity a ze
spojitosti skaldrniho sou¢inu (viz P¥.12.2). Pro kazdé n € N je proto

(e =Y anen) - (2= Y wjes) = lal* =2 Y an(e-en) + 3 af = |22 =Y af,
k=1 j=1 k=1 k=1 k=1

a protoze rozdil vpravo konverguje pro n — oo k 0, plati totéz o ¢tverci normy
vektoru z — > 7_, xey vlevo. o

Poznamka 12.4. Nekonecné posloupnost jednotkovych, navzajem ortogondlnich
vektorti e, uréuje v £2 nekone¢né mnoho soutadnicovych os {tey; t € R}. Podobné
jako je tomu v eukleidovskych prostorech, lze kazdy vektor z € £2 rozlozit do slozek
xrpexr ve sméru jednotlivych souradnicovych os a jejich ,orientované délky“ xp =
(z - ex) se vypoctou podle stejného vzorce jako v prostorech eukleidovskych. Délka
vektoru z je s délkami |zj | primétd do os vazana rovnosti ||z |? = > i, 237, coz
pfipomina Pythagorovu vétu.

Uvedené analogie nejsou zdaleka jediné; v Hilbertové prostoru ¢2 lze spésné
rozvijet geometrii, kterd v nékterych ohledech pfipominéd geometrii eukleidovskych
prostori, ale 1i$i se od ni napt. tim, Ze se i u jednoduchych pojmi (skaldrni soudin,
norma) musime vyrovnévat s otdzkami konvergence.

Kazdy eukleidovsky prostor RP lze snadno zobrazit do ¢2 tak, aby se zachovala
jak jeho algebraicka, tak i jeho metrickd ,struktura“: Oznacime-li ¢ zobrazeni R?
do ¢?, které bodu x = (z1,...,x,) € RP piifazuje bod {z1,...,,,0,0,...} € £2, je
ziejmé, Ze p zachovavé algebraické operace, tj. ze

Nz eRP, yeR = o(z+y) = o) +o(y),

2)z e RP, A e R = o(Az) = Ap(z);
protoze
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3)x eRP = |z| = | ()] (kde vlevo je norma v RP, vpravo norma v £2),
zachovdvd ¢ i vzddlenost.

Zobrazeni s vlastnostmi 1) a 2) se nazyvaji izomorfni (kratce: izomorfismy),
zobrazeni s vlastnosti 3) jsou izometricka; ¢ je tedy izometricky izomorfismus,
prostory R? a ¢(RP) C ¢2 jsou izometricky izomorfni. Viechny vlastnosti, které
plynou z toho, Ze R? i p(RP) jsou normované linedrni prostory, si v téchto dvou
prostorech vzajemné odpovidaji, prostory jsou z algebraického i z metrického hle-
diska ,nerozeznatelné“.

Nekonec¢na dimenze prostoru £? pfinasi v porovnani s kone¢nérozmérnymi pro-
story fadu netusSenych moznosti; pfes jisté analogie jsou vSak mezi geometrii pro-
stortt RP a (2 i zésadni rozdily. Piiklad: Zatimco v ¢2 je konvergence podminkou
znacné silnéjsi nez konvergence po soutradnicich, je v kazdém RP konvergence to-
toznd s konvergenci po soufadnicich.

Cvi¢eni 12.13. Znakem ¢ (nebo podrobnéji £!) se ve funkciondlni analjze znaci
prostor v3ech (nekoneénych) posloupnosti x = {1 }7° ; realnych éisel, pro néz rada

oo . Y o , T, > . «
> 1|k | konverguje. S¢itani dvou vektort a nasobeni vektoru ¢islem je opét de-
finovano jako s¢itani resp. nasobeni po souradnicich.

A. Dokazte, Ze

(55) ]l == |
k=1
je norma v /.
B. Ukazte déle, ze
(56) Z|xk|<+oo:2$i<+oo,
k=1 k=1

takze kazda posloupnost lezici v £ lezi i v £2. Pozor vSak! Prostor { s normou (55)
neni podprostorem prostoru £ s normou (52), protoZe tyto normy nejsou totozné.

C. Najdéte posloupnost {x }?° |, pro niz je soucet na levé strané (56) nekonecny,
soucet vpravo konecny. Dokazte konecné, ze

(57) 2™ — x pii normé (55) = 2" — x pii normé (52).

Cviceni 12.14. Necht X # () je libovolnd mnozina, ¢ € R libovolné ¢islo. Pro
kazdé dva body x, y z X polozte

(58) do(z,y) = { o ete? y}

0, jeli x =y
a dokazte, ze d. je metrika.

Poznamenejme, Ze prostor (X, d..) i metrika d. se nazyvaji diskrétni (podrobnéji:
diskrétni s konstantou c).
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Oveite, ze v (X, d.) plati tato tvrzeni:
A. Pro kazdy bod x € X je

(59) o) = { {z}, je-lie e (0,c) }

X, je-lie e (¢, +00)

Diisledek: Kazdé okoli mé priimér rovny bud 0, nebo c.
B. Posloupnost bodii x, € X je konvergentni, pravé kdyz je stacionarni.
Ovérte dale spravnost téchto tvrzeni:

C. Mnozina {e,; n € N} vSech jednotkovych vektorti v ¢* je diskrétni prostor
s ¢ = /2. T4z mnozina, povazovana za podprostor prostoru ¢, je také diskrétni
prostor, ale s konstantou ¢ = 2.

D. Kazda z funkci cos2¥nz, kde k € N, je jednotkovy vektor prostoru C(0,1)
s maximovou normou a mnozina vsech téchto vektori je diskrétni podprostor pro-
storu C(0,1) s konstantou ¢ = 2.

E. Mnozina vSech funkci (34) ze Cv.12.08 je diskrétni podprostor s konstantou
¢ = 1 prostoru M (0, 1) se supremovou normou; kazda z uvedenych funkci mé p¥itom
normu také rovnou 1.

F. Definujeme-li v prostoru C(—m, ) skaldrni souc¢in podle Cv.12.10, ziskdme
unitarni prostor, v némz funkce fi(x) := sinkz, kde k € N, tvori diskrétni pod-
prostor s konstantou ¢ = \/27; uvedené funkce jsou pfitom navzijem ortogonalni
vektory s normou /7.

G. V prostoru C(0,1) se skaldrnim sou¢inem z Cv.12.10 tvofi funkce

2k/2 sin (2F ) v (27F, 27k 1)
gr(z) =

(60) . }, kde k e N,
0 jinde

diskrétni mnozinu s konstantou ¢ = 1; funkce g, jsou navzajem ortogonalni a kazda
z nich m4 normu 1/+/2.

Cviceni 12.15. Necht X je mnozina vSech komplexnich ¢isel a necht pro kazd4a
dvé komplexni &isla z = |z|e®, ( = |(]e®, kde s e R, t € R, je

|z—=¢|, jelibud 2¢ =0, nebosztmodw}

(61) pzv1(27C)' {|Z|+|C| jinak

(Vzdalenost dvou bodt se tedy na kazdé pfimce prochézejici po¢atkem mé¥i
ynormalng“ (=, eukleidovsky“); lezi-li v8ak body z # 0, ¢ # 0 na dvou raznych
polopfimkach vychazejicich z pocatku a netvoricich dohromady pfimku, je jejich
vzdalenost rovna eukleidovské vzdalenosti, kterou by mély, kdyby obé poloprimky
dohromady pfimku tvofily, tj. kdyby jedna z nich byla prodlouzenim druhé. Na-
zornou predstavu o ,metrickych pomérech” v celém prostoru (X, p,y1) komplikuje
skutecnost, ze by se kaZdda polopfimka vychazejici z po¢atku v tomto smyslu jevila
jako prodlouzeni kazdé jiné takové polopiimky.)
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Dokazte, ze

1) funkce p, v je metrika v mnoziné X vSech komplexnich ¢isel.

Dokazte dale, ze v prostoru (X, p,y1) plati:

2) 2z, > 0 & | 21| = 0;

3) zx — 2 = |z]e¥® # 0, pravé kdyz je z, = |z | pros.v.k a |z — 2| — 0.

Cviceni 12.16. Necht X je mnozina vSech posloupnosti pfirozenych &isel, tj. vSech
zobrazeni f : N = N. Je-li f € X, ge X, f # g, polozme ppp(f,g) = 1/n, kde n je
nejmensi pfirozené ¢islo, pro néz je f(n) # g(n); je-li f =g, bud ppp(f,g) =0.

Dokazte tato tvrzeni:

A. ppp je metrika v X . (Dvojice (X, ppp) se nazyvéa Bairav prostor.)

B. Je-li f, € X, f e X, je fr = f pii metrice ppp, pravé kdyz pro kazdé n ¢ N
existuje k(n) ¢ N tak, Ze pro vSechna k > k(n) je fr(1) = f(1),..., fx(n) = f(n).
(Utvofime-li ,dvakrat nekoneénou® matici, jejiz k-ty fadek tvoii ¢leny posloupno-
sti fi, je prvni ¢len k-tého ¥adku s k > k(1) ¢islo f(1), prvni dva ¢leny k-tého
fadku s k > k(2) jsou éisla f(1), f(2), atd. Sloupce matice jsou tedy staciondrni
posloupnosti, pfi¢emz v n-tém sloupci je od k(n)-tého ¢lenu &islo f(n).)

C. Necht' fi(k) := k pro vSechna k a fr(j) := 1, je-li j # k; pak fr — f, kde f
je konstantni posloupnost f, pro niz je f(j) = 1 pro vSechna j.

Cviceni 12.17. Necht —0o < a < b < 400 a necht ¢ : R —,, (a,b) je spojitd
rostouci funkce ; rozsifme jeji definiéni obor na celé R* tim, Ze polozime ¢(—o0) := a,
©(400) := b. Dokazte, ze funkce definovana podminkou

(62) prea(z,y) = |o(y) — o(z)| pro kazdé dva body = < R*,ycR*

je metrika. (MtzZeme ji fikat redukovana metrika v R* generovand funkci ¢; body
x,y na ose x zobrazime funkci ¢ a najdeme (eukleidovskou) vzdalenost jejich obrazt
¢(),¢(y) na ose y.)

Dokazte dale, ze pro kazdou posloupnost {1 }72 , kone¢nych redlnych ¢isel a pro
kazdé x € R* je im y_yo0o 7, = x, ") pravé kdyz prea(xr, ) — 0.

Oveéfte koneéné, ze napt. funkce p(x) := z/(1 + |z|) (z € R) spliluje nahore
uvedené podminky, pficemz (a,b) = (—1,1).

* ok *

Jsou-li z1, 2o dvé komplexni ¢isla, ozna¢me z; := Rez;, y; :=Imz; proj =1,2
a polozme

(63) p(z1,22) = |22 — 21| = /(w2 — 21)2 + (y2 — y1)2.
Funkce p je podle toho, co jsme fekli v Pf.12.01, metrika v mnoziné C vSech
komplexnich ¢isel; neni-li feeno nic jiného, predpoklada se automaticky, ze C je

metricky prostor prdve s touto metrikou.

™) podle bé&zné definice
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V analyze v komplexnim oboru se m.p. C nazyvéa oteviena Gaussova rovina;
podobné jako bylo z mnoha dévodd vyhodné pfidat k R dvé nekonec¢né ¢isla +oo,
je v komplexni analyze vhodné rozsirit mnozinu C o jediné nekone€no co. Vznikne
tak mnozina S := C U {oo}.

Algebraické operace s co se zavadéji takto:

1. Soucet: z 4+ 0o = 0o+ z := oo pro kazdé z € C; soucet 0o + oo neni definovan.

2. Soudin: z - 00 = 00 - z := 00 pro kazdé nenulové z € S; souciny 0 - oo, oo - 0
nejsou definovéany.

3. Podil: 2/0 := oo pro kazdé nenulové z € S a z /o0 := 0 pro kazdé z € C; podily
0/0 a 0o/o00 nejsou definovény.

4. Celoéiselnd mocnina: oo® := 1, co™ := 00, 00"

:= 0 pro kazdé n ¢ N.

Do mnoziny S se zavadi metrika p* takto: Oznacme A := (0,0,1) ,severni pdl“
jednotkové sféry

(64) S:={(neR E+n’+* =1}

v R? a pro kazdé X = (£,7,¢) € S — {A} bud (z,y,0) prisecik souradnicové roviny
¢ = 0 s polopfimkou vychéazejici z bodu A a prochazejici bodem X . Polozime-li

(65) B(X) = {x+iy, je-li X # A} |

oo, jelli X=A

je @ ziejmé prosté zobrazeni mnoziny S na mnozinu S, takze ¥ := &_; zobrazuje S
prosté na S. Pro kazdé dva body z1, 22 z S pak definujeme

(66) P (21, 22) = p3(¥(21), ¥ (22)),

kde p3 je eukleidovsk4 metrika v R3. Zobrazeni @ se nazjva stereograficka projekce,
p* je tzv. redukovana metrika v S®), m.p. (S, p*) je uzaviena Gaussova rovina.

Cviceni 12.18. Dokazte toto jednoduché obecné tvrzeni, z néhoz ihned plyne, Ze
p* je opravdu metrika v S:

Véta 12.1. Je-li (Y,0) metricky prostor, je-li w : Y —,, W prosté zobrazeni
a definujeme-li

(67) T(wy,ws) :=oc(w-1(w1),w_1(ws)) pro kazdé dva body wi € W, wy e W,

je (W, T) metricky prostor. [

V souladu s tim, co jsme fekli v Po.12.4 pro jeden specidlni piipad, nazyva se
zobrazeni w : Y — W prostoru (Y, o) do prostoru (W, 7) izometrické, jestlize
(68) ey, peY = r(wy),w(yz)) = oy, y2).

8) p* je metrika podle V.12.1, kterd nésleduje a jejiz snadny ditkaz pfenechame tenafi.
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Existuje-li izometrické zobrazeni w : Y —,, W, fikdme, Ze prostory Y a W jsou
izometrické.?) O
Jisté jsou zfejméa tato dvé tvrzeni:

(69) Roviny R? a C jsou izometrické;
(70) rovina (S,p*) je izometrické s jednotkovou sférou S v R3.

Cviceni 12.19. Dokazte tato tvrzeni:

1. Je-li (0,0,1) = A# X =(&,1,0) €S, z=Rez, y=1Imz, je

§+n
71 P(X) =
() 0 =52,
2x 2y 22 4+9y2 -1
72 = = = 7.
(72) ¢ 22+ TR ¢ 2 +y?+1

2. Je-li p metrika (63), je-li zi;, € C pro kazdé k € N a je-li z € S, plati tyto
implikace :

(73) z2eC = (p"(2k,2) > 0 & p(zg,2) = 0),

(74) z=00 = (p"(2k,2) > 0 & |zk| = +00).

Cviceni 12.20. Necht (X, p) je metricky prostor; dokazte, ze funkce p* definovand
rovnosti

(75) pr(z,y) == @) pro kazdé dva body x e X,ye X

- 1+ p(z,y)

je metrika v X splnujici ekvivalenci
(76) plxg,z) >0 < p*(xg,z) =0

pro kazdou posloupnost bodit z € X a kazdy bod x € X.

Rada: Trojuhelnikova nerovnost pro funkci (75) je ekvivalentni s nerovnosti,
ktera z ni vznikne vynasobenim vSemi jmenovateli; staci pak porovnat obé strany. ¢

Vsimnéme si, ze vSechny hodnoty funkce p* lezi v intervalu (0,1) ; z toho ihned
plyne, ze kazda podmnozina prostoru X s metrikou p* je omezena — jeji priimeér
neni vétsi nez 1.

Vsimnéme si dale, ze kdyz za prostor (X, p) zvolime R, bude mit (75) tvar

ly — |

(75*) p(x,y) = [T pro kazda dvé ¢isla z,y z R;

9) Jde ziejmé o relaci reflexivni, symetrickou a tranzitivni, tedy o ekvivalenci ve smyslu obecné
teorie mnozin.
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i tato metrika v mnoziné vSech konec¢nych redlnych ¢isel se pocitava mezi tzv. redu-
kované metriky. [

Definice. Dvé (libovolné) metriky p a p* v témz prostoru X, pro néz plati (76),
se nazyvaji ekvivalentni.

Cvi€eni 12.21. Necht X je mnozina vSech (nekoneénych) posloupnosti (koneé-
nych) realnych &isel; jsou-li z = {zx}72, a y = {yr}p2, dvé takové posloupnosti,
bud

o0

(77) o(z,y) ZZZL lyk — @k |

= 28 14 Jyp —ax|

Dokazte, ze
1. 0 je metrika v X

2. konvergence v prostoru (X, o) je totoznd s konvergenci po soufadnicich, tj.
s podminkou: Je-li 2" = {x}}7°; € X pro kazdé n e N a je-li v = {1, }7°, € X, je

(78) lim 2" =2 v (X,0) & lim z}} =z pro kazdé k € N.

n—00 n—00

Rada: Z vysledkt Cv.12.20 snadno plyne, Zze o je metrika. Kazdy séitanec na
pravé strané (77) je nejvyse rovny levé strané; podle Cv.12.20 proto o(z",x) —
0 = |z} — x| — 0 pro kazdé k. Je-li obracené |z} — x| — 0 pro kazdé k a je-li
e € Ry, zvolime K e N tak, aby bylo ZZOZKH 27F < %5; pak najdeme N € N tak,
aby bylo |z} — x| < €/2K pro vSechna n > N a vSechna k € {1,..., K}. Pro kazdé
n > N je pak o(z",z) <e. ¢

Cviceni 12.22. Nechf —c0 < a < b < 400 a necht (a;,,b,) jsou kompaktni
intervaly spliujici podminky

(79) <am7 bm> - (am+17 bm+1) pro kazdé m e N, U <ama bm> = (av b)

m=1

Necht X je mnozina vSech funkci f : (a,b) — R omezenych na kazdém intervalu
(o, B) C (a,b); pro kazdou funkei f € X a pro kazdé m € N ozna¢me

(80) om(f) = sup{| f(z)[; = € (am,bm) }

a pro kazdé dvé funkce f € X, g € X polozme

N L onlf-g)
=y D= 2 o o9

Dokazte, ze

1. 0., neni (pro zadné m) norma v X , ale

2. 0 je metrika v X .
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Rada: o,,, neni norma, protoze pro dvé funkce f, g z X, pro néz je f(x) = g(x)
pro v8echna x € (G, bm ), je om(f,9) = 0 bez ohledu na to, jakych hodnot nabyvaji
v (a,b) — (am,bm); om vSak spliiuje nerovnost o, (f + g) < om(f) + om(g), coz
staci k tomu, aby funkce o, (f)/(1+ 0m(f)) splitovala podobnou nerovnost. Z toho
snadno plyne trojuhelnikova nerovnost pro funkci o. ¢

Dokazte déle, ze

3. o(fx, f) — 0, préavé kdyz je fr, — f stejnomérné v kazdém (a,, by,).

Rada: Postupujte podobné jako ve Cv.12.21. ¢

Necht (¢, d,) spliiuji analogické podminky jako intervaly (@, b ), tj. necht je

o0

(79) (Cnsdn) C (eny1,dny1) pro kazdé neN, | J(cn dn) = (a,b).
n=1

Analogicky bud
(80") Tn(f) = sup{| f(2)|; = € (cn,dn) }

pro kazdé n e N a

)52t

n=1
Dokazte, ze
4. metriky o a T jsou ekvivalentni, tj. ze konvergence v X nezavisi na zptusobu,
jak byl interval (a,b) rozlozen na kompaktni intervaly {(am, by ) s vlastnosti (79).

Rada: Dokazte, Ze pro kazdé m € N existuje n € N tak, Ze (am,bm) C {(cn,dn),
a Ze obracené pro kazdé n € N existuje m € N tak, Ze (¢, dp) C (am,bn); vyuzijte
to pak v dikazu. ¢

Cviceni 12.23. Budte (X, p) a (Y, o) dva libovolné metrické prostory; pro kazdé
dva body 2’ = (2/,y') e X x Y, 2" = (2",y") € X x Y polozme

(82) pxy (2, 2") = p?( ") + a2 (y',y"),
(83) Pxy (2, 2" )12 max (p (2, 2"), o (y', y")),
(84) pxy (2, 2") = p(a', ") +o(y',y").

Dokazte, ze

1. kazda z funkci (82) — (84) je metrikou v kartézském soucinu X x Y;

2. kazdé dvé z téchto metrik jsou ekvivalentni a pii kazdé z nich je konvergence
v X x Y konvergenci po souradnicich.

3. Metrizujte podobné obecny kartézsky soucin X; x ... x X, kde p > 1 je
prirozené cislo a dokazte analogicka tvrzeni.

4. Provedte piedchdzejici tikol specidlné pro piipad, ze X; = ... = X, = R. Pak
pro p =2 a pro p = 3 popiste, jak z hlediska eukleidovské geometrie vypadaji okoli
pri vSech tfech zkonstruovanych metrikach. [
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Rikéme, Ze podmnozina M metrického prostoru (X, p) je oteviena, ma-li kazdy
bod x € M okoli U(z) obsazené v M. Rikdme, Ze mnozina N C X je uzav¥ena, je-li
jeji doplnék X — N otevieny.

Cviceni 12.24. Dokazte tato tvrzeni:

O1. § a X jsou oteviené mnoziny.

02. Je-li A libovolna mnozina a je-li mnozina M, oteviena pro kazdé o € A, je
i sjednoceni | J. 4 oteviené.

03. Je-li A kone¢na mnozina a je-li mnozina M, oteviena pro kazdé a € A, je
i prinik (. 4 otevieny.

Cviceni 12.25. Dokazte tato tvrzeni:

Ul. § a X jsou uzaviené mnoZiny.

U2. Je-li A libovolna mnozina a je-li mnozina M, uzaviend pro kazdé a € A, je
i prinik (.4 uzavieny.

U3. Je-li A kone¢na mnozina a je-li mnozina M, uzaviena pro kazdé o € A, je
i sjednoceni |J,. 4, uzaviené.

* ok %

Pro kazdou podmnozinu M metrického prostoru (X, p) definujeme vnit¥ek int M,
vnéjsek ext M, uzavér M a hranici 0M mnoziny M takto:

1. z € int M znamen3, Ze existuje U(z) obsazené v M.

2. z € ext M znamend, Ze existuje U(z) disjunktni s M.

3. x € M znamen4, 7e kazdé U(z) méa spoleéné body s M.

4. © € OM znamend, Ze kazdé U(x) mé spoleéné body jak M, tak is X — M.

Bodim z int M resp. z ext M resp. z OM se tika vnitfni resp. vnéjsi resp. hra-
ni¢ni body mnoziny M.

Je ziejmé, ze int M C M aext M N M = 0; body v € M a x € OM mohou, ale
nemust patrit do M.

Cvi€eni 12.26. Dokazte, Ze pro kazdou podmnozinu M m.p. (X, p) plati:

1. Je

—~
oo
ot

~

X =int M UOM Uext M, pficemz mnoziny vpravo jsou disjunktni.

Cint(X — M) = ext M, ext(X — M) = int M.
M=X—extM =int MUOM = M UOM.

LOM=9(X — M) =T nX =L

. Mnoziny int M a ext M jsou oteviené, mnoziny M a OM uzaviené.
. Mnozina M je oteviena, pravé kdyz M = int M.

. Mnozina M je oteviena, pravé kdyz M NOM = ().

. Mnozina M je uzaviend, pravé kdyz M = M.

. Mnozina M je uzaviena, pravé kdyz OM C M.
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Cvi€eni 12.27. Dokazte, ze pro kazdou podmnozinu M m.p. (X, p) plati:

1. M je oteviena, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodu z; € X, pro niz je
xx >z e M, jexy e M pros.v. k.

2. M je uzavtena, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodi xy € M, ktera kon-
verguje v X, je limxy ¢ M.

3. x € int M, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodi x, € X, pro niz je
xx —>x €M, jexy € M pros.v. k.

4. x € M, pravé kdyz existuje posloupnost bodii x € M tak, ze xj, — x.

5. x € OM, pravé kdyz existuji dvé posloupnosti bodii 2}, € M az) € X — M
tak, ze limz), =lima}) =2z. O

Definice. Rikdme, Ze podmnozina M metrického prostoru (X, p) je kompaktni,

je-li mozné z kazdé posloupnosti bodt z € M vybrat posloupnost konvergentni
vM. O

Ve vétach 12.2—12.7 jsou shrnuty nejdiilezitéjsi vlastnosti kompaktnich mnozin;
dikazy prvnich péti nejsou nikterak obtizné a mohou slouzit ¢tenéri jako test, ze
prislusné pojmy myslenkové dobie zvladl.

Véta 12.2. Je-li mnozina M C X kompaktni, je omezend a uzaviend (v X).

Véta 12.3. Je-li mnozina M C X uzaviend a je-li prostor X kompaktni, je M
kompaktni.

Véta 12.4. Je-li p € N, je mnozina M C RP kompaktni, pravé kdyz je omezena
a uzaviena.

Cvigeni 12.28. Dokaite, ze uzaviens jednotkova koule {x € ¢?; ||x|| < 1} pro-
storu ¢2 neni kompaktni, ackoli je uzaviend a omezena. 1°)

Rada: ProtoZe z konvergence x,, — x v £ plyne jak konvergence po soufadnicich,
tak i relace ||z, | — |||, nemtiZze mit z4dné posloupnost vybrand z posloupnosti
vektort e,, soutadnicovych os v 2 Zadnou limitu; po soufadnicich totiz konverguje
k nule, zatimco normy maji limitu 1. ¢

Véta 12.5. Jsou-li prostory (X, p) a (Y, o) kompaktni, plati totéz pro jejich kar-
tézsky soucin X xY metrizovany kteroukoli z metrik z P¥.12.23. (Analogické tvrzeni
plati pro kartézsky soucin libovolného kone¢ného pocdtu kompaktnich prostori.)

Véta 12.6. (Cantorova véta.) Jsou-li M}, neprézdné kompaktni podmnoziny me-
trického prostoru (X, p) a je-li My D M1 pro kazdé k € N, je (oo, M #0. O

Definice. Rikame, Ze systém M = { M, }oc 4 mnozin pokryva mnozinu M (nebo
Ze je pokrytim mnoziny M nebo Zze mnoziny M, € M pokryvaji mnozinu M), je-
i M C Uyca Ma. O otevieném pokryti mluvime v piipadé, ze vSechny mnoziny
M, € M jsou oteviené.

10) Podminka M C RP véty 12.5 je tedy podstatnd. Ve funkciondlni analyze se dokazuje, Ze

uzaviend jednotkova koule v n.l.p. X je kompaktni, pravé kdyz ma X konec¢nou dimenzi.
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Véta 12.7. (Borelova véta.) Je-li M = {M,}oca oteviené pokryti kompaktni
podmnoziny M metrického prostoru (X, p), existuje koneénd mnozina B C A tak,
Ze systém My := {M,; a € B} je také pokrytim mnoziny M.

* k%

Definice. Jsou-li (X,p) a (Y,0) metrické prostory a je-li M C X, iikdme, ze
zobrazeni f : M — Y je spojité v bodé = ¢ M vzhledem k M, plati-li implikace

(86) xp € M pro kazdé ke N, z, » z = f(ap) — f(z).

Je-1i f spojité v kazdém bodé x € M vzhledem k M, fikdme, Ze je spojité v M. Pro
spojitost vzhledem k X se obvykle uziva kratky nazev spojitost.

Cviceni 12.29. Uvazte, Ze funkce f : R — R definovanéd jako 1 v intervalu
I :=(-1,1) a jako 0 v R — I, je spojitd v I, ale neni spojitd (vzhledem k R)
v bodech +£1.

Slova ,vzhledem k M “ jsou proto v definici spojitosti v M podstatnd. Uvazte
vSak také, ze v pripadé oteviené mnoziny M je spojitost vzhledem k M totéz co
spojitost vzhledem k X .

Cviceni 12.30. Dokazte ekvivalenci téchto t¥i vyroki:

A. f je spojitda v bodé x vzhledem k M.

B. Pro kazdé okoli U(f(z)) (v prostoru Y) existuje okoli U(z) (v prostoru X)
tak, ze f(U(z) N M) C U(f(x)).

C. Pro kazdé € ¢ R, existuje § € R, tak, ze

(87) e M, p(a',z) < = o(f(2'), f(z)) <e.

Dodatek. Je-li M C X oteviena mnozina, Ize v podmince A slova ,vzhledem
k M*“ vynechat, v podmince B lze psat U(x) misto U(x) N M a v podmince C
nemusime psat ,x' € M“.

Cviceni 12.31. Dokazte ekvivalenci téchto vyrokiu:

A. Zobrazeni f : X — 'Y je spojité.

B. Pro kazdou mnozinu M otevienou v'Y je mnozina f_1(M) oteviend v X.

C. Pro kazdou mnozinu N uzavienou vY je mnozina f_1(N) uzaviend v X.

D. Pro kazdou mnozinu W C X je f(W) C f(W).

Véta 12.7. Je-li X kompaktni prostor a je-li zobrazeni f : X — Y spojité, je
i mnozina f(X) kompaktni.

Dasledek. Je-li X # () kompaktni prostor, nabyva v ném kazda spojitd funkce
f: X — R jak svého maxima, tak i svého minima. [

Nasledujici tvrzeni zobeciiuje zndmou vétu o spojitosti superpozice dvou redl-
nych funkci redlné proménné; protoze podprostor metrického prostoru je metricky

prostor, vyslovime je pro jednoduchost jen pro celé prostory s tim, Ze uzivat je lze
(po evidentni tipravé) i pro podprostory.
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Véta 12.8. 1. Je-li zobrazeni f z m.p. X do m.p. Y spojité v bodé a € X a je-li
zobrazeni g z m.p. Y do m.p. Z spojité v bodé f(a), je superpozice g o f spojita
v bodé a.

2. Je-li f: X =Y spojité vX ajelig:Y — Z spojité vY, je superpozice go f
spojita v X.

Diilezitost stejnomérné konvergence naznacuje napi. tato véta:

Véta 12.9. Necht X, Y jsou metrické prostory, {fi}7>, posloupnost zobrazeni
z X doY, f zobrazeni z X do Y. Pak plati:

1. Jsou-li vSechna zobrazeni fi spojita v bodé a € X a je-li fi, — f stejnomérné
v jistém U (a), je i zobrazeni f spojité v bodé a.

2. Jsou-li vSechna zobrazeni fi, spojita v X a je-li fi, — f stejnomeérne v X, je
zobrazeni f spojité v X.

Cviceni 12.32. Dokazte, ze prostor C(a,b) z Cv.12.09 je uzavieny podprostor
prostoru M (a,b) z Cv.12.08.

Rada: Jde jen o parafrazi 2. ¢asti véty 12.9. ¢

Definice. Jsou-li (X, p), (Y, o) metrické prostory, fikdme, Ze zobrazeni f : X — Y
je stejnomérné spojité (v X), jestlize

(88) reX, 2 eX, pl@,2") <= o(f(2),f(2a") <e.

Poznamka 12.5. Spojitost zobrazeni f v X je totéz jako jeho spojitost v kazdém
bodé =" € X, tj. totéz jako platnost vyroku: Pro kazdé ¢ € Ry a pro kazdy bod
2" € X existuje § € Ry tak, ze

(89) 2 eX,p,2")<d = o(f(@), f(z")) <e.

V této podmince zavisi § obecné jak na e, tak i na bodu z”; f je stejnomérné
spojité, pravé kdyz lze § volit nezévisle na bodu z”. Obecné je tedy stejnomérna
spojitost podminkou silnéjsi nez pouhd spojitost (viz téz Cv.12.33); nésledujici
véta ukazuje, Zze v kompaktnich prostorech je situace prehlednéjsi.

Véta 12.10. Kazdé spojité zobrazeni kompaktniho prostoru X (do libovolného
metrického prostoru Y') je (v X) stejnomérné spojité.

Cviceni 12.33. Dokazte, Ze

1. funkce f(z) := 22 je spojita v R, ale neni tam spojita stejnomérné;

2. funkce f(x) := cos(1/x) je spojitd a omezend v omezeném intervalu (0,1), ale
neni v tomto intervalu spojita stejnomeérne.

Rady: Ad 1. Je-li ddno libovolné ¢ € R, a polozime-li z,, :=n, y, = n+ 1/n pro
kazdé n € N, bude 0 < y,, — x,, = 1/n < 4 pro skoro vSechna n ¢ N, zatimco vyraz
y2 — 22 = 2+ 1/n? bude (pro viechna n) vétsi nez 2.

Ad 2. Je-li 2, := 1/nm7, je |2p — Tpy1| = 1/n(n+ 1)m — 0 pro n — oo, zatimco
| f(zn) — f(py1)] = | cosnm —cos(n + 1)7| = 2 pro kazdé n € N. o

38



Definice. Jsou-li X, Y metrické prostory, fikdme, Zze zobrazeni f : X — Y je
homeomorfni (nebo Ze je to homeomorfismus), je-li f spojité a prosté v X a je-li
zobrazeni f_1 spojité v f(X). Rikdme, ze prostory X, Y jsou homeomorfni, exis-
tuje-li homeomorfni zobrazeni f : X —,, Y.

Priklad 12.5. Je zfejmé, ze kazdé izometrické zobrazeni je homeomorfni.

Priklad 12.6. Je dobfe znamo, ze realna funkce f spojita v intervalu I C R je
prostd, pravé kdyz je ryze monotonni; mnozina f(I) je pak interval a funkce f_;
inverzni k f je v ném spojita. Takové zobrazeni je tedy homeomorfni.

Obecné ovsem neni pravda, ze kazdé prosté spojité zobrazeni z R do R je home-
omorfismus; dokumentuje to tento p i i k1 a d : Funkce f definovana v mnoziné
M = (—o00,—1) U (0,+00) podminkami

x+1, jeli e (—o00,—-1)
J(@):= z, jeli ze(0,+00)
je spojitd a prostd v M, ale inverzni funkce g := f_1 : R — ., M spojitd neni,

protoze g(0+) = 0, g(0-) (= g(0)) = —1.

Cviceni 12.34. Dokazte, Ze pro kazdé dva oteviené intervaly I C R, J C R,
I # R # J, existuje linearni lomena funkce, tj. funkce tvaru

(90) fla) = 22H0

- 7x+5, kde {0&,[’3,’}/,5}CR a OZ(S—[:))")/#O,

ktera je homeomorfismem a zobrazuje I na J.

Dokazte déle, Ze linearni lomenou funkci Ize mnozinu R homeomorfné zobrazit
jen na R, pricemz kazda takova funkce je linedrni. (Uvazte, co by se stalo, kdyby
bylo v # 0.)

Najdéte nékolik (svym typem pokud mozno hodné odlisngch) rostoucich home-
omorfnich zobrazeni R na interval (—1,1).

Piiklad 12.7. Zobrazeni piifazujici ¢islu 2z € C dvojici (Re z,Im z) € R? je izome-
trické, tedy homeomorfni; z toho plyne, Ze oteviena Gaussova rovina C je homeo-
morfni s eukleidovskou rovinou R2.

Uzaviena Gaussova rovina S je homeomorfni s jednotkovou sférou S v R3; ste-
reograficka projekce je pfislusny homeomorfismus.

Cviceni 12.35. Najdéte homeomorfni zobrazeni h otevieného jednotkového kruhu
U:={zeC; |z| <1} tak, aby platila implikace
zel, z=|z|le", t e R = h(z) = |h(z)|e"

a rovnost h(U) = X, kde

1. X = C (cela rovina);

2. X ={2€C;|Rez| < 1,|]Imz| < 1} (otevieny &tverec o stfedu 0 a délce
strany 2);
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3. X={r+iyeC;zeR, yeR, (z/a)>+ (y/b)? <1}, kdea e R;, be Ry
(oteviend elipsa o stiedu 0 a poloosach délek a,b).

Rada: Protoze h méa zachovavat argument (= poldrni tihel), piste éisla z € C
v ,polarnim® tvaru z = re®, kde r € (0,+0c0), t € R, a homeomorfismy h hledejte
ve tvaru h(re') = g(r,t)e’, kde g je vhodna nezdporné funkce. o

Cvi€eni 12.36. Dokazte, ze linedrni lomena funkce f(z) := (2—1)/(z+1) zobrazuje
otevienou horni polorovinu X := {z € C; Imz > 0} homeomorfné na jednotkovy
kruhUd :={z2€C; |z| <1}.

Rada: Porovnanim absolutni hodnoty citatele a jmenovatele zjistite, ze pro kazdé
ze Xje|f(2)] <1;jetedy f(X) CU. Rovnice w = f(z) ma pro w € U prévé jedno
feseni 2 = i (1+w)/(1 —w) a imaginarni &ast tohoto z, rovna (1—|w|?)/(|1—w|?)),
je kladna. ¢

Cvi€eni 12.37. Necht

(z,9,0), jeli 2>0,y>0,2=0
(91) f(:v,y,z) = (27070)7 je_li xzy:(),ZZ 0
(0,—2,0), je-li a=y=0,2<0

Dokazte, Ze f je prosté spojité zobrazeni mnoziny X C R3, kterd je sjednocenim
prvniho otevieného kvadrantu roviny xy s osou z, na prvni uzavieny kvadrant
roviny xy. Dokazte déle, Ze zobrazeni f neni homeomorfni. [

Poznamenejme, ze nic podobného situaci z Cv.12.37 nemiize nastat, je-li mnozina
X kompaktni; plati totiz toto tvrzeni:

Véta 12.11. Je-li f prosté spojité zobrazeni kompaktniho m.p. X do (libovolné-
ho) m.p. Y, je f{ homeomorfismus.

Priklad 12.8. Necht p ¢ N a matice

A1 A2 o A
(92) A= )\21 /\22 e )\Qp
)‘pl )‘p2 /\pp

necht je reguldrni, tj. necht det A # 0. Oznacime-li

Ll(,’E) = M1Z1 + A2 + ...+ )\11,1'1,,

(93) LQ(I) = )\21I1 + /\22$2 + ...+ )\QP.CEP,

Lp(l') = /\plxl + /\p2!E2 +...+ /\pp:Ep,
je linedrni zobrazeni L = (L1, Ls,...,L,) homeomorfismus prostoru RP na RP.

(Spojitost zobrazeni L je zfejma. Z algebry je zndmo, Ze soustava rovnic (93) ma pra-
v& jedno FeSeni, nahradime-li p-tici {Li(x),...,L,(x)} jakoukoli p-tici {y1,...,yp}
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realnych ¢isel, protoze determinant soustavy neni nulovy. Z toho plyne, ze L(RP) =
RP; protoze feseni je linedrni funkeci levych stran, je inverzni zobrazeni L_; spojité.)

Povazujeme-li z a L(z) za sloupcové vektory (tj. za matice typu p x 1, v jejichz
k-tém Fadku je €islo xy resp. Li(z)), lze ,transformacéni rovnosti“ (93) zapsat ve
tvaru

(93") L(z) = Az,

kde vpravo je maticovy souéin. Znamena-li A_; matici inverzni k A, popisuje ma-
ticova rovnost

(94) La(y) =A1y

zobrazeni inverzni k L; y a L_1(y) je tfeba opét povazovat za sloupcové vektory.

Zobrazeni L je izomerické, pravé kdyz je matice A ortogonalni, coz znamena, Ze
jeji tadky 7; := (A\j1,...,Ajp), j =1,...,p, spliuji podminku

p
(95) (rj-rk):Z)\ji/\ki: ik pro j=1,....,p,k=1,...,p.
i=1

Je-li podminka splnéna, plati nejen rovnost || L(x)|| = ||| pro kazdé x € RP, ale
dokonce obecnéjsi rovnost

x) - = (z-y) pro kazdé dva body z e RP ycRP.
96 L L(y Y kazdé dva body RP y e RP

Z toho ihned plyne, Zze soufadnicové osy se zobrazi na soustavu navzajem orto-
gonalnich primek, tedy novych soufadnicovych os, na nichz je stejné meéritko jako
na osach ptivodnich.

Cviceni 12.38. Necht X, Y jsou metrické prostory, f : X — . Y prosté zobrazent;
dokazte ekvivalenci téchto podminek:

A. Zobrazeni f je homeomorfni.

A’. Zobrazeni f_1 je homeomorfni.

B. Mnozina M je oteviena v X, pravé kdyz je mnozina f(M) oteviend vY.

B’. Mnozina N je oteviend v 'Y, pravé kdyz je mnozina f_1(N) oteviend v X.

C. Mnozina M je uzaviend v X, pravé kdyz je mnozina f(M) uzaviend v'Y.

C’. Mnozina N je uzavfend vY, pravé kdyz je mnozina f_1(N) uzaviend v X.

D. Pro kazdou mnozinu M C X je f(M) = f(M).

D'. Pro kazdou mnozinu N CY je f_1(N) = f_1(N).

Rada: Je zfejmé, ze A < A’; jinak viz Cv.12.31. o

X kX%

Oznaceni. Je-li {1}, posloupnost bodd néjakého m.p. X aje-li x € X, piSeme
T #xp — x, je-li x # x pros.v.k azp — x.
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Definice. Je-li M C X, kde X je m.p., fikdme, ze x € X je hromadny bod
mnoziny M, existuje-li posloupnost bodi x € M, pro niz je x # xj, — z. Rikame,
7e bod x € M je izolovany bod mnoziny M, neni-li jejim hromadnym bodem. !!)

Mnozina v8ech hromadnych bod@ mnoziny M se nazyva derivace mnoziny M ;
znacime ji der M.

Definice. Je-li X m.p., x € X a € € Ry, nazyvame mnozinu
(97) P(z,e) :=U(x,e) — {x}

prstencové okoli bodu x o poloméru ¢; x je jeho stfed. Je-1i p metrika v X (pomoci
niz byla vytvofena okoli U(z,¢)), je zfejmé

(97 P(z,e)={2" e X;0< p(a’,z) <e}.

Nezélezi-li na poloméru, znacime prstencova okoli kratce P(x). Okoli U(z) se pro
zdlraznéni nazyvaji kruhova.

Cviceni 12.39. Dokazte tato tvrzeni:

1. x € X je hromadny bod mnoziny M C X, prévé kdyz je mnozina M N U (x)
nekonecénd pro kazdé okoli U(x) bodu z.

2. ¢ € X je hromadny bod mnoziny M C X, pravé kdyz je mnozina M N P(x)
nekonecénd pro kazdé okoli P(x) bodu z.

3. v € X je hromadny bod mnoziny M C X, pravé kdyz je M N P(x) # 0 pro
kazdé okoli P(x) bodu z.

4. x € M je izolovany bod mnoziny M C X, pravé kdyz pro kazdou posloupnost
{zr}72, bodd z M plati implikace: xj, = © = xj, = = pros.v. k.

Rada k implikaci 3 = 2: Existuje-li P(z) tak, ze M N P(z) je neprazdné konec-
nd mnoZina, a jsou-li x1,...,x, vSechny jeji prvky, neobsahuje okoli P(z,d), kde
0 :=min{p(zx,z); 1 <k <n}, zddny bod mnoziny M. ¢

Definice. Necht X je m.p., necht M C X, a € der M, necht f je zobrazeni néjaké
mnoziny tvaru P(a) N M do m.p. Y a necht A € Y'; piSeme pak

(98) lim f(x)=A,

r—a,xeM

plati-li pro kazdou posloupnost bodu x; € M implikace

(99) a#xp—a= flxg) = A.

Bod A € Y se pak nazyva limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k M. Je-li
M = X, piSeme pod znamenim limity zpravidla jen ,x — a“ a mluvime kratce
0 ,limité zobrazeni f v bodé a“.

11) Vsimnéme si, ze zatimco izolovany bod mnoziny M je bodem této mnoziny, hromadny bod

mnoziny M v M lezet nemusi.
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Poznamka 12.6. Limitu vzhledem k M definujeme jen v bodech a € der M,
abychom zajistili jeji jednoznac¢nost; pro body a € X — der M totiz zadné posloup-
nosti bodt xp € M, pro néz by bylo a # z; — a, neexistuji, a implikace (99) by
byla v disledku toho pravdiva pro kazdé A.

Jisté je ziejmé, Ze plati toto jednoduché, ale uzite¢né tvrzeni:

(100) Jeli NC M C X, acderN, jelimy g pen f(2) =limyg penm f(2),
existuje-li limita vpravo.

Tvrzeni (100) se ¢asto uziva k dikazu, ze limita (98) neexistuje; abychom ne-
existenci limity dokazali, staci najit dvé mnoziny Ny C M, Ny C M tak, Ze
a € der Ny Nder Na, lim  f(z)# lim _ f(x).
rz—a,re Ny r—a,x€ N
Priklad. Jeli f(z):=1vR_ a f(z) :=0 v R4, nemd funkce f v bodé
0 limitu (vzhledem k R), protoze jeji limita vzhledem k R_ je rovna 1 a limita
vzhledem k R, se rovna 0.

Poznamka 12.7. K tomu, abychom dokézali existenci limity na levé strané (98),
staci ovérit, ze pro kazdou posloupnost bodu x; € M, pro niz je a # xx — a, ma
posloupnost {f(xx)} pfislusnych hodnot néjakou limitu v Y, protoZze pak md kazdd
takovd posloupnost stejnou limitu. Jsou-li totiz {z} }3°,, {z}}7>, dvé posloupnosti
s uvedenymi vlastnostmi, ma uvedenou vlastnost i posloupnost 7,2}, x5, 25, ...,
x), xy, . .. ; podle pfedpokladu mé tedy posloupnost p¥islusnych hodnot jistou limitu
A €Y aposloupnosti {f(z})}, {f(z})} z ni vybrané maji touz limitu A.

Véta 12.12. Je-lia € M Nder M, je zobrazeni f spojité v bodé a vzhledem k M,
pravé kdyz je

(101) lim  f(z) = f(a).
r—a,xeM
Je-li a izolovany bod mnoziny M, je f spojité v bodé a vzhledem k M, pravé
kdyz je v bodé a definovano.

Véta 12.13. (Véta o limité superpozice.) Necht X, Y, Z jsou metrické prostory,
necht M C X, a e der M a necht zobrazeni f : M — Y méd v bodé a vzhledem k M
limitu A € Y. Pak plati:

1. Je-li A € der f(M), mé-li zobrazeni g : f(M) — Z v bodé A vzhledem k f(M)
limitu B € Z a existuje-li okoli P(a) C X tak, ze x € P(a)NM = f(x) # A, je

(102) lim g(f(x)) = B.

r—a,xeM

2. Je-li N := f(M)U{A} a je-li zobrazeni g : N — Z spojité v bodé A vzhledem
k N, je

(103) lim  g(f(z)) = g(4).

x—a,xeM
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Cviceni 12.40. Ukazte, Ze neni-li splnéna podminka x ¢ P(a) "M = f(x)# A
v prvni ¢ésti V.12.14, nemusi platit (102), i kdyZ jsou ostatni podminky splnény.

Rada: Limity v bodé 0 funkci f(x) := xsin(1/z) a g(x) := 1 — | sgnx| existuji,
jejich superpozice g o f limitu v bodé 0 nema. ¢

Cvigeni 12.41. Dokazte toto tvrzeni: Jsou-li mnoziny M C X a N C X bud obé
oteviené, nebo obé uzavrené, a je-li zobrazeni f : (M U N) — Y spojité v bodé
a € M NN vzhledem k M i vzhledem k N, je v bodé a spojité i vzhledem k M UN.

Na piikladé pak ukazte, ze podminka, ze mnoziny M, N jsou bud obé oteviené,
nebo obé uzaviené, je podstatna.

Rada: Jsou-li M, N oteviené mnoziny, uzijte definici spojitosti zalozenou na
okolich; jsou-li uzaviené, uzijte radéji definici zalozenou na posloupnostech a uvazte,
ze kdyz je xp € M U N pro s.v. k, mohou nastat jen tyto t¥i p¥ipady: 1) zx € M
pro s.v.k, 2) xx € N pro s.v.k, 3) existuji dvé nekone¢né posloupnosti indexti k7,
a kI’ tak, ze skoro kazdé k € N se rovnd bud nékterému k/,, nebo nékterému k! a ze
xy, € M pro vSechna m, xxy € N pro vSechna n.

Uvazte pak, ze Dirichletova funkce f (rovhnd 1 v Q a 0 v R — Q) je spojitd v Q
i v R—Q, ale neni spojitd v zddném bodé x € R. ¢
Cviceni 12.42. Dokazte, Ze
(104) mnozina M C R je oteviend, pravé kdyz je M = J,.. x Ik, kde K je néjaka
spocetna mnozina a kde I, jsou disjunktni otevfené intervaly.

Rada: Definujte v oteviené mnoziné M relaci R tak, ze x Ry znamena, Ze existuje
interval J C M obsahujici body x,y. Ukazte, Ze jde o ekvivalenci a ze tfidy I
generované touto ekvivalenci spliuji vSechny podminky tvrzeni (104). ¢

* kX%

Definice. Lezi-li mnoziny M, N v m.p. X, fikdme, ze mnozina M C N je husta
v N, je-li N C M. Rikédme, ze mnozina M je fidka (v X), je-li int M = (. O
Snadno nahlédneme, Ze plati tato tvrzeni:

(105) M C N je hustd v N, pravé kdyz je kazdy bod x € N bud bodem mnoZiny
M, nebo jejim hromadnym bodem.

(106) M C N je hustd v N, pravé kdyz kazdé okoli U(x) kazdého bodu x € N
protina M.

(107) M C N je hustd v N, existuje-li pro kazdé x € N posloupnost bodi x € M
tak, ze v — .

(108) Je-li mnozina M iidka (v X), plati totéz o M i o kazdé mnoziné My C M.

Cviéeni 12.43. Dokazte tato tvrzeni:

1. VR je husta jak mnozina QQ vSech racionalnich cisel, tak i mnozina R — Q
vSech iraciondlnich ¢isel. Prinik kazdé z téchto mnozin s intervalem (a,b) (kde
—o0 < a < b < +400) je husty v intervalu (a,b) NR.
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2. Je-li kazdad z mnozin Xy,..., X, husta v R, je kartézsky soucin X := X; x
... x X, husty v RP a pro kazdou otevienou mnozinu M C RP je mnoZina X N M
husta v M.

Cviceni 12.44. Dokaite, 7e v Hilbertové prostoru £? je hustd mnoZina Q“ vsech
bodu x = {zx}72 ,, kde x1, € Q pro vSechna k a 1, = 0 pro skoro vSechna k.

Rada: Je-li y € (2, fada > .-, y7 konverguje, takze pro kazdé ¢ € R, existuje
peNtak, ze 3.7 .y <€?/2; jsou-li 7 € Q zvolena tak, ze (yr — zx)* < €?/2p
pro k =1,...,p, je vzdalenost bodu {x1,...,2,,0,0,0,...} od bodu y mensi nez ¢.

Poznamka 12.8. Slavnou Weierstrassovu vétu 12) o stejnomérné aproximaci spo-
jité funkce polynomy najdeme v literatufe zpravidla v jednom z téchto tvart:

(109’) Pro kazdou funkci f spojitou v {(a,b) a pro kazdé € ¢ R existuje polynom
g tak, ze max{| f(z) — g(z)|; z € {a,b) } < e.

(109") Pro kazdou funkci f spojitou v {a,b) existuje posloupnost polynomii
gr tak, Ze g, — [ stejnomérné v {a,b).

Vétu vsak lze vyslovit i takto:

(109) Pro kazdy interval (a,b) C R je mnozina vSech polynomu (restringovanych
na (a,b)) hustd v prostoru C(a,b) vSech funkci spojitych v (a,b) s maxi-

movou normodu.

Poznamka 12.9. Jednoduchymi piiklady fidkych podmnozin prostoru R jsou
mnoziny Z, {1/n;n € N}, {1/n+1/m;n € N, m € N}. V kapitole 19 (P£.19.2)
nuem a dalsimi diskontinuy; tyto mnoziny nemaji na rozdil od uvedenych t¥i mnozin
zadné izolované body a jsou kompaktni a nespocetné.

Ridkost mnoziny M je definovana podminkou, Ze uzdvér mnoginy M nemd vniti-
ni body; podminka int M = () mé zcela jiny vyznam a s fidkosti pfimo nesouvisi:
Spliiuje ji napt. mnozina Q C R, ktera neni ¥idka, ale hustd (v R).

Podobné jako mnozina, ktera neni oteviend, nemusi byt uzaviena, nemusi mno-
Zina, kterd neni ¥idk4, byt husta. (Pfiklad: Mnozina (0, 1) neni ani ¥idkd, ani husta
v R.) Plati vsak toto tvrzeni:

Véta 12.14. Uzaviend mnozina M C X je fidkda v X, pravé kdyz je (oteviend)
mnozina X — M husta v X.

X 3k Xk

Podprostor metrického prostoru (X, p) jsme definovali jako mnozinu ¥ C X
s metrikou p|Y x Y. Z toho plyne, Ze okoli Uy (y) bodt y € Y v podprostoru Y maji
tvar U(y) NY, kde U(y) je okoli bodu y v X. Protoze Y je metricky prostor, maji
v ném smysl vSechny pojmy, které jsme v metrickych prostorech zavedli; pfeneseni
téchto pojmu z prostoru X do jeho podprostort Y se fika relativizace.

12) Klasicky Bernstejntv ditkaz této dilezité véty najde étenaf napt. v [2].
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Pracujeme-li soucasné v prostoru X i v jeho podprostoru Y, mohly by vést k ne-
dorozuméni vyroky typu ,,M C Y je oteviend mnozina“, protoze neni jasné, zdali
jde o mnozinu otevienou v X, nebo v Y. V podobnych situacich je proto na misté
zvysend presnost vyjadrovdni; tam, kde je to mozZné, vyznacujeme napr. indexem
(jako jsme to udélali v pFipadé okoli), ke kterému prostoru je dany pojem vztaZen.

Snadno nahlédneme, Ze plati napf. tato tvrzeni:

(110) Mnozina M CY je oteviend (uzaviend) vY, pravé kdyz ma tvar M*NY,
kde M* je mnozina oteviend (uzaviend) v X.

(111) Uzdvér MY mnoziny M vY je roven M NY (kde M je uzavér v X).
Pozor vsak! Neni pravda, Ze inty M = int M NY, a neni ani pravda, Ze Oy M =

OMNY. Jeli X =R, M =Y = Q, jeinty M = Q, int M = 0, dy M = 0,
OM =R.)

Reseni

12.11. Polozime-li

2k%x, jeli 0<z < 3k?
(112) fu(@) =< 26*(1 — K*2), je-li k2 <a<k™® 5,
0, jelli k3 < <1

je fr po Céstech linedrni a nezdporné v intervalu (0, 1), m& maximum v bodé %k’3
, e . i S|
rovrlle k? a ziejmé je fr — 0 bodové v (0,1); snadno zjistime, ze [; fr = 1/2k
a [y fE=k/3.
Obdobné vlastnosti maji nezaporné funkce

{ k2 sin(k37rx), jeli 0 <z < k3 }

113 ) =
(113) 9x() 0, jeli k3 <z <1

v intervalu (0,1) bodové konverguji k 0, kazda z funkci gi je v intervalu (0, 1)

spojitd, ma maximum rovné k? v bodé 1k73, fol gk = 2/km, fol g = 3k

Kazda z nezapornych funkci
{ k? sin?(k3mz), je-li 0 <a < k™3 }

114 hio(z) =
(114) +(@) 0, el k3 <z <1

mé v intervalu (0,1) spojitou derivaci, hj, — 0 bodové, max hy, = hi(3k~3) = k2,
Iy b =1/2k, [ b3 = 3k.
12.13. 2, = 1/k.

12.23. Pro p = 2 jsou to kruhy, ¢tverce o strandch rovnobéZnych se sourad-
nicovymi osami a ¢tverce ,postavené na vrchol“; pro p = 3 se jednd o koule, o
krychle o hranach rovnobéznych se soufadnicovymi osami a o osmistény ,,postavené
na vrchol®.
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12.34. Omezeny interval (a,b) zobrazuje na omezeny interval (¢, d) nap¥. (ros-
touci) funkee ((d — ¢)z — (ad — be))/(b — a). Nasledujici tabulka podéava piiklady
funkci zobrazujicich homeomorfné otevieny interval na otevieny interval, pficemz
—x<a<b<+4oo, AcR, BeR:

Zobrazuje se na (a,b) na (A, +o0) na (—oo, B)
1—A)+ Ab — B+1)—aB -5
(a,b) - x( )+ a z(B+1l)—a
b—=x T—a
a+b(x—A)
a(x —B)—b
Ani kdyZ odhlédneme od toho, Ze koeficienty a . . ., § 1ze ndsobit tymz nenulovym

Cislem, aniz se funkce f(z) = (az + B)/(yx + 6) zméni, neuruji intervaly I, J
tyto koeficienty jednoznacné; ¢tenarovy vysledky proto nemusi souhlasit s vysledky
uvedenymi v tabulce. AZ na A + B — z jsou vSechny funkce uvedené v tabulce
rostouci, funkce lezici symetricky vzhledem k diagondle jsou vzajemné inverzni.

(B(x — A) — 1)/(x — A), ktera také zobrazuje (A, +oc0) na (—oo, B); funkei k ni
inverzni dostaneme zaménou ¢isel A, B.

Rostoucimi homeomorfnimi zobrazenimi R na (—1, 1) jsou napf. funkce

T 2 e’ —1

, — arctgz, .
1+|z|’ =« er +1

12.35. V dlohach 1—3 lze funkei g(r, t) volit napf. takto:
Ad 1. g(r,t) = —1g(1 — 7).
Ad 2. g(r,t) = r/f(t), kde f(t) je v intervalech (—im, i7), (1w, 37), (37, 3x),
<%7T, £7T> po Fadé rovno cost, sint, — cost, —sint.
Ad 3. g(r,t) = rab/(a®sin® t + b cos? t)/2.
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