13. Posloupnosti a fady funkci

V kapitole 12 jsme zavedli pojem stejnomeérné konvergence posloupnosti zobra-
zeni takto: Je-li X libovolnd mnozina, (Y, o) metricky prostor a jsou-li f a fi, kde
k € N, zobrazeni mnoziny X do Y, fikame, Ze posloupnost { fi}72 | konverguje v X
stejnomeérné k f, jestlize pro kazdé € € R, existuje kg tak, ze

(1) kE>ko,xeX = o(fe(z), f(x)) <e.

Vime, Ze stejnomérnéd konvergence se lisi od bodové konvergence v X (tedy od
podminky, Zze fy(x) — f(x) pro kazdé z € X) tim, Ze ¢&islo ko nezévisi na = € X,
zatimco pii bodové konvergenci je obecné na x zavislé.

Konvergenci a soucet Tady funkct, jejichz hodnoty lezi v né€jakém n.l.p. Y, jsme
zavedli v Po.12.1: Stejnomérnd konvergence fady > -, fi se souctem s se definuje
jako stejnomérna konvergence posloupnosti jejich ¢aste¢nych soucti s, :== > 1_, fx
k s, tedy jako platnost vyroku: Pro kazdé € € R existuje ng tak, ze

(1) n>ng,xeX = sa(2) —s@)| =] Y fule)] <e.
k=n+1

Je jisté zfejmé, ze plati napf. toto tvrzeni:
(2) JelimeNaX = U;n:l X, konverguje posloupnost nebo rada funkci v X

stejnomérné, pravé kdyz konverguje stejnomérné na kazdé z mnozin X;.

Priklad 13.1. Pro platnost pravé vysloveného tvrzeni je podstatné, ze jde o sjed-
noceni konecného poctu mnozin, protoze analogické tvrzeni pro nekonecnou posloup-
nost mnozin neplati: Funkce fi(z) := x/k konverguji v R (bodové) k nulové funkci,
konvergence je stejnomérna v kazdém intervalu X; := (—j,j), kde j € N, ale neni
stejnomérnd v R = U;x;l X;.

Poznamka 13.1. Stejnomérna konvergence mé fadu disledku, které z bodové
konvergence obecné nevyplyvaji. Plati napf. toto velmi dulezité tvrzeni:

(3) Jsou-li zobrazeni fj, spojitd v m.p. X a je-li fi, — f stejnomérné v X,
je 1 zobrazeni f spojité v X.

Podobné pro fady funkci, jejichz hodnoty lezi v n.l.p.:

(3") Jsou-li zobrazeni f, spojitd v m.p. X a konverguje-li fada >, fx
stejnomérné v X, je soucet rady spojity v X.
Z bodové konvergence spojitych funkci spojitost limitni funkce ovsem neplyne:

Funkce fi(z) := 2* konverguji bodové v intervalu (0,1) k funkci f(z) rovné 0
v intervalu (0,1) a1 v bodé 1. O
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Rady, jejichz ¢leny maji hodnoty v obecnych n.l.p., studuje podrobnéji tzv. funk-
ctondlni analjjza — subdisciplina matematické analyzy vznikld kolem roku 1930.
Protoze hlavnim predmétem zajmu této sbirky prikladd je daleko starsi klasickd
analyza, omezime se v dalsim na fady komplexnich funkci.

Umluva. Nebude-li feceno vyslovné néco jiného (napf. ze ¢leny fady jsou realné),
budeme ,fadou® rozumét radu komplexnich funkci. O

Nasledujici véta ukazuje, ze stejnomérna konvergence znacné zjednodusuje opa-
kované limitni pfechody.

Véta 13.1. (Véta o zaméné limitnich pfechodu.) Necht a € R, necht v jistém
okoli P(a) konverguje posloupnost funkci fi, : P(a) — R stejnomérné k funkci
f: P(a) = R a necht lim,_,, fx(z) = Ar € R pro kazdé k. Pak existuji kone¢né
limity limy_,00 Ak, lim,_,, f(x) a maji touz hodnotu.

Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava resp. zleva v bodech a < 400 resp.
a > —oo; okoli P(a) se v tom ptipadé nahradi okolim P*(a) resp. P~ (a).

Poznamka 13.2. Nazev véty souvisi s tim, Ze jeji tvrzeni lze napsat ve tvaru

(4) lim (lim fx(x)) = lim (lim fi(z)).

r—a k—oo k—oo z—a

Pro aplikaci V.13.1 je podstatné, ze se predpokladé jen existence ,vnit¥nich®
limit v (4) (a stejnomérnd konvergence posloupnosti { i }72 ) ; existenci (konecngch)
Lunéjsich limit (véetné jejich rovnosti) zarucéuje véta sama.

Véta se dosti casto uziva i k vyvrdcent stejnomeérnosti konvergence : Pokud exis-
tuji a jsou konecné obé ,vnitini“ limity v (4) a bud nékterd z dvojndsobnych limit
(4) neexistuje, nebo neni konec¢nd, nebo sice obé existuji, ale nejsou stejné, neni
konvergence fj, — f stejnomérnd v zadném P(a). (Podobné ,zprava® a ,zleva®.)

Podobnym zptsobem lze ovSem vyuzit i tvrzeni (3): Je-li limita f spojitych
funkci fj, nespojita funkce, neni konvergence fr, — f stejnomérna.

Y e —— R ——
-1 1
-1
2t

K PRIKLADU z P0.13.2: f;,, 1<k <6

Piiklad: Jeli fi(z) := 2¥ — 22 je f — 0 vSude v intervalu (—1,1),
konvergence vSak neni stejnomérné v zadném P71 (—1), protoZe pro kazdé k € N je
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Aoy := far(—14) = far(—1) = 0, Agp—1 := for—1(—14) = for—1(—1) = —2, takze
lim Ay neexistuje.

K dtikazu, ze konvergence neni stejnomérnd ani v zddném P~ (1), vSak ani tvr-
zeni (3), ani vétu 13.1 uzit nelze. (B&Znymi metodami vySetfovani pribéhu funkce
oviem zjistime, Ze max f((0,1)) = fu(¥/1/2) = 1; protoze v kazdém P~(1)
lezi skoro viechna ¢isla §/1/2, je konvergence f;, — 0 v kazdém P~ (1) opravdu
nestejnomérna.) O

Jak vime, je spojitost v bodé a ,lokdlni viastnost“, tj. vlastnost, kterd nezavisi
na tom, jak je funkce definovina mimo jakékoli pfedem dané okoli U(a). Proto
lze tvrzeni (3) velmi Géelné zobecnit, a to tim, Ze zobecnime pojem stejnomérné
konvergence:

Definice. Rikéme, Ze posloupnost { f;}?°; zobrazeni m.p. (X, p) do m.p. (Y, o)
konverguje v X lokalné stejnomérné k zobrazeni f : X — Y, jestlize pro kazdé
z € X existuje U(x) tak, ze fr, — f stejnomérné v U(z).

Rikdme, ze Fada ) - ; fi konverguje lokaln& stejnomérné v X, m4-li tuto vlast-
nost posloupnost jejich ¢astecnych soucti. [

Poznamka 13.3. Obecné je lokalné stejnomérnéd konvergence slabsi nez konver-
gence stejnomérnd — ukazuje to nahofe uvedeny piiklad funkei fi(z) = x/k, které
k nulové funkci nekonverguji v R stejnomérné, ale lokalné stejnomérné ano. Z Bo-
relovy véty vSak snadno plyne platnost tohoto tvrzeni:

Véta 13.2. Konverguje-li posloupnost resp. fada lokalné stejnomérné v X, je jeji
konvergence stejnomérna na kazdé kompaktni mnoziné K C X.

Dusledek. Je-li (X, p) kompaktni prostor, je lokalné stejnomérns konvergence
posloupnosti resp. fady v X ekvivalentni s jeji stejnomérnou konvergenci v X .

Hlavni ¢ast pravé uvedené véty lze v nékterych prostorech obratit:

Véta 13.3. Je-li X = {J,—, X, kde kompaktni mnoziny X, spliuji inkluzi
X, Cint X, 41 pro kazdé n, konverguje posloupnost resp. rada lokalné stejnomérné
v X, pravé kdyz konverguje stejnomérné na kazdé kompaktni mnoziné K C X.

Dodatek. Podminku véty spliiuji napf. vSechny eukleidovské prostory, vSechny
jejich oteviené a uzaviené podprostory, a také vsechny intervaly obsazené v R.

Zobecnénim tvrzeni (3) a (3') je tato dilezita véta:

Véta 13.4. Je-li { f1} 72, posloupnost zobrazeni spojitych vm.p. X aje-li f — f
lokalné stejnomérné v X, je i zobrazeni f spojité v X.

Konverguje-li fada funkci spojitych v X lokalné stejnomérné v X, je jeji soucet
funkce spojita v X.

Lokalné stejnomérné konvergence souvisi i s derivovanim:

Véta 13.5. (Véta o derivovani posloupnosti a Fady élen po élenu.) Konverguje-
Ii posloupnost funkci f, : (a,b) — R aspoii v jednom bodé ¢ € (a,b) a je-li fii — g
lokdIné stejnomérné v (a,b), konverguje i posloupnost { fx}32, lokdlné stejnomérné
v (a,b); oznacime-li f jeji limitu, je f' =g v (a,b).
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Obdobné pro fady: Konverguje-li fada Y, , fi realnych funkci asporn v jednom
bodé ¢ € (a,b) a je-li konvergence fady Y ;| fi' v (a,b) lokdlné stejnomérnd, plati
totéz i pro fadu Y, fi, pficemz

(5) (gfk)/zgfk' vsude v (a,b).

Poznamka 13.4. Pamatujme, Ze se v prvni ¢asti véty 13.5 nepredpoklada lo-
kalné stejnomérnd konvergence posloupnosti { fx}52, ale lokdlné stejnomérna kon-
vergence posloupnosti { f¢} (a Ze obdobné je tomu ve druhé ¢asti véty s pFislusnymi
fadami). Z lokdlné stejnomérné konvergence diferencovatelnych funkci — dokonce ani
z jejich stejnomérné konvergence — neplyne ani bodova konvergence posloupnosti
piislusnych derivaci. (Pifklad: Funkce sin k%x/k konverguji k nulové funkci stejno-
mérné v R, ale prislusna posloupnost derivaci k cos k?z nekonverguje nikde.) [

NapiSeme-li v predchdzejici vété gp misto f{ a G} misto fi, dostaneme toto
ekvivalentni tvrzeni:

Véta 13.5’. (Véta o integraci posloupnosti a fady €len po ¢Elenu.) M4-1i kazds
7z funkci gy, : (a,b) = R, kde k € N, v (a,b) funkci primitivni, konverguje-li posloup-
nost {gr}2, v (a,b) lokdlné stejnomérné k funkci g a je-li posloupnost {Gy}32
funkci primitivnich k funkcim gy zvolena tak, aby konvergovala aspon v jednom
bodé c € (a,b), konverguje posloupnost {G}32, v (a,b) lokalné stejnomérné k jisté
funkci G, kterd je funkci primitivoi k funkci g v (a,b).

Obdobné pro fady: Ma-li kazda z funkci gy, : (a,b) — R, kde k € N, v intervalu
(a,b) primitivni funkci, konverguje-li fada Y, , gr v (a,b) lokdlné stejnomérné
a jsou-li funkce Gy, primitivni v (a,b) k funkcim g, zvoleny tak, aby fada Y .- ; G
konvergovala aspon v jednom bodé ¢ € (a,b), konverguje fada > ;- G v (a,b)
lok&Iné stejnomérné a jeji soucet je funkce primitivni v (a,b) k souctu Fady > p— ;1 gk-

Slovo integrace“ neni jednoznac¢né: muze znamenat nejen prechod k primi-
tivni funkci, ale i pfechod k integralu. Stejnomérné konvergence souvisi i s druhym
z téchto vyznamt:?!)

Véta 13.6. (Limitni pfechod za znamenim integralu.) Konverguje-li posloup-

nost spojitych funkci fi, : (a,b) — R stejnomérné v {a,b), je

b b
(6) lim fk :/ lim fk
a k—oo

k—oo [,

Véta 13.7. (Integrace fady €len po €Elenu — 2.verze.) Jsou-li fj, : (a,b) — R
funkce spojité v (a,b) a konverguje-li fada > -, fr v (a,b) stejnomérné, je

™) /bfjfk_ki/bfk.
! > ),

k=1

1) Ve vétach 13.6 a 13.7 se integruji spojité funkce v koneénych mezich, a je proto jedno,
mame-li na mysli Newtontiv, Riemanntv nebo napft. Lebesguetv integral.
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Stejnomeérnou konvergenci posloupnosti i fady spojitych funkci 1ze nékdy dokazat
i pomoci této véty:

Véta 13.8. (Diniho véta.) Necht X je kompaktni prostor a necht {fi;}32, je
posloupnost realnych funkci spojitych v X. Pak plati:

1. Je-li posloupnost { f(z)} pro kazdé x ¢ X monotdnni a omezena a je-li funkce
f=limk_ o fx spojita v X, je konvergence fr — f v X stejnomérna.

2. Jsou-li funkce f, nezdporné a je-li soucet rady > -, fr spojity v X, konverguje
tato rada stejnomérné v X.

Priklad 13.2. Posloupnost funkci fi(x) := 2(*+1/(2k=1) je v kazdém bodé z € R&
monoténni — v bodech 0 a 1 je konstantni, pro = € (0,1) rostouci, pro = > 1 kle-
sajici. Protoze vSechny funkce fj jsou v R‘}r spojité a protoze totéz plati i o funk-
ci f(z) = lim fi(z) = +/z, konverguje posloupnost {fi} stejnomérné v kazdém
kompaktnim intervalu I C RY ; v RY je tedy tato konvergence lokalng stejnomérna.
Vzhledem k tomu, ze fi,(k*~1) — f(k**~1) = k*(k — 1/vVk) — +o0 pro k — oo,
posloupnost nekonverguje stejnomérné v zadném P(+400), a tim spiSe ne v Rg.

X 3k X%

Pro derivovani a integrovani tzv. mocninnych fad, tj. fad tvaru

o0

®) > ar(z=¢)F,

k=0

kde koeficienty a; a stfed ( stejné jako ,proménnd“ z jsou komplexni ¢isla, plati
daleko jednodussi pravidla nez pro fady obecné.

Zakladnim poznatkem o konvergenci mocninnych rad je toto tvrzeni:
Lemma 13.1. (Abelovo lemma.) Konverguje-li mocninné fada (8) v nékterém
bodé z; # ¢, konverguje absolutné pro kazdé z € U((,|z1 — ().

Pfimym dutsledkem Abelova lemmatu je tato véta:

Véta 13.9. Pro kazdou Fadu (8) existuje ¢islo R € (0,+00) tak, Ze plati:

9) |z — (| < R = Fada (8) konverguje absolutné,
(10) |z —¢| > R = fada (8) diverguje.

Dodatek. Je-li R > 0, rada (8) konverguje v mnoziné {z ¢ C; |z — (| < R}
lokalné stejnomérné. [

Cislo R je vlastnostmi (9) a (10) uréeno jednozna¢né a nazyvé se polomér
konvergence fady (8).

Protoze nechceme ménit definici okoli U(¢, R) (v niz je R € Ry ) a protoze polo-
mér konvergence miize byt i +o0, zavedeme oznaceni

U(¢,R) pro ReR4 }

(11) K¢ R) = { C pro R =40

52



Pro fady (8) s polomérem konvergence R > 0 se mnozina (11) nazyva kruh kon-
vergence; tady s nulovym polomeéerem konvergence kruh konvergence nemaji.

Véta 13.10. (Véta o derivovani mocninné fady €len po €lenu.) Pro kazdép ¢ N
ma fada
(12) Dok(k=1)--(k=p+1ar(z =7,

k=p

kterd vznikla p-nasobnym derivovanim ¢len po ¢lenu fady (8), tyZ polomér konver-
gence R jako fada (8).
Je-li R > 0 a oznac¢ime-li F'(z) soucet fady (8), je
(13) FW(2)=>"k(k—1)--(k—p+1)ar(z — ()" pro kazdé z € K((,R)
k=p

a pro kazdé celé cislo p > 0, pficemz

F(k)
(14) ay = % pro kazdé k > 0.

Dusledek. Je-li R > 0, jsou koeficienty aj urceny souctem F(z) Fady (8) jedno-
znac¢né. Specialné: Je-li F = 0 v jistém U((), jsou vSechna ay rovna 0. ?)

Poznamka 13.5. Derivace v predchézejici vété jsou samoziejmé derivacemi ,,po-
dle komplexni proménné®“. Mocninnou fadu s kladnym polomérem konvergence lze
tedy derivovat ¢len po ¢lenu a soucet vysledné fady je derivaci souctu rady ptivodni.
Mocninnou fadu vsak lze také integrovat clen po clenu; touto operaci dojdeme ke
komplexni primitivni funkci souc¢tu ptivodni fady, tedy k funkci, jejiz derivace podle
komplexni proménné je rovna tomuto souctu:

Véta 13.11. M4-li fada (8) polomér konvergence R > 0, je

[e’e) e o] y— k+1
(15) Z ap(z = Ok = (C+Z ak%) pro vSechna z ¢ K((, R)
k=0 k=0

a pro kazdou konstantu c € C.
* ok %

Vysvétleme nyni metody, jimiz 1ze i¢elné vysSetfovat stejnomérnou resp. lokalné
stejnomérnou konvergenci v pfipadé, Ze jde o posloupnost funkci definovanych na
mnoziné M C R.

Umluva. Uloha »VySetrit stejnomérnou konvergenci posloupnosti { fir}72,“ bude
znamenat, ze mame najit

1. bodovou limitu na maximalni mnoziné M, v niz posloupnost konverguje;

2. vSechny intervaly, v nichZ posloupnost konverguje stejnomérné;

2) Posledni tvrzeni je analogii znamého tvrzeni o polynomech: Je-li ZZ:O apz® = 0 napi.
v néjakém intervalu I C R, jeap =a1 =...=an =0.
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3. maximéalni mnozinu resp. vSechny maximalni intervaly, v nichz je konvergence
lokalné stejnomérné;

4. vSechny body a € R*, pro néz ezistuje (pravé, levé, oboustranné) prstencové
okoli, v némz posloupnost konverguje bodoveé, ale konvergence neni stejnomérna
v Zdadném takovém okoli.

V pfipadé 7ad je tkol i postup analogicky; vySetfujeme vSak zpravidla jen (bo-
dovou, stejnomérnou, lokalné stejnomérnou) konvergenci, protoze soucet lze najit
jen vyjimecéné. [J

Vysvétlime nyni standardni metodu, kterou lze pri hleddni odpovédi na tyto
otazky aplikovat v pfipadé posloupnosti:

I. Najdeme bodovou limitu f funkci fr na maximalni mnoZiné M, na niz exis-
tuje a je konecna; v konkrétnich piipadech to bude zpravidla sjednoceni jistych
disjunktnich intervali.

IT. Protoze fi, — f stejnomérné v neprazdné mnoziné X C M, pravé kdyz je
(16) sup{| fr(z) — f(2)[; 2 € X} =0 pro k — oo,
je vétsinou ucelné vytvorit funkce
(17) gk = fr — [

a vySetfit jejich pribéh.3) Posloupnost {fi}3°, konverguje v X # () stejnomérné
k funkci f, pravé kdyz je

(16") sup{|gx(z)|; 2 € X} -0 pro k — .

Vzhledem k tomu, Ze

Y CR = sup{ly|; y € Y} =max(supY, —infY),

muzeme misto suprem (16’) hledat ¢isla
(16") inf{gr(z); v € X} a sup{gr(z); z e X};
konvergence fi, — f je stejnomérng v X # 0, pravé kdyz obé posloupnosti &isel
(16") konverguji k nule.

Stévé se, ze hledani pfesnych hodnot infim a suprem (16”) je obtizné; mize to
byt nékdy i zbytecné, protoze podafi-li se nam najit odhady
(18) Ap, < gi(x) < By pro vSechna x € X,
pro néz je Ay — 0, By, — 0, je platnost (16) zarucena.

3) K tomu je samozfejmé tieba dobie ovladat piislusné metody — vylozili jsme je v kapitole 7
Uvodu.
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Poznamenejme, 7e podminka (16") je geometricky velmi ndzornd: Je splnéna,
praveé kdyzZ vodorovny pds

Z(e) = {(z,y) e R?; —e <y <e}

obsahuje pro kaZdé € € Ry grafy skoro vsech funkci gi. Obracené tedy: Existuje-li
péas Z(e) tak, ze graf funkce g v ném neni obsazen pro nekoneéné mnoho indext
k, neni konvergence g, — 0 stejnomérna v X .

ITI. Po nalezeni vsSech intervald, v nichz je konvergence stejnomérna, uzijeme
V.13.3, podle niz je konvergence lokalné stejnomérna v intervalu I, pravé kdyz je
stejnomeérna na kazdém kompaktnim intervalu J C I.

IV. Existuje-li € € Ry a posloupnost bodi a € M tak, Ze a # a — a a Ze
nerovnost |gi(ar)| > € plati pro nekoneéné mnoho indextd k, neni konvergence
fx — f stejnomérnéd v zadném P(a).

Jak jsme vsak jiz ¥ekli v Po.13.2, Ize k nalezeni bodt a € M, v jejichZ Z4dném
okoli P(a) neni konvergence f; — f stejnomérnd, uzit i tvrzeni (3) a V.13.1.

Podobn4 tvrzeni plati samozfejmé i pro okoli P*(a) a P~ (a).

Priklad 13.3. Je-li

kx
(19) fe(z) = ﬁ

pro vSechna z € R, je zfejmé fi — 0 vSude v R. VSude v R existuje také derivace

2k (1 — k22?)

20 / e Sl e S

( ) fk('r) (1 + k2$2)2 ’
je rovna 0, prévé kdyz je x = £1/k.

1 L
-4 2
0 2 4
-1

K P&.13.3: fi, 1<k <6
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Protoze fr(fooF) = fi(0) = 0, fr(£1l/k) = +£1, nabyvéa funkce f; v bodé
—1/k svého minima rovného —1 a v bodé 1/k svého maxima rovného 1 (viz V.8.2).
Odtud plyne, ze sup{| fx(z)|; * € R} = 1, coz pro k — oo nekonverguje k nule;
konvergence v R neni stejnomérna.

Protoze body 1/k resp. —1/k konverguji zprava resp. zleva k nule, neni kon-
vergence fr — 0 stejnomérnd v Zadném Pt (0) a v Zddném P~(0). Je-li vsak
6 € Ry, je funkce fi pro vSechna k > 1/§ klesajici v intervalu (§,+o00) i v in-
tervalu (—oo, —d), takze v prvnim z téchto intervali je fr(0) > fr(z) > 0, ve
drubhém 0 > fi(z) > fr(=9). Protoze fi(6) — 0, fr(—0) — 0, je z toho patrné, ze
fr — 0 stejnomérné v obou téchto intervalech.

Shrneme-li vysledky, vidime, Ze konvergence f;, — 0 je stejnomérna v intervalu
I C R, pravé kdy# je 0 ¢ I ; konvergence je lokalné stejnomérna v R_ U R,. 4)

Priklad 13.4. Vysetifme stejnomérnou konvergenci funkci
(21) fr(z) == 2\k/ zF + e v intervalu (0, +00).

Spolu s vypoctem bodové limity dokazeme pomoci vhodnych odhadt néco i o stej-
nomeérné konvergenci: Je-li 0 <z <1, je

(22) 1< fr(e) < B/T+e—1 pro k— oo;

z toho je patrné, Ze v intervalu (0,1) je konvergence f, — 1 stejnomérna.

K P&.13.4: fi, 1<k <8

Pro kazdé (pevné) z € (1,+00) je limy_ oo 2% = +o00, a v dlisledku toho plati
nerovnost 2% > e® pro viechna dost velkd k (konkrétné: pro vsechna k > z/lgz);
z toho plyne, Ze pro takova k je

(23) Vz < file) = Vb + e < V2ak = A2 3.
Protoze /2 — 1 pro k — oo, je ziejmé, ze v intervalu (1,400) je fr(z) — /.

4) Vsimnéme si, ze z lokalné stejnomérné konvergence v R — {0} a z konvergence v bodé 0
neplyne lokalné stejnomérnd konvergence v R.
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Polozime-li gi(z) = fr(x) — v/z, bude
(Ik 4 em) _ .Ik ex
(fe(@)?* 7+ (fe(@)* 2V 4+ (Vo) 7 2k
protoze kazdy z 2k vyrazli ve jmenovateli je v&tsi nez 1. Je-li tedy b € (1,+00)
aze(1,b),je0<gr(z) <eb/2k, coz pro k — oo konverguje k 0. Tim je dokdzana
stejnomérnd konvergence fi.(z) — /x v kazdém omezeném intervalu (1,b).

(24) 0<g(z) =

Protoze gi(z) > X/ — \/z — +o0 pro x — +oo a kazdé k, je konvergence
nestejnomérnd v kazdém P(+oc).?)

Résumé. Je-li I C (0,+00), konverguje posloupnost {fi}72, stejnomérné v I,
pravé kdyz je interval I (shora) omezeny; funkce limy_, o fi(x) je pFitom rovna 1
v intervalu (0,1) a v/ v intervalu (1,+00). Konvergence je lokalné stejnomérnd
v (0, +00).

Piiklad 13.5. Je-li
(25) () :=

x
k
je fr(z) = 0 pro k — oo a v8echna z ¢ R} a také fi(x) — 0 pro z — 0+ a kazdé

k € N. Protoze derivace

(26) Al =1 (1+167)

lg% pro vsechna z € R4,

je rovna 0, pravé kdyz je © = xy, := k/e, a protoze fi(zr) = —1/e, funkece fj klesd
v intervalu (0, k/e).

Je-li a € Ry, klesd funkce fi v intervalu (0,a) pro vSechna k > ae, takze pro
tato k plati odhad

0> fr(z) > fr(a) pro viechna z ¢ (0,a).

Protoze fr(a) — 0 pro k — oo, plyne z toho, Ze posloupnost {f}%2, konverguje
stejnomérné v kazdém intervalu (0,a), kde a € Ry, a tedy obecnéji i v kazdém
omezeném intervalu I C Ry.

K PR.13.5: for, 0< k<8

5) Z obrazku by to bylo patrné, kdybychom interval (0,4) nahradili napt. intervalem (0, 20).
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Obrécené, neni-li interval I C Ry omezeny, lezi body xy v I pro s.v. k, a protoze
limg oo fr =0 v Ry, zatimco fi(zr) = —1/e, konvergence v I stejnomérng neni.

Shrneme-li, vidime, ze posloupnost { f;}7°, konverguje v intervalu I C Ry stej-
nomérné, pravé kdyz je tento interval omezeny.®) V R, je konvergence lokalné
stejnomérna.

Priklad 13.6. Necht
(27)  fu(z) == (g(x))*, kde g(z) :=sin®z + cos® 2 pro viechna z € R;

protoze tyto funkce jsou 2m-periodické, vysetfime posloupnost { fx}72; v R nejdiive
v intervalu I := (0, 27).

K P&.13.6: fi, 1 <k < 10

Derivace
(28) g'(z) = 3sinxcosz(sinx — cosx)

existuje vSude v R a v I se rovna 0, pravé kdyz je x rovno nékterému z cisel

0, %w, %w, m, %w, %w, 27, priCemz hodnoty funkce g v téchto bodech jsou po fadé

1, %\/5, 1, -1, —%\/5, —1,1. V intervalu I nabyva tedy funkce g svého maxima
3

rovného 1 v bodech 0, %ﬂ', 27 a minima rovného —1 v bodech 7, 5m; v ostatnich

bodech x € I je |g(z)| < 1.
7 toho ihned plyne, ze

6) Pii takovéto formulaci vysledku jiz neni t¥eba explicite dodévat, %e konvergence neni stej-
nomérnd v zadném P(+o00).
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a) posloupnost { f(x)}3%, nemd limitu v bodech v = 7 a x = 37 a m4 limitu 1
v bodech x =0, x = %w, x = 2m; v ostatnich bodech x € I je limita rovna 0 ;

b) v Zddném levém ani pravém (prstencovém) okoli bodu 0, %ﬂ', m, %ﬂ', 271 neni
konvergence stejnomérna ;
c) pro kazdé § e (0, 1) existuje ¢ € (0,1) tak, Ze |g(z)| < q vSude v mnoziné

(29) = (U(0,6) UU(r,8) UU(m,6) UU(2m,6) UU (27, 0));

z toho plyne, Ze v této mnoziné je | fi| < ¢ — 0, takze konvergence f;, — 0 je tam
stejnomérna.

Uplné informace o bodové, stejnomérné a nestejnomérné konvergenci posloup-
nosti {fx}32; v R plyne z uvedenych vysledkii a z periodicity funkei fj:

A) {fe(2)}32, konverguje, pravé kdy# je m # x # 37 mod 27;

B) v zddném levém ani pravém (prstencovém) okoli bodi x = 0 mod %w neni
konvergence stejnomérna ;

C) pro kazdé § e (0, 1) existuje q € (0,1) tak, Ze |g(x)| < q vSude v mnoziné

(29) R— | J U(3km,6);

keZ
v této mnoziné je konvergence fi — 0 stejnomeérna; konvergence je lokalné stej-
nomérnd v kazdém intervalu tvaru (3km, % (k + 1)7), kde k € Z, tedy na mnoziné

R— UkeZ {%kﬂ}

* kX%

V dtikazech vét o stejnomeérné a lokalné stejnomérné konvergenci fad komplexnich
funkci hraje podstatnou roli pfislusnd Bolzano—Cauchyho podminka: 7)

(30) Pro kazdé e ¢ Ry existuje ng tak, ze n >ng,pe N,z ¢ X =
+
’ Dbt fk(x)‘ <E.

Véta 13.12. (Bolzano—Cauchyho kritérium stejnomérné konvergence fady.)
Rada Y";7 | fi konverguje stejnomérné v X, pravé kdyz plati podminka (30).

Dusledek. Necht fada > p—, fr konverguje stejnomérné v X. Pak je f — 0
stejnomérné v X a pro kazdou funkci g omezenou v X konverguje i fada >, frg
stejnomérné v X.

Uvedme nékterd dalsi kritéria stejnomérné konvergence:

Véta 13.13. (Srovnavaci kritérium stejnomérné konvergence fady.) Plati-li ne-
rovnost | fy(z)| < gx(z) pro vSechna x € X a vSechna k € N a konverguje-li fada
> req gk stejnomérné v X, plati totéz o Fadéch

7) BC podminka pro stejnomérnou konvergenci fady je piimym diisledkem BC podminky pro
stejnomérnou konvergenci posloupnosti, kterd zde neni uvedena, protoze ji (na rozdil od podminky
pro fady) nebudeme nikde potfebovat. Ctenaf ji jisté bude umét zkonstruovat sam; spravnost
svého vysledku pak miuze ovéfit napf. v [12] nebo v [27] (2. dil).
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(31) Zfzm Z|fk|'
k=1 k=1

Specidlné: Je-li|fr(x)] < cx € R pro vSechna x € X a vSechna k € N a je-li
> re, ¢k konvergentni fada, konverguji obé rady (31) stejnomérné v X.

Poznamka 13.6. Je-li | fx| < gi (vesp. | fi| < ¢k € R) v X pro vSechna k € N,
fikdme, ze Y 1o | gk (resp. > p—, ¢k) je majorantni Fada (stru¢néji: majoranta) rady
220:1 fu (v X). O

Srovnavaci kritérium lIze formulovat i jako nutnou a postacujici podminku :

Véta 13.13'. (Symetricka verze srovnavaciho kritéria stejnomérné konver-
gence fady.) Necht f, : X — C, g : X — C pro kazdé k € N a necht existuji
konstanty K1, Ky tak, Ze je

f’“(x)’ < K3 <+ pro vSechna x € X a vSechna k € N.

gk ()

Pak rada Y- | fi| konverguje stejnomérné v X, pravé kdyz ma tuto vlastnost
fada 3774 |gkl. O

I kdyz se srovnavaci kritérium uziva ke zjisténi stejnomérné konvergence dosti
casto, je z jeho znéni patrné, Ze je ,dosti hrubé“ — nelze je uzit napf. v situacich,
kdy prvni z fad (31) konverguje stejnomérné, druha ne. Nésledujici tii véty jsou
jemnéjsimi kritéric stejnomérné konvergence.

(32) 0<K1§’

Véta 13.14. (Dirichletovo kritérium stejnomérné konvergence fady.) Necht po-
sloupnosti funkci fr : X — C, g : X — R spliiuji tyto podminky :

(33" Pro kazdé x € X je g1(x) > ga(x) > ... > gi(x) > ... >0,

(33") gr — 0 stejnomérné v X

a existuje K € Ry tak, ze

(34) ’ Z fk(x)‘ < K provsechna n €N a vsechna v € X.
k=1

Pak rada
(35) > fr(@) gr (=)
k=1
konverguje stejnomérné v X .

Véta 13.15. (Abelovo kritérium stejnomérné konvergence fady.) Pro kazdé
k € N necht je fr : X = C a gr : X — R, pFi¢emz necht

(36") posloupnost {gx(x)} je pro kazdé x ¢ X monotdnni
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a necht existuje K € R tak, ze

(36") zreX,keN= |g(z) <K.

Konverguje-li fada
(37) > fulz)
k=1

stejnomérné v X, konverguje v X stejnomérné i fada (35).

Véta 13.15°. (Symetricka verze Abelova kritéria stejnomérné konvergence
fady.) Necht f, : X — C pro kazdé k ¢ N a necht posloupnosti funkei g, : X — R
a hi : X — R spliuji tyto podminky :

gr(z) }"O

/
(38) posloupnost {hk @ i

Jje pro kazdé x € X monoténni

a existuji ¢isla Ky, Ky tak, ze

(38") reX,keN=0< K <

< K5 < +00.

Pak fada (35) konverguje stejnomérné v X , pravé kdyz tam stejnomérné konver-
guje fada

(35') 3 fu(@)hu(a).
k=1

Definice. Jsou-li A a X mnoziny a je-li f, : X — C pro kazdé a € A, fikame,
ze funkce f,, a € A, jsou stejné omezené v X, existuje-li K € R tak, Ze nerovnost
| fa(x)| < K plati pro vSechna x € X a vSechna o € A.

Poznamka 13.7. Ve V.13.14 (resp. V.13.15) tedy pfedpokladdme stejnou ome-
zenost v X casteénych souctt Y _, fr Fady Do, fr (vesp. funkei gi). Podminku
(38") véty 13.14* bychom mohli popsat jako ,stejnou omezenost funkei gy /hy zdola
i shora kladnymi konstantami“. [

Podobné jako je tomu u ¢iselnych fad, uziva se Abelovo kritérium (a to hlavné
jeho symetrické verze) ke zjednoduSeni ¢lenti fad, zatimco Dirichletovo kritérium se
aplikuje zpravidla az na fadu dostate¢né zjednodusenou.

Priklad 13.7. Pro kazdé o > 1 konverguje podle V.13.13 jak fada

> sin(klz
T (klz)

ke

k=1

tak i fada prislusnych absolutnich hodnot stejnomérné v celém R; jeji majorantou
je konvergentni ¢iselna fada y - ; 1/k°.
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Piiklad 13.8. Rada

(39) Z fe(z), kde fp(z):=2"e % pro véechna z e R,
k=1

diverguje pro vSechna z € R_, konverguje pro vSechna z € Rg_. Protoze pro kazdé
z € Rje fi(z) = ka*~1(1 — x), protoze se tato derivace v Ry rovna 0, pravé kdyz
je x = 1, a protoze fix(0) = fr(+0oo—) =0, fx(1) = e~*, nabyva nezdporna funkce
fe|RY v bodé 1 svého maxima. (Sr. s V.8.2.)

Konvergentni fada Y .-, e" je tedy majorantou v R) fady (39), kterd tam
proto podle srovnéavaciho kritéria konverguje stejnomérné.

Priklad 13.9°. Porovnejme stejnomérnost konvergence fad o ¢lenech

2

gi(w) = —

(40) fr(z) : = ma

oz
Tl k222
kde k € N a z ¢ R. Obé fady >, fx(0), > pey g1(0) jsou nulové, tedy konver-
gentni; je-li x # 0, je

lz| 1 x? < 1
k222 k2|z| 222~ k27

(41) | fr(2)| <

o~

Z toho plyne, ze

oo o0
(42) fada Z fr konverguje v R bodové, fada ng stejnomérné.
k=1 k=1

Z prvniho odhadu je zdroveil patrné, Ze |z| > 6 > 0 = | fy(x)| < 1/k?), takze
(podle V.13.13)

(42) fada Z fx konverguje stejnomérné v R — U(0,d) pro kazdé 6 ¢ R .
k=1

Ukazme, ze fada

(43) Z fr nekonverguje stejnomérné v zadném P (0) a v z4dném P~ (0);
k=1

vzhledem k lichosti funkci fj sta¢i nestejnomérnost konvergence dokazat jen pro
intervaly tvaru (0,9), kde § € Ry. K tomu staci ovéfit neplatnost ptislusné BC
podminky, tj. platnost jeji negace, ktera zni:

(44) Existuje € € Ry tak, Ze pro kazdé ng € N existuje n > ng, pe N a x € (0,0)
y +
tak, ze | 3252511 fe(@)| > &

V nasem pripadé vSak plati dokonce toto siln€jsi a konkrétnéjsi tvrzeni:
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1 1
(45) n>2—5:2—e Z fk(Zn)ZZ

k=n-+1

Z nerovnosti k < 2n totiz plyne, ze k/2n < 1, takze 1 + (k/2n)? <2 a

1 1 1
T (%) B 2n (1 + (k/2n)?) = an’

Résumé. Pies podobnost funkei (40) se obory stejnomérné konvergence piislus-
nych fad podstatné lisi: Druha fada konverguje stejnomérné v R, prvni konverguje
stejnomérné v intervalu I C R, pravé kdyz neni 0 € I, takZe jeji konvergence je
lokaIné stejnomérna v R — {0} a nestejnomérnd v kazdém P*(0) i v kazdém P~ (0).

Podstatny rozdil v chovani obou fad zptsobil faktor z, kterym se g (z) lisi od
fr(2) a ktery podstatné zmensil hodnoty funkei g (z) v blizkosti pod¢atku.

Poznamka 13.8. Jsou-li splnény piedpoklady srovnavaciho kritéria (V.13.13),
konverguji obé& Tady > po; fk, > opeq | | stejnomérné; nékdy se v takové situaci
riké, ze fada ) .-, fi konverguje absolutné stejnomérné. Poznamenejme, Ze v tvr-
zeni V.13.13 by stacilo uvést, ze stejnomérné konverguje fada >, | fx |, protoze
stejnomérnou konvergenci fady Y-, fx pak jiz zarucuje BC kritérium.

Stejnomeérné konvergujici fadu, pro niz fada piislusnych absolutnich hodnot di-
verguje, lze sestrojit velmi snadno. Ctendf, ktery by nebyl spokojen s neabsolutné
konvergentni fadou o élenech f, := (—1)*/k (ackoli je to zcela pravoplatny piiklad,
protoze konvergentni fady s konstantnimi ¢leny nejsou ,zakazany“ a konverguji sa-
moziejmé stejnomérné), mize vySetfit napf. fadu

= arctg (1 + k22
Z Vegr(x), kde g(x) := % :
k=1

ktera podle Abelova kritéria konverguje stejnomérné v R, zatimco fada > .-, gk
prislusnych absolutnich hodnot vsude v R diverguje, protoze pro vSechna x € R je

gk () > g (0) > m/4k.

Miize se vSak stat, ze fada >, fx na néjaké mnoziné X konverguje absolutné
1 stejnomeérné, nikoli vsak absolutné stejnomérné; ukazuje to tento priklad:

Budte fi funkce z P¥.13.9, poloZzme

(46) hgkfl = fk, h2k = _fk pro kazdé k e N

a sy, resp. o, necht je n-ty castecny soudet fady > po ; hi resp. > pey |hi|. Je ziejmé,
ze pro kazdé n € N je pak
(47) son—1(2) = fn(z) =

X

T =0

a protoze nerovnosti | f,(z)| < fn(1/n) < 1/2n plati pro vSechna 2 € R a v8echna
n e N, je s, = 0 stejnomérné v R.

63



Protoze pro kazdé n € N je

n—1 n
U2n—1:22|fk|+|fn|u 02n:2Z|fk|7
k=1 k=1

konverguje (podle toho, co jsme dokazali v P¥.13.9) fada > .- | hi| vSude v R, ale
konvergence neni stejnomérnéa v zddném P*(0) a v zddném P~ (0).

Priklad 13.10. Pro vSechna o € R, 5 € R, = € Ry polozme

. kx 1 Ak (x)
. @ . B . k
(48)  Ap(x) := arcsin SRR ur(x) :=lg (1 + k:QxQ)’ fr(z) = (@)
a vySetime, jak je to se stejnomérnou konvergenci fady > .~ ; fi v R4.
Je-li x € Ry (pevné zvoleno), je
kx 1 1 1 1
e - B - -
(49)  arcsin P21 R lg (1+ k2I2> =728 tedy fi(z) < Ta—28

pro k — oo; podle 3. ¢&asti V.11.5 fada Y - , fx(z) konverguje bodové v R, préave
kdyz je oo — 23 > 1.

K PR.13.10: Y fr,a=%,8=1,1<n<12

Protoze Ay(1/k) = arcsin® § = (3m)* a pup(1/k) = lg” 2, neni fr — 0 stejno-
mérné v zédném PT(0), takze ani fada >_,- | fr tam nekonverguje stejnomérné.
(Sr. s V.13.12.)

Je-li a — 283 < 1, nekonverguje fada 220:1 fr ani bodové; predpokladejme proto
obracenou nerovnost a — 25 > 1 a dokazme, ze Tada konverguje v kaZdém intervalu
I1(0) := (8, 4+), kde 6 € Ry, stejnomérné. Ditkaz provedeme v nékolika krocich,
v nichz budeme funkce Ay a pj postupné zjednodusovat.
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1. Pro kazdé x € R, je

) kx arcsin (¢(kx)) 1
! — J—
(50") arcsin 1557 = (k) ¥ (kx) e
kde
x z?
p(z) = 211’ Y(z) = PO

a snadno se ovéri platnost téchto tvrzeni:

la. o(04) = @(+00—) = 0, ¢'(z) # 0, jeli 1 # x € Ry, ¢(1) = 3; v disledku
toho ¢ roste v (0, %), klesd v (3, +00) a p(R4) C (0, 3). (Sr. s V.8.2.)

1b. Funkce v(y) := (arcsiny)/y v intervalu (0, 1) roste (sr. s P¥.7.6), takZe pro
kazdé y z intervalu (0,3) je 1 = v(0+) < v(y) < v(3) = 3m. Vsechny hodnoty
prvniho zlomku na pravé strané (507) lezi tedy mezi ¢isly 1 a 3.

lc. Funkce 9 v R4 roste a v 4+00 ma limitu 1; v dasledku toho je ¥(0) < ¥(x) < 1
pro vSechna x > 4. Je-li x > 4, je tim spiSe kx > J pro vSechna k € N, takze vSechny
hodnoty funkce 1 (kz) lezi také mezi ¢isly (0) >0 a 1.

1d. Z tvrzeni la—1c plyne, Ze pro vSechna x € I(J) a k € N lez{ hodnoty funkce
v(p(kx)) (k) mezi 1(5) a +7; protoZe viechny mocniny Id* jsou monoténni, lez
vSechny hodnoty funkce (v(p(kz)) ¥ (kx))®, kterd je podilem funkei Mg (x) a 1/(kx)®,
mezi &sly (1(0))* a (37)*. Podle V.13.13" konverguje fada Y.~ fr(z) v I(0)
stejnomérné, pravé kdyz to plati o fadé s éleny 1/((kx)*ux(x)).

2. Pro vSechna x € R je

1 1
" — 2,2 o —
(50") lg(l—i— ) =w(k“z )kaQ’ kde w(z):=zlg (1+x)’

k222

pricemz

, 1 1 I 1
w(:z:)—lg(l—l—g) 13z Y (x)_—m.

Z nerovnosti w” < 0 v Ry plyne, Ze funkce w’ tam klesa; protoze w’(4+00—) = 0,
je w' >0 v Ry, takZe w tam roste a totéz plati o funkci w o Id%. Je-li tedy x > 4,
je w(z?) > w(d?); protoze w(+0o—) = 1, je navic w(z?) < 1 pro viechna = € Ry.
Je-li z > 0, je kx > § pro kazdé k e N, takze w(0?) < w(k?2?) < 1; protoze kazd4
mocnina Id? je monoténni, lezi pak viechny hodnoty funkce (w(k22?))?, ktera je
podilem funkei pix () a 1/(kx)??, mezi &isly (w(6?))? >0 a 1.

3. Podle 1d a V.13.13’ konverguje tedy fada Y -, fx(x) stejnomérné v I(J),
pravé kdyz to plati o fadé > o | (kx)*?/(kx)> = > 7 1/(kz)*~2P. Protoze tato
fada ma v I(§) konvergentni majorantu Y oo | 1/k*~2859=28 konverguje tam stej-
nomérné; tim je diikaz dokoncen.

Résumé. Je-li a — 23 > 1, konverguje fada Y .-, f v intervalu J C Ry stejno-
mérné, prave kdyz je 0 ¢ J; v R, je pak jeji konvergence lokalné stejnomérna. Je-li
a—28 < 1, fada vSude v R, diverguje. (Viz obrazek, v némz je zakresleno prvnich

w2 v s v o v 10
12 ¢astecnych soucti fady s a = 5, = 1.)
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Priklad 13.11. Predpokladejme, ze a € R, a dokazme nékteré vlastnosti fad

oo . oo
sin kx coskx

ko 7 ke
k=1 k=1

(51)

1. Je-li a > 1, konverguji fady
oo oo

, | sin kx| | cos kx|
(51 ) Z ko ! Z ko

k=1 k=1

(a tedy i fady (51)) stejnomérné v R.

2. Je-li € (0,1), konverguje prvni z fad (51) vSude v R, pFi¢emz konvergence
je neabsolutni pro kazdé x # 0 mod w. Druhé z fad konverguje, a to neabsolutné,
vR —{2mm; m € Z}. Prox =0 mod 7 je prvni fada v (51) fadou nulovou; druhd
fada je v bodech x = m mod 27 alternujici (a mé tedy konecny soudet), zatimco jeji
soucet v bodech = 0 mod 27 je +o0.

Obé rady konverguji stejnomeérné na kazdé mnoziné tvaru

(52) U (2mm +6,2(m + 1)r - 4),

meZ

kde § ¢ (0,7); na mnoziné R — {2mm; m ¢ Z} konverguji lokalné stejnomérné.
V Z4dném (pravém, levém, oboustranném) okoli Zadného bodu 2mm, kde m < Z,
neni konvergence stejnomeérna.

3. Je-li o < 0, konverguje prvni z fad (51), pravé kdyz je x = 0 mod = (kdy je
fadou nulovou), zatimco druhé z fad (51) vSude v R diverguje.

Ptipomernime, Ze pro kazdé ¢islo  Z 0 mod 27 a pro kazdé n € N plati identity

(53) isin Ly — sin(inx)sin((n+ 1)z)
- . 1 )
— sin 5z
(54) i cos b — sin(inz) cos(i(n+1)z)
P sin %x

(viz (46) v kap. 11). Z nich ihned plyne, Ze

(55) pro kazdé § € (0,7) jsou soucty (53) a (54) stejné omezené v mnoziné
Uez (2mm +6,2(m + 1)1 — 0),

protoZze v této mnoziné plati nerovnost | sin %x| > sin %6 a absolutni hodnota cita-
teld obou zlomk® vpravo neni vétsi nez 1.

Ad 1. Toto tvrzeni plyne ihned ze srovnavaciho kritéria, protoze Y ;- | (1/k%) je
konvergentni ¢iselnd majoranta obou rad.

Ad 2. Protoze prvni ¢ast tvrzeni jsme dokazali jiz v prvnim dilu této ucebnice
(viz P§.11.5), vénujme se stejnomérné konvergenci.

66



Stejnomérnost konvergence fad (51) (na uvedenych mnozinach) plyne z (55)
a z Dirichletova kritéria, protoze (Giselnd) posloupnost {1/k%} je monoténni a ma
limitu 0.

Nestejnomérnost konvergence dokézeme pro prvni z fad (51) nejdiive v intervalu
(0,6),kde 0 <6 < %w, a to pomoci negace prislusného BC kritéria:

Je-lineN, z, :=5/3n,n<k§2n,je%5<kxn§§6<5a
2 sin kz., o gini§  psinds
= Z > Z 3> 3 —lgnils.

2n
sin kx,,
(561) ‘Z ke ke k= 2n 273
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

Pro leva okoli bodu 0 je diikkaz analogicky, protoze sinus je licha funkce; protoze je
2m-periodickd, je konvergence v okolich sudych nasobki ¢isla 7 stejna jako v okolich
nuly.

Pro soucty s kosinem je situace dokonce jednodussi: Je-lin > 7/646, x,, := 7/6n,

n <k < 2n,je %w =nx, < kx, <2nx, = %w, takze cos kx, > COS%TF = % a
2n 2n 2n
coskxy, 1 1 1
(562) Z o > Z ok > a1
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
protoze kosinus je suda funkce, dostdvame pro z,, = —m/6n stejné odhady. Druha

z fad (51) tedy nekonverguje stejnomérné v zadném P+ (0) a v zaddném P~ (0);
obdobné tvrzeni o okolich vSech sudych nasobkt ¢isla 7 plynou z 27-periodicity
kosinu.

Ad 3. Tvrzeni plynou ihned z toho, Zze pro zadné x # 0 mod 7 neni sinkz — 0
a pro zadné r € R neni coskx — 0. (Dlkaz: Kdyby bylo coskx — 0, méla by
vybran4 posloupnost o élenech cos2kx = 2 cos? kx — 1 limitu —1, coz je spor. Je-
li sinkz — 0, je cos2kx = 1 — 2sin’kx — 1, cos(2k + 1)z = cos2kz cosz —
sin2kx sinz — cosz a 1 = sin?(2k 4+ 1)z + cos?(2k 4+ 1)z — cos®z; z rovnosti

cos®> x = 1 plyne, ze z = 0 mod 7.)

/2

K PRr.13.11: PRvNICH 6 CGASTEONYCH SOUCTU RAD (51) s a =1

X 3k X%

Zéavérem se vratme k mocninnym fadam; i kdyZ jsou nenahraditelnym néstrojem
komplexni analyzy, 1ze jejich jednoduché vlastnosti vyuzit i v realné analyze. (Viz
napf. Dodatek ke kap. 11 a kap. 18, kde se pomoci nich fesi diferencidlni rovnice.)
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Priklad 13.12. V P#.11.8 jsme (pomoci d’Alembertova kritéria) dokézali, ze Fady

& & A Z2k > A Z2k+1
Z:: K kzo —1) (2k)1° kzz()(_l) (2k +1)!”

které v komplexnim oboru definuji po fadé funkce exp z, cos z, sin z, konverguji pro
vsechna z € C, a maji tedy polomér konvergence rovny +0o.

Na rozdil od toho konverguje fada Y-, k!z* jen v bodé 0 (protoze jinak nem4
jeji k-ty ¢len limitu 0), a ma tedy polomér konvergence rovny 0.

Priklad 13.13. Pro kazdé o € R ma mocninna rada
(57) > yx

k=1
polomeér konvergence rovny 1.

Pro kazdé z e C je totiz §/[zF|/k® = |z|/(¥/k)®, coz mé pro k — oo limitu
rovnou | z|. Podle Cauchyho kritéria fada (57) konverguje, je-li |z| < 1, a diverguje,
je-li |z| > 1. Tim je tvrzeni dokdzéno.

Zcela analogicky dokazeme, ze fada

°° k

(58) 3 a:W

k=1
m4 pro kazdé a € C riizné od nuly polomér konvergence rovny |a|.

Poznamka 13.9. Na fadédch tvaru (57) lze ukdzat, ze neni ndhodné, ze V.13.9
neobsahuje Zddnou informaci o konvergenci fady pro piipad, Ze |z— (| = R; obecné
totiz za této situace nelze o konvergenci nic Tici:

Je-li @ = 2, je konvergentni fada >, ; 1/k* majorantou fady (57) pro vechna z,
pro néz je | z| < 1; fada tedy konverguje (absolutné stejnomérné) v celém uzavéru
jednotkového kruhu U (ktery je kruhem konvergence vsech fad (57)).

Je-li « =0 a|z|] =1, nemé k-ty ¢len fady (57) limitu 0, takZze fada diverguje
v kazdém bod€ hranice kruhu U.

Je-li koneéné o = 1, lze body z, pro néz je |z| = 1, napsat ve tvaru z = e
cost + i sint, kde t € R, takze

it _

(o) ik

% i el€ i cos kt i sin kt

k=1 k=1 k=1 k=1

a fada vlevo konverguje, pravé kdyz konverguji obé fady vpravo. Protoze podle
P#.13.10 obé konverguji, pravé kdyz je ¢ Z 0 mod 2, fada (57) konverguje pro
vSechna z € OU s vyjimkou bodu 1; v ném ma redlna ¢ast fady soucet +o0o, imagi-
narni ¢ast soucet 0. [

I kdyZ obecnd véta V.13.9 nezarucuje konvergenci fady (8) v zddném hrani¢nim
bodé jejiho kruhu konvergence, mé konvergence v takovém bodé dtilezity disledek
pro stejnomérnou konvergenci fady (8), a tedy i pro spojitost jejiho soudtu:
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Véta 13.16. (Abelova véta.) M4-1i fada (8) polomér konvergence R € R a kon-
verguje-li v nékterém bodé tvaru ¢ + Re™, kde t € R, konverguje stejnomérné na
uzaviené tiseéce {¢ + ret; 0 < r < R} s krajnimi body ¢, ¢ + Re®; soucet rady je
pak na této tsecce spojity.

* ok %

vvvvvv

s Taylorovymi polynomy ; predpoklady, za nichz lze danou funkci rozvinout v Ta-
ylorovu fadu, jsou dobrou ilustraci markantnich rozdilt mezi redlnou a komplexni
analyzou. Definice je v obou pfipadech formdlné stejna:
Je-1i funkce f definovana v jistém okoli bodu ¢ a ma-li v bodé ¢ derivace vSech
fadd, nazyvame fadu
. fk)
(59) > B0 oy

k=0

Taylorovou fadou funkce f o stfedu (; pro kazdé n > 0 je

(k)

(60) Ros1(2) = f(z) = >
k=0

tzv. zbytek po n-tém ¢lenu této fady. Realnou Taylorovou fadou budeme rozumét
fadu (59) za dodateénych pfedpokladd, ze f je redlnd funkce redlné proménné, ze
¢ € R a ze derivace jsou ,podle realné proménné“; o komplexni Taylorové Fadé
budeme mluvit v pfipadé, Ze f je komplexni funkce komplexni proménné, ¢ € C
a derivace v (59) jsou ,podle komplexni proménné“. Slovo okoli bude v prvnim
pfipadé znamenat okoli v R, ve druhém pripadé to bude okoli v C.

Poznamenejme, ze v definici Taylorovy Tady se nepredpokladd nic o jeji konver-
genci a ze na pravé strané (60) se od f(z) ode¢itd n-ty Tayloriv polynom (funkce
f o stfedu (), ktery je n-tym éasteénym souctem Taylorovy fady (za predpokladu,
Ze tato fada existuje).

Poznamka 13.10. Necht ¢ € R, necht f je definovana v jistém okoli U(¢) (v C)
bodu ¢ a necht je realna v okoli U (¢)NR bodu ¢ na realné ose. ProtoZe z existence de-
rivace f() (¢) podle komplexni proménné plyne existence analogické derivace podle
redlné proménné (a rovnost obou derivaci), je zfejmé, ze za uvedenych predpokladii
plyne z existence komplexni Taylorovy fady funkce f o stfedu ( existence prislusné
realné Taylorovy Fady, pricemz obé fady maji pak stejné koeficienty.

Obrdcené tvrzeni vsak neplati, protoze napf. funkce (sr. s Cv.5.69)

(61) e) = { exp(—=7%) pro = # o}

0 pro z=0

mé v bodé 0 (nulové) derivace viech fadt podle redlné proménné, ale vzhledem k C
neni v bodé 0 spojitd (protoZe jeji limita v bodé 0 vzhledem k imaginirni ose je
rovna +00), takze derivace (kladnych ¥4dt) podle komplexni proménné nema.
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7 ptikladu je zaroven patrné, ze existence derivaci vSech radi podle realné pro-
ménné vsude v R neni postacujici podminkou moznosti rozvoje dané funkce v Tay-
lorovu fadu: Redlnou Taylorovu Fadu funkce (60) lze sice napsat, ale protoze je to
fada nulova, neni jeji soucet roven f(z) v Zzddném bodé z £ 0. O

Pfimo z definice souc¢tu fady (jako limity jejich ¢astecnych souét) plyne, ze

(62) Taylorova fada (59) méd v bodé z soucet f(z), pravé kdyz je Rp+1(z) — 0
pron — 00.%)

Reélné analyza se proto musi zabyvat otazkou, jak tuto podminku v konkrétnich
ptripadech dokazat (nebo vyvratit); u fady dulezitych funkci 1ze podminku (62)
dokézat, prepiSeme-li zbytek jednim ze zptsobd uvedenych v této véte:

Véta 13.17. Necht ¢ a (' # ( jsou realna ¢isla, necht n > 0 je celé ¢islo a necht
f je realna funkce realné proménné, ktera ma v kazdém bodé uzavieného intervalu
I s krajnimi body ¢, ¢’ (kone¢né) derivace az do fddu n + 1 véetné. Pak existuji
Cisla £ e int I, n € int I tak, Ze

AN f(n+1)(§) / n+1
(63) Rpa(¢') = CE ¢ =om,
(n+1)
(64) Run@) =0 @y 0. D

(63) a (64) jsou po fadé prepisy zbytku v Lagrangeové a v Cauchyho tvaru.

Poznamka 13.11. Pomoci (63)—(64) lze mj. dokézat (viz [10] nebo [27], 1.dil),
7e pro vSechna z € R je

oo Zk oo sz 0 Z2k+1
(65) eXpZZZ Ak cosz:z (=1)* oIk SinZ:Z (—1)km7
k=0 k=0 k=0
o0 2%k ) S Z2k+1
(66) coshz = kzzo @iy ShE= kZ:o @k+ 1)1

Ze pro vSechna x € (—1,1) resp. x € (—1,1) je
> Z > Z
(67) g(1+ 2) Z kl— resp. lg(1—2) Z "
k=1 k=1
a ze pro vSechna z € (—1,1) a vSechna « € R plati identita
> (6%
o k
(68) (1+2) —Z(k)z.
k=0
8) Néktefi autofi ctenaitim bohuzel sugeruji, Ze (62) je zdvazné tvrzeni, a nazyvaji je Taylorovou

vétou. Na rozdil od trividlniho vyroku (62) je pro realnou analyzu skuteéné velmi dileZitd napt.
véta 13.17, ktera v fadé dulezitych piipada dovoluje podminku Ry41(2) — 0 ovéfit.
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Mocninné fady na pravych strandch identit (65) a (66) maji polomér konvergence
rovny 400, zatimco polomér konvergence fad v (67) je roven 1. Je-li & nezaporné
celé ¢islo, obsahuje fada v (68) jen koneény pocet nenulovych séitancii a mé polomér
konvergence +oo; jinak je jeji polomér konvergence roven 1. [

Zatimco v realném oboru je moznost rozvoje funkce v Taylorovu fadu dana pod-
minkou (62), jejiz ovéfeni neni vzdy snadné, je v komplexnim oboru situace ne-
srovnatelné jednodussi; prislusné tvrzeni je zaloZeno na tomto zdkladnim pojmu
komplexni analyzy:

Definice. Rikdme, Ze komplexni funkce f komplexni proménné je holomorfni
v oteviené mnoziné 2 C C, ma-li v kazdém bodé z € € derivaci podle komplexni
proménné.

Véta 13.18. Je-li funkce f holomorfni v oteviené mnoziné 2 C C, ma v kazdém
bodé z € Q derivace viech radit.®) Je-li K(¢, R) C Q (pro jisté R > 0), je

> f(k)
(69) f(z) = Z fk—l(o (z— Ok pro vsechna ze K((,R).
k=0 ’

Dodatek. Konverguje-li mocninnd fada v kruhu K (¢, R), je v tomto kruhu Tay-
lorovou fadou svého souctu. Jinymi slovy:

S k FRQ) .
(70)  f(z) = E ar(z—=C)* vK((,R) = a= o pro vSechna k > 0.
k=0 :

Poznamka 13.12. V komplexnim oboru tedy plati tvrzeni v readlném oboru zcela
neslychané: Z existence proni derivace (v oteviené mnoZiné) plyne existence deri-
vact vSech Tddu. Kromé toho je patrné, ze pri rozvddeéni funkce v mocninnou radu
nent nutné zabyvat se zbytkem R, 41, protoze v kruhu, v némz je funkce holomorfni,
zbytek automaticky konverguje k nule. 1°)

Poznamka 13.13. Vime (viz V.11.17), ze Cauchyho souc¢in dvou absolutné kon-
vergentnich fad se soucty s a t je absolutné konvergentni fada, jejiz soucet je roven
st. Protoze mocninné fady konverguji ve svych kruzich konvergence absolutné, plati:

Cauchyho soudin dvou mocninnych fad, které maji v kruzich K (¢, Ry), K (¢, Rz)
soucty f(z), g(z), je Taylorovou fadou soucinu f(z)g(z) v kruhu K (¢, min (Ry, Rg)).
Podobné tvrzeni plati i pro realné Taylorovy fady; kruhy je vsak treba nahradit
jejich priiniky s R.

To umoznuje napsat Taylorovu fadu funkce, ktera je sou¢inem dvou funkci, jejichz
Taylorovy fady zname, bez pocitani jejich derivaci:

9) Samozfejmé podle komplexni proménné.
10) Zcela na misté je otazka, jak je to mozné, kdy# definice derivace podle realné a komplexni
proménné jsou formalné zcela identické. Odpovéd: I kdyZ jsou formélné identické, je ve skutecnosti
existence derivace podle komplexni proménné v (neprazdné) oteviené mnoziné Q@ C C podminkou
nesrovnatelné silngjsi, nez je napf. existence derivace podle redlné proménné v intervalu. Podstatu
véci ctenafi odhali az studium komplexni analyzy, pfi némz se seznami i s dikazy vyslovenych
tvrzeni.
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Ptiklad 13.14. Podle (65) a (67) je
N 2. zk
(71) e:;ﬁvR,ll—x ;? —-1,1);
z toho plyne, Ze Taylorovou fadou (o stfedu 0) funkce e® lg(1 — z) je fada

oo o0 1 n
J

oo . 1
_;cnx N kde Cp, Z:Zm,

k=1

(72)

=0 k=1

konvergujici absolutné v intervalu (—1,1).!!) Pro tiplnost dodejme, ze je

(1) a=1, =3, =3, a=1, =35, cs=15, (7= ,....
Priklad 13.15. Z identity
1 - k, 2k
(74) e (D
k=0

platné v intervalu (—1, 1) plyne integraci (sr. s V.13.11) v témz intervalu identita

[eS)
i {E2k+1

(75) arctgx = ,; (-1) 1

aditivni konstantu ¢ jsme (vpravo) nenapsali, protoZe hodnota v bodé 0 obou stran
napsané identity je 0, takze i ¢ = 0. Tim jsme ziskali Tayloriv rozvoj funkce arctg z,
aniz bylo nutné podcitat derivace této funkce v bodé 0 (coz by mohlo narazit na
znacné potize, pokud bychom nenasli napf. n&jakou rekurentni relaci).

Pro x = %1 je na pravé strané (75) alternujici fada +> 7o (—=1)%/(2k + 1),
kterd podle Leibnizova kritéria konverguje. Podle Abelovy véty 13.16 konverguje
tedy fada na pravé strané (75) v celém intervalu (—1,1) stejnomérné a jeji soucet
je tam spojity; protoze leva strana identity (75) je v tomto intervalu také spojita,
identita plati v celém (—1,1).

Utvotime-li Cauchyho soucin fady ze (75) se sebou samou, dostaneme Taylorovu
fadu funkce arctg? x v intervalu (—1,1):

) o0 20t 0 22k+1 00 o
(76)  arctg®z = (j_zo(_ ’ 2]+1)(Z; 2k+1) :;C"w ’
kde ‘
= 1 (-1t & 1

D B [P A Dy

1) Dva za sebou napsané znaky souctu (tak jako na zacatku radky (72)) se ¢asto uzivaji misto
znaku pro zobecnénou fadu, v niz by se v naSem pripadé s¢italo pfes vSechny dvojice (4, k), kde
7 >0ak>1jsou cela disla.
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pro vSechna n € N, protoze

n—1 n—1 n—1 n

1 1 1 1 1 1
> SEN NN S |
= 2k+1)2n—-2k—-1) 2n = 2k+ 1 = 2n—2k—1 ni=2k+1

|
—

>
Il

Platnost (76) je zatim zarucena jen v intervalu (—1,1), protoze s Cauchyho
souCinem lze bezpecné pracovat jen v pripadé, ze aspon jedna z fad je absolutné
konvergentni (viz V.11.16 a Cv.11.100). Ctenaf vSak mtize sim dokézat, Ze po-
sloupnost {|c,,[}52, klesd a jeji n-ty ¢len neni vétsi nez 1/4/n; podle Leibnizova
kritéria tedy fada Y -, c,z*" konverguje i v bodech +1. Platnost (76) v celém
uzavieném intervalu (—1,1) se tedy dokdze podobné jako platnost (75).

Pro ilustraci jesté dodejme, Ze Sesty ¢asteény soucet fady (76) (neboli dvanécty
a t¥indcty Taylortiv polynom funkce arctg? x o stfedu 0) je roven

2 23 44 563 3254
78 2 2.4, 40 § 3% g 10 12
(78) Tyt T T 15" Tt T 10395

* %k Xk

Vratme se nyni k ,,obyéejnym*“ Ffaddm funkei a ilustrujme uziti Abelova a Di-
richletova kritéria stejnomérné konvergence timto prikladem:

Piiklad 13.16. VySetime stejnomérnou konvergenci fady ;- ; fx, kde

arctg kx +/arccotg kz sin kx.

Protoze Y r- ; fx(0) je nulové Fada, budeme se v dalsim zabjvat jen konvergenci
v Ry a v R_. VSimnéme si predevsim, ze pro kazdé k ¢ N je

kx

(79) fr(z) = prrn

fk(l) _ e\/ﬁsinl, fk( 1) _ \/3?sin1'

(80) k 8(e+1) ok 8(e+1) ’

protoze neni f;(+1/k) — 0, nekonverguje posloupnost { fx}7>; k nule stejnomérné
v z4dném PT(0) a v zddném P~ (0), a totéz proto plati i o fadé >, f-

4l
2oL
-1/2 0 1/2

K PR.13.16: Y7, fr, 1 <n <10
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Bud I C R4 libovolny interval s pocatecnim bodem § € Ry. Nez zaéneme fadu
220:1 fr vySetfovat v I, polozme pro vétsi prehlednost a struc¢nost

kx

(81) ar(z) : ¢ bi(x) := arctgkx, ci(r) = /arccotgkz.

Tkt 10

Ctenai snadno zjisti, Ze viechny funkce ax(z) v R rostou, Ze jejich hodnoty pro
x > 0 lezi mezi a(0) = % a ap(+o00o—) =1 a ze pro kazdé x € R je i posloupnost
{ar(z)} rostouci. Podle symetrické verze Abelova kritéria (tj. podle V.13.15", v niz
polozime g = ag, hy = 1) lze tedy funkce ap(z) z fi(z) ,vynechat® v tom smyslu,
ze fada ) p- ; fr(z) konverguje v I stejnomérné, pravé kdyz m4 tuto vlastnost fada
> e b (@) e (z) sinkz.

Z podobnych divodt lze vynechat i funkce bg(z): Jejich hodnoty pro x e I lezi
mezi arctgd > 0 a 17 a posloupnost {gx(z)} je pro kazdé = € R, rostouci.

Protoze funkce p(z) := zarccotga v R roste a protoze ma v bodé +oo limitu
1, plati implikace z € I = ¢(§) < ¢(z) < 1. Protoze x € I = kx € I pro kazdé
keN, jeip®) < plkr) < 1a /o) < olkz) = Vkreg(z) < 1; navic je
posloupnost {p(kz)} rostouci. Podle V.13.15" lze tedy v I funkce ci(z) nahradit
funkcemi 1/v/kzx.

Shrneme-li dosavadni vysledky, vidime, Ze fada Y .-, fi(z) konverguje v I stej-
nomeérné, pravé kdyz ma tuto vlastnost rfada

> sinkz 1 < sinkx
82 o o ot
(82) ; = ﬁ; 7

Podle P#.13.10 vsak fada vpravo konverguje v I stejnomérné, pravé kdyz I neob-
sahuje zadny cely nasobek ¢isla 27, tj. kdyz je I C (2(m — 1)7, 2mn) pro vhodné
m € N. Potom v8ak je 1/1/x funkce omezena v I dvéma kladnymi konstantami, takze
fada vlevo konverguje stejnomérné v I, pravé kdyz to plati pro fadu vpravo. 12) Kon-
vergence je lokalné stejnomérnd v Ry —J,,ny {2m7} a zfejmé neabsolutni — proto
bylo tfeba uzit jemnéjsi Abelovo kritérium.

Vysetieni konvergence fady > -, fx v R_ bude daleko snadné&jsi, protoze ,do-
minantni vliv® tam mé funkce e¥*. Je-li totiz x < —d < 0, plati relace

[fu@)| <e ™ fm-Vm-1=1Vmde ™,

protoze geometrickd fada Y -, e~ konverguje, konverguje fada > ope [ abso-
lutné stejnomérné v (kazdém) intervalu (—oco, —d) a obecné&ji oviem v kazdém in-
tervalu I C R_, jehoz koncovym bodem neni 0. Konvergence je lokalné stejnomérna
v R_; vzhledem k tomu, Ze je absolutni, mohli jsme uzit hrubsi srovnavaci kritérium.

% sk %k
Tvrzeni, Ze ani stejnomérnd, ani nestejnomérna konvergence rady se nezméni, vynasobime-

li vSechny jeji ¢leny (jednou a touz) funkci omezenou na prislusné mnoziné dvéma kladnymi ¢isly,
plyne ihned z dutsledku V.13.12.

12)
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Reseni nékterych obyéejnych diferencialnich rovnic tvaru Ly = 0 lze (v realném
i v komplexnim oboru) hledat ve tvaru mocninné fady ; postup ma v pfipadé, ze koe-
ficienty rovnice jsou jednoduchymi kombinacemi celych mocnin nezévislé proménné
z a ze hledame TeSeni v okoli 0, zpravidla tyto kroky:

1) Piedpokladdme existenci feseni ve tvaru mocninné fady tvaru Y o, apz”
s kladnym polomérem konvergence R.

2) Derivovanim ¢len po ¢lenu vypodteme vSechny potiebné derivace, dosadime je
do rovnice a vysledek usporddédme podle mocnin z; protoze podle disledku V.13.10
musi byt koeficienty u viech mocnin z* rovny nule, ziskdme nekoneéné mnoho rovnic
pro koeficienty ay,.

3) Po jejich vyteSeni ovéfime, zdali mocninnd tada s vypoditanymsi koeficienty
md opravdu kladny polomer konvergence, protoze teprve pak mame zaruceno, ze
jsme nasli feseni, a vime téz kde. Nemaji-li rovnice feSeni nebo neméa-li vysledna
fada kladny polomér konvergence, neuspéli jsme — pravdépodobné proto, ze rovnice
feSeni v navrzeném tvaru nema.

Priklad 13.17. Zkusme v komplexnim oboru najit feSeni rovnice
(83) w” +zw' +w =0

ve tvaru
(84) w(z) := Z apz”,
k=0

kde ay € C jsou (zatim) neznama4 ¢isla. 13)
Pfedpoklddejme, ze fada (84) mé polomér konvergence R > 0; v K (0, R) pak je

o0

(85) zw'(z) = Z kapz®, w”(z) = Z k(k—1)apz"2 = Z (k+2)(k+1) apro2”.
k=1 k=2 k=0

Dosadime-li pravé ziskané vysledky do (83), dostaneme fadu

oo

(86) D (e +2)(k+ D argz + (k+1)ax] ¥,
k=0

ktera ma nulovy soucet, pravé kdyz jsou koeficienty u vSech mocnin z rovny nule,
tj. pravé kdyz je
(87) (k + 2)agy2 + ar, = 0 pro vSechna k > 0.

13) Soustavnéjsi informace o diferencilnich rovnicich najde étenaf az v kapitole 18; abychom
vsak objasnili divod, pro¢ hleddme dvé linedrné nezavisla feseni, prozradme jiz nyni, Ze u linearni
rovnice 2.fadu s nulovou pravou stranou (coz je na$ piipad) je mnozina vSech FeSeni totoznd

s mnozinou vsech linearnich kombinaci dvou linearné nezavislych feseni. ,,Resit“ rovnici znamena
najit vSechna jeji feSeni.
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Pii volbé ag = 1, a; = 0 plyne z rekurentnich vztaht (87), ze

1 1 —1)k
te=_2 (=1

1
(88) apg=1, ag = — 4:E7---7a2kzmv---

2 = T 2n’

a 7e agip+1 = 0 pro vSechna k > 0.
Polozime-li naopak ag = 0, a; = 1, bude

a 1 —1)k
i 7a2k+1—(( )

89 =1, a3 =2 . L S A
(89) e R T 2%k + 1)1

a agr, = 0 pro vSechna k > 0.
Jak snadno zjistime d’Alembertovym kritériem, konverguji obé fady

2’2k Z2k+1

%0) 2:: SRR Z:;) V' Grrom

k=0 k

pro v8echna z € C, takZe jejich polomér konvergence je +0o a jejich soudty wi(z),
wa(z) jsou FeSeni rovnice (79) vSude v C. Protoze prvni z funkei je sudé, druhd
lich4, je jejich linedrni nezéavislost ziejma.

Podle toho, co jsme uvedli v poznamce *2) pod ¢arou, je funkce w feSenim rovnice
(83) v C, pravé kdyz je

2’2 Z2k+1

) k oo
(91) w(z) = clkzzo (—1)’“(%)” +csz:0 (—1)’“7(%4r oIk

kde c1, c2 jsou komplexni ¢éisla.

Cviéeni

A. Vysetite stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei f(z) v uréeném obo-
ru. 14) Pro struénost znacime
(92) RS := (0,+00), J:=(-1,1), J":=(-1,1);

neni-li obor uveden, rozumi se jim R.

13.01°. (22 — 1)* 13.02°. zF(1 —2?) v J
13.03°. zF — 3% v J 13.04°. k22 (1 — 2k v g
o 2kx o T2+1 0

13.05% ——— 13.06%. -—— v R}

14) Dan4 posloupnost se méa v tomto oboru vysetiovat ; netvrdime, ze v ném vsude konverguge.
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13.07°. ——
13.09°.
13.11°. ———

13.13°.
13.15°.

13.17°.

13.19°.
13.21°.
13.23°.
13.25°.

13.27°.

13.29°.
13.31°.

13.33°.
13.35°.
13.37°.
13.39°.
13.41°.

13.43°.

13.45°.
13.47°.

13.49°.

v/ x2 + arccotg k
Vkz +sinkz v Ri

2
x2ke—k(m -1)

ekr —1
ekr 41
lg(kx
s g,
k T

;1g(1+E) v R,
(x + k)

lg I2+I€2

0
v R}

sin® z cosz
sinh (x — k)
cosh(x + k)
2kx
1+ k222

arccotg kx

arcsin

arccotg v R(}r

T
kr+1

7

13.08°.
13.10°.
13.12°.

13.14°.
13.16°.

13.18°.

13.20°.
13.22°.
13.24°.
13.26°.

13.28°.

13.30°.
13.32°.

13.34°.
13.36°.
13.38°.
13.40°.
13.42°.

13.44°.

13.46°.
13.48°.

13.50°.

k2 — 22
k2 + 22
k2z?
1+ k222

zk

1+.I'2k

x2 —1\k
(:102+1)
Va2 41
2k71/7x2k+1+1
k/12

k2 + kcoshx
\k/l—sinkac

o (a—k)?

lg (1 + %) v (=1,400)

kalg (1+ %) v R,

T, x
ElgEVR_’_

T
ksin —
smk

. . T
k(smE—smﬁ)

(sinz + cosa:)k v (—m,7

k|sinz|F(1 - |sinz|)*
x| -k
|z| + &
2kx
e
kx arccotg kx

¢ 2 — k2
arcco -5
2 1172 + k?

cosh

arccos



13.51°.

13.53°.
13.55°.
13.57°.

13.59°.

arctg kx arccotg kx
¢ 2zF
arctg ———
SR T

arctg (e?)

k

arccos (sin” 7x)

arcsin (z2(1 — 22)*) v J

13.52°.

13.54°.
13.56°.
13.58°.

13.60°.

t z t z
arctg — arccotg —
k k

) ekz -1
arcsim ——
ekr 11

tg (sin 7 )
arcco sin —
s\

2k arccosx®* v J

arcsinx

arccotg (1 — 22)(2 — x%))*

B. V dangych oborech vySetite stejnomérnou konvergenci fad o uvedenych cle-
nech; zavisi-li ¢leny na parametru «, vySettfujte zavislost stejnomérné konvergence

prislusné fady i na tomto redlném parametru.

13.61°.
13.63°.
13.65°.
13.67°.
13.69°.
13.71°.
13.73°.
13.75°.
13.77°.
13.79°.
13.81°,
13.83°.
13.85°.

13.87°.

2
x2ke ke R(_),_
2 —kx 0

T°e v R}

2.2
x2ekm

1
exp (— (ka: + —)) v Ry
kx
kx
k3 +|z|3
(sin® z — cos® )*

5)

" (1 N z? arccotg a:2)

k?

(sin? (3mz)arccotg z?)*

arctg k%z? arccotg kx>

k222
1+ k222
ekw

arccos

arccos ———
1+ ekz

ek 1 ) E22? +1
- arcto—— T
14 ekz 22 4 k2 : gk2x2+2
kx + 2 coskx

1— efk(x—i—l)

15 ok T8~

13.62°.
13.64°.
13.66°.
13.68°.
13.70°.
13.72°.
13.74°.
13.76°.
13.78°.
13.80°.
13.82°.
13.84°,
13.86°.

13.88°.

—kx 0
e v Ry

(tgha)®
z?sin®
lg (1+=5—)
x? x?
arctg =) arccotg =)

z2k arccotg zik

! tg = tg k
—= arctg — arccotg kx

arccos

kat
1+ kot
ek}:l)

arcsin ———
1+ ekz

(zF +1)? sinkx
22k +1 ke
k22% + kx + 1 sinkx
k222 —kr+1 k

0
v Ry




13.89°.

13.91°.

13.93°.

13.95°.

e2kr _ okr 4 1 gin kx

e2kx + ekz +1 {1/%
2

lg (1 + kQ) sin (kmx)

. x .
smE sin kx

0
arctg kx arccotg kx coskr v R}

C. Najdéte poloméry konvergence téchto fad:

13.97. i kk—i 13.98. i L
k=0
(o'} k 00
13.103. Y (Z%) 2% 13.104. kzl (sin k) 2"
= j =

13.90°.

13.92°.

13.94°.

13.96°.

2
lg (1 + %) sin kx

sin? kx

k
k241
arctg kx sinkx

—————— v R
arctg 2kxr ko v Rt

arccotg kx cos(kmx)

RO
arccotg2kx  k® M
— (2k — DNZ*
1a99. 3 o

13.102. Z (arccotge®) 2F

k=1
12
)

> 1
13.105. 3 (1+ -

k=1

D. Pro kazdou z nésledujicich funkci (proménné z nebo z) najdéte (redlnou
nebo komplexn{) Taylorovu fadu o stfedu uvedeném za stfednikem. Pro kazdou
z nalezenych fad vypoctéte polomér konvergence.

13.106°.
13.108°.
13.110°.
13.112°.
13.114°.
13.116°.
13.118°.

13.120°.

2 .
e” sinz; 0

lg(14+2)lg(1+23); 0

e “sinhz; 0

iz '
1+22°
arctg 2z

1422’

e’; 1
coshz; i

1g°(1 - z); 0
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13.107°. coshzcosz; 0

13.109°. arccotg® z; 0

13.111°.

sinx arcsinz; 0

arcsin x
——F 0
V1— 22

sin z; %77

13.113°.
13.115°.
13.1179. ¢; i

13.119°.

lgz sinmx; 1



E. Najdéte predepsany pocet komplexnich mocninnych fad o stfedu 0, jejichz
soucty jsou linedrné nezavisla feseni dané diferencialni rovnice. Pocet feSeni je uve-
den za stfednikem; nula v prikladu 13.128 znamend, ze zadné feSeni popsaného
tvaru neexistuje (dokazte!).%) U kazdé z nalezenych mocninnych fad je tfeba vy-
pocitat polomér R konvergence; pti R > 0 je kruh K (0, R) oborem pfislusného
feSeni prislusné rovnice.

13.121. v’ +w=10; 2 13.122. v’ —w=0; 2
13.123. zw” +w' + zw =0; 1 13.124. w"”" +w =0; 3
13.125. v’ + zw =0; 2 13.126. v’ — 2z’ —w =0; 2
13.127. zw” —w=10; 1 13.128. 22w —w =0; 0
13.129. zw” + (1 — 2)w’ + 5w =0; 1 13.130. w” — zw' + 5w = 0; 2
Reseni

A. Abychom vysledky cviceni 13.01-13.60 mohli zapsat pokud mozno strucné
a prehledné, uzivame tyto timluvy a oznaceni: za ¢islem cviceni nésleduje vzdy
Ctvefice dat. V ¢asti zacinajici BL uvadime bodovou limitu dané posloupnosti, za
znackou STK je umisténa nutné a postacujici podminka pro stejnomérnou konver-
genci posloupnosti v intervalu I lezicim v oboru, v némz posloupnost konverguje,
po LSK nésleduje maximalni mnoZina, v niZ je konvergence lokalné stejnomérna,
a z udaju za znackou NSK lze vycist, ve kterych prstencovych okolich kterych
bodi je konvergence nestejnomérnd. Znacka () znamen4, ze takové body neexistuji;
ostatni data v této Casti zapisujeme pro Gsporu mista takto: Konverguje-li posloup-
nost v jistém P*(a) (resp. P~(a)) bodové, ale neni-li konvergence stejnomérna
v z4dném PT(a) (resp. P~ (a)), napiseme kratce a + (resp. a—). Konverguje-li po-
sloupnost v jistém P(a) bodové, ale konvergence neni stejnomérna v Zadném P (a)
a v zddném P~ (a), napiSeme a £. Symbol +aF piSeme misto dvojice symbola
»ta—*a ,—a+“; konverguje-li posloupnost bodové v jistém okoli boda +a, ale
nekonverguje-li v zddném jejich pravém ani levém okoli, napiSeme (+a) £.

13.01. BL: 0, je-li 0 < |z| < V2; 1 v £+/2; div., jeliz = 0V |z] > V2;
STK: T C (—v2,v2) — {0}; LSK: (—v/2,v/2) — {0}; NSK: V2, 0+

13.02. BL: 0 v J; STK: I C J; LSK: J; NSK:

13.03.BL: 0 v J; STK: T C J*; LSK: J*; NSK: +1 T

15) Protoze rovnice 13.121—13.130 maji pravou stranu rovnou nule, je nulovd fada ziejmé
feSenim kazdé z nich; protoze tkolem je najit linedrné nezdvisld feSeni, nulové Feseni nespliiuje

zadané podminky.
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13.04. BL:
13.05. BL:
13.06. BL:
13.07. BL:
13.08. BL:
13.09. BL:
13.10. BL:
13.11. BL:
13.12. BL:

(£1) +

13.13. BL:

(£1)+

13.14. BL:

0+, £ooF
13.15. BL
13.16. BL

13.17. BL:

13.18. BL

0v J; STK: I C J; LSK: J; NSK: ()

0 v R; STK: [ omez.; LSK: R; NSK: 0o F

0vR,, 1v0; STK: I omez., 0 ¢ I; LSK: R, ; NSK: 0+, +o0o—

0 v RY; STK: I omez.; LSK: R%; NSK: +o00—

1v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +coF

0 v R; STK: R; LSK: R; NSK:

0v 0,1 jinde; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

1vJ* v (l,+00); STK: —1 ¢ 1; LSK: (—1,+00); NSK: —1+
Oprox # +1, 1 v 1,div. v —1; STK: +1 ¢ I; LSK: R— {+1}; NSK:

1vJ5 0v +1, -1 jinde; STK: £1 ¢ I; LSK: R — {+1}; NSK:
0vR— {0}, v0div.; STK: I omez., 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK:
:1v {(—1,400); STK: I sh.omez.; LSK: (—1,+00); NSK: +00—
:1v J,22 jinde; STK: R; LSK: R; NSK: ()

v (1,40), ale fr(1+) = 0; STK: 1 ¢ I; LSK: (1, +00); NSK: 1+
:1prox e J* 0prox = —1, x jinak; STK: —1 ¢ I, I omez.; LSK:

R—{-1};NSK: -1+, oo F

13.19. BL
13.20. BL
13.21. BL
13.22. BL

:y/|z| v J, 1 jinde; STK: R; LSK: R; NSK: {)

: 1 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

tz| v R; STK: R; LSK: R; NSK: ()

: div. v bodech (2n — )7, n € Z, 0 v bodech (2n + 3)7, 1 jinde;

STK: IN{(2n+ $)m;ne Z} = 0; LSK: R — {(2n £ §)m; n € Z}; NSK: ((2n +

1)m) £, kde

13.23. BL:
13.24. BL:
13.25. BL:
13.26. BL:
13.27. BL:
13.28. BL:
13.29. BL:
13.30. BL:
13.31. BL:

n € Z, £ooF

0vO0,1v R;STK: I omez., 0 ¢ I; LSK: R, ; NSK: 0+, +00 —
0 v R; STK: [ sh.omez.; LSK: R; NSK: +00 —

1v +1, 0 jinde; STK: +1 ¢ T; LSK: R — {£1}; NSK: (£1)+

1v 1,0 proz e J* div. jinak; STK: I C J*; LSK: J*; NSK: +1F
sgnz v R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

0v 0,1 jinde; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+
0vR,;STK:0¢1, I omez.; LSK: R, ; NSK: 0+, +oco—

0v (—1,400); STK: I omez.; LSK: (—1,+00); NSK: +oo—

1v R4; STK: I omez.; LSK: R;; NSK: +o0co—
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13.32.BL: 1 v R, ; STK: 0 ¢ [; LSK: R, ; NSK: 0+

13.33. BL: 0 v RY; STK: I omez.; LSK: R, ; NSK: +co—

13.34. BL: 0 v R ; STK: I omez.; LSK: R;; NSK: +o0o—

13.35. BL: 0 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.36. BL: =z v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.37.BL: 0 v R, ; STK: 0 ¢ I, I omez.; LSK: R ; NSK: 0+, +0co—

13.38. BL: %a: v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.39.BL: 0 v J; STK: I C J*; LSK: J*; NSK: £1F

13.40. BL: div. v (—m,—3m) U (0,2m) U{n}, 1 v 0 a v i, 0 jinde; STK: T C
(—%TF,O) U (%W,ﬂ'); LSK: (—%W,O) U (%TF,F); NSK: —%Tf—f—, 0—, %W-l-, T

13.41. BL: 0 v R; STK: R; LSK: R; NSK: (

13.42. BL: 0 v R; STK: R; LSK: R; NSK: ()

13.43. BL: —¢ 2 v R; STK: I zd.omez.; LSK: R; NSK: —co+

13.44. BL: cosh1 = 1.54308 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +coF

13.45. BL: 0 v R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

13.46. BL: %ﬂ' v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: ‘oo F

13.47.BL: 7w v R_, %W v 0,0v R ;STK:0¢7; LSK: R— {0}; NSK: 0+

13.48.BL: div. vR_,0v 0,1 v R,; STK: I C R,; LSK: R; NSK: 0+

13.49. BL: %w v 0, %w v Ry ; STK: T C R, ; LSK: R, ; NSK: 0+

13.50. BL: %ﬂ' v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.51. BL: —%Fz v R_,0v RY; STK: 0¢7; LSK: R—{0}; NSK: 0+

13.52. BL: 0 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.53. BL: v —1 div., $7 v 1, 0 jinak; STK: +1 ¢ I; LSK: R — {+1}; NSK:
(1)

13.54. BL: %sgnx v R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

13.55. BL: 0 vR_, 27 v 0, 27 v Ry; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

13.56. BL: %ﬂ' v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.57. BL: div. v bodech 2n — %, kde n € Z, 0 v bodech 2n + %, 17 jinak; STK:

27 2

INn{2n+i;neZ}=0; LSK: R—{2n+ ; ne Z}; NSK: (2n=+ )+, kde n € Z

13.58. BL: 0 v .J; STK: T C J*: LSK: J*; NSK: +1F
13.59. BL: 0 v J; STK: J; LSK: J; NSK: ()

13.60. BL: oznacime-li A := 2 (vV5—1), B := $(vV5+1), je fr = im, jeli

A< |z| < B, fr, = im v bodech £A4,£B, f; — 0, je-li |z| < A, nebo |z| > B;

STK: I N{+A,+B} = 0; LSK: R — {+A, £B}; NSK: (£A)+, (+B)+
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B. Vysledky cviceni 13.61—13.96 jsou usporadany podobné jako vysledky sub A.
Za ,BK*“ je uvedena maximalni podmnozina zadaného oboru, v niz fada bodové
konverguje; soucet fady neni uveden, protoze je ve vétsiné pripadti neznamy.

13.61.
13.62.
13.63.
13.64.
13.65.
13.66.
13.67.
13.68.
13.69.
13.70.
K—{1}
13.71.

BK:
BK:
BK:

BK

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0
RO; STK: 0 ¢ T; LSK: R,; NSK: 0+
R; STK: RY; LSK: RY; NSK:

: R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0

R; STK: I zd.omez.; LSK: R; NSK: —oco+

Ry; STK: 0 ¢ I; LSK: Ry ; NSK: 0+

Ry; STK: Ry; LSK: Ry ; NSK: ()

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

l1#zeK, kde K := (1 -+v2,1++2);STK: 1 ¢ T C K; LSK:

NSK: (1 —v2)+, 1+, (14+v2)-

BK:

x ¢ N1, kde Ny := {%nﬂ'; neZ}; STK: INN; = (); LSK: R — Ny;

NSK: x + pro vSechna = € Ny, o0 F

13.72.
13.73.
13.74.
13.75.
13.76.
13.77.
13.78.
13.79.
13.80.
13.81.
13.82.
13.83.
13.84.
13.85.
13.86.

BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +c0 F

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: ‘oo F

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +o0o F

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +c0 F

R; STK: R; LSK: R; NSK: ()

R —{£1}; STK: +£1 ¢ I; LSK: R — {£1}; NSK: (£1)+
R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

R; STK: I zd.omez.; LSK: R; NSK: —co+

fada diverguje pro kazdé r ¢ R

BK:
BK:
BK:
BK:

R —{0}; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+
R,; STK: 0¢ I; LSK: R, ; NSK: 0+
R_;STK:0¢1; LSK: R_; NSK: 0—

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0

fada konverguje (bodové, stejnomérné, lokdlné stejnomérns), praveé kdyz
to plati o fadé Y - | (sinkx)/k* (viz P¥.13.11)

13.87. fada konverguje (bodové, stejnomérné, lokdlné stejnomérné), pravé kdyz
to plati o fadé >~ (coskx)/k™ (viz P¥.13.11)
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13.88. BK: R; STK: INN, =), kde Ny := {2n7; n e Z}; LSK: R— No; NSK:
x+ pro vSechna x € Ny, oo F

13.89. jako ve cviceni 13.88

13.90. BK: R; STK: TN N3 = (), kde N3 := {+2n7m;n € N}; LSK: R — N3;
NSK: z+ pro vSechna x € N3, tooF

13.91. BK: R; STK: TN Ny = (), kde Ny := {£+2n;n € N}; LSK: R — Ny;
NSK: z+ pro vSechna x € Ny, £ooF

13.92. fada konverguje jen v bodech z = 0 mod =

13.93. jako ve cviceni 13.90

13.94. jako ve cviceni 13.86

13.95. BK: R% — N5, kde N5 := {2nm;n e N}; STK: IN({0}UNs) = (); LSK:
R, — N5; NSK: 04, z+ pro vSechna x € N5, tooF

13.96. v R& fada konverguje (bodové, stejnomérné, lokalné stejnomérné), pravé

kdyz to plati o fadé Y -, (coskrx)/k* (sr. s P¥.13.11, kde misto x piSeme mz)

C. Za cislem kazdého z cvifeni 13.97—13.105 je uveden polomér konvergence
prislusné mocninné rady.

13.97. ¢ 13.98. 4 0 13.99.1 13.100. § 13.101. + o0
13.102. e 13.103. 1 13.104. 1 13.105. ¢ *

D. U komplexnich Taylorovych fad uvadime kruh konvergence, u realnych rad
otevfeny interval, ktery je priinikem kruhu konvergence s realnou osou. Symbol |...]
v horni mezi né€kolika souc¢tii znamené celou ¢ast vyrazu uvniti zavorek.

n

> 1
13.106. 22t kde ¢, = (—1)"
3.106. Y enz™" ™ v €, kde ¢ i= (-1) kz:;)k!(Zn—%—i—l)!

n=0

00 n—1 k n
4n e (_1) (_1)
13.107. ;cnz v C, kde ¢, := 2;:0 @R (dn —2k)] © ((2n)1)?

o0 [(n—1)/3]
1
13.108. g cnx™ v (=1,1), kde ¢, :=(—-1)" E —_
n=4 ( ) ( ) k=1 k(n B 3k)

13.109. i 7% + E enz™ v (—=1,1), kde pro n e N je
n=1
_1 Wﬂ- _1 n—1 1
Con—1 = 1) C2on = L) E

2n—1" n 2k —1
k=1
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13.110

13.111.

13.112.

[(n+1)/2]

1

. icnz" v C, kde ¢, :=

2k + 1)1 (n—2k—1)!

(—1)m k(2K — )N

(_1)77,71 Z
n=1 P
> n—1
chg;% v (=1,1), kde ¢, := Z
n=1 P

chz" v U(0,1), kde pro n >0 je

n=0 n

1
(k)]

con = (—1)" Z

k=0

n

k=0
n

(2k) ! (2n — 2k — 1)1 (2k + 1)

1

, Copg1 = (=1)" Z m

(2k — 1)1 (2n — 2k — 1)

13.113. cnz®™ v (=1,1), kde ¢, :=
7;) kZ:O (2K)!1(2n —2k)NN (2K + 1)
i 2nt1 11 z": 22+

13.114. ™" v (=35,35), kde ¢, :=(=1)"
o P 2k +1
=, (~1)"(z — ym)*

13.115. nz:% @ v C

— (z-1)"
13.116. e; ——vC
13117, -5 o™ o
117, — Z;) —— v

13.118. Z Cn i ' ) v C, kde pro n >0 je ca, :=cos1, copa1 :=isinl
n=0
i [nz/ﬂ (_1)n—kﬂ.2k—l

13.119. en(x—1)" v (0,2), kde ¢y, :=
= — 2k—1!(n—2k+1)
00 n—1 m-—1 1

13.120. Y e v (—1,1), kde cui=— > (3 Py m))
n=3 m=2 k=1

E. ProtoZe linearni kombinace feSeni diferencialni rovnice s nulovou pravou stra-
nou je feSenim této rovnice, nemusi uvedené vysledky souhlasit s tim, co vypocetl
Ctenarl. VSechny mocninné fady maji polomeér konvergence +oo, takze jsou fese-
nimi pfislusné rovnice v celém C; ve dvou pfipadech se mocninnd fada redukuje na
polynom.

oo (_1)192% B 0 (_1)}’@221@4—1 e
13.121. ;7(2@! (= cosz), kzzoi(Zk‘F ol (=sinz)
o 2k o L 2k+1 ’
13.122. ,;W (= cosh z), kZ:O CEm (= sinh z)



13.123.

13.124.

13.125.

13.126.

13.127.

13.128.

13.129.

13.130.

i ( 1)192219
1
Pt (2K
i (—1)kz3k i ) 23k i (—1)kz3k+2
) ) '
Pt g 3k + 1! P (3k +2)!
(o'} k 0o k
Z( )k H ) ’ ( H ) 3k+1
s e 37 3]—1 Pt ot 3j+1
> i »2k+1
k:O 1l — (2k + 1)!
_ Nl
Pt (k—1)!k!
Po dosazeni Z akzk do rovnice dostavame rovnosti ag = a; =0
k=0

a ze vztaht ai(k(k —1) — 1) = 0 plyne, %e a =0 i pro k > 2

523 Bzt 2P

1-5z+52 -2 ;2% 2
P T e o T 120

152 — 1023 + 2° i ((_l)k ﬁ(? - 2j))22k
i (@) j=1
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