14. Funkce nékolika proménnych

V této kapitole se budeme zabyvat nékterymi zakladnimi pojmy teorie funkci
nékolika proménnych; funkce jedné proménné budeme pritom povazovat za zvlastni
pifpad funkci ,nékolika proménnych“. )

Prostory RP s p > 1 jsme nerozsifili o zadné ,nevlastni body“ odpovidajici +co
v R*; maji-li mit dalsi vysledky stejny tvar pro vSechny dimenze p € N, je nutné
vyhnout se nekoneénym limitdm skaldrnich funkci. Zavedeme proto tuto amluvu:

Umluva. V dal$im bude slovo ,limita“ znamenat vzdy ,konecnou limitu®.?) [

Body z obecného RP budeme znagdit

(1) = (T1,..,2p), Y= W1,---,Yp), a=(a1,...,ap), b= (b1,...,bp)

apod.; je-li vSak p = 2 resp. p = 3, budeme uZivat i jiné znaceni, napt¥. (x,y) nebo
(u,v) v R? a (2,5, 2) nebo (u,v,w) v R3. Nejéastéjsi oznaceni zobrazeni do R? bude

(2) f:(fla--'afq)ag:(glv--'vgq);

Ctendrli je jisté znamo, ze zobrazeni z RP do RY se nazyvaji g-rozmérné vektorové
funkce p (redlnych) proménnych. Je-li ¢ = 1, mluvime téz o skalarnich funkcich,
ale povazujeme je za specialni pripad funkci vektorovych.

Cviceni 14.01. Necht a € M C R? a necht [ je zobrazeni néjaké mnoZiny tvaru
U(a) N M do R?. Uvaite, ze konvergence v R? je konvergenci po soufadnicich (sr.
s Cv.12.7), a dokazte, ze

(3) zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k M, pravé kdy# tuto vlastnost
maji vSechny jeho slozky f;, j=1,...,q.

Dale: Za predpokladu, ze a € der M a zZe f je definovano na néjaké mnoziné tvaru
P(a) N M, dokazte, ze

4 li =A=(4,...,A li i(z) =A; i=1,...,q.
@, lim | f@)=A= (A A) & lm | fil@) =4 proj=1ig

Jinymi slovy, spojitost i existenci limity lze ovérovat ,po slozkdach®, limitu lze
navic ,po slozkdch® i pocitat.

Poznamka 14.1. Limitnd prechod v RP viak nelze (az na trividlni pfipady) ,roz-
klddat“ na p limitnich prechodi v jednotlivijch proménngch! Ani v R? neni totiz

1) Rada autortt mluvi o funkcich vice proménnych, ale ani p¥i této terminologii nejsou funkce
jedné proménné vylouceny. Jisté se vSak nelze divit, ze se pifesnéjsi termin, napf. ,funkce libovol-
ného kladného koneéného poétu proménnych“, neuziva.

2) Ma-li tedy néktera skalarni funkce nekonecnou limitu podle ptivodni terminologie, budeme
od tohoto okamziku tikat, ze limitu nemd.
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zadné souvislost mezi dvojnou limitou

5 lim x,

(5) L dmf)

a dvojndsobnymi limitami

(6) ;lgl(;gnbf(x,y)), ilg})(;lgglf(x,y))-

Piiklad 14.1°. 1. Je-li

2 o . Lo
(7 fla,y) = (x +y)SIH$—y,Je-h$7ﬁO7&y |

0 jinak

je | f(z,y)| <22 +y? — 0 pro (z,y) — (0,0), takze limita (5) (kde (a,b) = (0,0))
je nulova. Protoze v8ak ani lim,_,¢ f(x,y) pro « # 0, ani lim ;o f(z,y) proy # 0
neexistuje, neexistuje zadné z limit (6).
2. Obréacené, pro funkci f definovanou podminkami
1, jeliy=x#0
1 .—

je im0 f(z,y) = 0 pro kazdé z € R, lim, o f(z,y) = 0 pro kazdé y € R, takze i

lim (lim f(z,y)) =0, lim (lim f(z,y)) =0.

z—0 y—0 y—0 =—0

Dvojné limita funkce f v pocatku vSak neexistuje, protoze jeji limita vzhledem
k pfimce o rovnici y = x je rovna 1, zatimco limita napf. vzhledem k obéma osdm
soutadnicovym je nulova.

3. Necht g je Dirichletova funkce a necht f : R?> — R definovana podminkami

0, jeliycR—0Q
(7 f<x,y>:={ e v }

yg(x), je-li y e Q
Pak je | f(z,y)| < |y| pro vSechna (z,y) € R? a v disledku toho je

(m)yl)lin(oﬂo)f(l'ay) =0 a lim (lim f(z,9)) =0

(protoze lim, o f(x,y) = 0 pro vSechna = € R). Protoze v8ak lim, .o f(z,y) ne-
existuje pro zadné racionalni ¢islo y # 0, dvojnasobné limita

lim (lim f(z,y)) neexistuje.
y—0 z—0

Jedna z limit (6) tedy neexistuje, druhd je — stejné jako limita (5) — rovna nule.
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Poznamka 14.2. Pfipomenme v této souvislosti tato jednoduché tvrzeni z teorie
metrickych prostort:

(8) ae NCM, aederN, lim f(z)=A= lim f(z)=A.

x—a, zeM x—a, e N
Obréaceneé tedy:

(8) Je-li NyUNy C M, acder Ny Nder Ny a mé-li f vzhledem k mnozZindm
N1, Ny riizné limity, limita f vzhledem k M neexistuje.

Casto se vSak hodi i toto tvrzeni:

(9) Je-li NyUNy =M, a cder Ny Nder N2 a ma-li f vzhledem k obéma mnozi-
nam Ny, Ny touz limitu A, existuje i jeji limita vzhledem k M a rovna se A.

Cviceni 14.02. Dokaite, Ze pro kazdé dvé g-rozmérné vektorové funkce f a g
(definované v néjakém m.p. (X, p)) plati:

1. Jsou-li obé funkce f, g spojité v bodé a (resp. na mnoziné M), plati totéz
o funkcich f +g a (f - g).

2. Je-li navic ¢ = 1 (takze f, g jsou skaldrni funkce), je v bodé a spojity i soucin
fg, a pokud je g(a) # 0, i podil f/g.

Podobné: Je-li lim ,_,, f(z) = A, lim,_,, g(z) = B, plati tato tvrzeni:

V. i a(f(2) + 9(2) = A+ B, limya(f - 9) = (4 B).

2. Je-li navic ¢ = 1, je lim,_,, f(z)g(x) = AB, a v pfipadé, ze B # 0, plati
i rovnost lim ,_,, f(z)/g(x) = A/B. O

Definujeme-1i hodnoty f(z) funkce f néjakym ,vzorcem* neboli ,vyrazem zavis-
Iym na z“, povaZzujeme za defini¢ni obor funkce f mnozinu vSech z, pro néz ma
Lwyraz“ smysl — pokud se z néjakych divodi nerozhodneme, Ze defini¢ni obor ma
byt mensi. 3) P¥ed cvidenim uvedme tii priklady, které problém ilustruji:

Priklad 14.2°. 1. Rekneme-li, ze funkci f dvou proménnych definujeme pfedpi-
sem f(x,y) := z/y, rozumime tim, Ze jejim definiénim oborem mé byt maximalni
podmnozina M roviny R?, v jejimz kazdém bodé& (x,y) ma prava strana smysl.
V nasem piipadé je tedy M := {(z,y) € R?;y # 0}, tj. rovina bez osy x. Tato
mnozina je oteviena a funkce f je v ni zfejmé spojita.

2. Funkce f t¥f proménnych definovana rovnosti f(z,y, 2) := lg(1 — 22 — y% — 2?)
mé defini¢ni obor {(z,y,2) € R?; 2% + y? + 22 < 1}, coZ je oteviend jednotkova
koule v R3. I tato funkce f je ve svém defini¢nim oboru spojit4.

3. Defini¢nim oborem funkce

T
f(z,y) :=sgn m

3) Omlouvam se za uzivani nedefinovanych slov ,vzorec® resp. ,vyraz‘, které nezbyva nez
chapat jen intuitivné. Ulohy, které étenaf najde v nasledujicim cvicent, se viak v literatufe pomérné
casto vyskytuji, a nebylo by proto namisté vyhybat se jim.
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je mnozina R? — {(0,0)}, tedy rovina bez po¢atku; funkce f neni spojita v Z4dném
bodé osy y, zatimco v mnoziné R? — {(z,y); x # 0} je spojita.
4. Popisme geometricky defini¢ni obor funkce

arcsin xy
22 -1

f(@,y,2) =

Hranici mnoziny M := {(z,y); —1 < zy < 1} C R?, ktera obsahuje obé¢ soufadni-
cové osy, tvoii 4 vétve hyperbol y = +1/z. Defini¢nim oborem funkce f je mnoZina
M x R, kterd obsahuje roviny xz a yz a jejiz hranici tvori hyperbolické valce s popi-
sem y = +1/x, tedy sjednoceni vSech pfimek rovnobézngch s osou z a prochazejicich
body (z,y,0), kde xy = +1, z néhoz byly odstranény vSechny body (z,y, z), pro
néz je z = 1. Funkce f je v této mnozin€ spojita.

Cviceni
U kazdé z nasledujicich funkci ,,definovanych vzorcem* najdéte maximalni mno-

zinu M, na niz mé prava strana smysl, povazujte ji za defini¢ni obor prislusné funkce
f a dokazte, Ze je v ném spojita. Defini¢ni obor popiSte geometricky.

14.03°. f(z,y) = 21Y
rT—y
r—y+1

14.040. f(l',y) = ﬁ

14.05°. f(z,y) = 2'8¥

14.06°. f(z,y) = arcsin(y/22 + 42 — 2)
14.07. f(z,y,2) =lg(z+y+2—1)
14.08. f(z,y, z) = arctg(z¥ + y* + 2¥)
14.09. f(x,y,2) = arccos(|z| + |y| + | 2])

(Ig(a® +y* —1),1g(4 — 2% — %))

I
14.10. f(z,y)
I

14.11.

z,y) ( e il )

’ (x—y?—-1" (z+y)? -1
1

14.12. f(x7y’z) = (,IyZ Sinx—yz, CO;;ZyZ)

14.13. f(z,y,2) = ( g = )

sinz ’ siny ’ sinz

14.14. f(z,y,2) = ( 1 1 1 )

et — eytz ' gy _ eztx’ oz _ gty
22y + 22U+l
24y +224+ur -1

14.15. f(z,y,z,u) =
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DokaZte tato tvrzeni o limitdch v poéatku prostortt R a R?:

14.16°. lim Qxy 5 Teexistuje
(z,9)—(0,0) 2 + Y

2

14.17°.  lm
(@)= (0.0) 22 +y

I2+y2 B

14.18°. im — =4
(z,5)—(0,0) 4 + y?

14.19°. lim & neexistuje
(@y)—(0,0) |2y | + |z — y|

14.20°. lim W1, jeli K =R2

(z,y)—(0,0), (z,y) e K zy
14.21°, lim  aylg(2® +4%) =0

(z,y)—(0,0)
2
14.22. lim % neexistuje
(z,9)—(0,0) 1 — cos(x + y)
1
. 2,2 2o _ gy
14.23. (ac,y,zl)li?(O,O,O)(I +y°+29) smm =0 pro kazdé a € Ry

exp(~1/(@ + 4 + 7))
(z,y,2)—(0,0,0) (22 + 92 + 22)e
|zyz|

14.24,

=0 pro kazdé a e Ry

14.25. lim
(2,9,2)—(0,0,0) |zyz| + |22 — yz| + |y? — x2| + |22 — 2y

neexistuje

X kX

Je-lia € R a je-li f zobrazeni néjakého okoli U(a) C R do R?, definujeme derivaci
funkce f v bodé a rovnosti

(10) Fla) = tim L2 = F(a)

h—0 h

3

ma-li jeji prava strana smysl.

Poznamka 14.3. Definice derivace vektorové funkce zobecliuje pojem derivace
skalarni funkce (redlné proménné), protoze zavedend tmluva vylu¢uje nekonecné
derivace skalarnich funkci. Dodejme, ze ve vektorové analyze by nekoneéné derivace
slozek vektorovych funkci vedly vétSinou jen ke komplikacim.

Poznamka 14.4. Je jisté ziejmé, ze derivace f'(a) funkce f = (f1,..., fq) exis-
tuje, pravé kdyz existuji derivace f}(a) pro vsechna j = 1,...,q, nacez
(11) f'(a) = (fi(a), ..., fo(a)).

Jinymi slovy: Ezxistenci i hodnotu derivace vektorové funkce redlné proménné lze
oveTit a pocitat ,po slozkach”. [
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Necht f je zobrazeni z RP do R?, necht a € R? a v € RP; derivace funkce f v bo-
dé a ve sméru vektoru v je pak definovana rovnosti

(12) Oy f(a) = lim w

ma-li jeji prava strana smysl. Pro vSechny takové derivace se uziva souhrnny nazev
smérové derivace.

Poznamka 14.5. Klademe-li p = 1, v = 1, pfejde (12) v (10); smérové derivace
jsou tedy zobecnénim derivaci ve smyslu definice (10). V definici smérové derivace
neni vyloucen pifipad, Ze v je nulovy vektor (i kdyz podle bézné terminologie ta-
kovy vektor zadny smér nemd). Situace je vSak velmi jednoducha: Je-li v = 0, je
O f(a) = 0, pravé kdyz je funkce f v bodé a definovana.

Smeérova derivace je homogenni v tomto smyslu: Je-li v € R?, A € R, je

(13) Oin) fla) = A0y f(a), ma-li prava strana rovnosti smysl.

Jak vSak ukaZe nasledujici pfiklad, smérové derivace neni obecné aditivni (tedy
obecné ani linedrni) funkci vektoru v.

Piiklad 14.3°. Necht

2

(14) fla,y) = xTyy pro (2,y) # (0,0)

0 pro (z,y) = (0,0)
a necht v = (vy,v2) # (0,0); pak je

202 . tvg 0202
) 0,0) = li L =1z
( 1(0,0) tgr(l)t-tQ(v%—l—vg) v? + v3

coz jisté neni aditivni vzhledem k v. (Derivace ve smérech (1,0) a (0,1) jsou nulové,

zatimco derivace ve sméru (1,1) = (1,0) + (0,1) je rovna %) O
Oznaceni. Jednotkovy vektor i-t€ soutadnicové osy, tedy vektor, ktery ma i-tou

slozku rovnou 1, zatimco ostatni slozky jsou nulové, budeme v dalsim znadit e;.4)

Definice. Necht f je zobrazeni z RP do RY, necht a € RP a necht 1 < i < p;
parcialni derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme rovnosti

(15) 9if(a) =9, f(a),
ma-li jeji prava strana smysl. [
Ma-li i-ta4 proménna néjaky nazev, napt. x;, y;, ..., uzivame pro pravé zavedenou

parcialni derivaci i oznaceni

9f(a) 9f(a)
o g

4) V oznadeni chybi dimenze p¥islusného prostoru, protoze bude vzdy zfejma ze souvislosti.
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Znaéime-li v R? proménné x, y, z a je-li (a,b, ¢) € R?, miizeme ptislusné parcidlni
derivace zapsat ve tvaru
df(a,b,c)  Of(a,b,c)  If(a,b,c)
ox oy 0z

Poznamka 14.6. Podle definice je parcidlni derivace 9; f(a) rovna

(16) lim f(ala"' 7a”i*17a’i+tva”i+17"' 7a’p1_f(a15"' y Bi—1, A4y Ajg-1, " * aap) :

t—0

v Citateli se méni pouze i-ta souradnice, ostatni soufadnice jsou konstantni. Polozi-
me-li tedy

(]‘7) <P’L(t) = f(a’lv"' 5ai*15t7a”i+17"' 7a’p)a
je patrné, ze
(18) 9 f(a) = pi(as).

Parcidlni derivovdni podle i-t€ proménné se tedy redukuje na ,obycejné“ derivo-
vdni podle této proménné, pri némz se ostatni promenné chovaji jako konstanty.
Ctenaf snadno ovéfi, ze pro vektorové funkce f, g plati rovnost

(19) 0i(f £g)(a) = 0; f(a) £ 0ig9(a),

mé-li prava strana smysl; pro skaldrni funkce je navic

(20) 9i(f9)(a) = 9i f(a) - g(a) + f(a) - Dig(a),

mé-li prava strana smysl, a

ma-li prava strana smysl.

Piiklad 14.4°. 1. Defini¢nim oborem funkce f(x,y) := z¥ (= exp(ylgz)) je
oteviend polorovina Ry x R; v kazdém jejim bodé (z,y) je

6f(x7y) y—1 af(xvy)

=yt ——— =gYIgzx.

Ox ’ Oy

2. Vektorova funkee f(x,y, z) := (™%, z sin(x/y)) ma ve svém definiénim oboru
{(x,y,2); y # 0} (geometricky: R3 bez roviny xz) tyto parcialni derivace:

of (x,y,2) _ zyz * z 0f(x,y,2) — Nl z
o = (yze 'y cosy), 3y = (:vze T cos ),
af(x7y7z) _ TYz : x
D2 (:Cye 7Sl]fl—).



3. Funkce f(z,y) definovand v R? ptedpisem f(z,y) := 1, je-li y racionalni,
a f(z,y) := 0, je-li y iracionalni, m4 parcidlni derivaci podle z rovnou 0 vSude
v R2, zatimco jeji parcialni derivace podle y neexistuje nikde. [

Definice. Nechtf f je zobrazeni z RP do R? a nechf a € RP; fikdme, Ze linedrni
forma L : RP — R je diferencial funkce f v bodé a, je-li

(22) i £@ ) — fla) = L(R)

=0.
h—0 (7]l

Tento diferenciél (tedy formu L) budeme znacit D f(a), jeho hodnotu v bodé h € R?
(tj. g-rozmérny vektor L(h)) zapiSeme ve tvaru D f(a; h). Existuje-li D f(a), Fikdme,
ze funkce f je diferencovatelna v bodé a. [

Je zfejmé, ze funkce f = (f1,..., fq) je diferencovatelnd v bodé a, pravé kdyz
jsou v bodé a diferencovatelné vsechny funkce f;, kde j = 1,...,q; je-li podminka
splnéna, je

(23) Df(a) = (Dfi(a),...,Dfy(a)). O

Poznamka 14.7. Jak je dobfe zndmo z algebry, existuje pro kazdou linedrni formu
L : RP — R? pravé jedna matice

(24) A= (Ni)i<j<qa<icp
typu ¢ X p tak, Ze rovnost y = L(z) je ekvivalentni s maticovou rovnosti
(25) y=Azx,

kde vpravo je maticovy soucin matice A s vektorem x, ktery je tieba v této souvis-
losti povazovat za vektor sloupcovy, tedy za matici typu p x 1; vlevo je sloupcovy
vektor y, tentokrat ovSem matice typu ¢ x 1. (Chceme-li zdraznit, Zze y a x jsou
sloupcové vektory, miizeme psat napt. y*! = Azs!.)

Rovnost (25) 1ze podrobnéji napsat ve tvaru

Y1 A1l A2 o Agp x1
(25') Y2 | _ | A1 Az ... Agy T2
Yq /\q1 /\qQ . /\qp Tp

coz je ekvivalentni se zapisem
Y1 = AM121 + Ao + ...+ Aipy,
Y2 = X211 + A22Z2 + ... + Aopp,
(26) pLp

Yqg = )\qlxl + )\q2$2 + ...+ )\qpl'p.
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A se nazyva matice linearni formy L, L je obracené linearni forma dana matici
A Jelli L = (Lq,...,L,) ajsou-li e; jednotkové vektory soufadnicovych os v R, je

(27) Aji=Lj(e;) proi=1,....p,j=1,...,q. O

Definice. Je-li zobrazeni f z RP do R? diferencovatelné v bodé a, definujeme
derivaci f v bodé a jako matici linedrni formy D f(a) a znacime ji f/(a).

Poznamka 14.8. Jak snadno nahlédneme, je pravé zavedena derivace zobecnénim
derivace (10); ztotoznime-li jednoelementovou matici s jejim jedinym elementem, je
pravé zavedena derivace také zobecnénim derivace realné funkce realné proménné
podle bézné definice — nezapomenme, Ze pripoustime jen koneéné derivace.

Véta 14.1. Kazda funkce f ma v daném bodé a nejvyse jeden diferencial.
Véta 14.2. Je-li funkce f v bodé a diferencovatelna, je v ném spojita.

Véta 14.3. Je-li zobrazeni f = (f1,..., f;) z RP do R? diferencovatelné v bodé
aeRP, je

81f1(a) 82f1(a) 8pf1(a)
(28) F(a) = O1fa(a) Oa2f2(a) ... Opfa(a)

O1fg(a) Oafg(a) ... Opfy(a)

v bodé a pak existuji vsechny smérové derivace O, f(a) a je

(29) I f(a) = Df(a;v) = f'(a)v pro kazdé v e RP.

Véta 14.4. Jsou-li vSechny parcialni derivace 0; fj, kdei=1,...,p,j=1,...,4q,
spojité v bodé a, je funkce f v bodé a diferencovatelna.

Definice. Necht 2 C R? je oteviend mnozina. Rikame, Ze funkce f: Q — RY je
tfidy C; neboli spojité diferencovatelna v (2, jsou-li vSechny jeji parcialni derivace
0if,i=1,...,p, spojité v Q. O
se vSak v nasledujicim cviceni sam presvéddéi, ze podminka v ni uvedend je jen po-
stacugict, nikoli nutnd.

Cviceni 14.26°. Doka’te, Ze realna funkce f definovana v RP podminkami

1
z||?sin ——~ pro z #0
(30) flay = 17 g Pro o #
0 pro z =0

je v poc¢atku 0 € RP diferencovatelnd, zatimco vSechny jeji parcialni derivace jsou
v tomto bodé€ nespojité. [
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Véta 14.5. (Véta o diferencovani superpozice.) Je-li zobrazeni f z RP do R?
diferencovatelné v bodé a € RP a je-li zobrazeni g z RY do R" diferencovatelné
v bodé f(a), je superpozice h := g o f diferencovatelnd v bodé a, pridemz

(31) Dh(a) = Dg(f(a)) o Df(a), h'(a)=g'(f(a))f'(a).

Poznamka 14.9. Podle véty 14.3 lze druhou z rovnosti (31) rozepsat takto:

O01h1 8ph1
(32) | o (a) =
1 hy Dyl
0101 dq01 o1 1 Op f1
................ GA) N BT (7))
019r ... 3q9r 81fq apfq

Prokazdé :=1,...,pakazdé k =1,...,r je tedy
q
(33) Dihi(a) = d;9u(f () - 0; f;(a).
j=1

Znadéime-li x = (z1,...,2p) ay = (y1,...,Yq) proménné v RP a v RY, ziskdme
misto (33) tento dobfe zapamatovatelny a velmi dulezity vzorec pro diferencovani
superpozice:

q .
(34) ahé(a): E a—zk(f(a)) gf(a) pro i=1,....,p, k=1,...,r,
j i

(35) gz(a)zz%gj(f(a)) gg(a) pro i=1,....p.

Priklad 14.5. Necht f = (f1, fo, f3) je t¥irozmérnd vektorové funkce dvou (real-
nych) proménnych u, v a necht g je (skaldrni nebo vektorové) funkce t¥i proménnych
x,y, z. Hodnoty jejich superpozice h = g o f ziskdme z hodnot g(x,y, z) funkce g
tim, Ze z,y, z nahradime po fadé vyrazy fi(u,v), fa(u,v), f3(u,v). Jsou-li splnény
predpoklady V.14.5, je

Oh  0g0 dg 0 dg 0
(36) ___gi+_g£+_g£

_ on _0gor 090 090k
Ou OxrOu Oyou Oz0u’  Hv Ox v Oy dv Oz dv’

pficem? parcialn{ derivace funkei h a f; jsou v bodé (u,v) € R?, parcialni derivace
funkce g v bodé f(u,v) € R3.
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Priklad 14.6. Necht f je étyfrozmérnd vektorova funkce redlné proménné ¢, necht
g je funkce éty¥ proménnjch u;, 1 < j <4, anecht h = go f. Za pfedpokladt V.14.5
pak je

4
(37) W) =3 F- (O 160,

Protoze h a f; jsou funkce jedné proménné, neuzili jsme symbol pro parcidlni,
ale pro ,,obycejnou“ derivaci; nebylo by samoziejmé chybné napsat znak parcialni
derivace (protoZe parcidlni derivace funkce jedné realné proménné je identicka s jeji
»oby¢ejnou” derivaci), ale takto je na prvni pohled vidét, které funkce v (37) jsou
funkcemi jen jedné proménné.

Priklad 14.7°. Pozor! Rovnosti (32)—(35) obecné neplati za pouhého predpokla-
du, Ze jejich pravé strany magji smysl; diferencovatelnost je ve vété 14.5 podstatnd!

Je-li totiz napt. g(x,y) := /|2y| pro viechna (z,y) € R? a f(t) := (t,t) pro
v8echna t € R, neni superpozice h(t) := g(f(t)) = |t| diferencovatelna v bodé ¢ = 0,
ale vyraz

dg / dg / _
750,0) f1(0) + 6_y(0’0) f(0)=0-140-1

mé dobry smysl. [

Vztahy mezi spojitosti a diferencovatelnosti funkce a existenci resp. linearitou
jejich smérovych derivaci nepatii mezi nejjednodussi; tim spise je nutné vyvarovat
se intuitivnich soudt nepodlozenych exaktni argumentaci. Nasledujici cvi¢eni dava
moznost aspon trochu nahlédnout do spleti moznosti na prvni pohled netusenych.

Cvigeni 14.27°. V poc¢atku (0,0) € R? necht jsou funkce f, g a h rovny nule,
zatimco v bodech (z,y) # (0,0) necht je
72 oiy?

$5y2
4 27 g(‘r7y) = 8 47
Tt +y ° +y

= $8~+-y4'

(38) f(zy) = h(z,y) :

Ovérte platnost téchto tvrzeni:

1) VSechny t¥i funkce f, g, h jsou na obou soutadnicovych oséch (identicky) rovny
0 a jsou spojité na kazdé piimce v R2.5)

2) Funkce f neni v poc¢atku spojitd, tedy ani diferencovatelna, ackoli vSechny jeji
smérové derivace tam existuji.

3) Funkce g neni v poéatku spojitd, tedy ani diferencovatelna, pfestoze se smérova
derivace (. ¢(0,0) rovna 0 pro kazdé v € R2, takze je linearni funkci vektoru v.

4) Funkce h je v pocéatku spojitd, ale neni tam diferencovatelnd, pfestoze vSechny
jeji smérové derivace J(,) h(0,0) jsou rovny nule.

5) Jde zejména o piimky prochézejici po¢atkem, protoze spojitost na jinych p¥imkach je zfejma.
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Rada: K diukazu nespojitosti funkci f a g vySetfujte tyto funkce na parabole s rovnici
y = 2%; spojitost funkce h dokaZete uzitim nerovnosti z*y? < 28 + y*. Kdyby byla
funkce h diferencovatelnd v pocatku, byl by tam jeji diferencial nulovou formou
(pro¢?) a 8lo by o to, zdali ma vyraz h(z,y)/v/x? + y? pro (z,y) — (0,0) limitu 0
— zkuste vSak opét dosadit y = z2.

X 3k Xk

Je-li f diferencovatelna skalarni funkce p proménnych, je jeji derivace matice
typu 1 X p, takze ji lze povazovat i za p-rozmérny vektor. Nazyva se pak gradient
funkce f a znaci se grad f; je tedy

(39) grad f := (01 f,02f,...,0pf).

Hodnotu funkce grad f v bodé a € R? budeme zpravidla znadit grad f(a), i kdyz
bychom spravné méli psat (grad f)(a).

Pro kazdou diferencovatelnou skaldrni funkci f lze hodnoty diferencidlu v bodé
a € RP (tedy smérové derivace) napsat i jako skalarni soudin:

(40) D f(a;v) = Oy f(a) = (grad f(a) - v) pro kazdé v e RP.

V piipadg, zZe f je funkce jedné proménné, méii f(a) rychlost zmény této funkce
v bodé a. Je-li f funkce p proménnych, méfi rychlost zmény funkce f v bodé a na
pfimce uréené bodem a a jednotkovym vektorem e; parcidlni derivace 9; f(a), za-
timco na obecné pfimce urcéené bodem a a jednotkovym vektorem v hraje podobnou
tlohu smérové derivace 9y f(a).®)

Nasledujici cviceni ukazuje, ve kterych smérech se f méni nejrychleji.

Cvigeni 14.28. Uzijte (40) spolu s dobfe zndmou identitou ")
(41) (VW) =[[VI-[W]-cosa,

kde « je tihel sevieny vektory V', W, a dokazte, Ze za pfedpokladu, Ze grad f(a) # 0,
plati toto tvrzeni:

42) Na jednotkové sféte ||v| = 1 nabyva derivace O,y f(a) svou
(v)
maximélni (resp. minim4lni) hodnotu pro v = grad f(a)/|| grad f(a)||
(resp. pro v = — grad f(a)/|| grad f(a)])).

Je-li tedy grad f(a) # 0, md tento vektor smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé
a, zatimco ve sméru — grad f(a) funkce f nejrychleji klesd.

6) Podminku ||v || = 1 je nutné klast proto, Ze smérova derivace O(v) f(a) nezavisi jen na sméru
vektoru v, ale je pfimo tmérna normé tohoto vektoru — sr. s (13). Mame-li srovnavat rychlosti
rustu, je tfeba uzivat na kazdé pfimce prochézejici bodem a stejné méritko.

) Viz nap¥. [20].
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Poznamka 14.10. Cilem Cv.14.29—14.52 je procvi¢eni parcidlniho derivovani
a nalezeni bodiu, v nichZ je dana funkce spojita, aniz méa spojitou derivaci; cilem
naopak neni fesit problém, zdali do defini¢niho oboru funkce tvaru g(z)"*) mame
zapocitat i nékteré body, v nichz g neni kladna. ®) V téchto cvienich budeme v pii-
padé, ze h je nekonstantni (redlna) funkce, definovat

()" = exp (h(z) g (9(2)));

definiénim oborem této funkce je pak mnozina {z € R?; g(z) € Ry, h(z) e R}.

Cviéeni

Pro kaZzdou z nasledujicich funkci najdéte definiéni obor a dokazte, Ze je v ném
spojitd; pak najdéte maximalni otevienou mnozinu €2, v niz je dand funkce tfidy
Ci1, a vypoctéte tam jeji derivaci.

2
14.29°. f(z,y) = xfiﬁf
14.30°. f(z,y) = V22 + 42
14.31°. f(z,y) = Vay
14.32°. f(x,y) = /]zy]|
14.33°. f(2,y) = arcsina?
14.34°. f(z,y) = arccos (IZ_Exy—;y_z 1

14.35°. f(z,y) = (lgz)'8Y

14.36°. f(z,y) =lg(z? + 4% — 1)

14.37. f(z,y,2)

14.38. f(z,y,2)

14.39. f(z,y,2) = e~ (@ +y?)/=

14.40. f(z,y, z) = sin(z sin (y sin z))
(%, y,2)

14.41. f(z,y, z) = arctg (w sin y)
z
1
cosh(x? + y? + 22)

14.43. f(z,y) = (xy sin = , Y cos :Cy)
y' x

14.42. f(z,y,z) = arccos

8) Pro funkce jedné proménné jsme definiéni obor funkce dané ,vzorcem“ definovali jako sjed-
noceni vsech intervald, v nich# mé vzorec véude smysl. Viz str. 53 a 85 Uvodu.
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14.44. f(z,y) = (ysinw,xsiny)
14.45. f(z,y) = (lgxy,lg g ‘siz )

14.46. f(z,y,z) = (arcsin /a2 + 22, arccos\/y? + 22)

14.47. f(z,y,2) = (xeyz,ye”,zewy)

x Y z
14.48. f(2,y,2) = ( , , )
F@y,2) Y2422 2242?27 22 4 y2
y?
14.49. f(z,y, z,u) = arctg —

14.50. f

I )=
flz,u, z,u) =
2 2,2 1Yy
14.51. f(z,y,z,u) = (lg(l—i—x y° + z°u”), arctg (zy + zu), arccotg—)
2u
flay,zu) = (Y, Yo7, Vo, Yaz)

* kX%

14,52, f

Je-li f dvojrozmérna vektorova funkce tiidy C; v oteviené mnoziné Q C R2, jsou
jeji divergence a rotace definoviny (v ) rovnostmi

(43) div f := 01 f1+ 02f2 a rot f:=01fo — 02 f1;
znacime-li proménné z, y, je tedy
5f1 df2 dfs  0fi
/ _ ZJ1 ZJa — ZJa I
(43" div f := + By a rotf: or oy

Divergence a rotace trojrozmérné vektorové funkce f tiidy C; v oteviené mnoziné
Q C R? se definuje takto:

(44) div f := 01 f1 + 02 fa + O3 f3,
(45) rot f 1= (02 f3 — O3 f2, 03 f1 — 01 f3,01f2 — D2 f1);
znacime-li proménné z, y, z, je tedy
. Ofr [ Of  Ofs
! —_— _— _—
(44') divf =50 5, e
Ofs 0fs O0fi 0fs O0fz 0Ofi
/ _ (9Js dJ2 O/1 OJs OJ2 01
(45) rot f = (8y 0z’ 0z Oz Ox 8y)'

Cviceni
Pro tsporu mista budeme v dalsich cvicenich této kapitoly znacit

(46) ri=+224+192, R:=+/22+y2+22;

tkolem Cv.14.53 —14.66 je najit u kazdé z funkci f maximalni otevienou mnozinu 2,
v niz je f tiidy Ci, a v Q pak vypocitat div f a rot f.

100



14.53.

14.55.

14.57.

14.59.

14.61.

14.63.

14.65.

fla,y) = (z,y) 14.54. f(z,y) = (=9,)

r T
Fla.y) = O 14.56. f(z.y) = 22
Fay) = () g 14.58. f(z,y) = (¢,)  axctgr
flay, ) = B0 14.60. f(r.y. ) = (2022)
f('rvya Z) = ('rvya Z) ! lgR 14.62. f(Ia Y, Z) = (‘Ta Y, Z) ’ arctg%

1 1 1

flogs) =2 a6 e = (55 0) e
f('r7y7 Z) = ('r7y7 z) ' 'ryz 14.66' f(z7 y7 Z) = (I7 y7 Z) ! eR

* kX%

Pro kazdou z dale uvedenych funkci f dokazte, ze ma v daném bodé a diferencial,
a pro uvedeny vektor v vypoctéte D f(a;v) (neboli 0,y f(a)).

14.67°.
14.68°.
14.69°.
14.70°.

14.71.
14.72,

14.73.

14.74.
14.75.
14.76.
14.77.
14.78.
14.79.
14.80.

$2—y2
f(ZC,y) = m, a = (1, 1), v = (’1)1,’02)
f(I,y) :lg(CC—FyQ _4)3 a = (17_2)7 v = (1)1,’02)
f(xay) = SIH(ZC—Fy) COS(I _y)a a = (%ﬂ-v %ﬂ-)v v = (vl,vQ)
f(‘ruy) = arCSIHTI(ZQ y &= (17_1)7 v = (U17U2)
f(ZC,y,Z) = $y223 exp(—(w +y2 +23))7 a = (17 17 _1)7 v = (U17U27U3)
f(ZC,y,Z) = arccos% , 4= (0707 _2)7 v = (U17U27U3)
1
flz,y,2) = mﬂlz (z,y,2) #(0,0,0),

v = grad f(a)/| grad f(a)|

f x,y):(lg(a:—l—y),lg(a:—y)),a:(2,—1),1):(1)1,1)2)
f(x,y) = ($2—T—y271’23—3/2),&:(_173)’”:(173)
fz,y) = (xyuymv(xy)my)va:(171)7U:(U17U2)

) 1 1

(
(
(
f(a,y) = (zsiny, ysinz, zy), a = (3r, 17), v = (v1,v2)
(
(
(

)
8
&
N
N~—
I
—_
8
&
N
N~—
@
i
e}
—~
8
N
_l’_
e
o
_l’_
N
%)
N~—
S
|
—
“)—‘
I
“)—‘
=)
N~—
<
|
—
<
=
<
g
<
w5
S~—
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14.81. f(xuyazau) = (‘T2y722u)7 a= (17 -1,1, _1)7 v = (U17U27U37U4)
14.82. f(xuyazau) = (xyz,:vyu,mzwyzu% a= (1707 170)7 v = (Ul,’UQ,’Ug,’U4)

X 3k X%

Parcialni derivace 9; f, i = 1,...,p, zobrazeni f z RP do R? se podrobnéji nazy-
vaji parcialni derivace prvniho fadu nebo fadu 1. Parcidlni derivace vyssich rada
se deﬁnup indukci: Pfedpokladejme, ze pro nékteré n € N a pro jistou n-tici ¢isel

i1,-..,0n, z nichz kazdé lezi v mnoziné {1,...,p}, je definovina parcialni derivace
(47) Oiy.in |

n-tého Ffadu (neboli Fadu n) podle i1-ni, ..., i,-té proménné. Je-li 1 < i, 411 < p,
polozime

(48) Oy vvininar | = 04,1 (04 .in [

ma-li prava strana smysl. Funkci f je vyhodné prohlésit za derivaci nultého fadu
neboli fadu 0.

Jmenuji-li se proménné napf. z1,. .., z,, znac¢ime derivaci (47) také
onf
(49) O or
Liy « .- 04,

jsou-li k1,...,k, prirozend Cisla, jejichz soucet je n, a je-li
mi Z=i1:...:ik1,
mo 1= ikl-i-l =...= ik}1+k}27
................................................. ,
My 1= Uyt k41 = -0 = Tk 4k s

pise se (49) zpravidla ve tvaru

onf
Ak 8x ...8:05&'

(50)

Obecnéji 1ze v zapisu (50) predpoklddat jen nezdpornost celych ¢isel k; (spolu
s rovnosti k1 + ...+ k, = n); je-li k; = 0 (pro nékteré j), znamena to, ze se podle
m;-té proménné nederivuje.

Je-1i Q C RP oteviena mnozina a jsou-li vSechny parcialni derivace funkce f : 2 —
RY az do fadu n € N vcéetné spojité v (), fikame, ze f je n-krat spojité diferenco-
vatelna neboli tfidy C,, v Q. Je-li f tiidy C,, pro kazdé n € N, fikdme, Zze f je
tfidy C (nebo Ze je nekoneénékrat spojité diferencovatelna). Je-li f spojitd v €,
fikdme, ze je t¥idy Cg.
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Poznamka 14.10. Pii tvorbé n-té parcidlni derivace (47) (kde n > 2) zdleZ
obecné na poradi indext i, neboli na potadi, v némz funkci f podle jednotlivych
promeénnych derivujeme.

Je-li f napi. funkce dvou proménnych z,y, jsou jeji ,smisené“?
hého fadu definovany rovnostmi

0% f B(Bf) o%f 6(8]“)'

8x8y:8_y oz 8y8:c:8_x 8_y

) derivace dru-

(51)

I kdyz obé existuji, nemusi mit touZ hodnotu, jak ukazuje tento pfiklad:

Piiklad 14.8°. Vypoctéme v pocatku (0,0) smigené parcialni derivace (51) funkce
f definované v R? pfedpisem
(52) fla,y) = { -

0, je-li |z| <y|

Je-li y # 0, je f(x,y) = 0 ve v8ech bodech (x,y), pro néz je |z| < |y|, takze
i 0f(0,y)/0x = 0; protoze f = 0 na celé ose x, plati vysledek i pro y = 0. Na ose y
je tedy 0f/0z = 0 a v diisledku toho 92 f(0,0)/0z0y = 0.

Je-li x # 0, je f(z,y) = xy ve vSech bodech (z,y), pro néz je |y| < |z|, takze
0f(x,0)/0y = x; protoze f = 0 na celé ose y, vysledek plati i pro z = 0. Na ose x,
tedy specialné i v po¢atku, je v disledku toho 8%f/0yoxr =1. O

Za velmi jednoduchych a zpravidla snadno ovéritelnych predpokladi se vsak to,
co jsme vidéli v pravé uvedeném piikladu, stat nemiize:

Véta 14.6. (Zaménnost parcialnich derivaci vysSich fadua.) Je-li n > 2, je-li
Q C RP oteviena mnozina, je-li f : Q — R? funkce tiidy C, v  a je-li poradi
(J1,- -+, Jn) permutaci poradi (i1, ...,i,), plati v Q identita

(53) Ojrrinf = Oirin |

Za této situace tedy zalezi jen na tom, kolikrat podle té které proménné deri-
vujeme; na potradi nezalezi. V dusledku toho napf. u funkce dvou proménnych z,y
staéi misto 2!0 = 1024 parcialnich derivaci desatého ¥adu podéitat jen 11 derivaci

(54) alOf 810f 810f alOf
Ox107 9290y’ T Oxoy®’ Oyo’
neboli derivaci
310f
54/ —————  kde 1=0,1,...,10.
( ) 8x10718y1 ) e Z b b 9

X 3k X%

9) Tento nazev se uziva pro parcidlni derivace fadi > 2, v nichz se nederivuje stale podle téze
proménné.
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V dalsich cviCenich této kapitoly budeme opét uzivat oznaceni
(46) ri=+22+192, R:=+22+y2+22.

Cviceni 14.83. Uzijte V.14.6 a najdéte vSechny parcialni derivace 2. fadu funkci

Ty 1
(55) flzyy) =€ Ysin(z —vy), g(z,y,2) = R
Cviceni 14.84. Uzijte V.14.6 a najdéte vSechny parcidlni derivace 3. Fadu funkci
4

(56) f(z,y) = 2%y*, g(z,y,z) = 2”y®2".

Cviceni 14.85. Uzijte V.14.6 a najdéte vSechny parcidlni derivace 4.fadu funkce

(57) f(z,y) =1g(1 + xy)

v jejim defini¢nim oboru.

* ok %
Je-li funkce f : Q — R tiidy Cy v oteviené mnoziné 2 C RP, definujeme

P

(58) Af=> 0if.

i=1
Symbol A je tzv. Laplaceuv operator, v (58) jej aplikujeme na funkci f. Znacime-

li z,y resp. z,y, z proménné v R? resp. v R?, bude mit (58) tvar

_ 0%f  09%f _ o*f o0%f 0%*f
(59) Af—@-i-@ resp. Af—@-i-a—w‘f'@.

Funkce f splitujici v Q identitu Af = 0 se nazyva harmonicka (v ).
Cviceni 14.86. Pomoci V.14.6 dokazte, Ze pro kazdou skalarni funkci f dvou
nebo ti¥{ proménnych a t¥idy Cy v oteviené mnoziné  plati (v Q) identity

(60) div(grad f) = Af, rot(grad f) =0.

Cviceni 14.87. Najdéte maximalni oteviené mnoziny Q C R?, v nichz plati iden-
tity

3,3y _ 2 Ty\ _ 3wy THY\ _ 4, 4y _ 10,2
(61) A(z°y®) = 6xyre, A(T)— 3 A( 3 )—0, A(z® 4+ y*) = 1277,
(62) A(sinay) = —r?sinzy, A(coshzy) = r?coshay,

a ovéfte jejich platnost.
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Cviceni 14.88. Najdéte maximalni oteviené mnoziny  C R?, v nichz plati iden-
tity

2
(63) A(a?y?2%) = 2(a%y? + 2222 + y22?), A(%) -
x2y? 2(32%y? + 2222 + y22?) TYz 12zyz
69 A(5r)- A M) =
2
(65) A(x—l—]y%—i—z):_ (f—;z—i-z), A(w4+y4+z4):12R2,

a ovérte jejich platnost.

Cviceni 14.89. Dokazte, Ze funkce
(66) vy, o =y, 2 (2® = 3y%), y(32® —y?)

jsou harmonické v R2.

Cvi€eni 14.90. Necht je f(x) rovno bud sinz, nebo cosz a ¢g(y) bud sinhy, nebo
coshy. Dokazte, ze pak je f(x)g(y) funkce harmonické v R2.

Cviceni 14.91. Dokazte, Ze funkce

(67) lgr, div((gr, lgr)), div((zlgr,ylgr))

jsou harmonické v Q := R? — {(0,0)}.
Cviceni 14.92. Dokazte, Ze funkce

(68) arctg J , xlgr —yarctg Yy
x T

jsou harmonické v mnoziné Q := {(z,y) e R?; = # 0}.
Cviceni 14.93. Dokazte, Ze funkce

(69) ryz, 5(z* +y* + 2% — 3R*, 2%(x — 3y) + y*(y — 32) + 2%(z — 32)

jsou harmonické v R3.

Cviceni 14.94. Dokazte, Ze pro kazdé o € R je

1 a? 1 ala—1
(70) A(r—a) = o VR —{(0,0)}, A(ﬁ) - % v R® — {(0,0,0)}.
Cviceni 14.95. Dokazte, Ze
(71) grad (div ((z1gr?, ylgr?))) = 4(@,y) v R? — {(0,0)}.
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Cvi¢eni 14.96. Dokaite, Ze pro funkce definované v Q := R? — {(0,0)} rovnostmi

(72) fey)=(3.2), Faw= (=2 3)
(73) g@.y) = (5. %) o @y = (= 5)

plati v  identity
1
(74) div f(z,y) = rot f*(z,y) = —, rot f(z,y) = div f*(z,y) =0,
(75) div g(ar, ) = rot g(z,y) = div g* () = rot g* () = 0.
Cvigeni 14.97. Dokazte, Ze pro kazdé a € R plati v R? — {(0,0)} rovnost

Cvigeni 14.98. Dokazte, Ze pro kazdé a € R plati v R® — {(0,0,0)} rovnosti

1 lgkRy 1

Cviceni 14.99. Dokazte, Ze funkce

18) S = T gy = By 00D

spliiuji v R3 — {(0,0,0)} identity

2 2
(79) v f(2,,2) = . mrad(div f(a,y,2)) = ~ 2
) 1 . 2(z,y,2
(80) leg(I,y,Z): ﬁv grad(dlvg(xayvz)):_%v
(81) divh(x,y,2) =0, grad(divh(z,y,2)) = (0,0,0).
Cviceni 14.100. Dokazte, ze v R? plati identity
(82) div (e™7, €Y%, e™?) = ™V (zy + xz + y2),
(83) rot (7Y%, €Y% V%) = "V (x (2 — y),y(x — 2), 2 (y — x)),
(84) A(e™7) = ™7 (2%y? + 2222 + y?2%).
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Reseni

Nasledujici poznamky k feseni Cv.14.03—14.15 obsahuji hlavné geometricky
popis defini¢nich obort funkci z jednotlivych cviceni.

14.03. Rovina bez pfimky y = z, tj. bez osy 1. a 3. kvadrantu.

14.04. Rovina bez os y = +x kvadrantu.

14.05. Defini¢nim oborem funkce z'#¥ = exp(lgzlgy) je otevieny 1. kvadrant
R? = {(z,y) e R*; 2 >0,y >0}

14.06. Uzaviené mezikruzi M := U((0,0),3) — U((0,0),1).

14.07. Otevieny poloprostor, ktery neobsahuje poc¢atek a jehoz hranici je rovina
x +y + z = 1 prochézejici body (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

14.08. Otevieny 1. oktant, tj. mnozina R? .

14.09. Uzavieny osmistén s vrcholy (+1,0,0), (0,+1,0), (0,0,+1).

14.10. Oteviené mezikruzi U((0,0),2) — U((0,0),1).

14.11. Rovina bez pfimek y =z +1lay=—x + 1.

14.12. Prostor R? bez soutadnicovych rovin xy, yz, zx.

14.13. Sjednoceni nekoneéné mnoha otevienych krychli s délkou hrany , které
vzniknou z R? vynechanim vsech rovin £ = 0 mod 7, y = 0 mod 7 a z = 0 mod .

14.14. R® bez rovin z = y+ 2,y = 2 +2 a 2 = x +y (prochézejicich poc¢atkem).

14.15. Prostor R* bez piislugné jednotkové sféry x2 + 32 + 22 + u? = 1.

V poznamkach k feSeni Cv.14.16 —14.25 znamend f funkci za znamenim limity
v prislusném cviceni; neexistence limity se dokazuje pomoci tvrzeni z Po.14.2.

14.16. S vyjimkou pocatku je f rovna 0 na osach a % na piimce y = x.

14.17. Z odhadu |zy| < £ (2* +y?) (platného pro vSechna (z,y) € R?) plyne, ze
[f(z,y)] <yl

14.18. V polarnich soufadnicich je f(r cosp, 7 sin ) = 1/(r?g(y)) a véechny hod-
noty funkee g(¢) := cos* ¢ + sin* p = 1 (3 + cos4y) lezi mezi 5 a 1.

14.19. S vyjimkou pocatku je f = 0 na osach a f = 1 na pfimce y = x.

14.20. Protoze x — 0+, y — 0+ = z:=2y - 0+ az — 0 = (sinz)/z — 1,
staci aplikovat vétu o limité superpozice.

14.21. Je | f(rcosp,rsing)| < r?|lgr?|, coz pro r — 0+ konverguje k 0.

14.22. Je-li y = —ux, je ve jmenovateli 0, takZe neni splnéna nutnd podminka
pro existenci limity, totiz Ze dana funkce je definovana v jistém prstencovém okoli
daného bodu. (Limity vzhledem k 1. a k 3. kvadrantu by v8ak byly rovny 2.)

14.23. Je-li R := || (x,y,2) |, je 0 < f(x,y,2) < R?** — 0 pro R — 0+.

14.24. Je-li R := | (z,9,2) ||, je f(z,y,z) rovno R™2* exp(—R~?2), coZ méa pro
R — 0+ limitu 0, protoZe substituci s = 1/R dostaneme lim 5, 1 o, s20e=s" = (.

14.25. S vyjimkou pocatku je f = 0 ve vSech soufadnicovych roviniach a f =1
na pfimce r =y = z.
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V feseni Cv.14.29—14.52 uvadime nejdfive defini¢ni obor a mnozinu 2, za stied-
nikem je derivace funkce f v Q; z typografickych divoda vsak nékdy misto matice
[’ piseme jeji fadky, tedy derivace (neboli gradienty) slozek f; funkce f.

14.29.

14.30.

14.31.

14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

14.36.

14.37

14.38.

14.39

14.40.

14.41.

14.42,

14.43.

(—y%(3z" +4?), 22°y)

D(f) =Q=R*—{(z,y); y = 2" }3 @ =)
(z,y)
D(f) =R% Q=R?-{(0,0)}; ——=Z_
(f) {(0,0)} e
(y,2)

D(f) ={(z.y); wy 2 0}, @ = {(a,y); 2y > 0}; 3 o

D(f) = B2, Q = {(2,y); oy £ 0); 20D o)

2y/|zy|
D(f) = (0,1) x (0, +00) U (1, +00) X (—00,0),
\/%W (y,rlgx)
2sgn((z +y)% —1)

Q=(0,1) x Ry U(1,400) x R_;

D(f) =R% Q= {(z,y); x+y #£1}; CEma (1,1)
D(f) = Q= (1,+00) x Ry; (Igz)ev~t. (IgTy’ %)
D(f) = Q= {(z,y); 2* +y* > 1}; #yf)_l

D(f) =Q =Ry xRy xRy a¥ 1yl (y, azlg e, aylgzlgy)

(y23, 2223, 32y2?) sgn (zyz)

D(f) = RB, Q= {(Ivyvz); ryz # O},

V(e
-D(f) =Q={(2,y,2); 2 # 0 }; 2 8~ (@) (—xz, —yz, 22 + y?)
D(f) = =R%
cos(zsin(ysin z)) - (sin(y sin z), x cos (y sin z) sin z, 2y cos (y sin z) cos z)
(22 sin 2 , TZ COS Y , —2Y COS g)
D(f) =Q={(x,y,2); 2 # 0}; = £ z

22 (1 + 22 sin Q)
z

2(z,y, 2)

D(f) = Q=R

(7) " cosh (22 +y2 + 22)
D(f) =Q={(z,y); 2y #0};

. X X . 1’2 X
ysm——i—xcos— XS — — — COS —
ycosxy + xysinzry  cosxy .

— — ysinzy

x2
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14.44. D(f) = Q = R%; (

sin x sinz—1

Y cosz lgy vy sinz
2 Y=lsing 28V cosy lgx

1

14.45. D(f) = Q =R?; f] - (E’ 5) J (1, —1);

T )

f/'( 1 2z 1 2y )
S \a 4ty 22492 x4y a?+y?

14.46. D(f) = {(z,y, 2); 224+ 22<1, 2422 < 1},

Q={(z,9,2); 0<2®+2><1,0<y*+2° <1}
fl . (w,O,Z) . f/ . _(anuz)
VA @A) T I AW D)

14.47. D(f) = Q=R% f1 : - (Laz,2y); fo: - (y2, L ay);

5 €% (yz,x2,1)

14.48. D(f) =Q =R> — (XUYUZ), kde X,Y,Z jsou soufadnicové osy;

14.49. D(f) =Q = {(z,y,z,u); zu #0}; gt

(y? + 22, —2xy, —222)
(2 + 22)2
(=222, —2yz, 22 + y?)
(2% +y?)?

(—2xy, 2% + 22, —2y2) _
(22 + 22)2 )

fl: ) E

f3:

- (yzu, 2xzu, —xyu, —2xY2)
22y 1 228

14.51. D(f) = Q= {(z,y,z,u); 2 #0#u}; f1 : 2

£ avlv (%,i gz, 2 lgw,—% lg:v);
Tu Uu u u

2

lgu zlgu zxlgu :C)
yz | y?z T yz? Tyzu

fh u®/v7 . (

(2y?, 22y, zu?, uz?) _

1 +x2y2 —|—Z2U2
(—yzu, —xzu, TYU, TYZ)
22y2 + 2202

/. (y,I,U,Z) . /.
.f2 . 1+(:vy+zu)2’ .f3 .

14.52. D(f) = (0, +00)* U (—00,0)*, @ =R UR?;

" (y,x,0,0)' " (O,Z,y,O). " (0,0,u,z)' e (u,0,0,z)
a7 a2 7 aVGw T T 4/ (uw)?

V seznamu feSeni Cv.14.53 —14.66 uzivame tato oznadceni:

(85)

Q1 :=R? — {(0,0)}, Q2 :=R>~{(0,0,0)}, Q3 :={(x,y,2); zyz #0}.

Stredniky oddéluji mnozinu 2, divergenci a rotaci.
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14.53. Q; 1;

0
,

1

14.54. Q; 0; -

,

14.55. Q1; 0; 0

1

r3’

14.57. Qq; 2(1 +1gr?); 0

14.56. Q;; 0

14.58. R?; o + 2 arctgr; 0

1+ 72

2
14.59. 055 —: (0.0,0)

1
14.60. Q; ek (0,0,0)
14.61. Qy; 1+ 31lgR; (0,0,0)

1 R
14.62. QQ, 3 arctg E - m 3 (0, 0, 0)
o Bayz (2(22 —9P),y(e® — 2%),2(y® — 2?))
14.63. Qs; — I IE
3 1 1 1 ) (x(y? — 22),y (2% — 2%), 2 (2® — y?))
14.64. Q5 = — (= + ki =) I8 R; s
14.65. R*; 6xyz; (¢(2* —y%),y(z® - 2°),2(y* — 2?))
14.66. R*; ¢®(R+3); (0,0,0)
%k ok
14.67. V1 — VU2 14.68. v — 4’[)2
14.69. — (%1 14.70. %(Ul + ’02)
14.71. 9 1472, - T2
e 2\/§
2

14.73. B 14.74. (v1 + v2, 3 (V1 — v2))
14.75. (% y —%) 14.76. (’Ul, V2, U1 + UQ)
14.77. (4v1 + mve, TV1 + 4o, ™2 (’Ul + v3))

42
14.78. (6v1 + vs, 4(3’1}2 + Ug))

14.79. %(Ul + v — V3, U2 + vz — V1,U3 —+ v — ’02)

14.80. e* (3v; — 2v9, 3vg — 201, v3)
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14.81. (’U2 — 2’1}1, Vg4 — 2’03) 14.82. (’Ug, 0, V4, 0)

V feSeni Cv.14.83—14.85 zapisujeme parcidlni derivace ve tvaru (47), pfi¢emz
x,y, 2z je po fadé prvni, druha a tfeti proménné; pro tsporu mista pfitom piSeme
napf. 011 f misto (O11f)(z,y). VSechny funkce z téchto cviceni jsou t¥idy Coo (ve
svém definiénim oboru, kterym je v prvnich dvou piikladech R? u f a R? u g,
zatimco ve tietim pfikladu je to mnozina {(z,y); 1 + zy > 0}); parcialni derivace
jsou zaménné, indexy u symbolu 0 jsou usporddény lexikograficky.

1483 811f = —812f = 822f = 2e*7Y COS (I — y),

0119 = 8z2R™6 —2R™%; 0129 = SIyR_G; 0139 = 8zzR;
0229 =8y?R™® —2R™*; 0339 =8yzR™%; 0339 =82°R™ % —2R™*

14.84. 0111f = 0; d11af = 8y°; Oroof = 24xy®; Onaf = 242°y;

d1119 =05 O1129 = 6y°2"; On13g = 8y°2°%; Diong = 122y2";
D123 g = 24xy°2; i3z = 24xy°2%; Onoag = 6272 Onasg = 247y2";
Dp33 g = 362°y°2%; Os3sg = 24272

B 6y* _ B 61> _ B 2(2zy — 1) )
14.85. 0111 f = Tt O f = At o)’ Onaaf = REEDO
62 6zt
Or222f = At o)’ Oaz2a f = L
k 3k ok

V feseni Cv.14.87—14.88 jsou mnoziny 2 odpovidajici jednotlivym funkcim cvi-
¢eni oddéleny stfednikem; uzivame pfitom oznaceni (85) a navic klademe

(86) Qy :={(z,y,2); 2 #0}.

14.87. R?; Q; Q;; R?; R?; R?
14.88. R?; Q4; Qu; Qo Qo; R3
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