15. Geometrické aplikace

Definice. Jsou-li p < ¢ pfirozena ¢isla, existuje-li k mnoziné 2 C RP oteviend
mnozina G C RP tak, ze G C Q C G, aje-li f: Q — RY je spojité zobrazeni, budeme
fikat, ze f je p-rozmérna nadplocha v R? (definovana v ). Mnozinu (f) := f(£2)
pak budeme nazyvat geometricky obraz nadplochy f.

Je-li M = (f) pro néjakou mnozinu M a néjakou nadplochu f, fikdme, ze f
je parametrizace nebo parametricky popis mnoziny M ; napiSeme-li mnozinu M
ve tvaru (f), fikdme, Ze jsme ji (nadplochou f) parametrizovali. Pro jednoroz-
mérné nadplochy se zpravidla uziva nazev kfivka, pro dvojrozmérné nadplochy na-
zev plocha; je-li p > 2, mluvi se ¢asto o zakfiveném prostoru. !)

Poznamka 15.1. Prévé uvedena definice nadplochy je zobecnénim dobfe zndmé
Jordanovy definice k¥ivky jako spojitého zobrazeni (nikoli obrazu!) kompaktniho
jednorozmeérného intervalu, inspirované ziejmeé dynamikou hmotného bodu. V této
discipling neni totiz primérni trajektorie (geometricky obraz) pohybujiciho se bodu,
ale zavislost polohy bodu na ¢ase (kfivka). Zndme-li tuto zéavislost, zndme i tra-
jektorii, nikoli vSak naopak, protoze touz trajektorii mize hmotny bod opisovat
nekonecné mnoha zpusoby.

Defini¢ni obor 2 nadplochy je mnozina, kterd vznikla z jisté oteviené mnoziny
G pridanim ¢asti hranice; definiénim oborem kfivky muze byt proto napf. jakykoli
(otevieny, polouzavieny nebo uzavieny) interval, coz dovoluje parametrizovat napt.
vsechny tsecky, polopfimky a piimky — bez ohledu na to, zdali k nim pocitame jejich
krajni body — linedrnimi funkcemi.

Pro bézné potifeby geometrie a fyziky je definice zaloZena pouze na spojitosti
prilis obecné; italsky matematik Peano jiz v roce 1890 totiz dokézal, ze geomet-
rickym obrazem kiivky muze byt i dvojrozmérny ttvar, napf. ¢tverec — rozumi se
i s vnititkem. Pfi studiu elementarnich diferencidlnégeometrickych pojmi souvise-
jicich s nadplochami se jednoznac¢né hodi nahofe uvedenad ,dynamicka“ definice,
doplnime-li ji dalsimi pfedpoklady, které mj. vylouc¢i vicerozmérnost geometrického
obrazu kiivky. [

Definice. Budeme fikat, ze nadplocha f : 2 — RY je hladka, je-li splnéna jedna
z téchto podminek:

1. Q2 je oteviend mnozina, funkce f je v Q tfidy C; a matice f’(z) ma hodnost
p v kazdém bodé x € Q.

2. Existuje oteviend mnozina Q* D Q a rozsifeni f* : Q* — R? funkce f, které
je hladkou nadplochou podle bodu 1 této definice.

1) Poznamenejme, 7e ki'ivé prostory jsou nedilnou souééasti napt. obecné teorie relativity a jejich

jeden z nasich prekladatelu, ktery se — jako mnozi dalsi — zfejmé domniva, Ze k prekladani odbor-
nych textt neni nutna ani zakladni orientace v pfislusné védni discipliné vCetné jeji terminologie,
prelozil anglicka slova ,,curved space“ jako ,zahnuty prostor®.
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Definice. Je-li 2; C Q2 maximalni oteviend mnozina, v niz je nadplocha f: Q —
R? hladka, a je-li x € Q — 4, fikame, Ze z je singularni bod nadplochy f.

Poznamka 15.2. Ctenéfi je jisté z algebry zndmo, Ze hodnost obdélnikové matice
M typu g X p, kde q¢ > p, lze definovat témito dvéma ekvivalentnimi zpisoby:

1) jako maximalni pocet linedrné nezavislych sloupcii matice M,

2) jako maximélni ¢islo n, pro néz existuje submatice M; typu n X n matice M
tak, ze det My # 0. O

Je-li f:Q — R? tfidy C1, méa matice

O1fr O2ft ... Ophfr
1) jre | el e Ok
o1 fq 15)) fq . (9,, fq

hodnost nejvyse rovnou p. V definici hladkosti nadplochy f zadame tedy mazimdalni
hodnost této matice, tj. linedrni nezdvislost sloupcu

T':= (01f1,01f2 ..., 01f9)",
(2) T2 = (82f1762f27"'7a2fq)5l7
7 .= (6pf1,<9pf2,---75pfq)5l

matice [’ (vSude v Q). Tyto sloupce pak nazyvidme te€né vektory nadplochy f
a pro kazdé a € Q) je

(3) {f(a)+Z)\iTi(a); (A,-..5\p) € RP}

tec¢na nadrovina nadplochy f v bodé a. Je-li p = 1 resp. p = 2 resp. p = 3, mluvime
0 te¢né resp. o te€né roviné resp. o te€ném (trojrozmérném) prostoru.

Poznamka 15.3. Polozime-li A := (Aq,..., /\p)SZ, bude

(4) f(a) +ZM”’(a> = fla)+ f'(a)A = f(a) + D(f; \);

tim je objasnén geometricky vyznam diferencidlu zobrazeni f v pripadé, Ze jde o zob-
razenti z prostoru niZsi dimenze do prostoru dimenze vyssi. O

Kazdy nenulovy vektor ortogondlni ke viem vektortim (2) se nazyva normalovy
vektor (hladké) nadplochy f. Protoze dimenze ortogonalniho doplitku p-rozmérného
linedrniho prostoru generovaného v RY linedrné nezéavislymi vektory T'¢ je q — p,
existuji (¢ — p)-tice

(5) {N', ... ,NTP}
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linedrné nezavislych normalovych vektori, které pak tvofi bazi ortogonalniho do-
pliiku a spolu s vektory T* bazi celého prostoru RY. Za této situace nazyvame
mnozinu

(6) {f(a) + Zuij(a); (h1s- s lg—p) € RTP}

normalovou nadrovinou nadplochy f v bodé a; je-li p = ¢ — 1 resp. p = ¢ — 2
resp. p = q¢ — 3, mluvime o normale resp. o normalové roviné resp. o normalovém
(trojrozmérném) prostoru.

Poznamka 15.4. Funkce (4) proménnych A\ € R,..., A, € R je zfejmé paramet-
ricky popis pfislusné tec¢né nadroviny, stejné jako je funkce

™) f@)+ 3 V()

proménnych p11 € R, ..., pg—p € R parametrickym popisem nadroviny normalové.
Bod X ¢ R? lezi v tefné nadroviné (3), pravé kdyZ je vektor X — f(a) ortogonalni
ke vsem vektorim N7 ; prislusné relace

(8) (X = f(a))-N¥(a)) =0, j=1,....q = p,

se nazyvaji rovnice tecné nadroviny nadplochy f v bodé a. Podobné relace

9) (X = f(a)) - T'(a)) =0, 1=1,...,p,
jsou rovnicemi normalové nadroviny nadplochy f v bodé a a charakterizuji body
X lezici v této normélové nadroviné.

Poznamka 15.5. Normalové vektory N7, j = 1,...,¢—p, lze ziskat napf. fesenim
homogenni soustavy p rovnic

(10) (T*-N)=0,i=1,...,p,

pro nezndmé slozky ni,...,nq vektoru N.

Moznost takto najit ¢ — p linedrné nezévislych normalovych vektort zarucuji
nase predpoklady o f spolu s dobfe zndmymi vétami z algebry: Protoze je hodnost
matice f’ rovna p, existuje v ni p fadku tak, Ze prislusny determinant neni nulovy.
Pfedpoklddédme-li pro jednoduchost, ze jde o prvnich p fadkd matice f’, lze (10)
prepsat ve tvaru

(Oifi)ni+...+ (81fp)np = _((81fp+l)np+l +.ot (81fq)nq)a
Opfi)n1 + ...+ Opfp)np = —((Opfor1)nps1 + .. + (Opfy) ng) s
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a abychom odtud ziskali ¢ — p linedrné nezavislych feseni, stac¢i vhodnym zpiisobem
((g — p)-krat) zvolit ¢isla npy1,...,ng.

Je-li vSak p = ¢ — 1, nemusime TeSit zaddné rovnice, protoze ke vSem teénym
vektorfim T je ortogonalni jejich vektorovy souéin

(12) T'xT?x ... x T,

jehoz j-tou slozku definujeme jako (—1)7~'det;, kde det; znamend determinant
matice, kterd vznikne vynechinim j-tého fadku matice f’. Ortogonalita vektoru
(12) a vektori 7% plyne ihned z toho, 7e jejich skalarni soucin je determinant matice,
jejiz dva sloupce jsou totozné.

Pfipomertime jesté, Ze vektorovy soucin (12) je nenulovy, pravé kdyz jsou vektory
T linedrné nezavislé ; linearni nezévislost vektort T'* lze tedy ovéfit napi. tak, ze
dokazeme nerovnost 22:1 det? > 0, protoze soucet vlevo je Ctverec normy jejich
vektorového soucinu.

Poznamka 15.5. Rovnice teéné nadroviny lze ziskat i eliminaci parametri \;
z rovnice X = f(a)+ f'(a) A: Vime, Ze aspoii jeden z determinantt stupné p matice
f'(a) je nenulovy; pro jednoduchost zapisu predpokladejme, Ze je to determinant
matice tvofené prvnimi p fadky. Pak je soustava

r1 = fi(a) + MTE+ .+ NP,
(13) e ,

linedrnich rovnic pro parametry \; jednoznac¢né fesitelnd a feseni staci dosadit do
zbylych ¢ — p rovnic

(14) s ,

zg = fola) + MT, + ...+ N TP,
abychom dostali soustavu rovnic ekvivalentnich soustavé ((X —f(a))-N -7) =0 pro
J=1..,q-p

Priklad 15.1. Predpokladejme, Ze a # b jsou dva body z R? a polozme
(15) f@t):=a+ (b—a)t pro vSechna ¢cR.

Protoze je f'(t) = b —a # 0 vSude v R, je f hladkd kiivka; jejim geometrickym
obrazem je pfimka prochazejici body a,b.

Geometrickymi obrazy restrikei f|R; a f|RY jsou oteviena a uzaviena polo-
pfimka vychazejici z bodu a a prochazejici bodem b.

Uzaviena asecka (krétce: Gse¢ka) s krajnimi body a, b je geometricky obraz re-
strikce f](0,1), zatimco restrikce f|(0,1), f|(0,1), f|(0,1) parametrizuji po fadé
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otevienou asecku s krajnimi body a,b a obé polouzaviené Gsecky s tymiz kraj-
nimi body. VSechny uvedensé restrikce jsou (stejné jako funkce (15)) hladké.
Pfimku prochéazejici body a, b 1ze ovSem parametrizovat napi. i prostou funkci

(15" g(t):=a+ (b—a)t’, teR,
tfidy Coo; protoze je ¢'(t) = 3t2(b — a) = 0, pravé kdyz je t = 0, nend tato para-

metrizace hladkd a hladké nejsou ani restrikce g|R%, ¢|(0,1), ¢[(0,1). Restrikce
g|R4+, g1(0,1), ¢|(0,1) vSak hladké jsou.

Piiklad 15.2. Je-li (z0,0) € R?, a € Ry, b e Ry, je kiivka
(16) f(t) :== (20 + acost,yo + bsint), t € (0,27),
parametrickym popisem elipsy o stfedu (xg,yo), délce poloos a, b a rovnici
T —x0\? | (Y —Yo\?
17 ( )+ ( ) =1
(17) - +(™

Parametrizace (16) je hladka, protoZe obé slozky jsou t¥idy Co a vektor f/(t) =
(—asint,bcost) neni pro zadné ¢t € R nulovy. 2)

Parametricky popis teény v bodé ¢ je
(18) (zo + a(cost — Asint), yo + b(sint + Acost)), AeR.
Vektor N(t) := (bcost,asint) je zfejmé ortogondlni k vektoru f’(t), takze
(19) f@) + puN(t) = (xo + (a + ub) cost, yo + (b+ pa)sint), peR,

je parametricky popis normaly.

Rovnice teény mé obecné tvar (((z,y) — f(¢)) - N(¢)) = 0, coz se v naSem pii-
padé redukuje na (z — xg)bcost + (y — yo)asint = ab; totéz dostaneme eliminaci
parametru A z vektorové rovnice (z,y) = (z 0—|—a (cost— /\ sint), yo+b(sint+Acost)).

Rovnice normaly méa tvar (((x,y)— f(t))- f'(¢)) =0, tj. (xt —x0—acost)asint =
(y — yo — bsint) beost.

Parametricky popis kruznice o stfedu (zg,y9) a poloméru r ¢ Ry se dostane
z (16), polozime-li « = b = r. Nékteré vysledky odvozené pro elipsu budou pro
kruznici jednodussi; nap¥. parametrizaci (19) normaly lze napsat ve tvaru

(19" (xo + pcost, yo + psint), t € R,
protoze koeficient r (1 + p) u cost i sint probihd R stejné jako p.

2) V souladu s literaturou se v této knize nékdy (a samoziejmé jen za situace, kdy nemize dojit
k nedorozuméni) uziva stejny symbol pro oznadeni funkce f i jejiho rozsifeni na vétsi mnozinu.
V (16) je f(t) definovéno jen pro t € (0,27) a pro rozSifeni na R stejnym piedpisem se (bez
upozornéni pfimo v textu) uzivé stejny symbol.
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Priklad 15.3. Pro kazdé r € R, je funkce

(20) f(p, ) := (rcospcos®, rsingpcosdd, rsind),

kde (¢,9) € (0,27) x <—%7r, %w), parametrickym popisem sféry o stfedu v pocatku

a poloméru r, tedy mnoziny popsané rovnici x? + 32 + 22 = r2. Uzijeme-li geogra-

fickou terminologii, znamena ¢ zemépisnou délku 3), ¥ zemépisnou &fiku.
Rozsiifme-li funkci f tym# piedpisem na mnozinu vech (p,9) e R?, je rozsifeni

v této mnoziné tfidy C,, a zbyva proto jen zjistit hodnost matice

—rsinpcos?d —rcossind
(21) (e, 9) = rcospcos?d —rsinpsind
0 r cos v

Znamena-li det; determinant matice, kterd vznikne z (21) vynechdnim j-tého
fadku, je

(22) det; = 72 cos pcos® ¥, dety = —r?singcos? ¥, dets = r?sin® cosV,
takze
(23) det? + det3 + det3 = r* (cos* ¥ 4 sin® ¥ cos® ¥) = r cos® .

Posledni vyraz se rovna nule, pravé kdyz je ¢ = %ﬂ' mod 7, takZe pro puvodni,
nerozsifené zobrazeni f jsou singuldrnimi body pravé vSechny body tvaru (¢, :I:%w),

kde ¢ € (0,27). I kdyz je singuldrnich bodd nekoneéné mnoho, jejich obrazy jsou

jen dva — jsou to oba ,pdly“ (,severni“ a ,jizni“) sféry; f](0,27) x (%w, %w) je

hladka plocha.
Teénymi vektory v bodé a = (7, —17) jsou hodnoty sloupcti matice (21) v bodé
a, tedy vektory

(24) T'=1r (-1,1,0), 7% = 1r-(1,1,V2),

a

(25) N :=T" x T? = (det (a), — deta(a), detz(a)) = 1v27% - (1,1, -V2)

je normalovy vektor. Protoze A := f(a) = %r - (1,1,—+/2), plyne z toho, ze do
tecné roviny patii pravé vSechny body X = (z,y, z), pro néz je

T = %T(l—)\l-i-)\g), y= %r(l—l—)\l—i—)\z), ZZ% 27(=1+ X)), (A\1,A2) € R2.

Normélou je mnoZina vSech bodi tvaru (1,1,-v2) - 2r(1 4 pur/v2), kde p € R;
protoze funkce proménné p za teckou zobrazuje R na R, lze misto ni psat jen p.

3) Uhel ¢ se piitom nemé#i ve stupnich, ale v obloukové mife, a je nespojity na greenwichském
poledniku; volbou ¢ € (—m, w) bychom nespojitost pfesunuli na jeji obvyklé misto do Tichomofi.
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Te¢nd rovina mé rovnici ((X — A)- N) = 0, coz je po dosazeni ekvivalentni s rov-
nici z+y—+/2 z = 2r, normala je priinikem dvou rovin o rovnicich (X —A)-T!) = 0
a (X —A)-T?) = 0; po dosazeni a evidentni tipravé zjistime, Ze jsou to rovnice
r=yax+y++v22=0.

Priklad 15.4. Funkce F' : R?2 — R* definovana rovnosti

(26) F(u,v) := (cosv,sinv, ucos 1v, usin $v)

pro viechna (u,v) € R? je tiidy Coo v R?, pii¢emz

0 —sinv
o 0 CcoSv
27 u,v) = .
( ) ( ) cosiv —Llusiniv
2 2 2
sin%v %ucos%v

Sloupce T, T? této matice jsou ziejmé navzajem ortogonalni; protoze zadny
z nich neni nulovym vektorem, jsou (pro vsechna (u,v) € R?) linedrné nezavislé.
Z toho plyne, Ze plocha F je hladka v celém R2.

P#i hledani dvou linedrné nezavislych norméalovych vektori N1, N? mfizeme po-
stupovat metodou vylozenou v Po.15.5, zaloZenou na feseni rovnic (T'*- N) = 0 pro
1 =1,2. Lépe je vSak vyuZit jednoduchou strukturu matice F’ a postupovat méné
standardné:

1) Vektor N = (ni,n2,n3,n4) s ng = ng = 0 je ziejmé ortogonalni k T%;
polozime-li n; = cosv, ne = sinwv, bude ortogonalni i k T2. Vektor

(28) N := (coswv,sinwv,0,0)

spliiuje tedy obé rovnice (T - N1) = 0.
2) Kazdy vektor tvaru N = (nq,ns, —sin %v, cos %v) je opét ortogonélni k T,
pfiemz soudet soudint tietich a &tvrtych slozek vektortt N a T2 je roven

(—sin $v)(—3usin 3v) + (cos 3v)(Fucos 3v) = Fu.

Polozime-li tedy ni = %u sinv, ng = —%u cos v, bude soucet soucinti prvnich a dru-
hjch slozek roven
(usinv)(—sinv) + (—2ucosv)(cosv) = —3u,
takze bude (T2 - N) = 0. Vektor
(29) N?:= ($usinv, —2ucosv, —sin 2, cos 1v)

je tedy také ortogonélni k ob&éma vektortim 7'%.

Vektory N', N2 jsou pfitom nejen linedrné nezavislé, ale dokonce ortogonalni,
jak ihned zjistime vypoctem jejich skaldrniho souc¢inu. V kazdém bodé (u,v) € R?
tvoii tedy vektory T, T2 N', N? ortogonélni bazi prostoru R*.
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Jisté neni nutné, abychom rozepisovali do slozek parametrické popisy
(30) F4+MTY+XT% a F+ N + o N?

te¢né a normalové roviny v obecném bodé (u,v) € R2.
Oznaéime-li X := (71, x2, 3, 24) obecny bod prostoru R%, Ize tyto roviny popsat
i dvojicemi rovnic

(31) (X —=F)-N))=0, kde j=1,2, a (X =F)-T") =0, kde i =1,2,

z nichz kazd4 je rovnici jisté trojrozmérné nadroviny v R*.

Nadplocha (26) mé tuto pozoruhodnou viastnost: Je-li u = 0 a roste-li v od 0 do
27, méni se pfislusné normalové vektory
(32) N'(0,v) = (cosv,sinv,0,0) a N?(0,v) = (0,0, — sin v, cos 3v)
spojité od hodnoty N} := (1,0,0,0) k téze hodnoté Ni_ := (1,0,0,0)%) a od
Ng :=(0,0,0,1) k opa¢né hodnoté N3, := (0,0,0, —1).%) Ve stejném geometrickém
bodé F(0,0) = F(0,27) = (1,0,0,0) m4 tedy plocha F' dvé dvojice norméalovych
vektort, pficemz 1) orientace bazi {Ng, N¢}, {N3,, N3} piislusnych normalovych
rovin jsou opa¢né, 2) prvni baze piesla v druhou spojité.%) Ctenaf se miize sdm
presvédcit, ze podobné zména probiha i v te¢né roviné.

Nadplochy, které maji podobnou vlastnost, se nazyvaji neorientovatelné; plo-
cha F je ¢tyfrozmérnym modelem tzv. Mdébiova listu, jehoZ trojrozmérnou analogii
vySetfime v dalsim prikladu.

Pfiklad 15.5. Rotaci bodu (z,0, z) (leziciho v roviné xz prostoru R?) kolem osy

z popisuje funkce (x cos ¢, zsin ¢, z), kde ¢ je Ghel otdceni. Funkce (1+u,0,0), kde
|u] < %, je parametricky popis tsecky U s krajnimi body %, % na ose x; rotaci v ro-
viné xz tsecky U kolem jejiho stfedu (1,0, 0) popisuje funkce (1+wucosd, 0, usind),
kde 9 je tihel otaceni. Ma-li tedy tisecka U rotovat rychlosti v kolem osy z a zaroven

se polovi¢ni rychlosti %v otacet kolem svého stredu, bude funkce

(33) f(u,v) == ((1 +ucos $v) cosv, (1 + ucos 1v) sinv, usin $v),

kde |u| < %,O < v < 27, popisovat jednotlivé faze vyslednice obou pohybt, pii

nichz se tsecka U kolem osy z otoc¢i nakonec o plny thel, ale kolem svého stfedu
jen o 1tihel poloviéni. Po dokoncené rotaci vznikne tedy jakoby jeji zrcadlovy obraz:
bod (14 u,0,0) pfejde v bod (1 —u,0,0) a naopak. Geometricky obraz funkce (33)
(pfipadné s jinou useckou U na kladné ¢asti osy x) se nazyva Mobiav list.

4) Kdybychom poé&ateéni bod vektoru N; umistili do po¢atku prostoru R*, opsal by jeho
koncovy bod jednotkovou kruznici v roviné xjxa.

5) Na rozdil od Nj opise koncovy bod vektoru Nz jen pil jednotkové kruznice, a to v roving
X3X4.

6) Vysledek je tedy podobny pohledu do zrcadla, jenomze pfi ném je zména ,okamzita“, ne-
spojita, kdezto zména na (F') nastala postupné, spojité, ,cestovanim® po vhodné dréze v (F').
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Rozsifeni funkce f tymz predpisem na celou rovinu uv je tfidy Coo, pricemz

costvcosv  —(1+ ucos 2v)sinv — Lusin Jvcosv
(34) f'(u,v) = [ cosivsinv (14 ucosiv)cosv — fusinvsinv
sin %v %u cos %v

Jak snadno zjistime, vsude v R? je

det; = Zusinv(l — cosv) — sin 2vcosv,
(35) dety = %u(cosv—l—sin2 v) +sin fvsinv,
35

dets = cos 3v (1 + ucos 3v),

detf —|—det§ +det§ = %uQ + (u cos %U +1)?>0.

Vektor N := 01 f x Oof = (dety, — deto, dets) je tedy vSude nenulovy; specidlné:
norma vektoru

(36) N(0,v) = (—sin v cosv, — sin $ v sinv, cos 1 v)

je identicky rovna 1.

MOBIOV LIST

Tento piiklad se podobé piikladu 15.4 v tom, ze f(0,0) = f(0,27) = (1,0,0)
a ze N(0,0) = (0,0,1), N(0,27) = (0,0,—1) = —N(0,0). Probéhne-li v od 0 do
27, opiSe bod f(0,v) = (cosv,sinv,0) jednotkovou kruznici v roviné xy; pfislusny
normélovy vektor (36) se spojité méni od hodnoty (0,0,1) (kdy sméfuje ,pfimo
nahoru“) k opa¢né hodnoté (0,0, —1) (,,pfimo dolt*).

Mobitv list patii mezi tzv. neorientovatelné plochy pravé proto, ze podobny jev
je na ném (na rozdil nap¥. od sféry nebo valcové plochy) mozny.

X 3k X%
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Graf obecného zobrazeni f : X — Y je definovan jako mnozina
(37) grf:={(z,f(z)) e X xY;zeX}. O

Predpokladejme, Ze p a ¢ jsou piirozend éisla a ze (i1,...,0p,J1,.-.,7q) je 06
jaka (pevné zvolend) permutace posloupnosti (1,...,p,p+ 1,...,p + q) spliiujici
podminku i; < ... <ip, j1 < ... < jq. Body
(38) 2= (21, s 2py Zptly-- s 2piq) € RPTY
budeme pak psat ve tvaru
(39) (xvy)a kde r = (Ziu cee azip)a Yy = (Zjla cee ,qu).

Ackoli to neni zcela korektni, budeme tedy ztotoZtiovat prostor RP*¢ s kartéz-
skym soucinem prostord RP?, RY generovanych jednotkovymi vektory i;-ni az i,-té

resp. ji-ni az j,-té soufadnicové osy v RP14; v souladu s tim budeme psit z = (z,y).
Pfi tomto znaceni a za predpokladu, ze Q@ C RP a f: Q — RY, je

(40) grf={(z f(2)) e Rz e Q}
v souladu s obecnou definici grafu. Vektorovou (p 4 ¢)-rozmérnou funkei
(41) Gr(z) :==(z, f(z)), z € Q,

budeme pak nazyvat standardni parametricky popis grafu f. Standardni rovnici
grafu (40) budeme rozumét rovnici y = f(z), « € Q, neboli ve slozkach

(42) Y1 = %5 :fjl(ziw'"?'zip)v"'quEzjq :qu(zi17"'7zip)7
kde (2i,,...,2i,) = (21,...,2,) € Q. O

Umluva. Abychom se vyhnuli technickym potizim pii zépisu, budeme pfedpo-
kladat, ze

(43) (i1,.-vip) = (1,...,p), (J1,--2dg) =P+ 1,...,p+4q),

takze bod z = (z1, ..., 2p+q) bude roven (z,y), kde

(44) z=(x1,...,2p) = (21,--,2p), Y= W15+, Yg) = (Zpt1,-- -+ 2ptq). O
Obecny pripad lze z tohoto specidlniho ziskat pfislusnou permutaci souradnic.

Hladkost standardniho parametrického popisu grafu charakterizuje tato véta:

Véta 15.1. Je-li 2 C R? oteviena mnozina, je nadplocha G hladka v 2, prave
kdyz je funkce f tridy Cy v (.
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Abychom to ovéfili, uvazme, Ze

1 0 0
0 1 0
0 0 1
45 Gf =
( ) Y 31f1 82f1 apfl
Oi1fa Oafa ... Opfe
ofy Oafy Ip fq

a ze determinant matice slozené z prvnich p fadku je roven 1; hodnost matice (45)
je tedy rovna p. 0

V prvnich p fadkéch matice (45) jsou jednotkové vektory soutadnicovych os v RP,
v poslednich g fadkach gradienty slozek funkce f.
Je-li nadplocha G hladka, jsou sloupce

(46)  T'=(1,0,...,0,01f1,-.., 01 fg)s--, TP =(0,0,...,1,0pf1,...,0pfq)

matice (45) linearné nezavislé a generuji zaméfeni te¢né nadroviny nadplochy Gy;
te¢na nadrovina v bodé a ¢ (2 ma tedy parametricky popis

(47) Gra) +MTHa) + ...+ 2\TP(a), (My...,\p) € RP,

neboli G(a) + DGy(a; \) neboli Gf(a) A, kde A = (A1,...,\p)%L.
Rozepiseme-li rovnici z = G¢(a) + M T (a) + ...+ A\pyT?(a) do slozek, dostaneme
rovnice

(48" T1 =01+ A, Tp = ap+ Ap,

p p
(48") y1 = fila) + > Ndifi(a), ... yg = fala) + > Xidifyla).
i=1 =1

Vypocéitame-li z rovnic (48') éisla A1, ..., A\, a dosadime-li je do (48”), nabudou tyto
rovnice tvaru

p
(49) yi = fi(a)+ Y 0ifi(a) (@i —a;), j=1,...,q,
neboli =
(50) vt = f(a)* + f'(a) (x — a)* (neboli y = f(a) + Df(a;z — a)).
Podle Po.15.5 jsou (49) a (50) rovnice teéné nadroviny ke grafu funkce f v bodé

a. Poznamenejme, Ze (50) se redukuje na jedinou rovnici, pravé kdyz je ¢ = 1; je
to pak rovnice

(51) y=f(a)+(f'(a)- (x —a)) (= f(a) + (grad f(a) - (x — a))).
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Je-li p = g = 1, redukuje se (51) na rovnici y = f(a) + f’(a) (x — a), kde a, f(a),
f'(a),z,y jsou &isla; (50) je tedy zobecnénim rovnice teény ,kiivky y = f(x),
dobfe znamé z elementt diferencidlniho poctu realnych funkci redlné proménné.

* kX%

Pfiklad 15.6. Funkce
(52) flu,v) = (u,0,0® = %), (u,v) € R?,

je standardni parametricky popis hyperbolického paraboloidu o rovnici z = 22 —y?;
soutadnice z, y, z odpovidaji pfi hofej$im oznadeni p¥ipadu, ze (i1, i2, j1) = (1,2, 3),
takze podminky hofejsi timluvy jsou splnény.

Abychom mohli napsat rovnici teéné roviny a normély v obecném bodé (a, b) ro-
viny R2, potfebujeme védét, Ze

T (u,v) = (1,0,2u), T?*(u,v) = (0,1, —2v),

(53) N(u,v): = T u,v) x T?*(u,v) = (—2u,2v,1);

oznacime-li tedy X = (z,y,2) a A = f(a,b), ma tefna rovina rovnici

(X — A)-N(a,b)) = (x —a)(—2a) + (y —b) - 2b+ (2 — (a* = V%)) - 1

54
(54) = 2ax+2by+z+a®—b>=0

a normalu charakterizuji rovnice

(X = A)-T (a,b)) = (x — a) + 2a(z — (a® — b?))

(55) 2 2 _ g2
(X = A4)-T%(a,b)) = (y —b) —2b(z = (a” = %))

:0,
=0.

Standardni parametrické popisy hyperbolickych paraboloida charakterizovanych

rovnicemi y = 22 — 22 a x = y? — 22 se dostanou permutacemi (i1, iz, j1) = (1,3,2)

a (i1,42,71) = (2,3, 1) soufadnic; jsou to tedy funkce
g(u,v) := (u,u? —v%v) a h(u,v) = (u® — v, u,v).

Rovnice teénych rovin a normal ziskdme z rovnic (54) a (55) tymiZ permutacemi.

Piiklad 15.7. Pomoci vektorové funkce f := (cos,sin) : R — R? (t¥idy Cu,) lze
vytvorit tii grafy, popsané standardnimi rovnicemi

(56) (y,z) = f(.%‘), (1‘,2) = f(y)= (x7y) = f(z)

a standardnimi parametrizacemi
(57)  g(z) := (z,cosx,sinx), h(y) := (cosy,y,siny), k(z) := (cosz,sinz, z).

Grafy se nazjvaji zavitnice nebo Sroubovice a lisi se jen svou polohou v R3.
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Jelia = im je A:=g(a) = (3r, 4.4

3 3)aT :=g'(a) = (a,—sina,cosa) =
(1, —%\/g, 1) je teény vektor kiivky g v bodé a. Vektor N' := (0,1, V3) je ziejmé
kolmy k vektoru 7" a vektorovy sou¢in N2 := T x N = (-2, —+/3,1) je nejen kolmy
k obéma vektortim 7', N!, ale trojice {T, N*, N2} je kladn4 ortogonélni baze v R3.

7 toho plyne, ze
A+AT =37+ X 3(1-V3X),L(V3+N), AeR,
je parametricky popis tecny,
A+ N + oN?= (3 — 209, 2 + 1 — V312, VB + VB 1 + o), (1, p2) € R?

parametricky popis normélové roviny kiivky g v bodé a. PiSeme-li X = (z,y, 2), je
te¢na popséana rovnicemi (X — A) - N7) =0, j = 1,2, tj. rovnicemi y + V3 2z = 2,
2z 4+ 3y — 2 = 2, zatimco normalova rovina mé rovnici (X — A) - T) = 0, tj.
20 —\V3y+ 2= %ﬂ'.

Priklad 15.8. Standardnim parametrickym popisem uzaviené ,piedni“ poloviny
jednotkové sféry v R3, tedy grafu s rovnici x = /1 — y2 — 22, je funkce G : Q — R3,
kde

(58) G(u,v) = (V1—u?—2v2,u,v) a Q= {(u,v); u? +v* < 1}.

G je vsak t¥idy C; jen v otevieném kruhu {(u,v); u? + v* < 1}, protoze vyraz

(8G1)2+(8G1)27 —u 2+ —v G
ou o/ \V1I—u2 -2 Mo —2)  1—uz—2
nem4 limitu7), blizi-li se bod (u,v) z vnittku jednotkového kruhu k jeho hranici,
takze funkci f nelze rozsifit na funkeci t¥idy C; v zadné oteviené mnoziné€ majici
neprazdny prinik s hranici jednotkového kruhu. Vsechny body této hranice jsou
singularni.

Je-lia = (%, %), snadno zjistime, Ze

(59)
Prislusna tecna rovina ma tedy rovnici

(z=3vV2)+3vV2(y -1+ (- 1) =2+ iV2y+ 1V22 - V2 =0,

coz lze jednoduseji napsat jako v2z + y + z = 2. Normalu pak popisuji rovnice

:vzx/iyaxzx/iz.

™) Vyraz by mél limitu +oo, kdybychom ze svych tvah nevylouéili nekoneéné limity.
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Cviceni

Pro kazdou z dale uvedenych funkci f najdéte defini¢ni obor a maximalni mno-
zinu Q, v niz je f hladkou nadplochou. Pro kazdy z uvedenych bodid a najdéte
parametricky popis a rovnici (rovnice) teéné a normélové nadroviny nadplochy f

v bodé a.®) Body z R?, R3 a R* znac¢ime (x,y), (z,y,2) a

Krivky

15.01°.
15.02°.
15.03°.
15.04°.
15.05°.
15.06°.
15.07°.
15.08°.
15.09°.
15.10°.
15.11°,
15.12°,
15.13°.
15.14°.
15.15°.

15.16°.
15.17°.

(5517 x2,T3, £C4)-

f(t) = a=
(2cost,3sint) (elipsa) 3T, —&T
(t —sint, 1 — cost) (cykloida) —im i
(2cost + cos2t,2sint + sin 2t) (kardioida) im,—ir
(3cost + cos 3t,3sint — sin3t) (astroida) im 3r
e cost,e sint ogaritmicka spirala ST, T
(¢! cost,e'sint) (logaritmickd spiréla) 5T,
(lgtsint lgtcost) 1,e
( 1P+ 1) (Descartuv list) -2,0
co st—l—sm sint 4+ cos 2t) (trojliste =T
( 2t,sint 2t) (trojlistek) 0,3
( Ccos t) (Dioklova kissoida) 37, 5T
(t,t— | sint]) imoim
(Vcos 2t cost, Vcos2t sint) (lemniskata) im,—tm
cos 2t, cos 2t tgt) (strotoida ST, — 5T
(cos2t, cos 2t tg ) (strofoida) Lr, -1
cost + sin sint 4+ cos 3t) (ctytliste ST, — =T
( 3t,sint + cos3t) (ctyHlistek) -
cost,tsint rchimedova spirala ST
(tcost,tsint) (Archimedova spirla) 0,3
cost + 1)cost,(2cost+ 1)sint ST, T
(2cost + 1) cost, (2cost + 1)sint) im,
(Pascalova zévitnice)
2cost,3sint, —t elipticka zavitnice inw
( p ST
cost,sint,sintcost 7,27
( ) ¥

8) K tomu je nutné znat f(a) a piislusné teéné a normalové vektory. Protoze sestavit z nich
parametricky popis zadanych nadrovin je triviadlni a protoze nechci rozsah knihy netimérné zvétso-
vat, najde ¢tenaf v seznamu FeSeni jen koeficienty rovnic vSech téchto nadrovin (které se slozkami

teénych a normalovych vektor zndmym zpusobem souvisi).

125



15.18°.
15.19°.
15.20°.
15.21°,
15.22°,
15.23°.
15.24°,
15.25°.

15.26
15.27

15.29
15.30

Plochy

15.31°.
15.32°,
15.33°,
15.34°,
15.35°.
15.36°.
15.37°.
15.38°.
15.39°,
15.40°.
15.41°.

- (
- (
15.28. (
- (
- (

sint,sin? t, sin® t)
262 - 1,124+ 1)

arcsint, arccost, t?)

sin?t, cos? t, sin t cost)
arctgt,lg (1 + t?), arccotgt)
t —sint, 1 — cost,sint)

(
(
(
(
(
(
(
(

lgt cost, cos 27t sin 27t)

t, 12,13, 1Y)

1—sint,2 —sin2¢,3 — sin 3¢, 4 — sin 4t)

arctgt,arctgt ', 1g (1 + t2),1g(1 + %))

lgt, tlgt, tlg*t, t*1g? t)

sin7t, cos t, e’ sin 7t ' cos t)
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15.42°,
15.43°,
15.44°,
15.45°,
15.46°.
15.47°.
15.48°.
15.49°,
15.50°.
15.51°.
15.52°.
15.53°.
15.54°,

15.55°.
15.56°.

15.57°.

15.58°.

15.59°.

15.60°.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(¢
(
(
(
(
(

(1+|ul)cosv, (1 + |ul])sinv, |ul)

sin u sin v, sin u cos v, COS U COS ’U)

e

e

ue’ ’LL’UG

u+v

’U.'U —+v

e e’ et —e)
'U.'U)

v ve")

lg(1+u+v),lg(l—u+v),lg(l+u—v))

arctg u, lg (uv), arctg v)
arctg (uv

arccotg (uv), arccotg (uv

1, 1g(1 + uw), arctg (u

~lv))

—1), arccotg (u

cosv,sinv,u) (valec z? 4 4> = 1)

ucosv,usinv,u) (kuzel 22+ y? = 2?)

vsinu,vcosu,v?) (paraboloid z? + 4% = 2)

4 cosu cosv,3sinu cosv, 2sinv)

elipsoid (3

cosh v, sinh v, u)

piil hyperbolického valce 2% — y* = 1)

u cosh v, u sinh v, u?)

4st hyperbolického paraboloidu 2% — 3% = 2)

2)* + (39)* + (3

cosh? v, sinhw,u) (parabolicky vélec z =y + 1)

2)*=1)

cos u cosh v, sin u cosh v, sinh v)

1-dilny hyperboloid 2% + y* — 2% = 1)

cosh u cosh v, sinh u cosh v, sinh v)

piil 2-dilného hyperboloidu z? — 3% — 2% = 1)

(3 + cosu) cosv, (3 + cosu)sinv,sinu) (anuloid)

15.61. (usinv, v sinu,u cosv, v cosu)

15.62. (u +v,u — v, uv,uv 1)

15.63. (u®, u?v, uv?, v?)
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(

( 57§
(0,0), (1,-1)
(1,1), (-1,1)
(1,1), (-1,1)
(1,1), (4,4)
(1,1), (-1,-1)
(1,1), (V3,V3)
(1,-1), (—V3,1)
(1,47, (1, —1n)
(1,37), (=1, —3m)
(0,1), (7, -1)
(37, §m), (—3m, 3m)

(2,0) (1,-1)
(0,1),(1,-1)
(-1,0), (1,-1)

(-1,0), (0,-1)
(%w,éw) (%7‘(,—%7‘()



2

15.64. (uv~ v,u? —v? u? +0?)

(
15.65. (si
15.66. (arctgu, arctgv, arctg (uv™ '), arctg (u™'v))
15.67. (Ig (u +v),lg(u — v),1g(uw),lg(uv™1))
15.68. (arctgu, arctgv,lg (1 + u?),1g(1 + v?))
15.69. (
(

15.70. ((1 4 u?) cos v, (1 + u?) sin v,

sin (u 4 v), cos (u + v), sin (u — v), cos (u — v))

sin u sinh v, sin u cosh v, cos u sinh v, cos u cosh v)

(1,2), (1,1)

(7. 57), (37 —§)
(1,-1), (V3,1)
(2,1), (3,1)

(1,1), (—V3,-V3)
(m,1), (=37, 1)

(14 v*) cosmu, (L4 v*)sinTu) (1,3), (-1,-1)

KF¥ivé prostory

flu,v,w) =

1

15.71. (vow, uwvw ™ u(vw) ™!, (vow) ™)

15.72. (arctg (vvw™1),1gu,lgv,lgw)

15.73.

(u cosw, usinw, v cosw, v sin w)
15.74. (usinvsinw, u sinv cos w,
U COS v sin w, 1 cos v cos W)

15.75. (cosu cosv cos w, sin u cos v cos w,
sin v cos w, sin w)

(jednotkova sféra v R*)

X 3k X%

(1,1,1), (=2,1,-1)
(1,1,1), (2,1,2)

(15 _la %ﬂ-)v (27 15 _%ﬂ-)

Pro kazdou z nésledujicich standardnich rovnic grafi najdéte 1) standardni pa-
rametricky popis pfislusné nadplochy (kiivky, plochy, kiivého trojrozmérného pro-
storu), 2) maximdlni mnozinu, v niz je hladka, 3) parametricky popis a rovnici
(rovnice) tecné a normdlové nadroviny v pfedepsaném bodé a.

Grafy
rovnice:
15.76°. y = arcsinz

15.77°. y = arccos(1 — sin®* z)?
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15.78°.
15.79°.
15.80°.
15.81°.
15.82°.
15.83°.
15.84°.
15.85°.
15.86°.

15.87°.
15.88°.

15.89°.
15.90°.
15.91°.

15.92°.

15.93°.
15.94°.
15.95.
15.96.
15.97.

15.98.
15.99.

15.100.

T =y
x=+/1-—1y>?

(y.2) = (@, 2°)

(z,y) = (arcsin z, arccos 2)
(z,y) = (arctg z, arccotg z)
(z,2) = (cos?y,sin? )
(y, z) = (sinhz, cosh x)
(z2, 73, 74) = (23,23, 2]
(z1,20,24) = (g x3,1g% x3,1g% 23)

(z1,29,23) = (|wa — 1], |24 — 2|, |24 — 3])

z=1/1+ 22 —y?
. x? + 22
y= T2 — 22
y:’/CCQ—'—ZQ
T =\/yz
z = arccos(zy)
sin(x + 2)
~ sin(z — 2)

x=lg(1+y*+2%) +arctg(y + 2)

(1, 23) = (Vo — x4, VT2 +24)

T4

(x1,22) = (sinﬂ, COS—)
T

(21, 24) = (g (1 + 23

£C4=\/1—SC%—SC§—$§

o3 — a2
T2 = 3 2
Ty — )
ZT2T3
T = arctg
Ty

—a3), lg(1 — 23 + 23))
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Reseni

Uzivame tyto zkratky: T — teéna, TR — te¢né rovina, TP — te¢ny (trojrozmérny)
prostor, N — norméala, NR — normélovéa rovina, NP — normélovy (trojrozmérny)
prostor.

V seznamu feSeni Cv.13.01—13.15 nasleduje za informaci o D(f), 2, za stfed-
nikem a za ,1) T:“ trojice ¢&isel aq, 31,71, pro niz je axx + f1y + 71 = 0 rovnice
teény, za ,N:* dalsi trojice asg, B2, v2, pro niz je asx + P2y +y2 = 0 rovnice normaly,
a to v prvnim z bodi a; pak jsou uvedeny analogické dvé trojice Cisel pro druhy
zbodi a. Je-li T = f'(a) = (t1,t2) tefny vektor, klademe N := (—tq, t1), takZze baze
{T, N} je vzdy kladnd. Vektory (a1, 1), (az,B2) jsou kladngmi nasobky vektort
N, T volenymi tak, aby rovnice te¢ny a normaly byly co nejjednodussi.

15.01. D(f) = Q = R;

1) T: —v3,-2,4V3; N: —4,2V/3,-5; 2) T: —3V3,2,12; N:4,6V3,5V3.
15.02. D(f)=R; Q=R —{2km; kcZ};

) T:1,vV2 -1,2(1-v2) + im N:v2 - 1,-1,3(V2 - 1)m;

2) T:1,1,-2—37; N:1,-1,-37.
15.03. D(f)=R; Q=R—{(2k—-1)m; ke Z};

1) T:1,-1,3; N: —1,-1,1; 2) T: —1,14+v2,3(1++v2); N: 1+v2,1,-1.
15.04. D(f) =R; Q=R —{3km; ke Z};

DT: —1,-v3,2v3; N: —+/3,1,4; 2) T: 1,-1,2v2; N: —1,—1,0.
15.05. D(f) = Q = R;

DT: —1,-1,e™%; N: —1,1,—e™/?; 2) T:1,—1,€"™; N: —1,—1,—€".
15.06. D(f) = Q =R, ;

1) T: —cosl,sinl,0; N: sinl, cosl,0;

2) T: esine — cose,ecose +sine, —e; N: ecose +sine,cose —esine, —1.
15.07. D(f) = Q=R — {-1};

1) T:20,17,4; N: 119, —140,—114; 2) T: 0,1,0; N: 1,0,0.
15.08. D(f) = Q = R;

1) T: —1,2,—-1; N:2,1,-3; 2) T: V3,1, —4; N: 1,—/3,0.
15.09. D(f) =R — {km; ke Z}; Q=R —{1km; ke Z};

1) T: 6v3,-10,1; N: —10v/3,-18,7; 2) T: 2,—4,1; N: —4,-2,3.
15.10. D(f)=R; Q=R —{km; ke Z};

1) T: —1,2,vV3 — iy N:4,2,v3 —2r;

2) T:3-2v3,2V3,v3 — 1m; N:12,6(2—/3),3(2 - V3) + (V3 — 4)r.
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15.11. D(/) = |J (k= . (b + Dm); @ = ([ (k= D (b + Dym);

kel kel

1) T:0,-2v2,1; N: —2v2,0,v3; 2) T:0,2v2,1; N: 2v2,0, /3.
15.12. D(f) =Q=R—- {3 2k - )m; ke Z};

1) T:1,-1,0; N: —1,-1,0; 2) T:5,v3,1; N: V3, -5,3V3.
15.13. D(f) = Q = R;

DT: —1,-6-v3,2(v/3 -2); N: —6—+3,1,4;

2) T: —6—+3,1,2(vV3—2); N: 1,6 +3,4.
15.14. D(f) = Q = R;

1) T:0,1,0; N:1,0,0; 2) T: —4,—27,7%; N: —m,2, —7.
15.15. D(f) = Q = R;

1) T:1,-3v3,8; N: —3v3,-1,4V3; 2) T: —1,0,1; N:0,1,0.

Béze zaméieni roviny v R3 neni uréena jednozna¢né. Ctendfovy vysledky by
mély souhlasit s vysledky uvedenymi zde, odvodi-li je timto postupem: Spliiuje-
li teény vektor T = (t1,t2,t3) podminku ¢3 + t2 > 0, polozi N = (—t2,t1,0);
je-li t; = to = 0, polozi N! = (—t3,0,0). V obou piipadech pak bude definovat
N2%:=T x N}, takze baze {T, N, N2} bude ortogonalni a kladna.

Reseni Cv.15.16 —15.25 jsou uspoiadéna podobné jako dosud, misto trojic &isel
a, 8,7 uréujicich pfimku v R? o rovnici ax + By + v = 0 vak zde jsou ¢tvefice
a, 3,7, koeficientt rovnic ax + Sy + vz +J = 0 rovin v R3. Piimka v R? je uréena
dvéma rovnicemi, protoze je prunikem dvou rovin; ¢tverice prislusnych koeficienti
jsou oddéleny znakem A logické konjunkce. Vétsina ctveric koeficientt byla vhodnym
kladngm faktorem upravena na jednodussi tvar.

15.16. D(f) = Q = R;

1) T: —3,-2V3,0,12A4v3,-6,42,5v3 — 7r; NR: —4v/3,6,2,—5V3 — im;

2) T:1,0,0,2A0,1,6,—37; NR: 0,—6,1, — 7.
15.17. D(f) = Q = R;

1) T:1,0,0,1A0,1,1,0; NR: 0,—1,1,0;

2) T: v3,-1,0,2A1,v3,4,v/3; NR: —4,—4V/3,4,V/3.
15.18. D(f) =R; Q=R —{3(2k — L)m; k € Z};

1) T:0,—1,0,0A0,0,1,0; NR: —1,0,0,0;

2) T:4,4,0,1A—12,12,32, —5; NR: 32, —32,24,27.
15.19. D(f) =R; Q@ =R — {0};

1) T: —3,2,0,3A—6,-9,13,-20; NR: 2,3,3, —8;

2) T: —9,2,0,29 A —18, —81,85, —112; NR: 2,9,9, —504.
15.20. D(f) = (-1,1); Q= (-1,1);
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1) T:1,1,0,—37 A —3,3,4v3,—V3 — i7; NR: 8,-8,4v3, 47 — V/3;
2) T:1,1,0,—37 A —1,1,2,—1; NR: 2,-2,2, —1.
15.21. D(f) = Q = R;
1)T: —1,-1,0,1A1,-1,2v3,2; NR: —4v3,4V3,4, —/3;
2) T: —1,-1,0,1A—1,1,2v3,2; NR: —4v/3,4v3,-4,V3.
15.22. D(f) = Q =R;
1) T:0,1,0,0A1,0,1,—37; NR:1,0,-1,3m;
2) T: —6,v3,0,2r — V3 1g4 A 2,4V/3,26, —5m — 4v/3 1g4;
NR: 3,6v3, -3, —6V31g4 — ir.
15.23. D(f) = Q = R;
1) T:0,1,0,—2A1,0,2,—7; NR:2,0,—1, —27;
2) T:2,2,0,m—4A0,0,1,1; NR: 2,-2,0,7.
15.24. D(f) = Q = R;
1) T:1,-1,0,—1A0,0,1,—1; NR: —1,—1,0,3;
2) T: —2,0,0,—3v3 A0,-2,0,3; NR: 0,0,2,v/3.
15.25. D(f) = Q =R, ;
1) T:0,—1,0,1A27,0,1,0; NR: — 1,0, 2n,0;
2) T:0,1,0,—1A—4m,0,1,471g2; NR: 1,0, 47, —1g2.

Teéné vektory T = (t1,ta,t3,t4) vSech péti uvedenych kiivek v R* spliiuji ne-
rovnosti 2 + 2 > 0, t% + 12 > 0; bylo proto mozné polozit N1 = (—t3,%1,0,0),
N2 = (0,0,—t4,t3), N> = —T x N!' x N2, coz zarudilo, ze ortogonalni baze
{T,N*, N2, N3} je kladna. Koeficientii uréujicich trojrozmérnou nadrovinu je pét,
teCna je prunikem tii nadrovin, a je proto urcena tfemi péticemi koeficientt.

15.26. D(f) = Q = R;
1) T: —4,1,0,0,4A0,0,—8,3,16 A 292, 1168, —51, —136, —2672;
NP: 1,4,12,32, —626;
2) T:2,1,0,0,1A0,0,4,3,1A5,5,—10,4,8; NP: 1,-2,3,—4,10.
15.27. D(f) = Q = R;
1) T: —1,0,0,0,0A0,0,1,0,—4A0,2,0,1,—8; NP: 0,1,0,—2,6;
2) T: —4,-2,0,0,843V3 A0,0,—4,6,3V3 — 12 A —26, —26,52, —10,7 — 18V/3 ;
NP: —2,4,12,8,3V3 — 74.
15.28. D(f) = Q2 =R — {0};
1) T:1,1,0,0, —27 A0,0,1,1,~1g4 A 2,~2,-1,1,0; NP: 1, -1,2,-2,0;
2) T:1,1,0,0,17 70,0, -1,-1,1g4 A 2,2, -2, -1,0; NP: 1,~1,-2,2,0.
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15.29. D(f) = Q =Ry;

1)T: —1,1,0,0,0A0,0,—-1,0,0A1,1,0,—1,0; NP:1,1,0,2,0;
2) T:0,e,0,0,1A0,0,2¢, —e? —4 N4+ e, 4+ ¢%,0,2e2%,8;

NP: e, 0, —e3, —2¢%, et + e? — 4.

15.30. D(f) =Q =R;

1) T:0,1,0,0,—1A1,0,—1,7,—7 AL+ 720, -7, —m,m; NP: 70,7, 1,—1;
2) T:0,1,0,0,—1A0,0,—e? e*m,—m A1+ 7% 1+ 720, —e?n, m;

NP: e*r,0,e?m, e?, —1.

V feseni Cv.15.31—-15.60 je rovina ax + By + vz + § = 0 urcena &tyfmi koefici-
enty «, 3,7, d, pfiemz normdlovy vektor N = («, §,7) je vzdy kladnym nésobkem
vektorového souc¢inu T x T?; norméla k plose je priinikem dvou rovin, piislusné
¢tverice koeficientl jsou oddéleny znakem A.

15.31. D(f) = Q = R?;

1) TR: —1,1,2,1; N: 1,1,0,—-1A0,2,—-1,-3;
2) TR: 3,1,—2,—1; N: 1,1,2, -7A0,—-2,—1,6.
15.32. D(f) = Q = R?;
1) TR: 15,9,—-2,—-36; N: 1,1,12, -112A 1,-1,3,—29;
2) TR: 3,0,-1,0; N: 1,1,3,—-2A1,-1,3,2.
15.33. D(f) =R?% Q=R?*—{(0,0)};
1) TR: —3,-3,2,2; N: 1,1,3,-8A —1,3,3,—12;
2) TR: 0,1,-1,0; N: 3,-1,-1,-6 A —1,-1,—1,2.
15.34. D(f) =R% Q= {(u,v); u #v};
1) TR: 12,-3,-2,13; N: 1,2,3,12A1,—4,12,105;
2) TR: —12,-3,2,13; N: 1,—-2,3,—-12A1,4,12,-105.

15.35. D(f) = Q = {(u,v); u A0 # v};

1) TR: —2,0,—1,-2; N: —1,-1,2,0A—-1,0,2,—1;

2) TR: 16,6,—1,—17; N: 2,—4,8,27T A —2,0. — 32, —95.
15.36. D(f) = Q= {(u,v); u #0# v};

1) TR: 0,—4,-1,4; N: —8,—-2,8 —7A0,2,—8,15;

2) TR: 0,—1,-1,2; N:8,1,—-1,-32A0,-1,1,0.

15.37. D(f) = Q = {(u,v); uv > 0};

1) TR: 2,1,-3,-3; N: 1,1,1,-2A2,—-1,1,—-1;
2) TR: 2,-1,6,6(1—1g2); N:2,—-2,—1,8+1g2A4,2,-1,4+1g2.

15.38. D(f) = Q = {(u,v); |v| <u};

1) TR: 1,1,—1,0; N: 1,3,4,—51g3 A 1,-3,—-2,1g3;
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2) TR: 1,1,—1,0; N: 5,1,6,—71g5 A5, —1,4, —31g5.
15.39. D(f) =R?*; Q= {(u,v); u #0};
1) TR: 0,7,1,—7; N: 2,1, —7,-3A0,1,—7,—1;
2) TR: 0,7, 1,—7; N: 4,8 —81,—9A0,1,—m, —1.
15.40. D(f) =R* Q=R*—{(32m+ )m, 2 2n+ 1)m); me Z, n € Z};
1) TR: —1,1,1,0; N: 1,0,1,0A0,1,—1,0;
2) TR: 0,—-1,0,1; N: —1,0,1,—27 A0,0,—1, 7.
15.41. D(f) = Q = R?;
1) TR: 1,0,0,1; N: 0,1,1, =37 A0, —1,1, —37;
2) TR: 0,—1,0,1; N: 1,0,1, =37 A —1,0,1, — 3.
15.42. D(f) =R?; Q = {(u,v); u#0};
1) TR:0,-1,1,1; N: 0,1,1,—1 — 7 A —1,0,0,0;
2) TR: 1,0,1,1; N: —1,0,1,—1—27 A 0,—1,0,0.
15.43. D(f) =R?*; Q=R>— {(dmm, Imr 4+ nn); me Z, n e Z};
1) TR: —1,-1,0,v/2; N:0,0,—1,0A1,—1,0,0;
2) TR: —v/3,-2,—V3,3; N:4,4V3,-12, -3 A 12, -4V3,—4, /3.
15.44. D(f) = Q = R?;
1)TR: —1,1,0,—1; N: 1,1,1,-3A1,1,—-1,-3;
2) TR: —1,cosh1, —sinh1,—1; N: 1,e,e,—1—2e* Ae? e, —e, -2 — 2.
15.45. D(f) = Q = R?;
1) TR: —¢,1,0,0; N:e,e?,1, -1 —e* —e* ne,e?, —1,1— e — ¢
2) TR: —1,0,¢,0; N: e e* e? -1 —e? —e* A —e? et —e?, 1 +e? — e,
15.46. D(f) = Q = R?;
1) TR: 1,0,—1,0; N:e,2,e, -2 —2¢* A 1,0,1, —2¢;
2) TR: 0,—¢2,0,—1; N: e 0,e,e* —1A—¢%0,¢e,—e* — 1.
1547. D(f) =Q={(w,v);u+v+1>0,u—1<v<u+1};
1) TR: 0,1,1,0; N: 1,—3,3,—1g3A1,3,—3,—1g3;
2) TR: 0,1,1,0; N: 1,—9,9,—1g9A1,9,—9, —1g9.
15.48. D(f) = Q = {(u,v); uv > 0};
1) TR: 2,-1,2,—m; N:1,2,0,—37 A 0,2,1, —37;
2) TR: —2,-1,-2,—7; N: 1,-2,0,37 A 0,-2,1, I7.
15.49. D(f) = Q= {(v,v); 1 +uv >0, u#0#v};
1) TR: 1,0,1,—%71'; N:1,1,-1,—-Ig2A-1,1,1, - 1g2;
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2) TR: 1,0,1,—3m; N:2,3,-2,—31lg4 A —2,3,2, ~31g4.
15.50. D(f) = Q = {(u,v); u #0# v};
1) TR: 0,1,1,—%7‘!’; N: 1,1,—1,—%7‘(/\ —1,1,—1,%7‘(;
2) TR: 0,1,1,—3m; N: —1,-1,1,7A1,—1,1,—27.
15.51. D(f) = Q = R?;
1) TR: —/3,-1,0,2; N:0,0,1,—1 A —1,/3,0,0;
2) TR: —1,1,0,v/2; N:0,0,1,1A1,1,0,0.
15.52. D(f) =R?*; Q= {(u,v); u #0};
1) TR: —1,-1,v2,0; N: 1,1,v2,-2v2 A —1,1,0,0;
2) TR: 1,—v3,-2,0; N: 1,—/3,2,4A —/3,-1,0,0.
15.53. D(f) =R?*; Q= {(u,v); v #0}
1) TR: 0,—2,1,1; N: 1,0,0,0A0,1,2,-3;
2) TR: —v2,—v2,-1,-1; N: —1,1,0,0A 1,1, —2v2,3V2.
15.54. D(f) =R?*; Q= {(u,v); v # 37 mod };
1) TR: 0,2,v3,—4v3; N: —1,0,0,0A0,—2V3,4,5;
2) TR: V/3,—4,12,-16v3; N: 16,4v3,0,—7 A —16V/3,36,16,27V/3..
15.55. D(f) = Q = R?;
1) TR: —1,0,0,1; N: 0,0,1,—2A0,1,0,0;
2) TR: —cosh1, —sinh2,0, (1 — sinh®1) cosh 1;
N:0,0,1,—1 A —2sinh1,1,0, (14 2cosh?1)sinh1.
15.56. D(f) = Q = R?;
1) TR: —coshl,sinh1,0,1; N: 0,0,1,0 A sinh1,cosh1,0, — sinh 2;
2) TR: —coshl,—sinh1,0,1; N: 0,0,1,—1 A —sinh1, cosh1,0,sinh2.
15.57. D(f) =R?*; Q = {(u,v); u #0};
1) TR: —2,0,—1,—1; N: 1,0,—2,3A0,—1,0,0;
2) TR: —2cosh1,—2sinh1,1,1;
N: cosh1,—sinh1,2,—1 — 2cosh?1 A —sinh1,cosh1,0,sinh2.
15.58. D(f) = Q = R?;
1) TR: 0,cosh1, —sinh1,—1; N: —1,0,0,0 A 0,sinh 1, cosh1, — sinh 2;
2) TR: cosh1,—cosh1,v2sinh1, —v?2;
N:1,1,0,0 A —sinh1,sinh1,v2 cosh1,v/2 sinh2.
15.59. D(f) = Q = R?;
1) TR: cosh1,sinh1,0,—1; N: —sinh1,cosh1,0,sinh2A0,0,1,0;
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2) TR: cosh1,0,sinh1,—1; N:0,1,0,0 A —sinh 1,0, cosh1,sinh 2.
15.60. D(f) = Q = R?;

1) TR: 0,0,—-1,1; N: 0,—1,0,3A—1,0,0,0;

2) TR: 0,1,-1,3++v2; N:0,1,1,3A1,0,0,0.

Trojrozmérné nadroviny o121 + ass + asrs + asxs + a5 = 0 jsou ve cvicenich
15.61—15.70 urCeny péti koeficienty aj, ..., as, tecné i norméalové roviny jsou pri-
niky dvou takovych nadrovin. Prvni ¢tvefice koeficient rovnic normalovych rovin
jsou v dalsim vZdy kladnymi nasobky vektortt 7%, T2. Chceme-li te¢né roviny po-
pisovat co nejjednoduseji, je nutny individudlni pfistup k hledani vektort N, N2.
Nékdy je aspon jeden z téchto vektort patrny na prvni pohled, jindy nezbyva nez
fesit rovnice (T - N) =0, (T? - N) = 0; méame-li jiz N, lze definovat N? jako zd-
porny nasobek vektorového souéinu T x T2 x N1, jehoz vypocet miize oviem chvilku
trvat. Bez ohledu na metodu hledéni vektortt N1, N2 je baze {T*, T2 N*', N2} dile
uvedenych vektort vzdy kladna.

15.61. D(f) = Q = R?;

1) TR: V2, —m, V2,0, iﬂ'Q A =V2m,0,—V2m, —8,7%;
NR: \/5,0,\/5,—%#, —T AV2m, 4, =270, —;

2) TR: 0,0,2m,2, 7% A =2, —7,0,0, —7%; NR: 0,0, 2,271, —7 A —,2,0,0, 27.
15.62. D(f) = Q = {(u,v); v #0};

1) TR: 2,2,—1,-4,0A11,1,-8,8,—20; NR: 4,4,8,2, —25 A 8, —8,8, —2, —4T;

2) TR:2,1,1,2,2A2,-1,1,—-2,6; NR: 2,2, —4, —1,25 A 2, —2, —4,1,23.
15.63. D(f) = Q = R — {(0,0)};

1) TR: 1,2,1,0,0A —2,—1,4,3,0 NR: 3,-2,1,0,—6A0,1,-2,3,6;

2) TR: 4,0,—3,1,0A —4,8,—5,1,0; NR: 3,4,4,0,—27A0,1,4,12, —114.
15.64. D(f) =Q = {(u,v); u Z0# v};

1) TR: 4,1,0,0, —4 A —32,128,85, 51, —240;
NR: 2,-8,8,8, —1 A —2,8, —32,32, —271;

2) TR: 1,1,0,0,—2A —1,1,1,0,0; NR: —1,1,2,2, —4A—1,1,-2,2, —4.
15.65. D(f) = Q = R?;

1) TR: 1,—1,0,0,—v2 A 0,0, —1,1, —/2;
NR: —1,-1,1,1,0A—1,-1,—1,—1,0;

2) TR: 1,v/3,0,0,—2A0,0,1,0,—1; NR: v3,-1,0,—-2,0AV/3,-1,0,2,0.
15.66. D(f) = Q = {(u,v); u #0#v};

1) TR: 0,0,1,1, 37 A —2,-2,—1,1,0; NR: 1,0,—1,1,— 37 A 0,1, —1,1, 3m;

2) TR: 0,0,2,2, -7 A8, —4V3, —4,4, (V3 — 2)7;

136



NR: 1,0,1,—1,—i7 A 0,4v3,-6,6,(1 — V3)7.
15.67. D(f) =Q = {(u,v); u>0,0<v <u};
1) TR: —3,—-1,-1,1,-31g3 A —3,-5,4,8,3(1g3 — 41g2);
NR: 2,6,3,3,—2(1g3 +31g2) A 1,-3,3,-3, —1g3;
2) TR: 0,—-2,1,2,21g2 — 31g3 A —36,8,14,1,641g2 — 151g 3;
NR: 3,6,4,4,—121g2 — 81g3 A 1,—-2,4,—4,0.
15.68. D(f) = Q = R?;
1) TR:2,0,-1,0,1g2 — 17 7 0,2,0,—1,1g2 — im;
NR:1,0,2,0,—47 —1g4A0,1,0,2, — 37 — Ig4;
2) TR: 6,0,v3,0,27 — V3 1g4 A 0,6,0,V3, 21 — V3 1g4;
NR: 1,0,-2v3,0, 17 +2v31g410,1,0,-2v3, 17 + 23 Ig4.
15.69. D(f) = Q = R?;
1) TR: 0,0,sinh1, —coshl, =1 A1 +e? +e* +e8 1 —e?+e* —¢%0,0,0;
NR: —sinh1,—cosh1,0,0,0A0,0,—coshl, —sinh1, —sinh2;
2) TR: sinh1,cosh1,0,0,1A0,0,14e? +e? +¢eb —1+¢% — e +€%,0;
NR: 0,0, —sinh1,cosh1,0 A —cosh1,sinh 1,0, 0,sinh 2.
15.70. D(f) = Q = R?;
1) TR: — 1,0,271',0,%w/\O,SW,O,S,—lOW;
NR: 0,2,0,— 27, —4 A —27,0,—1,0, —2;
2) TR: 7,0,0,1,27r A 0,1, 7,0,27; NR: 1,0,0,—7,2A0,—m,1,0,2.
V nésledujicich péti ptikladech ma kiivy prostor v bodé a trojrozmérnou te¢nou

nadrovinu a jeho normala je prinikem tii trojrozmérnych nadrovin. Normalovy
vektor je vzdy zapornym nasobkem vektoru T! x T2 x T'3.

15.71. D(f) = Q = {(u,v,w); uvw # 0};
1) TP: —1,0,0,—-1,2; N:1,1,1,—-1,-2A1,1,-1,—-1,0A 1,—-1,-1,-1,2;
2) TP: —1,0,0,—4,4; N: —8,—8,-8,2,47A8,8 —8, -2, —15A —8,8,8,2, —17.
15.72. D(f) = Q =R? ;
1) TP: —2,1,1,—-1,4m; N: 1,2,0,0,— 27 A 1,0,2,0,—37 A —1,0,0,2, I7;
2) TP: —2,1,1,-1, 3m;
N:1,2,0,0,—37 —21g2A1,0,2,0,—37 A —1,0,0,2, 37 — 21g 2.
15.73. D(f) =R3; Q@ =R3 — {(0,0,w); w € R};
1) TP: V3, -1,v/3,-1,0; N: 1,v/3,0,0,—-2A0,0,1,v/3,2 A —v3,1,v/3,-1,0;
2) TP: 1,V3,-2,-2V/3,0;
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N:v3,-1,0,0,—4A0,0,v/3,-1,-2A2,2v3,1,v3,0.
15.74. D(f) =R3; Q = {(u,v,w); u#0};
1) TP: —/3,3,-1,V3,0;
N: —v3,-1,3,V3,-4A3,v3,V3,1,0A —1,V3,V3,-3,0;
2) TP: 0,0,1,v/3,0; N: —+/3,1,0,0,2A0,0,—v3,1,0 A —1,—/3,0,0,0.
15.75. D(f) =R?*; Q= {(u,v,w); v # 37 mod 7, w # 17 mod 7};
1) TP: —V3,-1,-2,-2V6,4V?2;
N: —1,v/3,0,0,0A —v3,-1,2,0,0 A —3, -3, —2v/3,2v/2,0;
2) TP: —3,v/3,0,—2,4; N: 1,4/3,0,0,0A0,0,1,0,0 A —v3,1,0,2V/3,0.

V feSeni cviceni 15.76 —15.100 je pro kazdou standardni rovnici grafu f uveden
piislusny standardni parametricky popis G, jeho defini¢ni obor a maximalni mno-
zinu 2, v némz je popis hladky; pak nasleduji posloupnosti koeficientii rovnic te¢né
a normalové nadroviny pro obé volby bodu a. V pfipadech, kdy normélova nadro-
vina nadplochy mé dimenzi 2 nebo 3, bylo vhodné najit co nejjednodussi normalové
vektory; omlouvam se proto ¢tenaitim, ze jsem pfi jejich hledani neuzival vzdy tyz

algoritmus, a to ani kdyz slo o ptiklady téhoz typu.

15.76. (x,arcsinz); D(Gy) = (-1,1); Q= (-1,1);
1) T: —6,3,3vV3 —m; N: 6,12, —3V3 — 4r;
2) T: —4v2,4,m—4; N: 22 4,74 2.
15.77. (z,arccos (1 — sin* z)?); D(Gy) = Q =R;
1) T:0,1,0; N: 1,0,0; 2) T: 0,2, —7; N:2,0,—7.
15.78. (\/7,y); D(Gs) = (0,400); Q=R ;
1)T: —2,1,1; N:1,2,-3; 2) T: —2v2,1,2; N: 1,2v2, —5v2.
15.79. (V1 —y?,y); D(Gy) =(-1,1); @ =(-1,1);
1)T: —2v2,-1,3; N: —1,2v2,0; 2) T: —+v3,-1,2; N: —1,/3,0.
15.80. (z,2%/3 2°/3); D(Gf) = Q =R;
1) T:4,3,0,1A—3,4,5,—2; NR: 3,—4,5,12;
2) T: —8,3,0,16 A —60, —160,73,704; NR: 3,8,20, —792.
15.81. (arcsinz,arccosz, z); D(Gy) = (—1,1); Q= (-1,1);
1) T:1,1,0,— 37 A —3,3,4v3,2V3 — 5m; NR: 4,-4,2v3,V3 + ¥r;
2) T:1,1,0,—47 A —1,1,2v2,-2; NR: 2,-2,V2, 1.
15.82. (arctg z,arccotg z, z); D(Gy) = N =R;
1) T:1,1,0,—37A—1,1,1,1—7; NR: 1,-1,2,2+ 7;
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2) T:1,1,0,—37 A —2,2,1,47 —v3; NR: 1,-1,4,—4V3 — 7.
15.83. (cos® Y, y,sin? y); D(Gy) =2 =R;

1) T: —2,-2,0,1+ 37 A2,-2,4,37—3; NR: —1,1,1, —3m;

2) T:1,0,1,-1A2V3,6,—2V3,57 — V3; NR: —2v3,4,2v3,V3 + Lr.
15.84. (z,sinh x,coshz); D(Gy) = Q2 =R;

1) T: —1,1,0,0A0,0,1,—1; NR: 1,1,0,0;

2) T: 0,sinh1,coshl,—1 A1, —coshl,—sinhl,1;
NR: 1,cosh1l, —sinh1,1 + sinh 2.
15.85. (21,22, 23, z7); D(Gy) =Q=R;

1) T: —2,1,0,0,1A0,0,—4,3,1A5,10,—3, -4, —8; NP: 1,2, 3,4, —10;

2) T:2,1,0,0,1A0,0,4,3,1A—5,10,3, -4, —8; NP:1,—2,3,—4,10.
15.86. (Ig x3,1g” x3, 3,1g° 23); D(Gf) = Q =Ry ;

1) T:0,1,0,0,0A0,0,0,1,0A1,0,—1,0,11; NP: 1,0,1,0, —1;

2) T:e,0,—1,0,0A0,3,0,—2,—1A —2,1,—3,e,1+2¢; NP: 1,2,¢,3,—6 — ¢2.
15.87. (|24 — 1|, |24 — 2|, |24 — 3],24); D(Gy) =R; Q=R —{1,2,3};

1) T:1,-1,0,0,1A0,0,1,1,—-3A1,1,—1,1,0; NP: —1,—1,—1,1,6;

2) T:1,1,0,0,—-1A0,0,1,1,-3A —1,1,-1,1,0; NP: 1,—1,—1,1,0.
15.88. (x,y,V/1+ 2% —¢?); D(Gy) = {(x,v); |y| < V1+2};

Q={(z,9); ly| <V1+a2?};

1) TR: —1,3,2v2,—4; N: 2v/2,0,1,—v2 A 0,2V2,-3,0;

2) TR: 1,—1,2,—2; N: 2,0,—1,2A0,2,1,0.

2 2
15.89. (. %z) DGf) = Q= {(z,2); 2 # +a};

1) TR: 0,—1,0,1; N:1,0,0,—2A0,0,1,0;
2) TR: 16, -9, -8, —15; N: 27,48,0,107 A 0, —24, 27, 14.
15.90. (z,V/2% + 22,2); D(Gy) =R2; Q=R?—{(0,0)};
1) TR: 3,-5,4,0; N:5,3,0,—30 A 0,4, 5, —40;
2) TR: —1,—v2,-1,0; N: v2,-1,0,2v2 A 0,-1,V2,2V2.
15.91. (\/yz,y,2); D(Gy) ={(y,2); yz =2 0}; Q={(y,2); y= > 0};
1) TR: 4,—-4,-1,0; N: 1,1,0,—6 A 1,0,4, —36;
2) TR: 12,9,4,0; N: —3,4,0,34A —1,0,3,33.
15.92. (z, y,arccos(zy)); D(Gy) ={(2,y); [zy| <1}; Q@ ={(2,y); [zy| <1};
1) TR: —2,v3,1,2v3 — 27; N: 1,0,2,—3v3 — 37 A 0,V3,-3,V3 + &r;
2) TR: 2v/3,-V/3,3,2(V3 —7); N:2v3,0,—4,v3 + 87 A 0,v3,1,-V3 — 2r.
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sin (z + 2)
sin(x — 2)
1) TR: 0,-1,0,1; N: 1,0,0,— 37 A 0,0,1, —7;
2) TR: —2,-1,0,1—m; N:1,-2,0,2+ 37 A0,0,1, —1m.
15.94. (Ig(1 + 9> + 2%) + arctg (y + 2),y,2); D(Gy) = Q = R?;
1) TR: 6,-7,-7,7— 37— 61g 3;
N:7,6,0,-3—Ir—71g2A7,0,6-3—Ir—7lg3;
2) TR: 3,-5,—-1,4—31g3; N:5,3,0,-3—-51g3A1,0,3,3—1g3.
15.95. (vVz2 — x4, 22, Vx2 + 24,24); D(Gy) = {(z2,24); |24 | < 22},
Q = {(22,24); [24| <2}
1) TR: 0,1,-6,1,9A —2,1,0,—1,1; NR: 3,6,1,0, =36 A —3,0,1,6, —24;
2) TR: 0,1,—4,1,4A —8,1,0,—1,16; NR: 1,8,2,0, =88 A —1,0,2,8,48.

15.96. (sinﬂx—%,coswx—m,m,m); D(Gy) =Q={(x3,24); x5 #0F# x4 };
1) TR: 1,0,0,0,E1A0,1,%,0,—1; NR:0,0,1,0,—1A0,0,0,1,—2;
2) TR: 1,0,0,0,—1 A 0,2V3, —47, —671,/3;
NR: 0,47,2v/3,0,27 — V3 A 0,97,0,3V3,V3 + 7.
15.97. (Ig(1 + 23 — 22), 22, 23, 1g (1 — 23 + 22));
D(Gy) = Q= {(w2,w3); 5 — a5 <1, 25 — a5 <1};
1) TR: 1,0,0,1,0 A —1,2,-2,0,0; NR: 2,1,0,—2,—-1A —2,0,1,2,—1;
2) TR: 1,0,0,1,0A —1,6,6,0,0; NR: 6,1,0,—6,—3 A 6,0,1,—6, 3.

15.93. (=, 2)5 D(Gp) = Q= {(r,2); 7 % = mod 7}

15.98. (1, 22, 23, \/1 —z? — 2% —22);
D(Gy) = {(z1, 22, 23); o] + 25 + 23 < 1}; Q= {(w1,22,23); 2 + 25 + 23 < 1};
1) TP: 1,1,1,1,-2; N: 1,0,0,—1,0A0,1,0,—1,0 A0,0,1, —1,0;
2) TP: —1,1,-1,1,-2; N: 1,0,0,1,0A0,1,0,—1,0A0,0,1,1,0.
2 — a2

1599 (,Tl, ﬁ,l‘&l}l); D(Gf) = Q = {(1‘1,$3,$4); T4 75 :|:£L'1};

1) TP: 0,4,-2,1,—1; N: 1,0,0,0,0A0,4,8,0,—9 A0, —4,0,16, —31;
2) TP: —1,4,1,0,0; N:4,1,0,0,4A0,—1,4,0,4A0,0,0,1,—3.

15.100. (arctg %,xg,xg,u); D(Gy) = Q= {(z2,x3,24); x4 #0};
4
1) TP: —4,—v3,-v3,-1,27 - V3;
N: —3,4v3,0,0,4v3 + 7 A —3,0,4v3,0,4V3 + 17 A —1,0,0,4, 17 — 4V/3;
2) TP: —4,-2,1,1,2—7;
N: —1,2,0,0,-2— 27 A1,0,4,0,17 +8A1,0,0,4, 17 — 8.
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