16. Lokalni reseni rovnic

Definice. Zobrazeni metrického prostoru X do m.p. Y se nazyva oteviené, je-li
obrazem kazdé oteviené mnoziny G C X mnozina oteviend v Y.

Véta 16.1. Prosté zobrazeni F' : X —y, Y je oteviené, pravé kdy?z je jeho inverzni
zobrazeni F_, : Y — X spojité. Prosté spojité oteviené zobrazeni F : X —,, Y je
homeomorfni.

Definice. Nechf ¢ > p jsou pfirozend éisla, necht Q C R? je oteviend mnoZina
a necht zobrazeni F': Q — R? je tiidy C; v Q; fikdme, ze F je regularni v Q, je-li
hodnost matice F’(x) rovna p pro kazdé = € Q.

Poznamka 16.1. Je-li ¢ > p, je regularita F' totéz co hladkost nadplochy F'; je-li
g = p, je regularita ' v Q ekvivalentni s podminkou, Ze det F’ # 0 vsude v ().

Definice. Je-li 2 C R? oteviend mnozina, fikdme, ze F' : Q — RP? je difeomorfni
zobrazeni (nebo: difeomorfismus), je-li prosté a regularni v Q.

Véta 16.2. Kazdé regularni zobrazeni F' : Q@ — RP kde Q@ C RP je oteviena
mnozina, je oteviené. Je-li zobrazeni F' : () — RP difeomorfni, je inverzni zobrazeni

F_; difeomorfni v F(Q2) a

(1) det F'(z) - det (F_1)'(F(z)) =1 pro vSechna z € (.

Véta 16.3. (O lokalni existenci inverzni funkce.) Necht 2 C R a necht funkce
F : Q — RP je funkce tiidy C,, kde je bud n € N, nebo n = oco. Je-li a €
a det F'(a) # 0, existuje oteviend mnozina X C Q obsahujici bod a tak, ze plati:

1. Y := F(X) je oteviend mnozina;

2. restrikce F'| X je prosta — zna¢me ji kratce F;1)
3. inverzni zobrazeni F_1 : Y — X je tiidy C,, vY;
4. pro kazdé y € Y plati identity

(2) DF_1(y) = (DF(F-1(y)))-1, (F-1)'(y) = (F'(F_1(y)))-1. O

Prvni identita v (2) je rovnosti mezi linedrnimi formami, druhd mezi maticemi.
Na pravé strané prvni identity je funkce inverzni k diferencidlu funkce F' v bodé
F_1(y), v druhé identité je vpravo matice inverzni k matici F'(F_1(y)).

Mnozina X spliiujici podminky véty 16.3 (a tedy ani restrikce F'|X a funkce
k ni inverzni) nen{ uréena jednoznaéné: Spliiuje-li X podminky véty a je-li X; C X
oteviend mnozina obsahujici bod a, spliuje podminky véty ziejmé i mnozina Xj.

1) Jen do konce této véty; pfi oznaceni F'| X by byly identity (2) zna¢né nepiehledné.
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Splituje-li vSak mnozina X podminky véty a je-li X dalsi takova mnoZina, je
funkce F'|X N X restrikci obou funkci F'| X, F| X, takze p¥islusné inverzni funkce
(F|X N X)_; je restrikci obou inverznich funkei (F|X)_1, (F|X)_1. Protoze obé&
mnoziny F(X), F (f( ) jsou oteviené, plati totéz i o jejich priniku, takZe existuje
okoli bodu F(a), v némz je (F|X)_1 = (F|X)_;.

Jsou-li tedy splnény predpoklady véty 16.3 a nazveme-li lokalni inverzni funkci
funkce F' u bodu a kazdou funkci G := (F|X)_1, kde X splituje podminky této

véty, bude G = G v jistém U(F(a)) pro kazdé dvé takové funkce G a G.

Déle: Budeme fikat, Ze zobrazeni F' z RP do RP? je lokalné difeomorfni u bodu
a € RP, existuje-li okoli U(a), v némz je (restrikce) zobrazeni F difeomorfni. [

Z V.16.3 ziejmé plyne, ze funkce F' : Q) — RP tfidy C; je lokalné difeomorfni
u kazdého bodu a € Q, v némz je det F'(a) # 0. Funkce reguldrni v Q je lokalné
difeomorfni u kazdého bodu a € €.

Poznamka 16.2. V.16.3 bohuzel nedava zadny navod, jak lokalni inverzni funkci
sestrojit. Kombinujeme-li v§ak tuto vétu s vétou o diferencovani superpozice, mu-
zeme v bodé F(a) vypocitat vSechny parcidlni derivace lokalni inverzni funkce; je-li
F t¥idy C,, kde n € N, mohli bychom (teoreticky) vypocitat i vSechny parcidlni
derivace az do fadu n, a u funkci t¥idy C,, dokonce parcialni derivace vSech radi.
V dalsim ovSem uvidime, Ze vypocty jsou obecné tim komplikovanéjsi, ¢im je fad
derivace vyssi, takze prakticky jsme schopni zvlddnout jen derivace dosti nizkych
radi. Vysvétleme, jak se pfi tom postupuje:

Za situace z V.16.3 oznatme G := (F'|X)_; a piSme opét kratce F misto F'| X.
Protoze v X je Go F = 1Id, je G'(F(x))F'(z) = Id" = E, kde E jsme oznadili
jednotkovou matici typu p x p; v jeji hlavni diagondle jsou jednicky a mimo tuto
diagondlu nuly. V X je tedy G'o F = (F")_1, kde vpravo je matice inverzni k matici
F’; z toho plyne, ze G' = (F')_10GvY.

Jak je patrné, derivaci G’ dovedeme vypoditat, umime-li invertovat matici F’;
v netrividlnich pfipadech to bohuzel bude mozné jen v bodé a. Parcidlni derivace
vys$ich fadu ziskdme opakovanym diferencovanim identity G o F' = Id, nebo jesté
lépe (jak ukazuje pocdetni praxe) identity F' o G = Id. Ukazme to na piikladech:

Priklad 16.1. Je-li
3) F(z,7) := (e®sinz,e Y cosy) pro viechna (z,y) € R?,

je funkce F' tfidy C, pfiCemz

’ ([ €e"¥(ysinz + cosx) xe™¥sinz
(@) Fi(z,y) = ( —ye *Y cosy —e " (x cosy + siny)

viude v R?. Je-li (a,b) = (0, 37), je F(a,b) = (0,0) a

() F’(a,b):((l) _01) det F'(a,b) = —1 £ 0.
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Podle V.16.3 je tedy
/ / 1 0
) 60,0 = (@ma= (5 2 ),
takze 8,G(0,0) = (1,0), 3%G(0,0) = (0, —1).
Priklad 16.2. Je-li
(6) F(z,y) := (% + zy* + 3, 2% + zy + y?) pro viechna (z,y) € R?

aje-li (a,b) = (1,1), je F(a,b) = (3,3). Viude v R? je

’ . 322 +y? 2wy + 3y?

=-3.

(8) det F'(1,1) = ‘4 5‘

3 3

Podle V.16.3 existuje u bodu (1,1) lokaln{ inverzni funkce — ozna¢me ji G; podle
téze véty je

-1 3
) ¢6.3-wan- =7 ).
3
Znacime-li (£,m) body z Y, znamena4 to, Ze
8G1 8G1 8G2 8G2 4
1 o1 g, 2 g T T hods .
1) T GRS TR TR ot (3.3)

Z identity F(G(&,m)) = (£,m) platné v Y plyne podle V.14.5 o diferencovéni
superpozice, ze v Y je

OF 0Gy _OF 0Gs

oz 08 oy o0& ~ 0

0F 0G, =~ OF 0G,

+———==(0,1);

11 -—
(11) dxr On dy 0On

derivace funkce F jsou pfitom v bodé G(&,n), derivace funkce G v bodé (&,7).
Derivujeme-li prvni z identit (11) znovu parcidlné podle £, dostaneme:

(82F 8G1 82F 8G2) 8G1 oF 82G1

(12) 92° 0 ' owoy 0¢ ) o " ox o2
O2F 0G1  O0°F 8Gar0Gs OF Gy
(6y8x 26 T ap ag) o oy o = 00

Abychom z této vektorové rovnice (ekvivalentni se dvéma skaldrnimi rovnicemi)
mohli vypoéitat 92G/0€?, potiebujeme predevsim veédét, ze

0*F 0*F 0*F

2
T (62,9),

(13) or2
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a dosadit do hodnot téchto derivaci (1,1) za (x,y); uzijeme-li déle hodnoty prvnich
parcidlnich derivaci funkce F' v bodé& (1,1) a funkce G v bodé (3, 3), ziskdme z (12)
(po odstranéni zavorek) vektorovou rovnici

9?Gyq

(6,2)(=1)% + (2,1)(—1) + (4,3) B (3,3) +
(2,1)(=1) + (8,2)1% + (5 3)%(3 3) = (0,0)
3 ) 3 852 ) 3
neboli
PGS 3 3)+562G2 (3,3)+10=0 3%(3 3)+362G2 (3,3)+2=0
ogz ogz T oer Y ez '

Tyto dvé linedrni rovnice (s determinantem (8)) maji FeSeni

092G, 20 092Gy 22
(14) ae2 (3,3) = 3 g (3,3) = 3

Kdybychom bud prvni z identit (11) parcidlné derivovali podle 1, nebo druhou
z nich podle &, mohli bychom vypoéitat smiSenou parcialni derivaci 92G/0xdy =
092G /0y 0z v bodé (3, 3); parcialni derivovani druhé z identit (11) podle by umoz-
nilo najit derivaci 92G/dn? v tomto bodé. Doporucuji ¢tenéii, ktery se chce pre-
svédcit, ze spravné parcialné derivuje slozené funkce, aby vypocet aspon jedné z uve-
denych derivaci provedl; pro kontrolu uvadim vysledky:

N9 9

82G( 3) = (_@ 2), 0?°G (128 142)'

(15) 9on 33 8—772(3’3) =

Podobné by se postupovalo pfi vypoctu parcidlnich derivaci tretiho, ¢tvrtého,
atd. ¥ddu funkce G v bodé (3,3); jak jiz bylo fedeno, vypocty jsou obecné stéle

vvvvvv

vSechny parcidlni derivace v8ech fada < n této funkce.

* k%
Predpokladejme situaci z kapitoly 15, kdy byla ddna prirozena ¢isla p, ¢ a per-

mutace (i1, ...,0p, j1,---,Jq) Cisel (1,...,p+¢), kdeis < ... <ipaj <...<jg

Body

(16) 2= (21,...,2p4q) € RPTY

zapisujme opét ve tvaru (z,y), kde

(17) r=(21,...,0p) = (Ziy, -y 2i,), Y= (W1, ¥q) = (Zj1r -5 2,) 5

prostor RPT4 povazujme za kartézsky soucin prostortt R? a R? generovanych ii-ni
aZ i,-tou a ji-ni az j,-tou soufadnicovou osou v RPFY,
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Je-li F = (Fh,...,F,) zobrazeni z RP*Y do R? a existuji-li (v néjakém bodé
nebo na néjaké mnozin€) parcialni derivace 0F;/0y;, kdei=1,...,¢,j=1,...,q,
nazyvame determinant

or,  om
as) oF,. L Fy) | %
91, va) | OF, dF,
R 8—yq
jakobianem funkci Fi, ..., F, vzhledem k proménnym (nebo: podle proménnych)
Y1,- .., Yq; matice o Ffadcich napsanych vpravo je tzv. Jacobiho matice.

Véta 16.4. (O lokalnim feSeni rovnic.) UZivejme pravé uvedené oznaceni a pied-
pokladejme, ze a € RP, b € R4, Piedpoklddejme dale, Ze zobrazeni F' z RPT4 do RY
je tiidy C,, (kde n € N nebo n = o0) v néjakém okoli bodu (a,b); pfedpokladejme
konecné, ze F(a,b) =0 (e RY) a ze

A(Fy,..., F,)
8(y15' --qu)

Pak pro kazdé A > 0 existuji ¢isla 6 € (0,A), n € (0,A) a funkce g : U(a,d) —
U(b,n) t¥idy C,, tak, ze pro x € U(a,d), y € U(b,n) je rovnost F(x,y) = 0 ekviva-
lentni s rovnosti y = g(x).

(19) (a,b) £ 0.

Poznamka 16.3. Pravé vyslovend véta je znama spiSe pod ndzvem véta o im-
plicitnich funkcich. Za jejich pfedpokladi lze rovnici F(z,y) = 0 (kde = a y jsou
omezena na jistd vhodné zvolend okoli bodl a a b) jednoznacéné vytesit vzhledem
k y v tom smyslu, ze mnozina {(z,y); F(z,y) = 0} vSech nulovych bodi funkce
F (restringované na kartézsky soudin zminénych okoli) je identickd s grafem jisté
funkce g, takze ji lze popsat rovnici y = g(z).

Vektorova rovnice F(z,y) = 0 je ekvivalentni se soustavou ¢ skalarnich rovnic

(20) ,
Fq(zlv 7ZP+(1) =0
o ¢ nezndmych y1 = zj,...,y, = zj,, kterou lze ,lokdlné jednoznacné fesit*
v blizkosti bodu® (a,b), éimz se nezndmé y;, j =1, ..., ¢, stanou funkcemi zbyva-
jicich p proménnych z1 = z;,,...,7p = 2;,:
Yy = gl(xh . 7xp)7
(21) ,
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Za pravé popsané situace a pfi stejném oznaceni budeme Fikat, Ze rovnice (20)
definuji u bodu (a,b) funkce y1,...,y, implicitng, a rovnosti (21) budeme nazy-
vat lokalni FeSeni rovnic (20) u bodu (a,b); funkci g (a rovnost y = g(x)) bu-
deme nazyvat lokalni feSeni rovnice F'(z,y) = 0 splitujici podminky b = g(a). Bu-
deme pak také struéné fikat, ze rovnici F(z,y) = 0 Ize u bodu (a,b) jednoznaéné
resit vzhledem k y.

Poznamka 16.4. Za predpokladt a oznaceni z V.16.4 je mnoZina

(22) {(z,y) € U(a,0) x U(b,n); F(x,y) =0}

vsech kofent funkce F' v kartézském soucinu uvedenych okoli identickad s grafem
funkce g¢; protoze funkce F' je aspoii t¥idy C;, je mnoZina (22) geometrickym
obrazem hladké p-rozmérné nadplochy s parametrickym popisem (z,¢g(z)), kde
xeU(a,d). O

Ackoli V.16.4 nefika, kterych hodnot funkce g nabyva v jednotlivych bodech x
ptislugného okoli U(a, d) (kromé bodu a, v némz je hodnota rovna b), dovoluje spolu
s V.14.5 (o diferencovani superpozice) najit vSechny parcidlni derivace prvniho fddu
funkce g v bodé a. Je-li F tridy C,,, kde n > 1, mizeme — aspon teoreticky, protoze
délka a obtiznost vypoctt obecné s rostoucim n rychle roste — pocitat i parcialni
derivace vyssich rad.

Vysvétleme ptislusny postup na ptikladech:

Priklad 16.3°. Necht
(23) F(z,y) :=y?e*~! —x%e!™Y pro viechna (r,y) e R?
a necht (a,b) = (1,1); F je tfidy Coo, F(a,b) =0 a
(24) Fl(z,y) = (y?e" ' —2ze' 7Y, 2ye” ' + 2%e'7Y), F'(1,1) = (—1,3).

Vzhledem k tomu, Ze obé parcidlni derivace funkce F' jsou v bodé (1,1) nenulové,
definuje rovnice F(z,y) = 0 u bodu (1,1) implicitné jak z jako funkci y, tak i y
jako funkci x.

VySetifme tfeba druhy z pripadt: Podle V.16.4 existuji ¢isla 6 € Ry, n € Ry
a funkce g : (1 —6,14+9) = (1 —n,1+n) tiidy Co tak, ze g(1) = 1 a Ze pro
(r,y) € (1—=0,1+9) x (L —=n,1+mn) je rovnost F(z,y) = 0 ekvivalentni s rovnosti
y=g(x).

Protoze identita F(z, g(z)) = 0 plati vSude v intervalu (1 — 4,1 4 §), je podle
V.14.5 také

OF OF ,
+_

(24) 2z T oy g =0;

pamatujme, Ze derivace funkce F jsou v bodé (x, g(x)), derivace funkce g v bodé x.
Dosazenim = = 1 do (24) ziskdme rovnici —1 4 3¢’(1) = 0, takze ¢’(1) = 1/3.
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Dalgim diferencovanim identity (24) dostaneme:

0*F 9*F 0*F oFr
25 2 ! "2 = J"=0.
(25) Ox? + 8x6yg + Oy ()" + ayg
Protoze derivace
2F 2F 2F
(26) (?9—2 =g2e? "l — 217V, (,;? 5y = 2ye® 1 4+ 2zl 7Y, 2—2 =271 _ g2ty

nabyvaji v bodé (1,1) po fadé hodnot —1,4,1 a protoze jiz vime, ze ¢'(1) = %,
z (26) snadno vypocteme, ze ¢g”(1) = —16/27.
Diferencovanim (25) ziskdme identitu

PF O3F OF BF

27 - —~ - J+3 \2 3
(27) O3 + 8x23y9 + Dz 0y? (9" 9y° (9')° +

>’F O*F OF

3 " 3 ! " il " = 0_

ozoy? + 9299 +ayg ;
protoze
>FF 2 xz—1 PF z—1 1— *F z—1 1— FF 21—
93 =ye 7%—2]46 +2e 7Y, 6x6y2:26 —927re y’a—y3:xe y

a protoze pfislugné hodnoty v bodé (1, 1) jsou po fadé 1,4,0,1, je ¢"’'(1) = 8/9.

Poznamenejme k tomu, Ze pro vypocet g(")(l) potfebujeme znat hodnoty vsech
parcidlnich derivaci v8ech fadu k < n funkce F' v bodé (1,1) a vSech derivaci
g™ (1), kde k < n. Vimnéme si, Ze v identité analogické identitam (24), (25), (27),
v niz je viak derivaci nejvyssiho fadu g™ (1), je u této derivace (pro kazdé n e N)
koeficient (9F/dy)(1,1) # 0; tim je zaruceno, Ze derivaci g(™ (1) lze z piislusné
identity opravdu vypocitat.

Priklad 16.4. Necht
(28) F(x,y,2) := sinx cosycos z — xyz pro viechna (z,v,z) € R?

a necht (a,b,¢) = (0,0,0); pak je F(a,b,c) =0, funkce F je tiidy Coo a

oF
%(x,y,z):cos:ccosycosz—yz,
oF

29 —(z,y,2) = —sinxsinycosz — xz,
By Y Y
oF . .
E(x,y,z):—sm:z:cosysmz—:cy,

takze F'(0,0,0) = (1,0,0). U pocatku lze tedy rovnici F(x, y, z) = 0 lokalné roziesit
vzhledem k z, nejsou vSak splnény predpoklady véty 16.4 pro jeji lokalni feseni ani
vzhledem k y, ani vzhledem k z.
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Podle V.16.4 existuji ¢isla 6 € R4, n € Ry a funkce g : U((0,0),8) — U(0,7)
tFidy Coo tak, Ze mnozina vSech nulovych bodt funkce F lezicich ve valci (—n,n) x
U((0,0),0) je identicka s grafem funkce g.

Z identity F'(g(y, 2),y, z) = 0 platné v kruhu U((0,0),d) plyne, ze
OF 3y OF _ 0ROy OF

4+ —=0;

(30) or dy = dy ' Or 9z 0=z

protoze obé derivace OF/dy, OF/0z jsou v pocatku rovné nule, plati totéz o deri-
vacich funkce g:

(31) 2—5(0,0) = 8—2(0,0) =0.

Derivujeme-li prvni z identit (30) jesté jednou podle y, dostaneme identitu

0%F 10g\2 0%F 0 OF 92 0*F
(32) S (5) 2 e+ Sy =05
0x2 \ 9y 0xdy Oy Oz Oy%2  0Oy?
protoze se vSechny tii derivace
(33) az—F—az—F——sinxCOS cos z aZ—F——COS:ESin cosz —z
oz 0y 4 T 0xdy 4

v bodé (0,0,0) anuluji, plati totéz o 9%2g/dy? v bodé (0,0).

Snadno ovéfime, Ze v bodé (0, 0,0) jsou vSechny parcidlni derivace druhého fddu
funkce F' rovny nule a Ze totéz plati i o vSech parcialnich derivacich druhého fadu
funkce g v bodé (0,0).

Pfiklad 16.5. Definujme funkci H : R3 — R? rovnosti H := (F,G), kde pro
viechna (z,y,2) € R? je

(34) F(zyy,2):=1—-e"Y"4+uo+y+2z, G(x,y,2) := 2+ 2y+32+3zy+ 222+ yz;
necht (a,b,c) = (0,0,0). Funkce H je t¥idy Coo, H(a,b,c) = (0,0) a

, (1 —yze®™* 1 —zxze®™* 1—zxye™*
H(x’y’z)_<1+3y—|—22 243z+2 3424y )’

o 111
H'(o,o,O)_(1 : 3)

Jakobiany

(36) O(F,G) O(F.G) O(F,G)

Ox,y) * Ox,2) " Oy, 2)

jsou v bodé (0,0,0) jsou po fadé rovny 1, 2, 1, takze rovnice H(x,y,z) = (0,0)
mé podle V.16.4 u pocatku lokalni feSeni vzhledem ke kazdé z dvojic (z,y), (z, 2),
(. 2).
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Vysetifme podrobnéji feseni vzhledem k (y,z); je to jistd (vektorova) funkce
g9 = (91, 92) redlné proménné t¥idy C. splitujici podminky ¢(0) = (0,0) a

(37) H(z, 91(x), g2(x)) = (0,0)

v jistém intervalu (—6,4), kde 0 € R...
Derivovanim (37) dostaneme identitu

oH aH, oH

g5 = (0,0);

dosadime-li sem nalezené hodnoty parcialnich derivaci funkce H v pocatku, ziskdme
rovnice

(39) 1+ g1(0) + g5(0) = 0, 1+ 2¢7(0) + 3g5(0) =0,

z nichz plyne, ze ¢'(0) = (-2,1).
Derivovani (38) vede k identité

0*H 0°H , O0°H |, 0*’H 9°H , 0*°H ,\, OH ,
(40) (83:2 + 0xdy g1+ 0x0z 92) (8 Or + Oy? g1+ 0yoz 92)91 + 3_ygl +
0’H 0*°H , O0°H OH
(5500 + 220y 1 T 92 9h) 9+ 9 = (0,0);

protoze derivace

azH 2.2 wuz azH myz
0*H e 0*H sz
(41) 9205 = (—y(1 4 zyz)e™?,2), —3y2 = (—2%2%e"Y%)0),
0*H 0*H
TYz 2,2 xyz
S = (el aye = ), SR = (a0

maji v bodé (0, 0, 0) po fadé hodnoty (0, 0), (0, 3), (0,2), (0,0), (0,1), (0,0) a protoze
9'(0) = (—2,1), plyne ze (40), ze

(42) 91(0) +95(0) = 0, 247(0) + 395 (0) = 12,
takze ¢”(0) = (—12,12). O

Definice. Je-li f: X - Y, AcY a je-li mnozina
(43) {zeX; flw) = A} = f1(4)

neprézdnd, nazyvame ji A-hladinou funkce f (v X).
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Definice. Pfedpokladejme, Ze jsou splnény tyto podminky: 1) Q@ C RPtY je otev-
fend mnozina, 2) funkce F = (Fy,...,F,) : @ — R? je t¥idy C; (v ), 3) A € RY,

4) mnozina
(44) Vi={zeQ; F(z)=A}

neni prazdnd, 5) pro kazdé z € V je hodnost matice F’(z) rovna q.
Pak fikame, ze V' je p-rozmérna varieta v ) (nebo: varieta dimenze p v 2). Je-li
c € V alezi-li nenulovy vektor N v linedrnim obalu vektor

(45) N7 :=grad Fj(c), j=1,...,q,

fikdme, ze N je normalovy vektor variety V' v bodé c; kazdy nenulovy vektor T'
ortogonélni ke véem vektoriim (45) nazveme jejim te€nym vektorem v bodé c. O

V kazdém bodé ¢ variety (44) jsou vzhledem k podmince 5) vektory (45) lineadrné
nezavislé, a jejich linearni obal je tedy linedrni podprostor dimenze ¢ prostoru RP*4¢;
jeho ortogonélni doplnék (slozeny z nulového vektoru a v8ech teénych vektor) mé
dimenzi p, a existuji v ném proto baze {T,..., TP} slozené z p vektorti. Mnozina

(46) {e4+MT 4+ .+ 0T7; (M, ..., \) e RPY

je na blizsi volbé takové béze nezavisla a nazyva se te€na nadrovina variety (44)
v bodé ¢; mnoZina

(47) {e+ mNT + .+ pgN (... pg) € R7}

je jeji normalova nadrovina v bodé c.
(46) a (47) jsou parametrické popisy tecné a norméalové nadroviny variety (44)
v bodé c; rovnice téchto nadrovin jsou

(48) ((z—c)-gradF;(c)) =0, j=1,...,q, a ((z—¢)-T)=0,i=1,...,p.

Poznamka 16.5. Normalové vektory N7 variety jsou fadky matice F’; abychom
nasli p-tici linedrné nezavislych vektortt 7* k nim ortogonalnich, stac¢i rozfesit sou-
stavu rovnic

(50) (grad F(c)-T)=0 pro j=1,...,q.
Je-li p =1, je te¢nym vektorem napi. vektor
(51) T :=grad Fi(c) x ... x grad Fy(c).

V konkrétnich situacich lze jeden, nékdy i dva (linedrné nezavislé) tecné vektory
najit ,zkusmo*; pokud pak chybi jediny tecny vektor, lze jej definovat jako vekto-
rovy soucin viech normalovych vektorti a viech ,,uhodnutych“ teénych vektori. 2)

2) Ackoli se ndm tato metoda mizZe jevit na prvni pohled jako ,nesystémova“, vede pii dobré
pocetni predstavivosti ¢asto nejrychleji k cili; uvidime to napt. v Pf.16.6.
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Poznamka 16.6. Casto je dana funkce F : Q* — RY a je tieba najit mazimding
otevienou mnozinu Q C Q*, v niZ je mnozina (44) p-rozmérnou varietou; mé-li Q
tuto vlastnost, fikdme, Ze body z € Q*—Q, pro néz je F(z) = A, jsou singularni body
A-hladiny funkce F. Takové body bud nemaji okoli, v némz je F' t¥idy C;, nebo je
v nich hodnost matice F’ mensi nez q.

Poznamka 16.7. Piedpokladejme, Ze (44) je p-rozmérnd varieta. Pak pro kazdé
¢ € Q, pro néz je F(c) = A, existuje ¢ sloupctt matice F’(c) tak, ze pFislusny
determinant neni nulovy. Nechf tyto sloupce odpovidaji indextim j; < ... < jg
a nechf i1 < ... < i, jsou zbyvajici sloupce.

Pak pfi oznaceni (16)—(17) nastane situace z véty 16.4, v niz je v8ak F tieba
nahradit funkci F — A. PiSeme-li bod ¢ ve tvaru (a,b), existuji podle V.16.4 okoli
U(a,d), U(b,n) a funkce g : U(a,d) — U(b,n) (t¥idy asponn Cy) tak, Ze ¢dst mnoziny
(44) lezici v U(a,d) x U(b,n) je identicka s grafem funkce g, coz je hladkd p-roz-
mérné nadplocha. Tuto situaci charakterizujeme slovy, ze kazda p-rozmérna varieta
v RPTY je u kazdého svého bodu lokalné grafem hladké q-rozmérné vektorové funkce
p proménnych. Obecné samoziejmé zavisi jak p-tice ,nezavislych“ proménnych
Ziy = T1,...,2i, = Tp, tak i g-tice ,zéavislych® proménnych z;, = y1,...,2;, = Y,
na volbé bodu c variety.

Pfedpoklddejme pro jednoduchost, ze v jistém bodé ¢ variety (44) je

(52) (t1,...,p) =(1,...,p) & (J1,..-,dg) =@+1,....p+7q),
coZz znamena, ze je nenulovy jakobian
O(F1,..., Fy) O(F1,..., Fy)
(53) 2 9 (e) = :
(W1, ¥q) (2p+15 - - -5 Zptq)

funkei Fi,..., F, podle poslednich q proménnych.

Funkce G(z) := (z,9(z)), € U(a,9), je standardni parametricky popis grafu
funkce g a identita F(G(z)) = A plati véude v U(a, ). Jejim diferencovanim (po-
moci V.15.4) ziskdme identitu F’(G(z)) G’ () = 0, tj. identitu

1 0
% % @ @ -------------
dxy 0 Oz, Oy Oy 0 1
(54) .................................. % % =0,
OF, OF, 0F, OF, dry  Oxmyp
0x1 dx, Oy Oyg /| oo
094 994
dry  Oxmyp

kde derivace v prvni matici jsou v bodé G(x) = (x, g(x)), ve druhé v bodé z a nula
vpravo znamenda nulovou matici typu g x p.

Jak vime, jsou sloupce T druhé matice vlevo te¢né vektory grafu g; v bodé a
1ze tedy identitu (54) zapsat v ekvivalentnim tvaru

(55) (grad Fj(c) - T%(a)) =0 pro i=1,....p, j=1,...,q.
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To vSak znamend, %e kazdy vektor grad Fj(c) je kolmy ke kazdému vektoru T'%;
protoze vektory grad F;(c) jsou navic linedrné nezavislé, generuji zaméreni norma-
lové nadroviny grafu funkce g v bodé a. Vektory grad F;(c) jsou vSak nezavislé na g;
je-1i tedy varieta u bodu ¢ grafem jiné funkce h (t¥eba i jinjych p proménnych), gene-
ruji vektory grad F;(c) i zaméFeni norméalové nadroviny grafu funkce h. V disledku
toho jsou stejné i teéné nadroviny graft funkci g a h.

Tim jsme dospéli k zavaznému poznatku, Ze definice tecné a normalové nadroviny
variety je v souladu s tymiz pojmy zavedenymi pro graf; lokalné je varieta grafem
nekonecné mnoha funkci, ale teCna a normalova rovina kazdého z téchto grafii je
totozna s tecnou a normalovou nadrovinou variety.

Lokalné je kazda varieta grafem a obracené grafy funkci tfidy C; jsou variety.
Pro g-rozmérnou vektorovou funkci f tiidy C; v oteviené mnoziné€ (2 C RP je totiz

(56) grf ={(2 f(z)) e R*"1; z € Q}
p-rozmérnd varieta, protoze je to nulova hladina funkce F(z,y) := y — f(x).

Poznamka 16.8. V topologii se p-rozmérnou varietou rozumi neprazdny topolo-
gicky prostor, v némz mé kazdy bod okoli homeomorfni s otevienou p-rozmeérnou
jednotkovou kouli

(57) {(z1,...,2p) eRP; 2t + ...+ 2] < 1}.

Jak ¢tenar snadno nahlédne, je p-rozmérné varieta podle nasi definice i topologickou
p-rozmeérnou varietou.

Piiklad 16.6. Pro kazdé r € R je r?-hladina S, funkce
(58) F(x,y,2) = 2? +y* + 2%,
tedy sféra v R? o stiedu v poc¢atku a poloméru r, dvojrozmérnou varietou, protoze
(59) F'(z,y,2) =2(z,y,2) # (0,0,0) viude v S,.

Bod (a,b,c) = (%, %, %) lezi na jednotkové sféfe Si, tj. na 1-hladiné funkce F.

Jejim normalovym vektorem v tomto bodé je vektor

(60) N = F'(a,b,¢) = grad F(a.b,c) = (3,

Wl

3
a rovnici (N - (x — a,y — b,z — ¢)) = 0 pfislusné tecné roviny lze upravit na tvar
20+ 2y + 2z =3.

Teéné vektory lze snadno ,uhddnout” — hodi se napt. vektory T := (1,—1,0)
aT?:=(1,0,—2); snadno téz zjistime, ze se rovnice (T - (z —a,y — b,z —¢)) = 0,
1 = 1,2, redukuji na x =y a = 2z. Tyto rovnice jsou rovnicemi normaly.

Priklad 16.7°. Nulov4 hladina funkce

(61) F(z,y) = (2® + 9% + (y° — 2°)

152



je tzv. lemniskata. Derivace
(62) F'(z,y) = 2z (22% + 2y% — 1),2y (227 + 252 + 1))

se anuluje, pravé kdyz je bud ¢ = y = 0, nebo 222 +2y2 = 1 a y = 0, tedy
(z,y) = (:I:%\/i,O); posledni dva body vsak na lemniskaté nelezi. Z toho plyne,
ze jedinym singularnim bodem lemniskaty je poc¢atek; varieta vznikne z lemniskaty
jeho vynechanim. 3)

Snadno ovéfime, ze bod (a,b) = (%\/3, %) spliiuje podminku F'(a,b) = 0 a Ze
N :=2F'(a,b) = (v/5,7); rovnici (N - (z — a,y — b)) = 0 pifsluiné tecny upravime
na tvar \/5x+7y = 4.

Pripomenme, Ze v roviné plati toto obecné tvrzeni:

(63) Je-li N = (N1, N2) nenulovy vektor, je T := k (N2, —Np) pro kazdé k € R,

nenulovy vektor k nému ortogonélni, pficemz baze {T, N} je kladn4.

V nasem p¥ipadé polozime T := (7, —+/5 ) a snadno zjistime, Ze 7z — /5y = 2v/5
je rovnice normély k lemniskaté F(z,y) =0 v bodé (a,b).

Priklad 16.8. Je-li
(64) F(‘T7yuz) = $2 +y2 +22 _47 G(.’L’7y,2’) = (‘T - 1)2 +y2 - 17
jsou nulové hladiny funkci F' a G sféra o stiedu v pocatku a poloméru 2 a valec

o poloméru 1, jehoz osa prochizi bodem (1,0,0) a je rovnobézna s osou z. Prinik
téchto hladin, tedy (0, 0)-hladina funkce H := (F, G), se nazyva Vivianiho kfivka.

I

I

INA T[]
N

I

]

[T

VIVIANIHO KRIVKA
3) Je to velmi nazorné: Lemniskata L = F_1(0) ma tvar lezaté osmicky, a neexistuje tedy

mnoZina oteviend v L, obsahujici pocatek a homeomorfni s intervalem (—1,1) (sr. s Po.16.8),
protoze z bodu (0,0) vychazeji ¢tyfi oblouky obsazené v L, které maji spoleény jen tento bod.
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Funkce H je tiidy Coo v celém R3, pficemz

(65) H’(x,y,z)zz(xfl Z g)

Vsechny tfi jakobidny

(66) =4y, ———= =4z(1-12), = —4yz

jsou rovny nule, pravé kdyz je bud y = z = 0, nebo x = 1,y = 0. Bod tvaru (z,0,0)
lezi v (0,0)-hlading funkce H, pravé kdyz je = 2; zadny bod tvaru (1,0, z) v8ak
v této hladiné nelezi. Bod (2,0,0) je tedy jedinym singularni bodem hladiny. *)

Snadno se ovéfi, ze bod (a,b,c) = (%, %\/g, 1) lezi na Vivianiho k¥ivce a ze

(67) N':=F'(a,b,c) = (3,V/3,2), N?:=G'(a,b,¢) = (1,V3,0)
jsou pfislusné normalové vektory; tecnym vektorem je proto
(68) T:=N!'x N?=2(-3,1,V3).

Rovnice (N!- (X — A)) =0, (N2- (X —A) =0, (T -(X - A) = 0, kde
X = (z,y,2), A:= (a,b,c), lze upravit na tvar

(69) 3z+V3y+2:=8, z+V3y=3, V3z—y—V32=0;

prvni dvé jsou rovnicemi te¢ny, posledni je rovnici normalové roviny Vivianiho
kiivky v bodé (a, b, ¢).

Priklad 16.9. Dvojrozmérnou analogii Vivianiho kfivky je prinik nulovych hladin
funkci

(70) F(21, 22,13, 24) := 23 + 23 + 22 + 27 — 4,
G(w1, 2,73, 24) := (1 — 1) + 25 + 23 — 1

v R%. Protoze funkce H := (F, Q) je tifdy Co v celém R* a

) B T T2 T3 X4
(71) H(w1,$2,$37$4)_2(;v1—1 Ty T3 0)7

zbyva vypocitat prislusnych Sest jakobidnt; ¢tenai se sam presvédci, ze Ctvrtiny
jejich hodnot jsou rovny
(72) T2, I3, T4 (1—171), 0, —T2xy, —A3T4.

v

4) Vivianiho kiivka se v ném ,ki{#i“ podobné jako lemniskata v pocatku — nyni oviem jde
o prostorovy utvar.
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Vsechny se anuluji pravé ve véech bodech tvaru (1,0, 0, 24) nebo (21,0,0,0). Pro
kazdé x4 € R je v8ak G(1,0,0,24) = —1, takze takové body v (0,0)-hlading funkce
H nelezi; protoze H(x1,0,0,0) = (22 — 4,21 (21 — 2)), lezi v této hladiné jen bod
(2,0,0,0). Jen tento bod je tedy singularni.

Dosazenim se presvédéime, Ze na varieté lezi napf. bod ¢ = %(3, 1,v/2,2); nor-
malovymi vektory jsou

(73) N':=2F'(c) = (3,1,v2,2) a N?:=2G"(c) = (1,1,V2,0).
K tomu, abychom nagli dva linearné nezavislé vektory T, T? ortogonalni v vekto-

rim N7, neni nutné formalné fesit rovnice (N7 - T) = 0, j = 1,2. Vyuzijeme toho,
Ze ¢tvrta slozka vektoru N? je nulova a po kratké ivaze polozime napf.

(74) T'=(1,-1,0,—-1) a T?=(-1,-1,V2,1);
(neortogondalni) baze {T*, T2, N1, N2} je pak kladn4.

Zna&ime-li X = (x1,22,23,74), budou mit dvojice rovnic (N7 - (X — ¢)) = 0,
j=1,2,a (T (X —¢)) =0,i=1,2, tetné a normalové roviny tvar

(75) 3I1+I2+\/§I3+25E4:8, I1+I2+\/§I3:3

a

(76) T —T9—x4 =0, $1+£C2—\/§$C3—.’L'4=0.
k %k sk

Véty z této kapitoly dovoluji rozfesit otazku, jak se vyraz obsahujici parcidlni de-
rivace rtznych fadd zméni, zavedeme-li nové ,nezavisle proménné“. Zatneme vsak
nejsnazsim tkolem, kdy nezavisle proménné je jen jedna (takze derivace jsou oby-
¢ejné); zde vystacime s vétami z Uvodu.

Predpokladejme, ze n € N a ze

(77) F(z,y,9,y", ... ,y™)

je funkce definovana pro vSechna x z jistého otevieného intervalu I C R a pro jistou
funkci y : I — R t¥idy C,, v tomto intervalu; = je ,nezavisle proménna“, podle niz
se derivuje funkce y = y(z). Pfedpokladejme déle, Ze g je funkce tiidy C,, v jistém
(otevieném) intervalu J C R, pfiéemz g(J) = I. Utvofme funkci Y := y o g, tj.
polozme Y (t) := y(g(t)) pro vSechna t € J.

Piedpokladejme, Ze jsme x ve vyrazu (77) nahradili vyrazem g(t) a funkci y funkci
Y'; nasim tkolem je zjistit, jaky vyraz G(t,Y,Y”’,...,Y (")) z vyrazu (77) vznikne.
Bude pfitom prehlednéjsi, budeme-li derivovani podle nové ,nezavisle proménné“ ¢
znacit teckou, jak je zvykem napt. ve fyzice, znamena-li ¢ ¢as.®)

5) Pro derivaci funkce f obecného fadu n vsak bohuzel existuje jen jeden symbol, totiz f(") -
bez ohledu na to, jak se ,nezavisle proménna“ jmenuje.
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Podle V.5.4 o diferencovani superpozice je

(78) Y(£) =y'(9(£) 9(t), V(&) =y"(9(1) §°(t) + ¥/ (9(6) §(1), - -
Neni-li derivace g nikde v J rovna nule (takZe g je ryze monoténni — viz V.7.4),
lze tyto rovnice vyfesit vzhledem k y/(g(¢)), v (9(t)), ...; dostaneme identity
Y(t 1 o o
@) ) =T ) = s O30 - V050, .
g(t) g3(t)

Kdybychom méli takto pocitat napi. ctvrtou derivaci, mohlo by byt feseni pfi-
slusnych rovnic dost tézkopadné. Z prvni rovnosti v (79) je vSak patrné, Ze

(80) derivovani podle x se redukuje na derivovéni podle t a déleni vysledku g;

derivace ', y” ... miizeme proto pocitat pfimo, Zddné soustavy rovnic neni nutné
fesit. Mame-li pfitom na paméti, Ze tyto derivace je tieba slozit s g a ze podle t
derivujeme ve skutecnosti funkci Y = y o g, nemusime se patrné obavat tucelného
zkraceného zapisu

Y 1,Y\ 1/1/Y\\
(81) y’ = -, y” = - (—) 5 y”’ = = (T (—) ) 5
g grg g

— samoziejmé stale za predpokladu, ze g # 0. Provedeme-li vyznacené derivovani
vpravo, ziskame identity

Y
(8]‘1) yl =~
9
gy — gy
(812) y' = —F
(815) g — PY =335Y + 35 — 9§V

e
Dosadime-li tyto vysledky spolu s 2 = ¢(¢) do

(77 F(z,y(x),y'(x),y" (x),y" (x)),

dostaneme vyraz tvaru

(82) G(t,Y (1), Y (1), Y (8), Y (1));

tim je zdména proménné x za t provedena.

Priklad 16.10. Eulerova diferencidlni rovnice fadu 3 mé tvar
(83) apz®y" + anz®y" + vy’ + a3y =0,

kde ag # 0, a1, ag, a3 jsou konstanty.

156



V teorii diferencialnich rovnic se dokazuje, ze vSechna feseni v R takové rovnice,
tj. vSechny funkce y : R; — R, pro néz je leva strana (83) v R, identicky rovna
nule, dostaneme, roziesime-li rovnici, ktera z (83) vznikne substituci z = g(t) := €,
t € R. Takova substituce je pfipustnd, protoze funkce exp je tfidy Co v R a jeji
derivace exp je tam vSude nenulova.

Protoze je (¢!)®) = et pro kazdé k € N, budou mit rovnice (811)— (813) tvar
(84) Y =elY, y =e e (Y =Y), ¢ =e . (Y —3Y +2Y)
a rovnice (83) pfejde v rovnici
(85) aoi;—i—(al—3a0)§"/+(042—a1+2a0)Y—|—a3Y:0.

Tato rovnice patfi mezi obycejné linearni diferencialni rovnice, kterym vénujeme
kapitolu 18; tam také uvidime, ze kdyz se ndm podaii najit vSechny kofeny alge-
braické rovnice

(86) aox\3+(a1—3a0)/\2+(a2—a1+2a0))\+a3:0,

budeme schopni najit v8echna FeSeni rovnice (85), a tedy i rovnice (83).

Tim je na konkrétnim piikladu ilustrovan vyznam ,zdmény nezavisle proménné*“
ve vyrazech typu (77): ReSeni diferencidlni rovnice (83) (s nekonstantnimi koefi-
cienty) se vhodnou substituci zredukuje na TeSent algebraické rovnice.

Poznamka 16.9. Neni nutné zatézovat si pamét vzorci (81;)—(81..), ale méli
bychom si dobfe promyslit princip (80). V kazdém konkrétnim piikladu pracujeme
s konkrétni funkci ¢ a transformaéni vzorce pro derivace (az do potfebného fadu)
odvozujeme pomoci (80) pravé s touto konkrétni funkci. To mtze byt nékdy jedno-
dussi nez v ptipadé Eulerovy rovnice, ale zpravidla to bude bohuzel asi slozitéjsi.

* 3k X

Zameéna nekolika nezavisle proménnych ve vyrazu obsahujicim parcialni derivace

vvvvvv

hraje podstatnou roli napt. ve vektorové analyze a v teorii parcidlnich diferencidlnich
rovnic, je vhodné, abychom ji zde vylozili.

Predpokladejme, ze n ¢ N, p ¢ N a ze

1) y je funkce tiidy C,, proménnych (z1,...,z,) v oteviené mnozing X C RP;

2) F je funkce proménnych (x1,...,2,) a parcidlnich derivaci funkce y fadia
k<mn;

3) g je prostd funkce tf¥idy C,, proménnych (¢1,...,%,) v oteviené mnoziné Q C
RP| pficemz g(Q) = X a

g1, 9p) £ 0 vsude v .

(87) T = B 1)
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Polozime-i Y :=y o gat=(t1,...,tp), plati v Q podle V.14.5 o diferencovani
superpozice soustava identit

(59) 0= 2L o) ),

kdei =1,...,p;z této soustavy lze vypocitat derivace dy/dz;,j = 1,...,p, protoze
jeji determinant J je podle pfedpokladu vSude v 2 nenulovy. Pamatujme, ve kterych
bodech se derivace v (88) poc¢itaji a piSme soustavu kratce ve tvaru

Y & 8y dg;
1 - A J
(88) (%i Z 6$j (%i '

J=1

Podle Cramerova pravidla je
1 )4 .
(89) 3 = 7 2 5 Atk ),

kde A(k,j) je algebraicky doplngk®) prvku gy /9dt; v Jacobiho matici funkei gy
podle proménnych ¢;.

Identity (89) jsou zdkladni transformacni vzorce pro derivace fadu 1; transfor-
macni vzorce pro parcidlni derivace 0%y/0x.0x;, 0%y/0xr0x10%y,, ... se z nich
ziskaji pomoci dobfe zndmych vét o diferencovani, mezi nimiz hraje podstatnou
roli véta o diferencovani superpozice.

Dosadime-li do F' podle ziskanych vzorci, dostaneme jistou funkci nové proménné
t = (t1,...,tp) a parcidlnich derivaci funkce Y = y(g(t)) fada k < n. Ilustrujme to
nékolika uziteénymi piiklady:

Priklad 16.11. Je-li funkce f tiidy C; v né&jaké oteviené mnoziné Q C R?
a znamenaji-li z,y kartézské souradnice, je

(90) lrad 717 = (52) "+ (5)

pokusme se tento vyraz pretransformovat do polarnich soufadnic
(91) T =rcosp, rsing.

Zobrazeni g(r, ) := (rcosp,rsingp) je t¥idy Coo v celé roving a zobrazuje rovinu
na sebe; kazdy bod roviny kromé pocatku ma pritom okoli, v némz je funkce g
prosta.

6) Pfipomenime, ze vynechdnim r-tého fadku a s-tého sloupce matice A typu p X p o prvcich
ars ziskdme matici, jejiz determinant se nazyva subdeterminant determinantu matice A prislusny
k prvku a,s ; opatiime-li tento subdeterminant znaménkem (—1)"*¢, ziskdme p¥islusny algebraicky
doplnék.
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Prislusny jakobian

(92) J =

cosp —rsing|
sing rcose |

je roven nule, praveé kdyz je r = 0, coz odpovida pocatku soutadnic. Protoze zdména
proménnych je lokalni operace, je z toho patrné, ze

(93) od kartézskych soufadnic k polarnim Ize piejit vsude v R* — {(0,0)}.

Ozna¢me F := fog, tj. polozme F(r, @) := f(rcosp,rsinp). Identity (88’) maji
za nasi situace tvar

(94) %—f:g—icosw—kg—isin(p, Z—Z:—g—irsimp—l—a—zrcosw
a jejich Tesenim jsou identity

of OF 10F | of OF 10F
(95) %—ECOS@—;% SmLp, a—y—gsmg)—l—;% COS(P,

ktere ukazuji, jak se derivovani podle x a y prevdadi na derivovdani podle r a .
Snadnou tpravou ziskdme transformacni vzorec

(96) (%)2 + (%)2 = (%—1:)2 + TLQ (g—i)z pro vSechna (z,y) # (0,0).

Priklad 16.12. Necht Q C R?—{(0,0)} a necht f je tiidy Cs v ; transformujme

do polarnich soufadnic vyraz ")

_Pf R

Derivovénim prvni z identit (95) podle x, druhé podle y ziskdme identity

9*f 9 (0f o (OF 10F .
08)  5us =50 (5s) = 5y (g, cose— 5, sinw) cose
_13(3_1““ Cow_la_Fsiw)siw
r dp \ Or r Op
0*F 9 2 0°F 1 9°F
:W cos SD_;(?T‘(?QD Sin  cos Y + r_28—902 sin”
10F _, 2 OF
+;E sim” ¢ + T_Q(?_gp SIN Y COS ¥,

™) Vyraz (97) je (dvojrozmérny) Laplacetiv operdtor A aplikovany na funkci f. Rovnice Af = 0
se nazyva Laplaceova a je (spolu s obecnéjsi Poissonovou rovnici Af = u) jednou z nejznaméj-
Sich parcidlnich rovnic druhého fadu. Vétsi vyznam vsak maji analogické rovnice v prostoru;
transformace trojrozmérného Laplaceova operatoru do cylindrickych a sférickych soufadnic jsou
predmétem cviéeni 16.137 a 16.138.
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O2F B 0 (&f) _ ﬁ(%_f Sin(p+%?)_i cos(p) sin ¢

10 (0F . 10F
;8_90(5 smcp—i—;a—(p cosgo)coscp
PF ., 2 8F 1 8°F
:Wsm (p+;8r8<p Sin p cos ¢ + T_Q(?—th cos”
10 ) oF
+;E cos (p_r_Q% sin ¢ cos ¢;

Sectenim (98) a (99) ziskdme zadany prepis vyrazu Af z kartézskych souradnic
v roviné do soufadnic polarnich:

2 2 2 2
(100) Af;:ﬁ ﬂza_F i@_F_i_la_F
ox2  0y?2  Or2  r20¢%2  ror

Poznamka 16.10. V problémech, kterymi se pravé zabyvame, uzivame oznaceni
y,Y a f,F pro odliSeni ptivodni a slozené funkce; chceme-li striktné dodrzovat
uznvand pravidla, jinak ani jednat nemizeme: Kazda z funkci y, Y (resp. f, F') ma
obecné jiny defini¢ni obor a je jinou funkci jinych proménnych.

Dokud vystaéime s jednou zménou nezavisle proménnych, mtzeme uzit (tak jako
nahofe) napf. malé a velké pismeno, coz zdiraziiuje vzajemnou souvislost mezi
y aY a mezi f a F. Kdybychom vSak ménili proménné vicekrat, nutné by se
symbolika stala nepfehlednéjsi. Mnohdy pfitom nebezpeci z nedorozuméni nehrozi
a v literatuf'e se misto striktniho rozliseni napf. funkci f a F' uziva jen jedno oznaceni
f a zména proménnych se doprovodi napt. slovy:

Protoze f je funkce proménnych x; a protoze kazdé x; je funkci proménnych t;,
budeme f povazovat za funkci proménnych t;.

Katastrofdlni nedorozumeéni vSak hrozi za situace, kdy za nékterou z ptivodnich
proménnych dosazujeme funkci jinych pivodnich proménnych, takze nékteré z pi-
vodnich proménnych maji ,stejné jméno“ jako né€které nové promeénné.

Priklad: K Gplnému zmatku bychom napi. dosli, kdybychom do funkce
f(z,y,2) dosadili z = g(x,y) a kdybychom vzniklou superpozici nazyvali stile f.
Ptvodni proménné by byly z,vy, 2z, nové proménné x,y; co vSak potom znamend
0f /0x? Parcidlni derivaci ptivodni funkce f(x,y, z) nebo slozené funkce F(x,y) :=
f(@,y,9(x,y))?

Ctenaf jisté vidi, Ze v podobnyjch situacich je nutné kaZdou z téchto funkci znacit
Jingm symbolem. Kdybychom obé funkce znacili f, dostali bychom pomoci véty
o diferencovani superpozice zcela nesmyslnou identitu

of _of  ofog
dr Ox 0z 0z’

z niz by plynul napf. absurdni vysledek, ze druhy sé¢itanec vpravo je (za podobné
situace vzdy) nulovy.
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Poznamka 16.11. Jsou-li 2 C R? a X C RP oteviené mnoziny aje-lig: Q —,5 X
prosté zobrazeni, existuje pro kazdy bod z € X pravé jeden bod t € Q tak, ze
g(t) = x. Interpretujeme-li slozky x;, i = 1,...,p, vektoru x jako kartézské sourad-
nice, znazornime je pomoci p navzajem kolmych souradnicovych os protinajicich se
v pocatku souradnicového systému.

Ozna¢me P; mnozinu vSech pfimek rovnobéznjch s i-tou soufadnicovou osou
a protinajicich X. Snadno nahlédneme, Ze prunik kazdé ptimky P; € P; s X je bud
cela pfimka P;, nebo spocetné sjednoceni jistych otevienych tsecek a polopiimek;
kazd4 z téchto mnozin je geometrickym obrazem jisté hladké (dokonce linedrni)
krivky.

Je-li g difeomorfismus, plati podle véty V.16.2 totéZ o inverznim zobrazeni h :=
g-1, takze vSechny mnoziny Q; := h(P; N X) jsou také geometrické obrazy jistych
hladkych kiivek; ozna¢me Q; mnozinu vSech @;. Pro kazdy bod =z € X a kazdé
i=1,...,p existuje pravé jedna pfimka P; € P; tak, ze {z} = Py N...N Pp; je-li
t= h( ), je pak {t} prinikem p¥islusnych mnozin h(P N X). Poloha kazdeho bodu
t € Q je jednoznac¢né urcena p mnozinami Q; € Q;, 7 = 1,...,p, jejichz prinikem je
mnozina {t}.

Za préavé popsané situace a oznadeni se ¢isla t; = h;(z), i = 1,...,p, nazyvaji
kfivocaré soufadnice bodu t = h(z) a ika se, ze v Q je zaveden kfivocary systém
soutadnic, ktery vznikl z kartézského systému soufadnic (v X) zobrazenim h a ktery
se zobrazenim g obracené na kartézsky systém preméni.

Z cisté teoretického hlediska je situace zcela symetrickd vzhledem ke g a h; nic
tedy nebrani povazovat soufadnice ¢; bodi t € § za kartézské soutadnice, nacez
kfivocarymi soufadnicemi jsou ¢isla x;. V problémech, které resi matematické ana-
lyza pro jiné discipliny, napf. pro geometrii nebo fyziku, byva vsak a priori jasné,
ktery ze jmenovanych systémi je kartézsky. (Tak je tomu napf. za situace z piiklada
16.11 a 16.12., kde kt¥ivocarym systémem je zcela jisté systém polarnich soutadnic;
kiivodary systém mé zde dokonce i sviij nazev.)

Cviceni

1. Lokalni difeomorfismy v R?

Pro danou funkci f najdéte maximalni otevienou mnozinu Q C R2, v jejimz
kazdém bodé jsou splnény piedpoklady véty 16.3; ovérte, ze dany bod a lezi v €,

vypoététe A := f(a), oznacte g lokdlni inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte
vSechny jeji parcidlni derivace 1. a 2. fadu v bodé A.

flz,y) = a=
16.01. (2® — 3xy 327y — 3°) (1,-1)
-y
16.02. (— +y2, R ;) (0,1)
16.03. (sinz coshy, cosz sinhy) (0,0)
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16.04. (lg\/m, arctg%) (1,1)
16.05. (e” cosmy, e”sinmy) | (-1,1)
16.06. (z +e¥, ¥ —y) (0,0)
16.07. (z + arccotgy, y — arccotg x) (1,0)

Pro danou funkci f a dany bod a ovéite predpoklady V.16.3, vypoctéte hodnotu
A := f(a), oznacte g lokdlni inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte vSechny
jeji parcialni derivace 1. a 2. fadu v bodé A.

fxy) = a=
16.08. (zy(2* — 4?), 2y (z — ) (1,-1)
16.09. ((2* + 2+ 1)(y* - 1), (2 —2)(y* —y — 1)) (0,1)
16.10. (sinz +siny, cosz — cosy) (3m,—)
16.11. (x +1gy, y — lgx) (1,1)
16.12. (¢" +1g(1+y), lg(1 +2) —eY) (0,0)
16.13. (arctgz + y*, 2 — arctgy) (0,1)
16.14. (sin? z cosy, coszsin?y) (3m,—3m)
16.15. (z” + 1¢°, y¥ — 12?) (1,1)

2. Lokalni difeomorfismy v R3

Pro danou funkci f najdéte maximalni otevienou mnozinu Q C R3, v jejimz
kazdém bodé jsou splnény predpoklady V.16.3; ovéfte, ze dany bod a lezi v €,
vypoététe A := f(a), oznacte g lokdlni inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte
vSechny parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce g v bodé A.

flxy,2) = a=
16.16. (e “TVT? P UTE P HUTZ) (0,0,0)
16.17. (cosy + cosz, cosz + cosx, cosT + cosy) (37,37, 5m)
16.18. (2% —y+ 2, 1  — 2+, 22 — 2 +9) (1,0,-1)
(z,y,2)
16.19. TR (1,-1,1)
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16.20. (arctg Y , arctg it , arctg ﬁ) (1,-1,-1)
z x y

16.21. (z — eV %, y— "%, z—€e"7Y) (2,2,2)
x y z
16.22. , , ) 1,-1.1
yQ +22 Z2+CC2 x2 _|_y2 ( )
16.23. (sinzcosy, sinycosz, sinzcosx) (—im, 3w, —3m)

Pro danou funkci f a dany bod a ovéite predpoklady V.16.3, vypoctéte hodnotu
A := f(a), oznaéte g lokdln{ inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte vSechny
jeji parcialni derivace 1. a 2. fadu v bodé A.

fz,y,2) = a =
16.24. (2® + oy + 2, v¥* +yz +a, 2+ 22+ 9) (0,0,0)
16.25. (z + zy + 2yz, y+yz + yzx, 2+ 2z + zxy) (1,0,-1)
16.26. (z +y> +¢*, y+ 27 +¢€”, z+ 2 +eY) (0,0,0)
16.27. (Igx — arctg(yz — 1), lgy — arctg(zx — 1),

lg z — arctg (zy — 1)) (1,1,1)
16.28. (vy + 2z +1g(1 + 2?), yz + x + 1g(1 + 2?),

zx+y+1g(1+y%) (1,1,1)
16.29. (sinz — yz, siny — zz, sinz — zy) (0,0,0)
16.30. (sin(xz +y — 2), sin(y + z — x), sin(z +z —y)) (37,0, —3m)

3. Implicitni funkce — kfivky v R?

Oveite, zdali dand funkce F' dvou proménnych z, y splituje u daného bodu (a, b) €
R? ptedpoklady V.16.4 o existenci jednozna¢ného feseni y = g(z) (resp. = = h(y)
rovnice F'(z,y) = 0. Pokud ano, vypoctéte derivace g'(a), ¢"(a), ¢"’(a) (resp. h'(b),
h'(b), B (b))-®)

F(z,y) = (a,b) =
16.31°. 22 — 22y — 2% + 43 (-1,1)
16.32°. 2% — 3222 + 2% (1,1)

8) Je-li mozné z rovnice F(x,y) = 0 u bodu (a,b) vypocitat jak y jako funkci z, tak x jako
funkci y, Ctenar se mozna omezi jen na jeden z popsanych tkold; na konci kapitoly vSak najde obé
TeSeni.
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16.33%. 2 (y* —y%) —2* (v° —y) (2,0)
16.34°. (z +y)® — 22 — 3y (2,-1)
16.35°%. (2* +y)® + 22> + 2y — = (-1,-2)
16.36°. 23y + 2% —ay —y — % +¢° (1,-1)
16.37%. ze¥ +ye “ +x +y (—1,1)
16.380. 71V — "V 4 g™ — " Y (0,0)
16.39°. (y + 1)e'™* + (z — 1)evT? (0,0)
16.40°. arctg(z +2y) + = + 2y (2,-1)

V nasledujicich 5 cvicenich sta¢i najit prvni a druhé derivace funkci uréenych
implicitné rovnici F(z,y) = 0 u bodu (a,b).

F(z,y) = (a,b) =
16.41°. g (zy) + 2% — 92 (1,1)
16.42°. arctg(z +y) + arctg(z — y) + y — y? 0,1)
16.43°. sinz + siny — sin(z — y) + sin(z + ) (—ir, 3m)
16.44°. sin(sin (7 (z + y))) + sin (7 cos (7 (z — y))) (3.-3)
16.45°. (y — 1)< — g +1gy (0,1)

4, Implicitni funkce — kfivky v R3

Ovéite, zdali dana dvojrozmérna vektorova funkce F' tii redlnych proménnych
x,7, 2 spliiuje u daného bodu (a,b,c) € R3 predpoklady V.16.4 o existenci jed-
noznac¢ného feSeni (y,z) = g(z) (resp. (x,z) = h(y) resp. (x,y) = i(z)) rovnice
F(z,y,z) = 0. Pokud ano, vypocététe derivace g'(a), ¢”(a) (resp. h'(b), h”(b) resp.

i'(c), i"(c))-?)

F(z,y,z) = (a,b,¢) =
16.46. (27 + vz + 2°, 2% + 22y + 32) (1,1,-1)
16.47. (2% +y® + 23, 1+ oy + 22 +y2) (1,0,-1)
16.48. (ye® + ze¥, xe* —ye*tY) (0,0,0)

9) Na konci kapitoly najde ¢tenaf vSechna feSeni.

164



16.49. (z — 23e”, y — y3e”)

16.50. (g (1 + 9% — 22), ylg(1 — 2% + 2?))

( (
( (
16.51. (arctg(z+y —2), lg(l+z—y+2)) (
16.52. (2 arctg(1 4+ xy) — arccotg z, 2 arctg (1 + yz) — arccotg z) (0,0,0)
16.53. (sinh(z +y) + (y +2)(z — 2), sinh(y + 2) — (x — 2)(z — 2))  (
16.54. (¢*™*7% 4 cos 2y, e°* (@Y _ cos z) (

( (

16.55.

z¥ — y® —2zY)

5. Implicitni funkce — kfivky v R*

Ovéite, zdali dana trojrozmérnd vektorova funkce F' ¢ty redlnych proménnych
x,%,2,u spliuje u daného bodu (a,b,c,d) € R* predpoklady V.16.4 o existenci
jednoznaéného feseni (y,z,u) = g(x) (resp. (z,z,u) = h(y) resp. (z,y,u) = i(2)
resp. (x,y,z) = j(u)) rovnice F(z,y, z,u) = (0,0,0). Pokud ano, vypoctéte derivace
g'(a), g"(a) (vesp. h'(b), h"(b) resp. i'(c), i"(c) resp. j'(d), j"(d)).*°)

F($7y727u): (a,b,c,d):

16.56. (2> +4° — 24+ u, —x +y* + 22 +u, —x +y+ 22 +u?) (1,-1,1,-1)

16.57. (2® +9° + 2% +u, 23 + ¥ 24w, 2 +y+ 2+ ) (-1,1,-1,1)

16.58. (sin(z +y + 2z +u?), sin(z + y*> + 2 — u),
sin(z 4+ y* — 2z — u?)) (37,0,%7,0)
16.59. (zarctg(z + 2y), zarctg(z + 2u), arctg(r +y —z —w)) (2,-1,2,-1)
16.60. (z+y+z—e""",z+y+u+e’ Y
rHztute YY) (-1,1,1,-1)
6. Implicitni funkce — plochy v R?
Ovérte, zdali dané realna funkce F' tii redlnych proménnych z,y, z spliuje u da-
ného bodu (a,b,c) € R® piedpoklady V.16.4 o existenci jednoznaéného feSeni
z = g(x,y) (resp. y = h(x,z) resp. x = i(y,z)) rovnice F(z,y,z) = 0. Pokud

ano, vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu funkce g (resp. h resp. 7)
v bodé (a,b) (resp. (a,c) resp. (b,c)). )

10) Na konci kapitoly najde ¢tenaf vechna Feseni.
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F(z,y,2) = (a,b,c) =

16.61. z + 2y — 2%y — 232 — yz + xyz? (1,0,1)
16.62. zyz — zy + 2yz — 4z (1,2,1)
16.63. 2° + 22 + x + % + 297 +y — 222% + 29722 (0,-1,0)
16.64. (v +y? + 2%)? = 8(a? + 42 + 2?) (2,0,2)
16.65. =z +y + 2 — lg (1 + 22 + > + 2?) (0,0,0)
16.66. ¢ 20737 _ (22 442 4 2) (1,1,-1)
16.67. lg(1+2° +y*> —2%) —lg(l+x+y +2) (1,0,—1)
16.68. sin(rzyz) + xsin(mwy) (-1,2,3)
16.69. 5" 7y — eSNVE g (m,m, 1)
16.70. yarctg(z + z) — xarctg(y + 2) + ayz + 1 (1,1,-1)

7. Implicitni funkce — plochy v R*

Ovéite, zdali dand dvojrozmérnd vektorova funkce F' ¢tyf redlnych proménnych
x,y, z,u splituje u daného bodu (a,b,c,d) € R* predpoklady V.16.4 o existenci
jednoznaéného feseni (z,u) = g(z,y) (kde g = (g1, 92)) resp. (y,u) = h(x, z) resp.
(y, 2) =i(x,u) resp. (x,u) = j(y, 2) resp. (z,z) = k(y,u) resp. (z,y) = I(z,u) rov-
nice F(x,y,z,u) = (0,0). Pokud ano, vypoctéte parcidlni derivace prvniho a dru-
hého Fadu pfislusné implicitni funkce v pifslusném bodé. 11)

F(z,y,z,u) = (a,b,e,d) =
16.71. (z —y* +2° —u*, 2 + y* + 22 +0) (1,-1,1,-1)
16.72. (zlg(1+y* — ), ylg(1 + 2° — 7)) (2,-1,2,-1)
16.73. (e™ " + x4y — 2z —2u, ™Y —xz — yu) (0,1,0,1)
16.74. (:vyz + arctg JCT-i-y , (x4 y)u + arctg y—;—_u) (-1,1,0,-1)
16.75. (:C+y2—22z, Z+“2_22I) (1,-1,1,-1)

zZ+u r+y

1) Na konci kapitoly najde étenaf vechna Feseni.
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8. Implicitni funkce — k¥ivé prostory v R*

Ovérte, zdali dané realna funkce F' ¢tyf realnych proménnych z,y, z, u spliiuje
u daného bodu (a, b, ¢, d) € R* predpoklady V.16.4 o existenci jednozna¢ného feseni
u = g(z,y,z) (resp. z = h(x,y,u) resp. y = i(z, z,u) resp. x = j(y, z,u)) rovnice
F(z,y,z,u) = 0. Pokud ano, vypo¢téte parcidlni derivace prvniho a druhého faddu
pifslugné implicitni funkce v p¥islugném bods. 12)

F(z,y,z,u) = (a,b,c,d) =
16.76. 2% — 3xy® — 4yz — yu — 22%u (1,-1,1,2)
16.77. z + u + 2y + zu — 1g(1 + zz + yu) (-1,0,0,1)
16.78. ¢" 17 — VU f ¥tU _ Ut (0,0,0,0)
16.79. z + y + z — u + cos(wz) — 2 cos(mz) (-1,0,2,-2)
16.80. 1g(2 — zy + zu) —arctg% (-1,-1,0,2)

9. Variety dimenze 1 v R?

Najdéte 1) maximalni otevienou mnozinu 2 C R?, v niz je nulové hladina funkce
F jednorozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodi této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R? lezi v ), a najdéte rovnice te¢ny a normaly variety
v bodé c.

F(z,y) = c=
16.81°. (22 +y? — 22)? — 4(2® +¢?) (1-v2,v2-1)
16.82°. (z + 1)y + (2 — 1)2? (3, -3Vv3)
16.83°. ¢"siny — e¥sinx (%w, %w)
16.84°. ¢* Y + 2 sin(z +y) — 1 (m, )
16.85°. "2V 22 + 3ay + ¢? (2,-1)

10. Variety dimenze 1 v R?

Najdéte 1) maximdlni otevienou mnozinu Q C R3, v niZ je (0,0)-hladina vekto-
rové funkce F' jednorozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodi této
hladiny. Pak ovéite, Ze dany bod ¢ € R? lezi v €2, a najdéte rovnice teény a normalové
roviny variety v bodé c.

12) Na konci kapitoly najde ¢tenaf vechna Feseni.
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F(z,y,2) =

16.86. (32% —4xy 4+ 222 — 2% — 1, 2 — 2y — 2)

16.87. (e* ! —2y —z, ¥t

z(y — 2))

-2z —2)
16.88. (lg(zy — 2),

16.89. (arcsin(zyz — 3), arctg (g — 1))

(x+2y+3z, 3z + 2y + 2)

16.90. e

11. Variety dimenze 1 v R*

Najdéte 1) maximaln{ otevienou mnozinu Q C R*, v niz je (0,0, 0)-hladina vek-
torové funkce F' jednorozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodd této
hladiny. Pak ovéite, ze dany bod ¢ € R* lezi v , a najdéte rovnice tecny a (troj-
rozmérné) normélové nadroviny variety v bodé c.

F(x7 y7 Z? u) =

16.91. (y(z +u), 2% — 22, yz — zu)
3

16.92.

(
(

16.93. (" YV —z—u, eV F —u—ux, &
16.94. (
(

16.95.

12. Variety dimenze 2 v R?

-y -z, —z2—u, 22 —u—2)

-y —u)
lg(y—z)+2z—u,lglu—2)+2z -y, c+y—2—u)

arctg (zy — 2), arctg (zz — y), arctg(xu — 2))

Najdéte 1) maximalni otevienou mnozinu 2 C R3, v niz je nulové hladina funkce
F dvojrozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singularnich bodu této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R? lezi v §2, a najdéte rovnice teéné roviny a normaly variety

v bodé c.

F(xvy) =

16.96% (£) "+ (2) + (5) -1
16.97. 22 — 6y + 42z + ¢

16.98. 2° + y* + 2% — 9ayz
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16.99. ™V + ¢ 7 — 2V (1,1,1)

16.100. arctg(z +y+2) —lg(1+ (z+y+2)?) (0,2,-2)

13. Variety dimenze 2 v R*

Najdéte 1) maximélni otevienou mnozinu Q C R%, v niz je (0,0)-hladina funkce
F dvojrozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singularnich bodu této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R* lezi v Q, a najdéte rovnice te¢né a normdlové roviny
variety v bodé c.

F(z,y,z,u) = c=
16.101. (zy — zu, 2 — yu) (1,2,2,1)
16.102. (zyzu—1, x4+ y+ 2+ u) (1,-1,-1,1)
16.103. (2® +y+ 22 +u, r — y? + 2z — u?) (1,-1,1,-1)
16.104. (" YV —y+z4u, e —u+az+y) (-1,-1,-1,-1)
16.105. (Ig(z +y) —lg(z +u), lg(z + 2) —1g(y — u)) (e,e,e,e)

14. Variety dimenze 3 v R*

Najdéte 1) maximalni otevienou mnozinu 2 C R%, v niz je nulové hladina funkce
F trojrozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodt této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R?* lezi v Q, a najdéte rovnice te¢né nadroviny a normaly
variety v bodé c.

F($7y727u): c=
16.106 2+(y)2+(2)2+(”)2 1 (11,22
.106. = 5 3 1 501, 5,
16.107. 22 + 3zy + % — 2% — zu — 3u> (1,2,-1,2)
16.108. 2® + 2 + xy +y — 4wyz — 2yz + 3z2u (1,-1,2,-2)
16.109. e* V™% £ *TU™% L g Ly — 2 4 2u (1,1,2,-1)
16.110. Ig(2? +3?) —lg(z* +v®) +x+y+2+u (3,4,-3,—4)
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15. Zaména jedné proménné

Najdéte vsechny maximalni oteviené intervaly J C R, pro néz plati: VSechny
koeficienty rovnice L(y) = 0 jsou v J spojité a existuje interval I C R tak, ze g(I) =
J a ze g # 0 vSude v I. Pak provedte substituci z = g(t) (t € I, x € J) a ovéite, ze
rovnice L(y) = 0 ptejde v rovnici M(y) = 0 s konstantnimi koeficienty. 13)

L(y) g9(t) M(y)
16.111. 2%y" + 4z — 4y + e y+3y—4y
16.112. 2%y — 6y +e y—y—6y
16.113. 23y + 322" + 2/ + y =3 y+y
16.114. 23y — 322y +zy —y +ef y—6y+6y—y
16.115. 24y® + 623y" + 2%y + zy’ — y + e Y-y
16.116. z*y™ — 112%y" + 2y — y +el Yy —6y+6y—y
16.117. zy” — y — 62y +Vit 2y — 3y
16.118. 3" + (222 — 1)y — 42°y +Vt y+y—y
16.119. 2y — (32° + 2)y/ — 182y Vi y—9—2y
16.120. 223" + 4 + 2y t? y+4y
16.121. 22y + 3y" — % y t? iy — 8y
16.122. 25y + 625y + 2% (62% — 1)y t1 ¥ -y
16.123. 259" + 32%y' + 4y 2 Gty
16.124. (1 — 22)y" — xy’ — 9y sint y—9y
16.125. (1 — 22)y"" — 3xy” cost y+y
16.126. y” + (cosz + tgx)y’ + (cos®z)y arcsin ¢ yt+y+y
16.127. ¢ — ' + ¥y lgt y+y
16.128. y" + 221, 2y tgt y—y—2y

y —
2117 T @12
13) V kapitole 18 uvidime, 7e se feSeni rovnice s konstantnimi koeficienty (tj. rovnice tvaru
aoy™ + a1y™Y + .+ a,y, kde ao, ..., an jsou ¢isla) redukuje na feSeni algebraické rovnice
aoA” + a1 A" 1 + ... + an = 0. Proto méa transformace rovnic s nekonstantnimi koeficienty na
rovnice s konstantnimi koeficienty zna¢ny vyznam.
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16.129. 3" — (2tgz)y — arctgt v—y

costx
16.130. (2* + 1)y" + 2y’ —y sinh ¢ J—y

16. Zaména dvou a tfi proménnych

16.131. Za situace z P¥.16.12 ovéite, ze

f sin2<p(82F 10F 1 82F) cosZcp( PF 1 BF)

oxdy 2 o2 ror 12 Op? r Ordy r % '
16.132. Necht f : R? — R je t¥idy Ca, necht ¢isla a;; e R (i = 1,2,j = 1,2)
spliiuji podminku J := aq11a22 — a12a21 # 0 a necht funkce ¢ je definovéna v R?
rovnosti

g(u,v) = ajiu+ a12v, h(u,v) = az1u + axv.

Dosazenim z = f(u,v), y = g(u,v) do f(z,y) definujte funkci F' := fo(g, h) a ovéite
tyto transformacni vzorce:

1 oF OF'\?2 OF OF\2
2 _
| grad f || —ﬁ((au%—an%) + (azzﬁ—am%) ),
1 O°F PF 0*F
Af = 5] ((afg + a3,) Bz 2(a11a12 + aziazs) Juoe T (afy + a3y) D02 )

16.133. Piedpokladejte, ze funkce f : R? — R (proménnych xz,y) je t¥idy Cs
aze F := fo(g,h), kde g(u,v) := u? + v2, h(u,v) := u? — v2. Ovéite, ze jakobian
(g, h)/0(u,v) je roven 8uv, a dokazte, ze v mnoziné Q := {(u,v); uv # 0} je

lgwad F1? = 5o () + o0 (90,

T 8u2\ou/ T 82\ v

1 9°F 1 0*F 1 oF 1 OF

F= 8u2 du? + 8v2 Ov?2  8ud Ou  8v3 Ov

16.134. Necht g(u,v) := uv, h(u,v) := u/v; ovéite, ze v Q := {(u,v); uv # 0}
je d(g,h)/0(u,v) = —2u/v # 0, a odvodte transformadéni vzorce

| arad f|? = 140 (6F)2 1—v* OF OF ﬂ(@F)Q,

402 \ ou 2uv  Ou v 402 \ v
Af*1+v4(82F laF) 1—v* 0%F 14 v* 92F 1—3vt OF
T 42 2uv  Oudv 4u?2  Ov? 4u2v Ov

u2  u Ou

16.135. Polozte g(u,v) := wcoshv, h(u,v) := usinhv a dokazte, ze pak je
(g, h)/0(u,v) = u, takze funkce (g, h) je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu
mnoziny  := {(u,v); u# 0}.
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Piedpokladejte, ze f : R? — R je tifdy Ca, polozte F := f o (g, h) a dokaite, Ze
v  plati tyto identity:
6F)2 1 (BF)Q)_Zsinh% OF OF

2 _ or vr il
Il grad £ = cosh 2v ((8u ov U Ou v’

0’F 1 oF 1 62F) B 2sinh2v( 0’F 1 6_F)

Af = cosh2v (W Cw Ou | u? Ov? oudv  u Ov

u?

u

16.136. Dokazte, ze funkce g(r, ) := (rcos? p,rsin? ¢) t¥idy Co v R? zobra-
zuje mnozinu Q := Ry x (0, %w) prosté na otevieny prvni kvadrant Ri, pricemz
9(g1,92)/0(r, ) = rsin2p £ 0 v Q.

Za predpokladu, ze f je tfidy Cy v Ri a ze F := fog, dokazte, ze v Q) plati
identita

8F)2 n 2 cotg2p OF OF

1 OF\?2
dfl?=2 — — (tg? tg? — .
I grad £ ((97“ T or dy +4r2(g ¥+ cotg @)(ago)

16.137. Cylindrické soufadnice (7, o, z) bodu (z,v, z) € R? jsou definovany rov-
nosti

(102) (@,y,2) = g(r, ¢, 2) := (rcosp, rsing, z).
Dokazte, ze funkce g je t¥idy Co v R3 a Ze viude v R? je

d(g1,92,93)
e D)

takze g je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu z R?® neleziciho na ose z. Necht
f:R* = R je tiidy Cy a necht F := f o g; dokazte, Ze pro r # 0 je

a1 = () + 3 (5) +(52)
O°F 1 9°F 9F 10F

M=grt ez T2 Trar

16.138. Sférické soufadnice (r, ¢, ) bodu (z,y, z) € R? jsou definoviny rovnosti
(104) (z,y,2) = g(r,p,9) := (rcospcos?,rsinpcosd, rsindd).
Dokazte, Ze g je tiidy Coo v R? a Ze viude v R? je

8(91792793)

(105) r.,0)

=7r2cos,
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takze g je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu mnoziny
(106) Q:={(r,p,9);reRy, peR, ¥# Ix mod 7},
jejimZ obrazem pii zobrazeni g je prostor R3, z néhoz je vynechana osa z.

Necht f : R?® — R je tiidy Cs a necht F := f o g; dokazte, Ze viude v Q plati
identity

OF\?2 1 OF\?2 1 /0F\2

2 _ (9F b oF 1 of
Il rad ] _(87“) 7‘2008219(830) r2((919) ’
- 0*F 1 0*F 1 0°F 20F tgd OF

A = )
! or? + r2 cosZ 1 Op? + r2 092  r Or r2 09U

16.139. Necht
(.’L’,y,Z) = g(u,v,w) = (u —w,u — v,V — 2’LU)

pro viechna (u,v,w) € R?; dokazte, Ze g je pak prosté zobrazeni R® na R? t¥idy
COO? pro néz je 6(91792793)/8(’&, v, ’U}) =1v R

Necht f : R3 = R je t¥idy Cy a necht F := f o g; ovéite, ze pak v R? plati
identity

OF\?2 OF\?2 OF\?2 OF OF OF OF OF OF
2 _ o (9F or or ol orr or
I'grad [ _6(8u) +9((9U) +3(6w) +14 ou Ov +8 ou Ow +10 ov Ow’
0*F 0*F 0*F 9*F O*F 0*F
Af = 14 1 .
f=6 ou? +9 Ov? +38w2 + Oudv +86u8w + Oavaw

16.140. Dokazte, ze jakobian transformace
t¥idy Coo v R3 je roven u?v, takze g je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu

mnoziny 2 := {(u,v,w); uv # 0}.
Necht f : R? = R je t¥idy Cg a necht F := fog; ovéite, Ze pak v Q plati identity

Iy L (S0 L (0ry
2v OF OF 2w OF OF

| grad 1% = (

u? uZv?

_(92F 1402 0%°F 1+w282F_2_U 62F_2_w 9*F
T Ou? u?2  Quv? w202 Qw? u Oudv  uv Qvow
2v OF 2w OF

u? Ov  u?v? Ow '

Af
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Reseni

Parcialni derivace prvniho i druhého fadu funkce g v bodé A jsou uvedeny vzdy
v lexikografickém poradi, pro funkci dvou proménnych tedy v poradi 01 g, 029 a d119,
0129, D229, pro funkci t¥i proménnych v poradi 019, 29, 039 a O119, O129, 0139, 0229,

0239, O339.
Abychom se vyhnuli zlomktm, uvddime ¢asto misto téchto derivaci jejich (vétsi-
nou kladné) nasobky: Je-li g napi. zobrazeni z R? do R?, zapis v¢’ : (o, ), (o, 8’)

znamend, ze d19(A) = (a/v, B/7), 029(4) = (' /7,B’/v); podobné pro derivace

Ffadu 2. Jsou-li v8echny parcidlni derivace fadu 1 resp. 2 v bodé A rovny 0, piSeme

za ,,g' :“ resp. za ,,g" :“ jen ,0%.

Difeomorfismy

16.01. Q =R? —{(0,0)}; A= (-2,-2); 6¢":(0,1),(—1,0);
369" : (1,1),(~1,1),(=1,-1).
16.02. Q@ =R? —{(0,0)}; A= (0,—1); ¢':(1,0),(0,1);
g":(0,-2),(2,0),(0,2).
16.03. Q@ =R>—{(3(2k+ 1)7,0); ke Z}; A= (0, ), g :(1,0),(0,1); ¢": 0.
16.04. Q@ =R? — {(2,9);y=0}; A= (§1g2, Zw), "(1,1), (1, -1);
g’ (1,1),(1,-1),(~1,-1).

16.05. Q =R?*; A= (e 1 0); 7g: (—me,0),(0,—e);

ng” : (—me?,0), (0, ),(71'82,0)
16.06. Q =R?; A= (1,1); 2¢’: (1,1),(1,-1); 4¢” : (—=1,0),(0,1),(~1,0).
16.07. Q@ =R*; A= (1+im, —17); 3¢':(2,-1),(2,2);

279"+ (4,4), (4, >< 1).
16.08. A =(0,-2); 12¢': (=3,-3),(~2,2); 729" : (3,-3),(=9,-9), (—4,4).
16.09. A =(0,0); 3¢": (0,1),(3,0); 9 -(0,—2),(3,—3),(0,0).
16.10. A = (1,1); g';( ~1),(=1,0); ¢": (=1,0),(0,0),(0,—1).
16.11. A =(1,1); 2¢": (1,1),(=1,1); 4 -(1 0), (0,1),(1,0).
16.12. A = (1,-1); 29' (1,1),(1,—1); 4¢” : (1,-1), (=1, —1),(1,-1).
16.13. A= (1,—1in); ¢ :(1,0),(4, 2), 49”-( 2,1),(—8,4),(—36,17).
16.14. A =(0,0); ¢':(0,1),(—1,0); ¢g": 0.
16.15. A= (2,1); 2¢': (1,1),(-1,1); 4¢” : (-1,-2),(2,-1), (-1, -2).
16.16. Q =

cA=(1,1,1); 2¢': (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0);
29" : (0,—1,-1),(0,0,0), (0,0,0), (1,0, 1), (0,0,0), (~1, —1,0).

16.17. Q ={(z,y,2); c Z0 mod 7,y Z0 mod 7w,z Z0 mod 7 }; A= (0,0,0);
2¢': (1,1, 1), (=1,1,~1), (=1, ~1,1); ¢" : 0.
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16.18. Q =R?—{(0,0,0)}; A = (0,2,—2); 69’ - (1,-2,1), (4,10, -2), (1,4,1);

6g” : (0,1,0),(-1,0,-1),(0,1,0),(-2,8,-2),(-1,0,-1),(0,1,0).
16.19. Q =R?* —{(0,0,0)}; A = ( ,-% ) g (1 2,-2),(2,1,2),(-2,2,1);
39" (=5,-1,1),(-1,1,-4),(1,-4,1),(1,5,1), (-4, 1,-1), (1, -1, -5).

5, 1,—
16.20. Q = {(z,y,2); :Cyz;zéO}; A= (im irm i7);
¢ (1,-1,0),(0,~1,-1),(1,0,-1);
g (1,-1,0), (0, -1,0), (1,0,0), (0, —1, —1), (0,0, —1), (1,0, —1).
16.21. Q =R, A=(1,1,1); 2¢': (1,0,1),(1,1,0),(0,1,1);
8¢" : (1,1,2),(~1,0,—1), (0,~1,-1),(2,1,1), (~1,-1,0), (1,2, 1).
16.22. Q= {(z,y,2); 2 +y*> >0,4° +2°> >0,z +2° > 0}; A= (3,-1,1);
g :(0,1,-1),(1,0,1),(-1,1,0);
2¢" : (=2, -5,5), (1,1, -2), (1,-2,1), (5,2,5), (=2, 1, —1), (5,5, —2).
16.23. Q= {x,y,2); tgxtgytgz # +1}; A=(0,0,0);
¢ (0,1,0),(0,0,1), (~1,0,0); ¢ : 0.
16.24. A = (0,0,0); ¢ : (0,0,1),(1,0,0), (0,1,0),
”:(0,0,0), (0, —1,0), (~1,0,0), (000)( ~1)

,(0,0,0).
16.25. A = (1,0,—-2); 2g: (2,0,1), (0, 1),(070, 1);
44" : (0,0,-2),(2,0,1),(0,0,—1), (- 480)( —4,0),(0,0,0).

:(1,-1,1),(1,1,-1),(-1,1,1);

16.26. A =(1,1,1); 2g 1
)a (]- 57 _3)3 (_3a _37 _3) .

(
8¢" : (—3,-3,-3),(5,—3,1),(—3,1,5), (-3, -3, —

16.27. A =(0,0,0); 2¢': (0,1, —1),( 1,0,—1),(=1,—1,0);
—8¢":(2,3,3),(3,3,2),(3,2,3),(3,2,3),(2,3,3), (3,3,2).

16.28. A= (2+1g2,2+1g2,2+1g2); 4¢' : (=1,-1,3),(3,-1,-1),(~1,3, —1);
329" : (7,7,-9), (7, —17,7), (=17,7,7),(=9,7,7), (7,7, —17), (7, =9, 7).

16.29. A = (0,0,0); ¢ : (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);
¢":(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,0,0), (1,0,0), (0,0, 0).

16.30. A =(0,0,0); 2¢' : (—1,—1,0), (0, =1, —1),(1,0,1); ¢" : 0.

Implicitni funkce

Za jmény funkci g, h, ... (a dvojte¢kou) jsou napsany derivace fadu 1, 2, ...
funkci g, h, ... vbodech a, b, ... ; chybi-li u nékterého ¢isla cviceni néktera z funkci,
znamend to, ze neexistuje. Parcidlni derivace fadu 2 jsou usporadany lexikograficky
vzhledem k proménnym, podle nichz se derivuje. Hodnoty nékterych derivaci jsou
vektory; jejich slozky jsou pak v okrouhlych zavorkach.
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16.31. ¢:—-1,0,0; h:—1,0,0

16.32. ¢:1,0,0; ~:1,0,0

16.33. ¢:0,0,0

16.34. h:0,—6,102

16.35. h:0,2,-24

16.36. ¢:0,1,0

16.37. ¢:—1,0,0; h:—1,0,0

16.38. g:0,1,—3

16.39. ©:0,1,-2

16.40. g:—3,0,0; h:—2,0,0

16.41. ¢:3,-26; h: %73_(;

16.42. g:1,—4; h:1,

16.43. h'O,%

16.44. ¢g: —1,47%; h:—1,472

16.45. ¢ %,—%; h:2,3

16.46. g: (—1,-1),(=22,2); h:(-1,1),(-%2,22); i: (-1,1),(3,-1)
16.47. h:(0,0),(0,0)

16.48. g: (1, —1),(—6,6); h: (1,—1),(6,0); i: (—1,—1),(6,0)
1649, g5 (3. 4). (ks b (22 -0. (.03 i5(2,-1). (2.0
16.50. ¢:(-1,1),(0,0); h:(—1,-1),(0,0); i:(1,—1),(0,0)
16.51. 7 : (0,1),(0,0); i : (0,1),(0,0)

16.52. 1 :(0,0),(0,0)

16.53. g:(—1,1),(2,0); h:(—1,-1),(2,2); i: (1, —1),(0,2)
16.54. ¢g:(1,-1),(-1,4); h:(1,-1),(1,3); ¢:(—1,-1),(4,3)
16.55. ¢:(1,1),(0,0); h:(1,1),(0,0); i: (1, )(00)

16.56. ¢:(1,1,1),(4,0,4); h: (1,1,1),(—4, —4,0); : (1,1,1), (0,4, 4);

i (1,1,1), (—4,0, —4)
16.57. ¢:(0,0,-3),(0,0,6); j: (—%,0,0),(2,0,0)

16.58. ¢:(—2,1,2),(-8,0,8); h: (-3, %,—1),(—1,—1,0);
2 (1,-2,2), (0, —88)- 1(3,-1,3),(-1,0,-1)

16.59. ¢: (— 2, ,——) (0,0,0); h: ( —2,1),(0,0,0);
2 (1,—3,—3),(0,0,0); j:(—-2,1,-2), (0,070)

16.60. g:(0,—3,1),(0,—1,-2); i:(=2,0,—3),(—%,0,—42);

i:(2,0,3), (10,0, —19)
16.61. g:(—2,1),(6,—6,2); h:(2,1),(10,2,-2); i: (3,-1),(-5,3,2)
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16.62.
16.63.
16.64.
16.65.
16.66.
16.67.
16.68.
16.69.

g:(2,-1),(43,-4,3); h:(2,-1),(0,-2,3); i: (3,3),(0,3,—3)
1:(0,0),(2,0,—4)

g:(—].,O),( 10 ), ( )v( )

g:(-1,-1),(4,2,4); h:(-1,-1),(4, 2 4) :(—1,-1),(4,2,4)

g: (05 _1)5 (_25 _15 _g)a ( 1) ( )
g:(-1,1),(0,-2,0); h:(1,1),(4,2,0); @ .( ,—1),(—4,2,0)

g: (37_2)7(67_%72)§ h: (%7_%)7(37_27 i)7 i (%7 %)7(_%7_%7_%)
g: (=1, (0, 772,277 %); h:(1,-m),(0,—1,27);

1:(1,7),(0,1,0)

16.70.

9:(0,2),(0,1,-8); h: (0, %), (0, —%, 1)

Ve vysledcich cviceni 16.71—16.80 uzivame pro lepsi prehlednost podobné znaceni
jako v 16.01—16.30, tj. napft. za znaky ¢’ a g” piSeme parciilni derivace prvniho
a druhého fadu funkce g podle pfislusnych proménnych v lexikografickém pofadi.

16.71.

16.72.

16.73.

16.74.

g : (-3,2),(—2,1); 5¢" : (—114,78),(—36,12), (2, —14)
2h' : (=3,1), (—1, —1); 20" : (—3,39), (39, —27), (1, —13)
i (=2,1), (1, -2); 5i" : (26, —14), (—40,40), (14, —26)
351 (—2,-1), (~1,-2); 455" : (~2,38), (—40,40), (38, 2)
oK+ (—1,-1),(1,—-3); 20K” : (13, 1), (27, —39), (39, 3)
15 (1,-2),(2,-3); 51" : (14, ~2), (~12, 36), (—78, 114)
g :(1,0),(0,1); ¢": 0

i’ (0,1),(1,0); i"” : 0

3"+(0,1),(1,0); j7: 0

I (1,0,(0,1); 1" : 0

R :(0,1),(0,-1); 3" : (5,4),(—4,-5),(—1,4)

i (0,1),(0,-1); 3i" - (—4,-2),(5,1),(-1,4)

: (1,0),(1,0); 31" (2,-4),(1,1),(—4,5)

J (-1 -1).(~1,-2): g": (0.0).(3,~2). (6, ~4)

R (=1,1),(=1,2); " :(0,0),(3,-8),(6,—16)

2i’: (—1,-1),(-1,1); 2i" (1,-4),(0,0),(-1,4)
j/:(_la_l)v(_lvl); jNZ(O O) ( 3 5) (070)
K (_27 1)7 (_17 1); K" ( _10)7( )7( ,0)
: (-2,1),(1,-1); . (—16,10), (8,-5),(0,0)
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16.75. 4¢': (2,-3),(—4,—2); 164" : (0,9),(0,6), (16,12)
:(1,-2),(=2,1); 4h" : (1,4),(=2,-2),(4,1)

1 (=3,4),(—4,4); 4i" : (9,0),(12,0), (24, —8)
4,-3); 45" : (—8,24),(0,12),(0,9)
3k :(2,-4),(—4,-2); 3k :(2,4),(0,0),(4,2)
41" 1 (2,-3), (—4,-2); 161" : (0,9),(0,6), (16,12)
16.76. ¢’ :1,0,—4; ¢" :2,7,4,—-6,0,24

4h' : —1,0,—1; 8h" :3,14,1,-12,0,3

§':0,—4,—1; j": —6,—28,—7,24,4,2
16.77. ¢’ : —1,2,-2; ¢" :0,-2,2,3,-3,3

2h' : —1,2,—1; 80" : —5,0,—1,0,0,3

2i’:1,2,1; 8" :5,0,1,0,0, -3

j'2,-2,-1; j”: =5,5,2,—5,—2,0
16.78. ¢': —1,1,0; 2¢” : 0,0,—-1,0,1,0

i’ :1,0,1; 26 :0,0,0,0,—1,0

§':1,0,—1; 25":0,0,0,0,1,0
16.79. ¢ :1,1,1; ¢" : 7%,0,0,0,0, 272

ho:—1,-1,1; 720" : =3,-2,2,-2.2, -2

i’ —1,-1,1; i" : —7%,0,0,—27%,0,0

jli—1,-1,1; n7 %" :-1,-1,1,-3,1,—1
16.80. 3n': —2,—2,0; 27h" : 14,20,15,—10,15,0

2i' 1 —2,-3,0; 4i” : —8,-10,0, -5, 5,0

25" —2,-3,0; 45" : —8,-2,0,7,—5,0

Variety

Pro mnozinu vsech singularnich bodt uzivame symbol SB; stejné jako v kapitole
15 znamenaji symboly T, TR, TP, N, NR a NP po fadé te¢nu, tecnou rovinu,
teény prostor, normalu, norméalovou rovinu a normélovy prostor. Rovnice tvaru
arx+asy+as =0, a1x+asy+asz+ag =0, a1+ a2y + asz + agu+ as = 0 nahra-
zujeme opét sledy prislusnych koeficient a;; je-li néjakd mnozina urcena nékolika
rovnicemi, piSeme mezi prislusné sledy koeficient znak A.

16.81. SB = {(0,0)}; @ =R?>—SB; T:1—+2,2/2 —3,7V2 — 10;
N:3-2v2,1-v2,3vV2 -4

16.82. SB={(0,0)}; @ =R?>—SB; T:1,3v3,1; N: 9,3, -5
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16.83. SB = {(z,z); 2 = %w mod 7}; Q=R?-SB; T:1,-1,0; N: 3,3, -7
16.84. SB=0; Q=R?; T:3,1,—4m; N:1,-3,27
16.85. SB=0; Q =R?; T:1,3,1; N:3,-1,—7
16.86. SB=0; Q=R3; T:2,-2,1,-1A1,—-2,—-1,0; N: 8,6, -4, —11
16.87. SB=0; Q=R3; T:1,-2,-1,0A2,—1,1,0; N: 1,1,—1,-3

16.88. SB={(0,—-1,-1)}; Q= {(z,y,2); zy > z} — SB;
T:1,2,-1,-3A0,1,—-1,0; N: 1,—-1,-1,0

16.89. SB = {(z,y,2); |zyz — %| =1}; Q={(z,y,2); |zyz — %| <1,z#0};
T:4,1,4,—6A1,0,—1,0; N: 1,-8,1,15

16.90. SB=0; Q=R®—-{(0,0,0)}; T:1,2,3,0A3,2,1,0; N: 1,-2,1,6

16.91. SB = {(0,0,0,u); u e R}; Q@ =R* - SB;
T:1,0,0,1,0A1,0,—1,0,0A1,1,—-1,—-1,0; N: 1,—-1,1,—1,4

16.92. SB=0; Q =R*; T:0,1,1,0,0,A0,0,1,1,0A1,0,0,1,0;
N:1,-1,1,—1,0

16.93. SB=0; Q=R*; T:1,-1,-1,-1,1A1,-1,1,1,-1A1,1,-1,1,-1;
N:1,1,1,-1,-3

16.94. SB=0; Q= {(z,y,2z,u); y > x, u>z};
T:1,-1,-2,1,1A2,-1,-1,1,-1A1,1,—1,—-1,0; N: 0,1,0,1,—4

16.95. SB = {(0,0,0,0),(£1,0,0,0)}; Q@ = R* — SB;
T:1,1,-1,0,-1A1,-1,1,0,—1A1,0,—1,1,—1; N: 0,—1,—-1,-1,3

16.96. SB =0; Q =R>; TR: 3v/3,4,12, —24V/2;
N: 8v2,-6v6,0,—7vV3 A0,6V2, —2v2, -5

16.97. SB=0; Q=R3; TR:3,1,—-2,1; N: 1,-3,0,3A0,2,1,-3

16.98. SB = {(0,0,0)}; Q =R* - SB; TR: 1,1,3,0;
N:1,-1,0,—2A0,3,—-1,3

16.99. SB=0; Q=R3; TR:2,-3,1,0; N: 3,2,0,—-5A0,1,3,—4

16.100. SB=0; Q=R?; TR:1,1,1,0; N: 1,—1,0,2A0,1,—1,—4

16.101. SB ={(z,y,z,u); (x=u=0Aly|=|z))Vy=2=0A|z| = |ul|)};
Q=R*-SB; TR:2,1,—-1,-2,0A2,—1,1,-2,0; NR: 1,0,0,1,—2A0,1,1,0,—4

16.102. SB=0; Q=R*; TR:1,—-1,-1,1,-4A1,1,1,1,0;
NR: 1,0,0,—1,0A0,1,—1,0,0

16.103. SB=0; Q=R*; TR:2,1,2,1,-2A1,2,1,2,2;
NR: 1,0,—1,0,0A0,1,0,—1,0
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16.104. SB=0; Q=R*; TR:1,-2,1,1,1A1,1,1,-2,1;
NR: 1,0,—1,0,0A0,1,1,1,3

16.105. SB=0; Q ={(z,y,z,u);x+y>0,z24+u>0,24+2>0,y+u>0};
TR:1,1,-1,-1,0A1,-1,1,—1,0; NR: 1,1,1,1,—4e A 1,0,0,1, —2¢

16.106. SB=0; Q =R*; TP:12,6,4,3, 24
N:2 —4,0,0,3A1,0,-3,0,4A2,0,0,—8,15

16.107. SB = {(0,0,0,0)}; @ =R* - SB; TP:8,7,0,—11,0;
N:0,0,1,0,1A7,—8,0,0,9A11,0,0,8, —27

16.108. SB=0; Q =R*; TP: 11,-10,0,6, —9;
N:0,0,1,0,-2A6,0,0,—11,—28 A 0,3,0,5,13

16.109. SB=0; Q =R*; TP:1,2,-1,3,2;
N:2,-1,0,0,-1A1,0,1,0,-3A0,3,0,-2, -5

16.110. SB = {(—1,-1,1,1)}; Q= {(2,y,z,u); 2>+ 4> > 0,22 + u® > 0} —
SB; TP: 31,33,31,33,0; N: 1,0,-1,0,—6 A 0,1,0, —1, -8 A 33, —31,0,0,25

Zaména jedné proménné

U ¢isel prikladt uvadime dvojice intervali I, J, které bylo pfi feSeni tfeba nalézt;
(tel,zedJ,g(I)=J).Index + u R odpovida témuz symbolu v zadani prikladu.

16.111 — 16.116. R —,,, Ry
16.117 - 16.118. R, —,,, Ry

16.119. R_ —» ., R_, Ry — . Ry

16.120 — 16.121. Ry —,, R,

16.122. R_ —»,, R_, Ry =, Ry

16.123. R, —,, Ry

16.124. (1 (2k— D)7, 22k + 1)7) —na (-1,1), ke Z
16.125. (km,(k +1)7) =, ( 1), keZ

16.126. (—1,1) =y, (—im, i7)

16.127. R, —,, R

16.128. (3 (2k —1)m 22k +1)7) »na R, ke Z
16.129. R —,, (—im, i7)

273
16.130. R —»,, R

)
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