17. Extrémy funkci nékolika proménnych

Redlna (kone¢nd) funkce f definovand na neprazdné mnoziné X nabyva svého
mazima (resp. minima) (v X) v bodé a € X, je-li f(z) < f(a) (resp. f(x) > f(a))
pro viechna z € X. Rikdme, 7e funkce f mé v bodé a € X extrém, mé-li tam bud
maximum, nebo minimum.

Neékteré funkce svého maxima (minima) nabyvaji, jiné ne; v dalsim proto budeme
problému najit extrémy funkce f na mnoziné X rozumét takto:

1. Pokud max f(X) existuje, vypocitat je a najit v8echny body z X, v nichz f
tohoto maxima nabyva; v opa¢ném piipadé najit sup f(X).

2. Pokud min f(X) existuje, vypoditat je a najit vSechny body z X, v nichz f
tohoto minima nabyva; v opa¢ném piipadé najit inf f(X). O

Uloha najit extrémy funkce f bude mit pfi této obecnéjsi formulaci problému
feSeni vzdy ; miZe se ovSem stat, ze sup f(X) = 400, nebo inf f(X) = —oo. Rovnost
sup f(X) = 4oo (resp. inf f(X) = —o0) je, jak vime, ekvivalentni s podminkou,
Ze f neni v X shora (resp. zdola) omezend; funkce f pak samoziejmé maximum
(resp. minimum) v X nemé. (Dodejme, Ze z podminky X # ) plyne, Ze neni ani
sup f(X) = —oo, ani inf f(X) = +o00.) O

Pii hledani extrému funkce hraje velmi Casto podstatnou roli nasledujici véta,
v niz jsou vyjmenovany nékteré podminky nutné k tomu, aby funkce f méla v ur-
¢itém bodé mnoziny X C RP (kde p € N) extrém. Zduraznéme vsak, ze zadna
z podminek véty neni postacujici.

Véta 17.1. Je-li X C R? a ma-li funkce f : X — R v bodé a € int X extrém,
plati tato dvé tvrzeni:

1) Vsechny smérové derivace O,y f(a), které existuji, jsou rovny nule. Specialné:
Vsechny parcidlni derivace 9; f(a), které existuji, jsou rovny nule.

2) Je-li f v bodé a diferencovatelnd, je Df(a) = 0.

Dusledek. Ma-li f v bodé a € X extrém, jsou jen tyto tii moznosti:
a)acint X a Df(a) =0;

B) a€int X a f neni v bodé a diferencovatelnd ;

v)acdX. O

Definice. Je-li a € int X a Df(a) = 0, fikdme, Ze a je stacionarni bod funkce
f:X->R O

Je-li tedy funkce f tf¥idy C; v int X, hleddme extrémy 1) v bodech z int X, v nichz
jsou vSechny parciélni derivace 9;f rovny nule, a 2) na hranici mnoziny X ; jinde
funkce f extrémnich hodnot nenabyva.

Tlustrujme hledani extrému ne€kolika priklady. V prvnich tfech je mnozina X C R?
kompaktni, tj. uzaviend a omezend; protoze f je v X navic spojita, je existence
jejiho maxima i minima v X zarucena dtsledkem véty 12.7.
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Priklad 17.1°. Vysetiujme extrémy funkce
(1) flz,y) =% =222y 4+ 3y v X :=(-1,1)%

Protoze f je tfidy Coo Vv celé rovin€, najdeme nejdiive vSechny jeji stacionarni
body. Snadno zjistime, ze funkce

of

(2) e 32% — dxy,

8—f = —22% +9y°
dy

maji jediny spoleény kofen, a to bod (0,0). Protoze f v ném nabyva hodnoty 0
a protoze f je v nékterych bodech z X kladnd, v jinych zdporna (f(£1,0) = +1),
nemd f v bodé (0,0) Zddny extrém.

ProtoZe f v int X ani maxima, ani minima nenabyva, lezi oba extrémy na hranici
X. Vzhledem k tomu, ze 0X je sjednocenim ¢étyf tiseéek, vySetfime funkce

(3 gi(@) = flz,—1) =2 +22% =3, go(x) == f(x,1) = 2° — 227 + 3,
(4 hi(y):=f(-Ly)=3y"—2y—1, ho(y):=f(L,y) =3y> —2y+1.

Derivace 322 + 4z a 322 — 4x funkci (3)!) jsou rovny nule po fadé v bodech 0,
—% a v bodech 0, %. Protoze body :I:(%, 1) nelezi v X, poc¢itdme pouze hodnoty

(5/) f(_lu_l):_Zu f(07_1)2_37 f(l,—l):(),
(5”) f(=1,1)=0, f(0,1) =3, f(,1) =2,

Derivace hf(y) = hh(y) = 9y*> — 2 funkci (4) maji kofeny +c, kde ¢ := 1/2;
protoze hodnoty funkce f ve vrcholech ¢tverce X jsou jiz uvedeny v (5') a v (5”),
pocitame jen
(6") f(=1,—¢)=3V2—-1=-037, f(-1,¢)=—-3vV2—-1=-163,

(6") fl,—c)=1+ 4v2 =163, f(l,e) =1-34v2=0.37.

Porovname-li hodnoty z (5') — (6”), vidime, ze
(7) M :=max f(X) = f(0,1) =3, m:=min f(X)= f(0,—-1) = -3.

Pro v8echny body (z,y) € X, pro néz je (0,1) # (z,y) # (0, —1), plati pfitom ostré
nerovnosti m < f(z,y) < M.

Priklad 17.2°. Najdéme extrémy funkce
(®) flz,y):=42° =30 — 4y + 9y v X :={(z,9); 2” +y* < 1};

f je opét tiidy Coo v R? a rovnice

Of o2 o of _ 2 q9_
(9) gy~ 1200 =30, =127 +9 -0

jednodussi) dosadime do prvni rovnosti v (2) po fadé y = -1 ay =1.
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maji 4 feeni £2(1,/3) a £1(—1,1/3). Protoze viechny ¢tyii body lezi v 9.X, nema
f v int X zadné stacionarni body, a tedy ani extrémy.

Abychom nasli extrémy funkce f na jednotkové kruznici X, parametrizujme ji
kiivkou (cost,sint), t € (—m, ) a v souvislosti s tim pfejdéme od funkce f(z,y)
k funkci

(10) g(t) := f(cost,sint) = 4cos®t — 3cost — 4sin®t + 9sint,
jejiz derivace je
(11) g(t) = —12cos’tsint + 3sint — 12sin’*t cost + 9 cost
=3cos’t(—4tgt+tgt(l+tg’t) —4tg®t+3(1+tg?t)).

Uvedend tprava, pti niz jsme vytkli 3cos®t a uzili identitu cos™2¢ = 1 + tg2t, je
korektni, protoze cost =0 = sint = +1 = ¢'(t) #0.

PoloZime-li tgt = u, dostaneme z vjrazu v zavorkach za cos® t po ipravé polynom
u® — u? — 3u + 3, kterj mé kofeny 1 a +v/3. Je-li t € (—m,7), je

tgt=1 & (t=-3m)V(t=77),
(12) tgt =—V3 & (t=—Lim) v (t=27),
tgt=v3 & (t=-2m)V(t=1ir);

tato cisla ¢, krajni body £7 a pfislusné hodnoty funkce g srovnejme do tabulky:
R Tt (T A A S &
gt)=—1, —3v2, 1-3V3, —1-3V3, 3v2, —1+3V3, 1+3V3

Funkce ¢ nabyva tedy svého maxima M = 1 + 3v/3 = 6.196 v bodé a := %w
a svého minima m = —M v bodé S := —%w. Protoze

(13) cosa:—%, cosBz%, sina:%\/g, sinB:—% 3,

nabjva funkce f svého maxima a minima v bodech (—1,v/3) a (1,—V/3); pro
ostatni body (z,y) € X plati ostré nerovnosti m < f(z,y) < M. O

V nasledujicim piikladu budeme hledat extrémy polynomu 3. stupné na jednodu-
ché podmnoziné prostoru R3; piiklad dobte ilustruje skuteénost, ze délka a vétsinou
1 obtiznost prikladu roste rychle spolu s dimenzi.

Priklad 17.3. Hledejme extrémy funkce
(14) flay,z) =" +az>+ 27 +y2> — 122 —20+y v X :=(-1,1)%,
kterd je t¥idy Coo v celém R? a spliiuje tam identitu

(14" grad f(z,y,2) = 2z + 22 — 2, 4y + 2° + 1, 2 (22 + 2y — 1)).
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Standardni vySetfeni a zapis hodnot ve vSech stacionarnich bodech funkce f
v int K, uvnitt Sesti stén, dvanécti hran a v osmi vrcholech krychle K neni obtizné,
ale znacné zdlouhavé; vsechny potfebné tdaje vSak obsahuje nasledujici strucna
tabulka, pomoci niz miaze ¢tenar snadno ovéfit spravnost svych vypoctu.

Mnozina  Charakteristika Parc. derivace Stac. body f

krychle (-1,1)3 viz nahote (3,-3,£3v3) -1
sténa x=-1 Z4+4dy+1,2(2y-3)  (-1,-10) 2
sténa r=1 24+4y+1,2(2y+1)  (1,-1,0) -2
sténa y=-—1 224 2r —2,2(2x —3)  zadny

sténa y = 22422 —2,2(20+1)  zadny

sténa z=-1 2z — 1,4y + 2 (3,-4,-1) -5
sténa, z=1 20 — 1,4y + 2 (%,—%,1) —%
hrana (z,y) = (-1,-1) — b5z (-1,-1,0) 4

hrana (z,y) = (-1,1) -z (-1,-1,0) 6

hrana (z,y) = (1,-1) —z (1,-1,0) 0

hrana (z,y) = (1,1) 3z (1,1,0) 2

hrana (,2)=(-1,-1) 4dy+2 (-1,-3,-1) 1

hrana (x,2) = (-1,1) dy + 2 (-1,-3,1) 1

hrana (z,2) =(1,-1) dy +2 (1,-1,-1) -1
hrana (z,2) = (1,1) 4y + 2 (1,-1,1) -1
hrana (y,2)=(-1,-1) 2z-1 (3,-1,-1) -3
hrana (y,2) = (-1,1) 2z — 1 (3,-1,1) -3
hrana (y,2z) =(1,-1) 2r —1 (3,1,-1) 1

hrana (y,2) = (1,1) 2z — 1 (3,1,1) 1

vrchol (—1,—1,41) 3

vrchol (=1,1,%1) -

vrchol (1,—1,41) -3
vrchol (1,1,41) I

Z tabulky je patrné, ze
M :=max f(X) =6 = f(—1,1,0), m:=min f(X)= -2 = f(3,—3%,+1),

zatimco v ostatnich bodech (z,y,2) € X je m < f(x,y,2) < M.

184



Poznamka 17.1. V predchéazejicich tiech prikladech jsme vidéli, jak algoritmus
hledani extrému funkce nékolika proménnych obecné vypada: V pfipadé rovinné
mnoziny X hleddme staciondrni body v int X, hranici mnoziny X bud parametri-
zujeme vhodnou kfivkou ¢, nebo rozlozime na nékolik mnozin X3, ..., X, které lze
snadno parametricky popsat, a uvnitf téchto mnozin hleddme opét stacionarni body.
Nakonec porovname hodnoty ve vSech nalezenych stacionarnich bodech a v krajnich
bodech kfivky ¢ resp. v hrani¢nich bodech vSech mnozin X;. V pfipadé mnoziny
X C R3? je postup obdobny, jen krokil je vice; pfi kazdém kroku kless dimenze
vySetfovanych mnozin o 1.

Tento postup je jako prakticky kazdy algoritmus jen obecnym navodem; neni
striktnim predpisem, ktery je nutné za vsSech okolnosti a do vSech detailt dodr-
zovat. Inteligentni kalkulus musi sice vysvétlit podstatu podobnych algoritmi, ale
zaroven musi Tesitele vést k tomu, aby vyuzival vSech specifickych vlastnosti dané
situace. Vzhledem k nekonec¢né rtuznotvarnosti situaci nelze poskytnout obecny na-
vod k jejich FeSeni; velmi ¢asto zaleZi na pozorovaci schopnosti FeSitele (ziskané
zpravidla déletrvajici podetni praxi), zdali odhali néjaky specificky rys problému,
dovolujici algoritmus zjednodusit a zkratit. Ilustrujme to prikladem.

Priklad 17.4. Hledejme extrémy funkce
(15) f(z,y,2) :=sinzsinycosz +sinxzcosy +cosz v X := (0,7)%,

kterd je t¥idy Co v R3. Protoze jeji derivace

(16) ? = —sinzsinysinz
z

je zaporna v int X 2) a nulovd v 90X, je f(z,y,z) pro kazdy bod (r,y) mnoziny
Y := (0,7)? nerostouci funkci proménné z. Podrobnéji: Je-li (x,y) € intY, tato
funkce klesa; je-li (z,y) € 9Y, je konstantni. Pro vSechna (z,y,2) € X plati proto
nerovnosti

(17) f(@,9,0) > f(2,y,2) > flz,y,7),
z nichz plyne, Ze funkce f nabyva svého maxima na dolni sténé (z = 0) krychle X
a svého minima na sténé horni (z = ).
Hledejme proto maximum funkce
(18) g(z,y) = f(x,y,0) =sinx(cosy + siny) + cosx
a minimum funkce

(19) h(z,y) := f(z,y,7) = sinz(cosy — siny) + cosx

ve Ctverci Y.

2) takze f nema v int X z4dné stacionarni body
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Protoze

0 0
(20) 6—? = cosz(cosy + siny) — sinx, a—Z = sinx (cosy — siny),
oh oh
21 oh _ T Oh_ _ . .
(21) 5 — CO5% (cosy —siny) —sinx, 3y sinz (cosy + siny)

a protoze v (0,7) je sina > 0, je derivace dg/dy (resp. Oh/0y) v intervalu (0, )
rovna nule, praveé kdyz je y = %w (resp. y = %w). Dosazenim této hodnoty do dg/0x
(resp. do Oh/Ox) ziskdme vyraz

(22) V2 cosx —sinz (resp. — /2 cosz —sinz),

ktery se v (0,7) anuluje, pravé kdyZ je = arctgy/2 (resp. * = m — arctg/2).
Bod (a1,b1) := (arctg v/2, $7) (resp. (az,bo) := (7 —arctg V2, 27)) je tedy jedingm
staciondrnim bodem funkce g (resp. h) v int Y a snadnym vypoctem zjistime, ze

(23) g(a1,b1) = V3 (vesp. h(ag,bs) = —V3).

ProtozZe je ¢ = h v 9Y, staci tam vySetfit napf. prvni z téchto funkci. Jak zjistime
dosazenim, je

9(0,y) =1, g(m,y) = -1, g(x,0) = cosz +sinzx, g(z,7) =cosz —sinz,

pfiGemz derivace funkce g(x,0) (resp. g(x,m)) se v intervalu (0,7) anuluje, pravé

. . 1 3 -y .
kdyz je x rovno 37 (resp. 3m). Uvazime-li, Ze

9(070) =1, g(iﬂao) = \/Ea g(?T,O) =-1
(resp. g(0,7r) =1, g(%ﬂ',Tr) = _\/57 g(ﬂ',ﬂ') = _1)7

vidime, Ze vSechny hodnoty funkci g a h v 9Y lezi mezi —/2 a /2. Funkce g|Y
nabjvé proto svého maxima /3 jen v bodé (a1,b;) a funkce h|Y svého minima
—v/3 jen v bodé (az, by).

Shrneme-li, vidime, Ze funkce f ma v X tyto vlastnosti:

max f(X) = f(a1,b1,0) = V3, min f(X) = f(as, ba, ) = —V3,

24
(24) (a1,b1,0) # (z,y,2) # (ag, by, m) = —V3 < f(z,y,2) < V3.

Vsimnéme si, ze jsme funkci f nemuseli viibec vySetfovat na ¢tyfech ze Sesti stén
krychle X ; bylo to proto, ze 1) f(x,y, z) je konstantni funkei 2z pro kazdé (z,y) € 9Y
a ze 2) funkce g (resp. h) nabyva svého maxima (resp. minima) v jistém vnit¥nim
bodé mnoziny Y, zatimco jeji hodnoty v Y jsou vesmés mensi (resp. vétsi) nez jeji
hodnota v tomto bodé.?) Viimnéme si dale, ze vzhledem k identité g = h v Y
stacilo v této mnoziné vysetiit jen jednu z funkeci g, h.

3) Kdyby vsak napf. funkce g nabyvala svého maxima v né&jakém bodé (a,b) € Y, nabyvala
by funkce f své maximélni hodnoty ve vSech bodech tsecky s krajnimi (a,b,0) a (a, b, 7).
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Poznamka 17.2. Na nekompaktni mnozing X C R? nemusi mit maximum (resp.
minimum) ani omezend spojitd funkce f : X — R majici staciondrni body; pii-
kladem takové funkce v R? je arctg(z3y?), jejimiz stacionarnimi body jsou pravé
vsechny body lezici na nékteré ze souradnicovych os.

Na zadny problém s extrémy nenarazime u funkci f : X — R neomezenych
shora i zdola; je zfejmé, Ze maximum ani minimum nemaji a ze inf f(X) = —oo,
sup f(X) = +oo.

Pro funkci omezenou zdola (resp. shora) se problém existence a nalezeni minima
(resp. maxima) na nekompaktni mnoziné da leckdy rozfesit pomoci tohoto jedno-
duchého tvrzeni:

Véta 17.2. Necht mnoziny X a K lezi v néjakém metrickém prostoru, pri¢emsz
K necht je neprazdné kompaktni mnozina spliujici podminku int K C X. Funkce
f: (X UK) — R necht je spojitd v K a necht existuje bod x¢ € int K tak, Ze plati
implikace

(25) 1 IKU(X —K) = f(x) > f(z0) (resp. f(x) < f(0)).

Pak m4 funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp.
max f(K)) a vSechny body x € X U K, v nichZ je f(z) = min f(K) (resp. f(z) =
max f(K)), lezi vint K. O

Protoze pti aplikaci pravé vyslovené véty je diilezité dobfe rozumét jejimu me-
chanismu, pfipojime kratky dukaz, a to pro funkci omezenou zdola; pro funkci
omezenou shora je argumentace obdobna:

Minimum funkce f|K existuje podle dusledku véty 12.7; oznadime-li je A, je
ziejmé A < f(xg). Podle (25) nenabyva f hodnoty A nikde v 0K U (X — K);
protoze X UK = int K UOK U (X — K), plyne z toho, Ze vSechny body = ¢ X UK,
v nichz je f(x) = A, lezi v int K. Z inkluze int K C X ihned plyne, Ze A je minimem
funkce f v X. O

V dalsim budeme hledat extrémy jen v piipadech, kdy X lezi v R? nebo v R3. Jak
vime, funkce f : X — R muze nabyt svého minima a maxima v X jen v nékterém
stacionarnim bodé lezicim v int X, nebo v nékterém bodé z int X, v némz f neni
diferencovatelnd, nebo v nékterém bodé z dX. V konkrétnich piipadech zpravidla
najdeme v int X vSechny stacionarni body funkce f a vSechny body, v nichz f neni
diferencovatelnd, a vypocteme hodnoty ve vSech téchto bodech; v zavislosti na tom
pak sestrojime mnozinu K spliujici pfedpoklady V.17.2.

Priklad 17.5°. Vysetime extrémy funkce
(26) Floy) = a® = 3oy + 4% v X i= (0,+00)2.

Tato funkce je tifdy Co v R?; protoze neni v X omezen shora, je sup f(X) =
400, a zbyva zabyvat se jejim minimem.
Rovnice
of of

27 L =322 —3y=0, == =-32+3,2=0
(27) oc o =3y =0, o z+ 3y
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maji — jak snadno zjistime — pravé dva spoleéné kofeny, a to body (0,0) a (1,1),
ale jen druhy z nich lezi v int X. Protoze f(1,1) = —1, sta¢i najit kompaktni
mnozinu K C X tak, aby bod (1,1) leZel v int K a aby f byla napf. nezdporna
vSude v 0K U (X — K); tim dokdzeme, Ze jedinym bodem, v némz ma funkce f|X
minimum, je bod (1,1).

Protoze vyrazy =3 a 3 jsou véude v X nezaporné a v int X dokonce kladné, je
tfeba néjak odhadnout vliv nekladného (a v int X zdporného) vyrazu —3zy. Ziejmé
vSak plati implikace

(28) >3 = f(r,y)>2® 32y >3x(3—y) >0, jeli y <3,
a ze symetrie plyne, ze

(29) f(z,y) >0, je-li y >3, v <3;

kromé toho plati implikace
(30)  x23,y23= f(z.y) 230" —zy+y°) =3((x —y)* +ay) 2 0.

Mnozina K := (0,3)? m4 zfejmé viechny zadané vlastnosti, protoze kazdy bod
z € 0K U (X — K) lezi bud na nékteré soufadnicové ose, nebo spliluje nékterou
z podminek (z > 3)A (y < 3), (x <3)A(y >3), (x> 3)A(y > 3); ve viech té&chto
ptipadech je f(z,y) > 0> min f(K) = f(1,1) = —1.

Piiklad 17.6°. Hledejme extrémy funkce

(31) flayy) =a® —ay +y* + v X:=R2.

x? + xy + y?

Protoze 2% + zy + % = 0 jen pro (x,y) = (0,0), je funkce f t¥idy Coov mnoziné
Q := R? — {(0,0)}; protoze f je v X nezadporna a neomezend shora, budeme se
zabyvat jen jejim minimem.

Stacionarni body funkce f najdeme fesenim rovnic

O op_y___ 22ty _,

or 4 (22 + 2y +¢y2)2
(32)

ﬁ—_I_FQ _LZZJ*()

oy Y@y

Vynasobime-li prvni z rovnic vyrazem (z + 2y), druhou vyrazem —(2z + y)
a sec¢teme-li vysledky, ziskdme rovnici 4(z? — %) = 0 jako nutnou (ale samo-
zfejmé nikoli postacujici) podminku, aby bod (z,y) byl stacionarni. Musi tedy byt
y = =x; protoze vSak zadné body tvaru (z,—z) v X nelezi, musi byt dokonce
y = 2. Dosadime-li to do (32) a vynasobime-li vysledek vyrazem 3z3, ziskdme rov-
nici 3z* = 1, kterd ma v R, jediny kofen, a to a := 371/% = 0.7598; jak snadno
zjistime, je f(a,a) = 2v/3 = 1.1547.
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Sestrojme kompaktni mnozinu K tak, ze (a,a) ¢ int K C X a ze
(33) (z,9) e OKU(X = K) = [(z,y) = 2;

tim bude podle V.17.2 dokazano, Ze existuje min f(X) a rovna se f(a,a).

Protoze nerovnost |zy| < % (2% + y?) plati pro viechna (z,y) € R? a protoze
zlomek v (31) je kladny pro vSechna (z,y) # (0,0), je

(341) flay)>a® —ay+y* > (22 +97) > 2, jeli 2°+y° > 4.

Protoze 22 —zy +y?> > 0a 0 < 22 + 2y + y* < 2(22 + y?) v8ude v R?, je

>2, jeli 0<a?+y?<

(34,) flx,y) >

=

2?+xy+y*  2(2® +y?)

Je-liz e Ry, ye Ry, je
. _ .2 i h e 22 i

protoze g(0+) = g(+00—) = 400 a protoze ¢'(z) = 2(x —273) # 0 v R, — {1},
nabyva funkce ¢g|R; podle V.8.2 v bodé 1 svého minima, takZe pro vSechna x € R
je g(z) > g(1) = 2. Podobné pro funkci h.

Polozime-li tedy
K= (o) < B 020,520, 3 <0 447 < 1)

(tj. je-li K prinik uzavieného mezikruzi U((0,0),2) — U((0,0), 3) s uzavienym prv-
nim kvadrantem), je podminka (33) splnéna. )

Priklad 17.7. Hledejme extrémy funkce
(36) flz,y,2) = (2> + 93+ 2%) e~ @) X = RS,
Oznacme
(37) ri= \/m, s=a 434+ 23
a uvazme, %e pro kazdé (z,y,z) e R je |z| <, |y| <r, |z| <r, takze
| f(z,y,2)| < g(r) := 3r® exp (—r?).

ProtoZe funkce ¢ je omezena v R, je funkce f omezena v R3, a budeme tedy Fesit
problém obou extrému této funkce.

4) Vsimnéme si, Ze nyni neni K C X (na rozdil od p¥ikladu 17.5), i kdy# slabsi podminka
int K C X z véty 17.2 samoziejmé splnéna je.
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Nésobime-li parcidlni derivace funkce (36) podle z,y,z nenulovym faktorem
exp r?, ziskdme funkce

(38) fI(xvyvz) = $(35L‘ - 28)7 fy(xvyvz) = y(3y - 25)7 fz(xayaz) = Z(3Z - 25),

jejichz spole¢né kofeny jsou identické se stacionarnimi body funkce f. Pfi hledéni
téchto kofenti vyuzijeme symetrii f(z,y, z) v proménnych z,y, z.

1) Je zfejmé, Ze bod (0,0, 0) je kofen funkci (38) a ze £(0,0,0) = 0.

2) Protoze f,(z,0,0) = f.(z,0,0) = 0 a protoze rovnice f,(z,0,0) = 3z—22% = 0
mé kofeny 0 a tu, kde u := /3/2, maji rovnice (38) kromé bodu (0,0,0) FeSeni
(+u,0,0). Ze symetrie plyne, Ze stacionadrnimi body funkce f jsou i body

(39) (u,0,0), (0,%u,0), (0,0, +u),
v nichz f nabyva hodnot
3\ 3/2
(39') LU = 1(2—) = 4£0.41.
e

3) Protoze f.(x,y,0) = 0 pro v8echna z,y, FeSme za predpokladu, ze x # 0 # y,
rovnice fr(z,y,0) =0, fy(z,y,0) = 0, tj. rovnice z(3xz — 2s) = 0, y(3y —2s) = 0.
Z nich plyne, Ze y = x; dosadime-li to do prvni z rovnic (spolu se z = 0), ziskdme
rovnici z (4z% —3) = 0 s nenulovym FeSenim +v, kde v := /3. Z toho a ze symetrie
rovnic (38) plyne, Ze dal$imi staciondrnimi body jsou

(40) (d0, %0,0), (20,0, %0), (0, v, %0);
funkce f v nich nabyva hodnot

1 /3\3/2
! Vi=4+-(2 =
(40") + ._14(6) +0.29.

4) Zbyva najit koteny funkci (38) za pfedpokladu, ze xyz # 0. Pak je zfejmé
r =y = z, a dosadime-li to do rovnice f,(x,y, 2) = 0, ziskdme rovnici 3z (22> —2) = 0

s nenulovym feSenim 4w, kde w := 1/v/2. Seznam stacionarnich bodti uzaviraji
proto body
(41) (fw, tw, +w),
v nichz f nabyva hodnot
3
41’ +Wi=4+—55 =+0.24.

Maximem a minimem hodnot funkce f v nalezenych patnécti stacionarnich bo-
dech jsou ¢isla

3\ 3/2
(42)  +U = f(u,0,0) = £(0,+u,0) = £(0,0,+u) = 1(2—) = £0.409916;

e

abychom dokézali, zZe tato ¢isla jsou maximem a minimem mnoziny f(X) (a Ze pro
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v8echna (z,y,2) riznd od bodt (39) je | f(z,y,2)| < U), staéi najit kompaktni
mnozinu K C R3, ktera obsahuje vSech 15 stacionarnich bodf uvnit¥, pficemz

(43) (z,y,2) e OK U (R® — K) = | f(x,y,2)| <U.

Funkce g(r) je kladna v R, a méa derivaci g’ (r) = 372 (3—27?%) exp (—r?) zapornou
v8ude v intervalu (4/3/2,+00), takZe tam klesd. Z nerovnosti | f(x,y, 2)| < g(r),
e® > 20 plyne, Ze

3% 100 1
N= e _00125< U
983) =75 <5 = 39 <3

za K tedy stadi zvolit uzavienou kouli U((0,0,0), 3).
Priklad 17.8. Funkce f tfidy Co definovana rovnosti
4y 27

(44) f(z,y) ::3x+ﬁ+ﬁ v X:=R2
je nezaporna a shora neomezend. Jedinym spolenym FeSenim rovnic
of 8y of 4 81
45 —=3-—==0, —=——-——=0
(4) ox a3 oy x? oyt

v X je bod (z,y) = (2,3), pficemz f(2,3) = 10. Tvrdime, Ze f md v bodé (2,3)
minimum.

Abychom to dokazali, sta¢i najit kompaktni mnozinu K C X obsahujici bod
(2,3) uvnitf a splitujici podminku

(46) (,y) e X —int K = f(x,y) > 10.

Uvazme predevsim, Ze vSechny t¥i s¢itance na pravé strané (44) jsou v X kladné,
takze f(z,y) je vétsi nez kterykoli z nich. Uvazme konkrétnéji, ze

1) f(z,y) > 3z > 10, je-li x > 4;5)

2)0 <z <4 = f(z,y) >4y/z? > Ly > 10 pro viechna y > 40;

3) f(z,y) > 27/y® > 10, je-li y* < 2.7, tedy jisté pro viechna y € (0,1);

4)y>1= f(x,y) > 4y/x®> > 4/2% > 10, je-li 2% < %, tedy jisté pro x € (0, %)

(protoze (%)2 <2).

Z 1)—4) je patrné, Ze staéi polozit

(47) K = (2,4) x (1,40).

5) Misto ,4“ bychom samoziejmé mohli napsat ,,10/3%, ale pro jednoduchost dalsich vypoéta
i zapisu se vyhybame zbytecnym zlomktm. Je zfejmé, ze pii hledani mnoziny K mame znacnou
volnost, a to nejen v tomto konkrétnim ptipadé. Je-li (v obecném piipad8) a € X jediny bod,
pro néjz je A := min f(X) = f(a), spliiuje kaZdd kompaktni mnozina K C X, obsahujici bod a
uvnitf, podminku z € X —int K = f(z) > A. Hlavnim kritériem pro vybér mnoziny K je proto
jednoduchost ovéreni této podminky za situace, kdy existenci minima teprve dokazujeme.
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Mnohdy potiebujeme najit extrémy funkce na mnoziné, ktera ma dimenzi mensi,
nez je dimenze eukleidovského prostoru, v némz pracujeme — napt. na elipse v roviné
nebo na zavitnici v prostoru; omezime se pfitom na extrémy na hladinich (obecné
vektorovych) funkei, specidlné tedy na varietich. Pro tyto extrémy se historicky
ujal ndzev vazané extrémy ®) a pfi jejich hledani je mnohdy uZiteéna tato véta:

Véta 17.3. Necht jsou splnény tyto predpoklady: p < q jsou pFirozena disla,
Q C RY je oteviena mnozina, funkce

(48) F=(F,....,F,): Q=R a f: Q>R
jsou tiidy Cy v ), mnozZina
(49) Vi={zecQ; F(z) =0}

je neprazdnd, hodnost matice F'(x) je rovna p v kazdém bodé x ¢ V.

Pak pro kazdy bod x € V, v némz je f(x) rovno bud max f(V'), nebo min f(V),
existuji ¢isla Aq,...,\p tak, Ze

) " OF;
(50) %JFZ)\J‘ 1) 0 pro i=1,...00.
1 :1

8171'

Poznamka 17.3. Jak jsme jiz fekli, nehleddme nyni extrémy funkce f na celé
mnoziné , ale jen na jeji (,,ménédimenzionalni“) ¢asti V', charakterizované vekto-
rovou rovnici F'(z) = 0 neboli skaldrnimi rovnicemi

(51) Fi(z1,...,24) =0, ..., Fp(x1,...,24) =0,

kterym se fiké vazby — odtud termin ,vazany extrém®. Podle definice je mnoZina
V' z pravé vyslovené véty ziejmé (¢ — p)-rozmérnou varietou v RY.

Existence maxima a minima dané funkce na dané varieté neni obecné zarucena,
nejedné-li se o kompaktni varietu (a spojitou funkci). Ve vété 17.3 se na ,slozitost*
variety V' neklade zadna podminka, zatimco vazby, se kterymi jsme se setkali v roz-
feSenych prikladech této kapitoly, byly velmi jednoduché. Tak napi. horni strana
¢tverce X v P1.17.1 byla charakterizovana podminkou y = 1, a stacilo tedy do
f(z,y) dosadit, abychom ziskali funkci jiz jen jedné proménné. V Pf.17.2 jsme
kruznici parametrizovali — opét proto, abychom ziskali funkci jedné proménné.

Pfi hledani extrémt na jednoduchych hladinéach lze podobné postupovat i v pfipa-
dech vicedimenzionélnich: Mame-li hledat extrémy funkce f(z,y,2) na jednotkové

6) S jednoduchymi vazanymi extrémy jsme se ve skutecnosti jiz nékolikrat setkali, a to v pii-
padech, kdy jsme pfi hledani extrémt danou funkci vySetfovali i na hranici dané mnoziny. Napf.
v PF.17.2 jsme vysSetfovali funkci f dvou proménnych na jednotkové kruznici, tedy na jednoroz-
mérné varieté. Podobné problémy se Casto fesi napf. v dynamice hmotného bodu, je-li jeho pohyb
vazan napf. na néjakou k¥ivku nebo plochu.
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sféfe v R3, miizeme z rovnice x2 + y2 + 22 = 1 vypo¢itat napi. z a hledat extrémy
funkci

gx(x,y) = f(z,y,£v/1—2? —y?) vkrubu {(z,y) e R*; 2* +y* < 1};
lze téz prejit ke sférickym souradnicim, tedy k funkci
h(, ) := f(cos¢ cos¥,sing cosd,sindd) v intervalu (0,2m) x (—3m, im).

Jindy se hodi napf. cylindrické nebo jiné kfivocaré soutadnice; vzdy jde o to,
abychom transformaci souradnic ziskali z f co nejjednodussi funkci.

Préavé uvedené poznamky mély naznacit, ze pfi hledani extrému funkci na varie-
tach nejsme odkazani jen na V.17.3 a Ze je vhodné pokusit se pfedem odhadnout,
ktera metoda povede v daném piipadé k cili snadnéji; protoze zalezi na specifickych
vlastnostech prislusné funkce a variety, obecna konkrétnéjsi rada neexistuje. [

Véta 17.3 podava jistou nutnou podminku, kterou musi spliovat kazdy bod
x € V, v némz mé f|V maximum nebo minimum; najdeme-li tedy vSechna spo-
le¢nd feSeni © = (x1,...,%4) rovnic (50)—(51), budou mezi nalezenymi Fesenimi
véechny body, v nichz ma f|V extrém.”) Cisla );, ktera se v této souvislosti na-
zyvaji Lagrangeovy neurcité koeficienty, maji jen pomocny charakter. Neni nutné
je poditat (i kdyz se tomu nékdy nevyhneme); spiSe se snazime co nejrychleji je eli-
minovat. ProtoZe soustava (p + ¢) rovnic (50) — (51) je obecné nelinedrni a rovnice
nemusi byt dokonce ani algebraické, mize byt jeji FeSeni znacné netrivialni, ne-li
nepiekonatelny problém. [

Uvedme dva priklady vazanych extrém:

Piiklad 17.9. Hledejme extrémy funkce f(z,y) := 2 + y? na nulové hlading V
funkce

(52) F(2,y) := 52 — 6xy + 5y* — 4.

Geometricky smysl tlohy: Vhodnym oto¢enim soufadnicovych os bychom se
mohli zbavit ,smiSeného ¢lenu“ 6zy, coz by ihned prozradilo, ze V = F_1(0) je
elipsa o stfedu v poc¢atku. Vzhledem k tomu, ze f(x,y) je étverec vzdélenosti bodu
(z,y) od poéatku, mame zjistit (bez otaceni os), které jeji body jsou nejméné a nej-
vice vzdalené od poc¢atku; tim zaroven uréime délku a polohu jejich poloos. ®)

Ovéfeni predpokladt véty 17.3 neéini potize: Protoze napi. F(2/v/5,0) = 0, je
V # (; funkce f a F jsou tiidy Coo v R? a V je varieta, protoze obé derivace

(53) M:mx_@/, M:—Gx—f—lOy
ox Jy

se anuluji jen v pocatku, ktery ve V zfejmé nelezi.

7) Jesté jednou viak zdiraznéme, Ze véta 17.3 existenci extrému nezarucuje.
8) N4 dalsi postup bude samoziejmé na téchto geometrickych predstavich nezavisly.
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Jakozto vzor uzaviené mnoziny {0} pfi spojitém zobrazeni F' je mnozina V uza-
viena. Z rovnosti F'(z,y) = 0 plyne, ze 5 (2% +y?) = 4+ 6y < 4+ 3 (2 +1?), takze
nerovnost 2 (z? + y?) < 4 plati pro viechny body (z,y) € V'; to dokazuje, Ze varieta
V je omezend. V je tedy kompaktni a existence minima i maxima mnoziny f(V') je
zarucena.

Podle V.17.3 mame najit vSechny body (z,y) € V, k nimZ existuje A € R tak, ze

(54) of (x,y) n A??F(I,y)

of (x,y) | OF(z,y)
ox ox +A

dy dy

:0,

tyto rovnice lze po dosazeni df/0x = 2z, 0 f /0y = 2y upravit na tvar
(55) (BA+1)ax=3\y, BA+1)y=3\x.

ProtoZze nemtize byt A = 0 = 5\ + 1, je z téchto rovnic patrné, ze 1) zy = 0 =
x=y=0;2) (A=0)V(BA+1=0) = z =y = 0; protoze bod (0,0) ve V nelezi,
plyne z toho, Ze vSechna ¢tyfi ¢isla A, A + 1, x, y jsou nenulova.

Délenim prvni rovnice v (55) druhou z nich ziskdme rovnost z/y = y/x neboli
y? = 22 neboli y = +x. Dosadime-li y = z (resp. y = —x) do rovnice F(z,y) = 0,
dostaneme rovnici 422 = 4 (resp. 162% = 4), ktera mé feseni z = +1 (resp. z = +1).
Vsechny body, v nichz funkce f|V nabyva minima nebo maxima, lezi tedy v mno-
zing {(1,1), (=1,-1), (3,—3), (=3, 3)}; Lagrangeiiv koeficient A nebylo t¥eba
pocitat.?) Protoze f(1,1) = f(—-1,—1) =2 a f(3,-3) = f(—3,4) = 1, nabyvd
f1V v prvnich dvou bodech svého maxima, v druhgch dvou svého minima.

Geometricky to znamend, Ze elipsa F'(z,y) = 0 (o stfedu v poc¢atku) mé poloosy
délek /2 a 1/+/2, pti¢emz jeji hlavni osa (prochézejici body (1,1) a (—1, —1)) svira

s osou x tthel 1.

Priklad 17.10. Najdéme extrémy funkce f(z,y,z) := zyz na nulové hlading W
vektorové funkce F' = (Fy, F»), kde

(56) Fi(z,y,2) =a? +y* + 22 — 4, Fy(v,y,2) == (z — 1) +y* - 1.

Nulové hladina W funkce F je prinik sféry o stfedu (0, 0,0) a poloméru 2 s valco-
vou plochou, jejiz osa je rovnobéznd s osou z a jejiz prunik s rovinou xy je kruznice
o stfedu (1,0) a poloméru 1. Jak jiz vime z P¥.16.8, je tato hladina znédma pod
nazvem Viviantho kfivka; je kompaktni, protoze je priinikem kompaktni mnoziny
(F1)-1(0) (sféry) s uzavienou mnozinou (F3)_1(0) (valcem).

Zkontrolujme, zdali plati pfedpoklady véty 17.3: Obé funkce f a F' jsou tiidy
Coo, v celém R3, pficemz

(571) O gn, Mgy, My
X

9) Pro &tenéfe, ktefi jsou obéas — tieba ze zvédavosti — ochotni vyslechnout nebo udélat i néco
zbyte¢ného: V prvnim piipadé je A = —1/2, ve druhém A = —1/8.
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0F, OF, oF;
_— 2 —_ 2 _— 2 _— = M
(572) O T ) ay Y, B 0;

v disledku toho je

(58) 78((92:3) = 4y, 78((92:? =4z(1-1x),

O(F1, Fy)

Y~ 4yz.
(y, =) Y

Snadno zjistime, Ze jedingm bodem (z,y,z) € W, v némz jsou v8echny tyto
jakobidny rovny nule, je bod D := (2,0,0). Tento bod je tedy jedinym singuldrnim
bodem hladiny W; hladina W je kompaktni, nekompaktni mnozina V := W — {D}
je (jednorozmérna) varieta.19)

Extrémy funkce f ve V najdeme uzitim V.17.3; navic je vSak tfeba zjistit, zdali
f nemd extrém v singuldrnim bodé hladiny W, tj. vzit v Gvahu, ze f(2,0,0) = 0.
Protoze

of _,. o _,. o _

(59) 6$ - yZ, ay xz, (92 - xyv

budou mit rovnice (50) a (51) tvar
(60") yz 4+ 2xA +2(x — DA =0, zz+2y\ +2yA2 =0, a2y + 227 =0,
(60") 2y =4, (x -1+ 2 =1.

Eliminaci parametrii A1, A2 z rovnic (60') ziskdme rovnici 2?(x — 22 + y?) = zy?,

kterd méa spolu s rovnicemi (60”) téchto sedm FeSeni (x,y, 2):

(61) (2,0,0), (0,0,£2), (£,+a,£b), (£, +a,Fb), kde a:=2v6, b:=2,/2.

Hodnoty funkce f v bodech (61) jsou po fadé

(62) 0,0, A, —A, kde A:= %@4 1.48723.

7 toho je patrné, ze
min f(W g

(63) W) :
max f (W) 2

|
~
—~

7_a7b):f(gaa/7_b) = _A7
,Cl,,b) :f(gv_av_b):Aa

I
~
—

ve vSech ostatnich bodech (x,y,2) e W je —A < f(x,y,2) < A.

10) Vivianiho kiivka je homeomorfni s lemniskatou a lze ji napsat jako sjednoceni dvou oblouki
L+ s popisem (z,y) = % (4 — 22 +24/4— 22), z € (—2,2). Oblouky L, jejichz krajnimi body
jsou oba pdly (0,0,+2) sféry (F1)—1(0), se protinaji v bodé D = (2,0,0); uvedené popisy jsme
ziskali FeSenim vektorové rovnice F(z,y, z) = (0,0) vzhledem k (z,y).
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Cviceni

A. Najdéte extrémy funkce f v intervalu X.

17.01°.
17.02°.
17.03°.
17.04°.
17.05°.
17.06°.
17.07°.
17.08°.
17.09°.

17.10°.
17.11°.

17.12°.

1=y /a2 4 y2?

17.13°

17.14°.
17.15°.
17.16°.
17.17°.
17.18°.
17.19°.
17.20°.
17.21°,
17.22°.

flz,y) =

x—y — a2y’

3 —xy 4+ 2y —y?

ot — 223 — 2222 4 ¢

zy (1 —2y?)

zy? — 2y — 32>+ —vy
z? — 3xy — 2y3

23 — 32 + 6zy — 3z + 4y

62° + 2xy + 322y + o2

:c(\/a:2—|—y2 _ \/:1:2 _yz)
r —y+sinxcosy

sinz siny sin (z + y)
sinx siny sin (z — y)

sinx cosy + cos x sin? Y
sinz + cosy + cos(xz — y)
cos® x cosy + sin z sin® y

sin® x + coszsiny — cos? y

sin?(z — y) cos®(z + y)
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17.23°,
17.24°.
17.25°.
17.26°.
17.27°.
17.28°.
17.29°,
17.30°.
17.31°.
17.32°.

arctg zy — lg (1 + 2%y?)
lg(1 + 22y) —1g(1 + zy?)
22 —y? +lg(1+ 2% 4+ 9?)
(1 - a2y

(@” —y)eV’

2yl e Y

e” sinhy — e¥ cosh x

e“siny — eYsinz

3y
Ty
arccotg (zy — 2 — y%)

arcsin

B. Najdéte extrémy funkce f v trojihelniku X s danymi vrcholy.

17.33.
17.34.
17.35.
17.36.
17.37.
17.38.
17.39.
17.40.

17.41.

flzy) =

3zy —y? — 3z + 2y

22 + 3zy — y? — 4z

3 —y3 — 22+ 3y

2?2 — 3xy +y? — 4o — 2y
22 4+ 2zy — 2y? — 3z + by
z3 — 2% — 3z + 6y

zy(r —y—2)
2zy +1
3z —2y—1
r+y+1
2 4+9y2+1

vrcholy

C. Najdéte extrémy funkce f ve ¢tyftahelniku X s danymi vrcholy.

17.42.
17.43.

fla,y) =
2?4 22y + 3y — 22 +y

z3 —y3 — 3z + 6y
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(-3,0),(-1,-2),(1,0),(-1,2)



17.44,
17.45.
17.46.
17.47.
17.48.

17.49.

17.50.

D. Najdéte extrémy funkce f na mnoziné X dané nerovnosti nebo nerovnostmi.

17.51.
17.52.
17.53.
17.54.
17.55.
17.56.
17.57.
17.58.
17.59.
17.60.

17.61.

17.62.

zy(z—y—1)

(% —y*) 2z + 2y — 1)
ay(e+y—2)?
=2y +y:—x+y
3 4 zy —y? — 22 + 3y
x2+y2—1

2 4+y2+1

(2% —y?)er

fla,y) =
(2” —y?)er

z? — \/gscy + 22
Y
x24+y?2 -9
2+ 2\/§xy — 92
(@ +y* +1)(@* —y* — 1)
(2% +y? — 4)(2® — 2y% - 2)
(322 +3y* = 1)(z —y*> + 1)
2% —xy + 2% —x
(2 + 4y® — 4)(2? — 22y + 4y?)

lg (2% + y?) + arctg J
x

T
arccos ———
x2 4 2
¢ 2zy
arccotg ————
82142

1,0),(0,-1), (1,0

0,-1),(1,0
1),

07_]- 7(130 7(Oa

1,0

)

(=1,0),(
(=1,0),(
(—2,0),( 1
(=2,0), (
(=2,0), (

2,0

);(1,0)
);(1,0)

270)5( (—1,
: ) (1,0)
2,0 ( (

3 070)7 ]‘72)7 072)

(-1,1),(2,0),(0,0),(0,2)

(0,0),(2,-2),(4,0),(2,2)

(x,y) spliiuje nerovnost(i)

2> +y* <1
22 +y? <1
z?+y? <4
22 +y? <1
22 +y? <1
2?+y? <4
2 +y? <1
> +y* <1
22+ 4y <4
2492 <1,x#0

0<2®4+94%<3

0<a2®4+9°<3

E. Najdéte extrémy funkce f na (neomezené) mnoziné X C R2.

flz,y) =

17.63°. (22 + y2) e (¥ 1¥")
17.64°. (22 — y2)67(12+92)
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X =
RQ
RQ



17.65°.
17.66°.
17.67°.
17.68°.
17.69°.
17.70°.
17.71°.
17.72°.
17.73°.
17.74°.
17.75°.
17.76°.
17.77°.
17.78°.

17.79°.
17.80°.
17.81°.
17.820. 1
17.83°.
17.84°.
17.85°.

17.86°.

17.87°.
17.88°.

17.89°.

17.90°.

(x —y)e
(a* +yt) e T
(2% + y*) e~ (@)
(22 — y?) e @)

(2% —zy +y*)e” H2)

— dzy + 5y)e” (V)

xt — 24xy + 993
2 —ay+yP—2c+y
ot — 22?4 4y

2?4+ aoy+y?—4lge —101gy

1

3
— + a2y 3z +y)
zy

2 2
T )
zy? — 2 sinxy
x?y? — 2 arctg xy?

(@ =12 - 1)
zt4+yt+1
(2% = 1)y —4)
(22 492 +4)2

1
—+ = —Tzy+2(z +y)?
r Yy
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RQ

RQ

R2

R2
(0,400)
(0, +-00)?
(0, +00)*

{(z,y) e R*; 2 <0}
(0, +-00)?

R2

(0, +00)*

RQ

R2

R%

2

R



F. Najdéte extrémy funkce f na mnozingé X C R3. Ve druhém sloupci je mno-
zina X bud pfimo napsdna, nebo jsou uvedeny nerovnosti, které ji charakterizuji.
V prikladech 17.99—-17.102 je X CtyTstén a jsou uvedeny jeho vrcholy. Pro zkraceni

zépisu klademe R := /22 + y2 + 22.

f(I,y): X =

17.91. 22 + 2zy +y* — 222 — 3y + 2 (0,2)3

17.92. 22 + 4% — 22 — 20 — 3y + 42 (0,2) x (0,3)2

17.93. 2% + 2 — 2% —y +42° — 42 (—1,1)3

17.94. 6zyz —x — 2y — 3z (—=1,1) x (—2,2) x (—3,3)

17.95. 2 (2z+1) —y (22 +1) —x(2y + 1) (—1,1) x (—=2,2) x (—1,1)

17.96. 22° — 2(y* 4+ 2°) —wx —y — 2 (—1,0)3

17.97. sinz +siny + sinz — sin(z + y + 2) (0,7)3

17.98. ¢~ (HV+2) (1 — 1)(2y — 1)(32 — 1) (0,1) x (0,2) x (0,3)

17.99. zyz — 3z — 6y — 3z (0,0,0),(9,0,0),
(0,9,0),(0,0,9)

17.100. 2% + 2% — 32% + 22 + 4y — 62 (-3,0,0),(0,-3,0),
(0,0,-3),(1,1,1)

17101, zy + 22+ yz —x —y — 2 (—2,2,0),(2,2,0),
(0,—2,0),(0,0,4)

17.102. zy + 222+ 3yz —x —y — 2 (-2,2,1),(-2,-2,-1),
(2,0,-1),(0,0,2)

17.103. 2% +2y2 — 32> —daz —x — 2 x2+y2§4,|2|§2

17.104. 42% + 2y — 22 + 4az + 32 2y <1,]z]<1

17.105. 2% — 3y + y* + 2° R*<1

17.106. 42% — 22 + 222 — 3y= R*<1

17.107. zy — 22 (22 + 4?) R*<1,y>0

17.108. 2% — 22 22 4y? <4, 2] <2—y

17.109. a:y223(1 —x — 2y — 32) >0,y>0,2>0

17.110. R?e R
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17.111. a:yze*R2 R3

17.112. R? e~ (+v+2) (0, +00)?
17.113. (z + 2y + 4z) e =Ty F2) (0, 4+00)?
17.114.3+4—$+16¥y+z R3

T Y z
17.115. 2xyz + Ri

TYz

17.116. 1 + 2 + 4 + 8zyz R3

r Yy =z
17.117. lg(R* ~ R+ 1) - R*+R R3
17.118. IlgR* — R* +3R -1 R? — {(0,0,0)}
17.119. arctg R —lg(R? +1) R3
17.120. 22y*2% — arctg (zy>2) (0, +00)?

G. Najdéte vazané extrémy funkce f na mnoziné X v R? nebo v R3 uréené
vazbami uvedenymi ve druhém sloupci; v prikladech 17.121—-17.129 navic dokazte,
ze mnozina X je kompaktni, abyste méli existenci minima i maxima f na X zaru-
¢enu. Mnozina X z Cv.17.130 kompaktni neni a metoda Lagrangeovych koeficientii
nedavé odpovéd na otézku, zdali dané funkce na dané hladiné extrémy vibec mé;
feste proto tento priklad jinak — viz Po.17.3.

fla,y) = vazba(y)
17.121. /22 + 42 72° — 6v3 2y + 13y> = 16
17.122. 22 —zy + > —y 2?4y’ =1
17.123. 2z — 2y 132% — 10zy + 13y% = 72
17.124. 2% — 2y + 42 z* +yt =16
17.125. 2% — 2y + 92 202 —ay +y? =2

17.126. 2> — 2y + y? — xz + 22 ?+yP+22=1

17.127. zyz w2+ 2% 4322 =1

17.128. 2% — 4% — 23 2?27 422 =1

17.129. 2 +y — 22 24y =1, 22 +22=1

17.130. 22 + 2 + 22 T+2y+3244=0, dv+3y+2:41=0
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Reseni

Ma-li dané funkce f na dané mnoziné X minimum (maximum), jsou uvedeny
vSechny body, v nichZ tohoto extrému nabyva; nemé-li je, je ve druhém (tfetim)
sloupci napséno pifislusné infimum (supremum). P¥ipometime, 7e f(+a, £b) = ¢ zna-
mena, ze f(a,b) = f(—a,—b) = ¢, zatimco rovnost f(+a,Fb) = ¢ je ekvivalentni
s rovnostmi f(a,—b) = f(—a,b) = c¢. V piikladu 17.127 bylo nutné (z technic-
kych divodit) uéinit vyjimku; z osmi bodd tvaru (+a, £b, +¢) se tam vybiraji ¢tyfi
s lichym poctem a Ctyfi se sudym poctem znamének minus.

Cvi¢eni Minimum Maximum
17.01.  f(1,2) = -9 f(1,-1) =
17.02.  f(0,2) =0 f(—2,3) =132 =148
17.03.  f(1,£1)=—2 f(-1,0)=3
17.04. - 2v/3 = —0.385 v primiku X 2,/3 =0.385 v primiku X
s hyperbolou zy = —1/v/3 s hyperbolou zy = 1/v/3
17.05.  f(2,%)=-105/8 f(5,0) =15
17.06. f(2,2) = f(2,-2) =32
17.07.  f(0,-1)= —4 f(=1,-1)=
17.08.  f(3(1+v3),-2)=2-4V3 f(1,0) =6
= —0.087
17.09.  f(1,1)= -2 f(=2,1) = f(1,-2) =25
17.10. -1, jeli 2 =0, |y| <2 f(+2,0)=2
17.11.  f(£1,¥1)= -1 f(#1,+£1) =2
17.12. =1 v bodech (0,0), (0,=£1), =1(1++3) vbodech (a,=a),
(£1,0), (1,41), (—1,%1) (—a,£a),kde a == /(3 (V3 - 1)
17.13.  f(£1,+2)=1-2V5 = —3.47 F(+1,F2) =1+ 2V5 = 547
17.14.  f(2,0)=0, je-li 1<2 <2 F1,£1) =2
17.15.  f(0,i7m) = —in f(3m0) =147
17.16.  f(2m, 27)=-3V3 fm in)=3V3
17.17.  f(3n,—3m)=-3V3 f(=3m ir)=3V3
17.18.  f(m, i7m) = f(3m,7m) = -1 f(3m,0)=f(0,5m) =1
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17.19.
17.20.

17.21.

17.22.

17.23.

17.24.
17.25.
17.26.

17.27.

17.28.
17.29.
17.30.

17.31.
17.32.
17.33.
17.34.
17.35.
17.36.
17.37.
17.38.
17.39.
17.40.

f(ou _%ﬂ—) = f(07 _%ﬂ—) =
f(Em, gm) = f(£m, g
0=£(0,7) = f(m,0) = f(z,y),
kde (z,y) e X a (y=2)V
(y=3m—2)V(y= 57— 2
f(5,—2) = —arctg 10 — 1g 101
= —6.086

f(3,2) = —1g2=-0.693
f(0,£1)=1g2 -1 =-0.307

f(=1,£1) = f(1,£1)=0

~—

o

f(=a,1) = —2ae* = —1.25,
kde a := V2 — 1

0 v (0,2) x {0} U{0} x (0,3)
F(£1,F1) = — cosh2 = —3.762

fGgmm) = f(m,—m) = ="
= -23.14

fELF) = —37

£(0,0) = g7
£(3,0)=—9
£(0,3)=-9

£(0,2) = -2

f(1.7,1.3) = —11.45
f(3,0)=—3

f1,-1)= -6
f(3,5)=—38=-0.527
f(-1,-1)=-3%
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f(%ﬂv éﬂ) = %\/g

f(—7r, _7T) = f(—%ﬂ, —%ﬂ') =
£(0,0) =1

f(Egm gm) = F(E5m, —5m) =

arctg% — lgg =0.24, je-li
(r,y) e X a a:y:%

f(2,3) =1g2=0.693
f(£1,0) =1g2+ 1 =1.693

2ae® =1.25, kde a:=v2 —1,
je-li (z,y) e X a zy=—a



17.41.

17.42,
17.43.
17.44.
17.45.
17.46.
17.47.
17.48.
17.49.
17.50.

17.51.
17.52.
17.53.
17.54.
17.55.
17.56.
17.57.

17.58.
17.59.
17.60.
17.61.
17.62.
17.63.
17.64.
17.65.

f(0,0) = £(1,0) = £(0,1) = 1

f(%’ _%) = _181
f(=3,0)=-18
F-2-H=rt =%
f(—l,O) =-3

f(=33) =%
f(=2,0)=—6
f(=2,0)=—-4

£(0,0) = -1

0 na 1. a 4. strané ¢tverce X

f(E3,¥5V3) = =2

F(0,+1) = —4

f(+V3,0) = —1
fE(WV2-1),00=-2(V2 +1)
= —1.073

fl515) =15
f(£1,F3)=—6

inf f(X)=—o0

f(z,2) = im, jeli (z,2) e X

f(z,2) =1im, jeli (z,2) e X
f(0,0)=0

f(0,£1) = —1/e
f(=3.3)=-1/Ve
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f(a,a) =1/2a = 1.366, kde
a:=1(vV3 1) = 0.366

f(-3v3, ) =24 33 =3.299
0 v bodé (0,0) av 0X

sup /(X) = I

fla,—z) =27, jeli (z,—2) e X
f(@,—z) =37, jeli (z,—x) e X

flz,y) =1/e, je-li :c2+y2 =1



17.66.

17.67.
17.68.
17.69.
17.70.
17.71.
17.72.
17.73.
17.74.
17.75.
17.76.
17.77.
17.78.
17.79.
17.80.
17.81.
17.82.
17.83.
17.84.
17.85.

17.86.

17.87.
17.88.
17.89.

0
=7-101g2 = 0.0685
6

F(373/5,32/5) = 5 /3 = 6.23
(37%/5 = 0.52, 3%/5 =1.55)
f(2—1/67271/6) - 3/\3/5 =2.38
(271/6 = 0.89)

inf f(X) = -2

inf f(X)=—=

f(#a,0) = (0,+a) = 3 (1 - V2
= —0.207, kde a:= (1 + v2)/2
=155
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F(0,4V2) = f(V2,0) =

4e™? =0.54
F(0,£V2) = 4e™? = 0.54

F(£1//2,0) = 1/v/2e = 0.43

f(2,0) =4e7* = 0.54

f(0,1) =5e~t =1.839

F(1,0) = f(0,2) = 47> = 0.54

f(0,y) =0 pro viechna y € R

f(2,3) =108

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400



17.90.
17.91.
17.92.

17.93.

17.94.
17.95.
17.96.

17.97.
17.98.
17.99.

17.100.
17.101.
17.102.
17.103.
17.104.
17.105.
17.106.
17.107.
17.108.
17.109.
17.110.
17.111.

17.112.

17.113.
17.114.

f(:l:\/é,O) = _%
f(oa %70) = _%
f(la %70) = _%

f(-1,1,4V3) = -5 - 5V3
= —6.54

£(—1,2,3) = —48
£(1,2,1) = -8
f(=1,-1,-1)= -3

0 ve vSech vrcholech krychle X

£(0,0,0) = —1
£(0,9,0) = —54
£(0,0,—3) = —9

£(0,£3/v/10,+1/V10) = -2
f _%\/65% 65%):_%
2

=—A, kde a:=1/V2
f(0,0,0)=0
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£(2,2,0) = 10
£(0,0,2) = £(0,3,2) = £(2,0,2)

£(1,-2,-3) = 48
F(1,-2,1) =12
f(_% 67 4115 %)_%—’—%\/6

fGm gmgm) =4
f(07 0, %) = 33_4/3 =0.79
f(ovoao)zo
fGi-H=%
Feh-h0) =¥
f(=2,-2,-1)=19
f(_2707%)—112_1
f(Ey/3F/3,0)=1+1V38
f(£1,0,0) =4
FAV6,1v6,-1) =13
f(0,-2,—4) =16

=T - _6
f(3:3:3)=7"7=121-10
flz,y,2) =e !, jeli R=1
f(a,xa, ta) = f(—a,*a,Fa)

= A:=(2¢)73/2 = 0.0789

f(2,0,0) = f(0,2,0) = f(0,0,2)
=4e 2 =054

£(0,0,1) =4e* =1.47

sup f(X) = +oc



17.115.

17.116.
17.117.
17.118.

17.119.

17.120.
17.121.
17.122.
17.123.

17.124.
17.125.
17.126.

17.127.

17.128.

17.129.

17.130.

_ 2 /F . -
f(@,y,2) = g\/g = 1.63, je-li
(z,y,2) € X, zyz = 1/v/6 = 0.408

f(3v2,3v2,V2) =8V2

inf f(X)=—00
inf f(X) = —o0
inf f(X) = —o0
inf f(X)=—i7

fE3.¥73V3) =1
f(3,3V3)=1-3V3 =0.299
f(=1/v10,7/V10) = —3V10
= —4.74

f(£V8,+V8) =2V2 =2.828
FEVETT £V/2T) = &
FE3V2, %5, 45) =1-3V2
= 0.293

fla,y,z) = —x V2 = —0.079,

jeli (Jz], [yl 12]) =
(1/vV3,1/v6,1/3) a zyz <0

£(0,3v2,0) = -2

f(_]-/av _3/0‘73/0’) = —a,
kde a := V10 = 3.16

FG-h-H =1
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sup f(X) = +o0

sup f(X) = +o0

f(xayvz) :07 je_li RG {031}
flz,y,2) =1+1g4 = 2.386,
je-li R =2
flx,y,z) = arctg § —1g 3
=0.24, jeli R=1
sup f(X) = +o0
f(£V3,+£1) =2

f(3,-3v3) =1+ 2v3 =2.299
f(1/V/10,-7/V10) = 3V10
=4.74
F(EV8, FVB) =6V2 =8485
£(0,+V2) =2
F(£3V2, 75, 73) =1+ 3V2
= 1.707

flz,y,2) = &V2 =0.079,

jeli (Jz ] [yl 2]) =
(1/V3,1/v6,1/3) a zyz >0

£(0,-3v2,0) = V2

f(l/a,3/a, _3/0’) =a,
kde a := V10 = 3.16

sup f(X) = +oo



