18. Linearni diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s koeficienty a a s pravou stranou b
budeme rozumét rovnici

n
(1%) L(y) =Y ansy® =0,
k=0
kde ag,ai,...,an,b jsou funkce spojité v jistém intervalu (o, 3) C R, pfidemz

ag Z0 v (o, 8). Budeme fikat, Zze L je linearni diferencialni operator n-tého fadu
(pEislusny k rovnici (1*)); misto L(y) se asto struénéji pise Ly a hodnota (L(y))(z)
(vesp. (Ly)(z)) funkce Ly = L(y) v bodé z € («, B) se zapisuje i ve zjednoduseném
(ale ne zcela korektnim) tvaru Ly (x) nebo L(y(z)). Rovnice (1*) obsahuje nezndmou
funkci y spolu s jejimi derivacemi az do fadu n vcetné. Jejim reSenim v intervalu
(7,9) C (o, 8) nazveme kazdou funkci y : (v,d) — R tfidy C,,, pro niz plati rovnost
Ly(x) = b(x) pro vSechna z ¢ (7,d). Obecnym feSenim rovnice (1*) (v (v,9)) bu-
deme nazyvat mnozinu vsech jejich feseni (v (7,6)).1)

Poznamka 18.1. Definici linedrni diferencidlni rovnice a jejiho feSeni jsme for-
mulovali tak obecné, jak to zadaji zejména aplikace této matematické discipliny
v jingch exaktnich védach. Pfedpoklad, ze koeficient ag, jimz je v rovnici (1*) néso-
bena derivace (™, neni v («, ) identicky roven 0, je viak pro jednoduchou teorii
téchto rovnic pili§ slaby. Je-li ag = 0 v jistém intervalu (v,d) C (a, ), derivace
y™ v (1*) ve skutecnosti neni, coz podstatngm zpiisobem méni vlastnosti této rov-
nice. Ale ani v pfipadé, kdy mnozina vSech kofenti funkce ap nemd v («, 8) zZadny
hromadny bod (tj. je-li izolovand v (a, ) ), neni situace jednoduchd, protoze i feSeni
v blizkosti ,izolovaného“ kofenu funkce ag miize byt velmi slozité. 2)

Teorie je jednoduchd jen v pfipadé, Ze ag neni nikde v («, 8) rovno 0; rovnice (1*)
je pak ekvivalentni s rovnici, ktera z ni vznikne délenim funkci ag. Pfedpokladéame-li,
Ze se tak stalo, miZeme se zabyvat jen rovnicemi (1*), v nichz je

(2) apg=1v (a, ).

Umluva. Nebude-li vyslovné uvedeno néco jiného, budeme v dal$im predpokladat
platnost podminky (2). O

Rovnice (1*) bude mit za tohoto pfedpokladu tvar

(1) Ly=y™ +ay™ V4. a1y +any=>b.

1) Kazdému jednotlivému feseni rovnice (1*) se v literatufe podrobnéji, pro vyraznéjsi odliseni
od feseni obecného, fikava partikularni resens.

2) Jak je patrné, mluvime jen o celkem piehlednych ptipadech; co kdybychom vsSak hledali
feSeni v R a mnozina vSech kofenu funkce ag byla napf. Cantorovo diskontinuum?
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Specidlnim, ale velmi dulezitym p¥ipadem rovnice (1) je rovnice
n
3) Ly = Z an_ry™® =0
k=0

s nulovou pravou stranou; ¥iké se ji homogenni nebo také bez pravé strany.?)
Nasledujici véta obsahuje zakladni informaci o existenci a jednoznacnosti feseni
rovnice (1).

Véta 18.1. Pro kazdy bod xg € («, ) a pro kazdou n-tici ¢isel yo, y1, - .-, Yn—1
existuje pravé jedno feseniy : (a, ) — R rovnice (1) tak, ze

(4) y(zo) = yo, ¥'(x0) =y1, -+, ¥V (20) = Yn-1.

Poznamka 18.2. Ve vété 18.1 je formulovan a vyfesen tzv. Cauchyho problém
pro diferencialni rovnici (1), totiz existence a jednoznacnost jejiho FeSeni za pted-
pokladu, Ze jsou splnény poéateéni podminky (4). Z této véty (jejiz dikaz neni
jednoduchy) snadno plynou velmi zdvazné informace napf. o obecném FeSeni rov-
nice (1); budeme se jimi zabyvat pozdéji.

* %k Xk

Podle obecné definice linearni nezavislosti elementt linearniho prostoru jsou

funkce y1,...,y, (napf. jako elementy prostoru vSech funkei f : (a,8) — R) li-
nedrné nezdvislé v intervalu (o, ), plati-li (pro kazdou n-tici ¢isel ¢1,...,¢,) im-
plikace

(5) chyk(x) =0 pro v8echna z € (o,8) = ¢, =0 pro k=1,...,n.
k=1

Obréacens, tyto funkce jsou linedrné zdvislé (v («,)), existuje-li n-tice ¢isel
. ~ N ’ v n . .
C1,...,Cn, z nichZ aspoil jedno neni rovno 0, pro niz je >, _; ¢xyi funkce (identicky)
nulové (v intervalu («, 3)).4)
n-tice linedrné nezavislych feSeni rovnice (3) se nazyva fundamentalni systém
rovnic (3) a (1). Jak ihned uvidime, hraji takové n-tice v teorii linedrnich diferen-
cidlnich rovnic zasadni tlohu.

3) Prvni nazev neni nejvhodnéjsi, protoze existuji diferencialni rovnice, které se nazyvaji ho-
mogenni, ale nemaji s rovnici (3) nic spoleéného; protoze se vSak timto typem rovnic v této knize
nezabyvame, slovo ,homogenni“ pro rovnici (1) s nulovou pravou stranou s ni¢im nekoliduje. Druhy
nazev uzivaji s oblibou lidé, ktefi matematiku i dnes povazuji za soucast ¢arodéjnického umeéni, ve
kterém mistii podstatu kouzel taji, tak aby nezasvécenci byli vysledky jejich ¢arovani co nejvice
zmateni a Sokovani. Jednim z cilii je proto zamlzit vSe, co zamlzit lze; obycejny smrtelnik se do-
mniva, Ze rovnice mé vzdy dvé strany, zasvécenec (ktery si bohuZel plete nic s nulou) je schopen
fesit i ,rovnice®, které maji patrné jen levou stranu — zdalipak maji aspon rovnitko?

4) Linearni kombinaci, v niZ jsou vechny koeficienty rovny 0, se ¥iké trividini ; jejim opakem je
kombinace netrividini, v niz je nenulovy aspon jeden z koeficientd. V této terminologii jsou funkce
Y1, ..., Yn linedrné zavislé, je-li néktera jejich netrividini linedrni kombinace identicky rovna 0.
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Véta 18.2. 1. Kazd4 rovnice (3) méa fundamentalni systém.
2. Je-li

(6) {yi, - ynt

fundamentalni systém rovnice (3), je funkce y : (o, 8) — R FeSenim této rovnice,
pravé kdyz je y = c1y1 + ... + ¢ayn pro vhodné konstanty ci,...,c,. 0

Jingmi slovy: Zndme-li fundamentdlni systém rovnice (3), zname i jeji obecné
FeSeni — je jim linedrni obal fundamentélniho systému. Obecné feseni rovnice (3) je
linearni prostor dimenze n a fundamentalni systém je totéz co jeho baze.

Z algebry je znamo, Ze je-li (6) bazi linedrniho prostoru dimenze n, je n-tice
{Y1,...,Y,} elementt tohoto prostoru jeho bazi, pravé kdyz existuje reguldrni ma-
tice®) {Ajk}1<j<n,1<h<n tak, Ze

(7) Yj:Z/\jkyk pro j=1,...,n.
k=1

Prvni ¢ast V.18.2 mizeme proto zesilit: Kazdd rovnice (3) md nekone¢né mnoho
fundamentalnich systému. [

Dopliime pravé uvedené poznatky jesté timto tvrzenim:

Véta 18.3. Pro kazdou n-tici linearné nezavislych funkci vy, ...,y, tfidy C,
v (a, B) existuje pravé jedna diferencidlni rovnice tvaru (3), pro niz je tato n-tice
fundamentalnim systémem.

Poznamka 18.3. Tuto diferencidlni rovnici lze ziskat tak, Ze determinant

Y1 Y2 Yn Yy
Yi Yo o oo Un Yy
(8) . (nil) .. .(7.1.7.1.) ......... (n71) e (n_l)
Y1 Ya Yn Y
y(n) yé") yT(ln) y(")

rozvedeme podle posledniho sloupce, vysledek polozime rovny nule a délime koefi-
cientem

Y1 Y2 cee Yn
/ / /
9) Wy,oooyyn) = | 02
-1 -1 -1
u derivace (™, ktery se nazyva Wronského determinant funkci y1,...,y, a je —

jak uvidime ve vété 18.5 — v8ude v («, 5) nenulovy. O

5) tj. matice s nenulovym determinantem
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Linearni zavislost resp. nezévislost n-tic funkci lze n€kdy zjistit pfimo z definice:

Priklad 18.1. Funkce 1, x, 22, ..., 2" jsou pro kazdé n € N linedrné nezavislé
v kazdém intervalu I C R, protoZe polynom ) ,_, cxz® # 0 by v I mél jen koneény
pocet korent; ma-li se tedy rovnat 0 v kazdém bod€ = € I, musi to byt nulovy
polynom, tedy polynom, jehoZ vSechny koeficienty ci jsou nulové.

Priklad 18.2. Je-lin € N a jsou-li \1, Ao, ..., A, navzajem riuzna realna cisla,
jsou funkce e*®, 1 < k < n, linedrné nezavislé v R. Abychom to dokézali, pfedpo-
klddejme (bez Gjmy na obecnosti), ze A\ < ... < A, a Ze

n

(10) cheA’“x =0v R.
k=1

Délime-li funkci e*»*, dostaneme ekvivalentni identitu Zz;ll ePre—An)r 4 o =0,
limita pro x — +oo vyrazu vlevo je rovna c,, protoze vSechna ¢isla Ay — A, jsou
zaporna. Tim je dokazano, ze ¢, = 0.

Identitu (10) lze tedy ekvivalentné napsat ve tvaru

n—1
(101) che)‘kz =0 v R;
k=1

délenim e*~17 a piechodem k limité pro  — +oo ziskdme rovnost ¢,_; = 0.

Je z¥ejmé, ze takto lze pokradovat az do okamziku, kdy budeme mit misto (10)
identitu ¢; = 0.

Priklad 18.3. Funkce e cosz a e”sinx jsou linedrné nezavislé v intervalu I :=
(0, %w> Je-li totiz cie® cosx + cae”sinx = 0 v I, jsou hodnoty levé strany nulové
specialné i v bodech 0 a im; to vede k rovnostem ¢; = 0 a e™2c; = 0, tedy

2
i Cy = 0. O
P¥iklad 18.4. Funkce 1,sin?, cos® jsou linedrné zavislé v kazdém intervalu I C R,
protoze 1 —sin? —cos?2 = 0. O
V prikladech 18.1—18.4 jsme sice linearni nezavislost ovérovali nebo vyvraceli
riznymi zpusoby, ale vidy pfimo z jeji definice. Problém linedrni zavislosti nebo
nezavislosti funkci lze nékdy Tesit i pomoci Wronského determinantu (9):

Priklad 18.5. Piedpokladejme, Ze y1, . .., y, jsou linedrné zavislé funkce t¥idy C,,

v («, ). Pak existuje n-tice konstant c¢1,...,c,, z nichz aspoii jedna je nenulova,
pro niz je > _, ckyr(z) = 0 vSude v (a,B). Derivujeme-li tuto identitu jednou,
dvakrat, ... ,(n — 1)-krét, ziskdme identity

(11) chy,(cm)(x) =0 pro vSechna z € (o, 3) apro m=0,1,...,n—1.
k=1

Protoze tato soustava n rovnic ma pro kazdé (pevné) z € («, ) netrividlni
feSeni {c1,...,¢n}, je podle zndmého algebraického tvrzeni determinant soustavy,
tj. Wronského determinant funkei y1, ..., y,, roven 0 viude v (o, 3). O
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Dokazali jsme toto tvrzeni:

Véta 18.4. Jsou-li funkce y1, ..., y, tFidy C,, linedrné zavislé v intervalu («, ),
je jejich Wronského determinant (9) v tomto intervalu identicky roven nule.

Jinymi slovy: Je-li determinant (9) nenulovy aspon v jednom bodé intervalu
(«, B), jsou funkce y1,...,y, v tomto intervalu linedrné nezavislé.

Poznamka 18.4. Pomoci pravé uvedené véty lze zesilit vysledky, které jsme do-
kazali v prikladech 18.2 a 18.3:

1) Funkce z P¥.18.2 jsou linedrné nezdvislé v kazdém intervalu I C R, protoze
jejich Wronského determinant

1 1 1

et tAn)e A1 Az An =Mt trn)e H M —Aj) #0
n— n— n— 1<j<k<n
1 ! 2 ! )‘n !

se nikde v R nerovnd 0. (Vlevo je tzv. Vandermondiv determinant — sr. s Cv.2.37.)

2) I funkce e” cosz, €”sinz z PF.18.3 jsou linedrné nezavislé v kazdém intervalu
I C R, protoze jejich Wronského determinant

e’ cosw e”sinx 2

e(cosz —sinx) e*(sinx + cosx)

je véude v R nenulovy. [

Jsou-1i funkce yj, FeSenimi rovnice (3), plati toto zesileni véty 18.4:

Véta 18.5. Jsou-li y1,...,y, FeSeni rovnice (3) v («, ), jsou jen tyto dvé moz-
nosti:
1. Funkce y1, ...,y jsou linearné nezavislé a jejich Wronského determinant je

vSude v («, ) nenulovy.
2. Funkce y1,...,yn jsou linearné zavislé a jejich Wronského determinant je vsu-
de v (a, 8) nulovy.

Poznamka 18.5. Praveé vyslovena véta slouzi hlavné k ovéfovani linearni zavislosti
nebo nezavislosti feSeni rovnice (3); lze ji vSak uzit i necekanéjsim zptisobem:

Protoze Wronského determinant funkci z, e” je zfejmé roven (x — 1)e®, coz je
funkce rovna 0 v bodé 1 a vSude jinde nenulova, neni tato dvojice funkci TeSenim
Zddné linedrni diferencidlni rovnice tvaru y" + a1y’ + asy = 0 v Zddném intervalu
(a, B) obsahujicim bod 1. Vysvétleni je jednoduché: Podle véty a poznamky 18.3 je
dvojice {x, e} fundamentdlnim systémem rovnice y”’ + (zy’ — y)/(1 — x) = 0, jejiz
dva koeficienty nejsou v bodé 1 definoviny (a nelze je tam spojité dodefinovat).

Poznamenejme jesté, ze funkce mohou byt v jednom intervalu linedrné nezavislé,
v jiném linearné zavislé, a to i v pfipadé, Ze jsou tfidy Coov R: Polozime-li napf.

o v (—00,0) _Jo v (=00,0)
y1(z) = { exp(—l/x2) v Ry }’ y2(w) = {xexp(—l/x2) v Ry }7
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snadno nahlédneme, Ze funkce y1, y2 jsou linearné zavislé v R_ a linedrné nezavislé
v R, (kde se jejich Wronského determinant rovna exp (—2/2?%)). O

Dalsi véta charakterizuje obecné Feseni rovnice (1):

Véta 18.6. Je-li {y1, ..., yn} fundamentdlni systém rovnice (1) a je-li yo jakékoli
jeji feseni, je

n

(12) {yo—i—g cjyj; ¢ eR pro j=1,...,n}
j=1

obecné Feseni rovnice (1).

Geometricky feceno: Posuneme-li linedrni prostor vSech feseni rovnice (3) (pova-
Zovany napf. za podprostor vSech funkei spojitych v (¢, 8)) o FeSeni yo, je pFislusny
linedrni tvar (nadrovina) obecnym FeSenim rovnice s pravou stranou b.

Résumé: K tomu, abychom mohli napsat vSechna FeSeni rovnice (1), staci najit
néjaky jeji fundamentalni systém (6) a néjaké jeji FeSeni yo; kazdé FeSeni rovnice
(1) m4 pak tvar

(13) Yo+ > ¢
j=1

kde ¢; jsou vhodné konstanty. Obracené: (13) je pak FeSenim rovnice (1) pii kazdé
volbé konstant c;. U

Teoreticky je tedy vSechno velmi jednoduché, obecnd feSeni rovnic (3) a (1)
maji velmi jednoduchou algebraickou strukturu. Bohuzel vsak neezistuje algoritmus,
ktery by v obecném pripadé umoznil fundamentdini systém a Fesent yo najit. ©)

Ponékud nadéjnéjsi je situace, kdy jsou funkce ay, v rovnici (1) konstantni; takové
(linedrni diferencidlni) rovnici se ¥ika rovnice s konstantnimi koeficienty a podle
V.18.1 je jeji obecné TeSeni slozeno z funkci s defini¢nim oborem R. Ukazuje se, ze
uloha najit fundamentalni systém se u takové rovnice redukuje na feSeni algebraické
rovnice

(14) S aeAt =0,
k=0

kterd se nazyva charakteristicka rovnice rovnic (1) a (3), zatimco vlevo je tzv.
charakteristicky polynom téchto rovnic. Pomoci fundamentalniho systému lze pak
(aspori teoreticky) najit i feSeni yo. Pfislusné tvrzeni jsou obsahem vét 18.7—18.9,
které nasleduji. O

Ctenafi je jisté z algebry zndmo, Ze algebraicka rovnice s redlngmi koeficienty ma
spolu s kazdym kofenem p = o+ i3, kde a € R, § € R, i kofen & = o — i s nim
komplexné sdruzeny, priCemz nasobnosti obou téchto kofenti jsou stejné.

6) Neni to nic udivujiciho; jak znamo, neexistuje ani vzorec, ktery by dovolil najit kofeny
obecné algebraické rovnice stupné vyssiho nez 4 na zakladé jejich koeficientti. Rozuméjme dobfte:
Bylo dokdzdno, Ze takovy vzorec neexistuje; podobné jako je tomu s kvadraturou kruhu, nejde
tedy o to, Ze naSe soucasné znalosti a schopnosti nejsou dostacujici.
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Abychom mohli do jednoho tvrzeni zahrnout ptipady, kdy charakteristicka rov-
nice mé bud jen redlné, nebo jen imaginarni kofeny, umluvime se, Ze symbol tvaru
{m}8,_1 bude znamenat prazdnou posloupnost.

Véta 18.7. Predpoklidejme, Ze cleny prosté posloupnosti {\;};_,, kde p > 0,
jsou pravé vSechny redlné kofeny rovnice (14) a Ze ¢leny prostych posloupnosti
{prti_y {me}i_,, kde ¢ > 0, jsou pravé vSechny imaginarni kofeny této rovnice;
necht oy, := Re pug, By := Im py, a necht r; (resp. si) je ndsobnost kofenu \; (resp.
kofenti uy a Ty,).

Pak tvorii funkce

e)\117 xe}q:ﬂj x’l‘l 1 e)qI’
......................................... ,

(15) T e L gl
e cos fra, €M% sin B, ..., 2% e cos frx, 2% e % sin Bz,
...................................................................................................... ,
e*1® cos Bqx, e sin By, . . ., x1 1% cog Bq, x% e gin Bqx

fundamentalni systém rovnice (1).

Poznamka 18.6. I kdyz tvrzeni pravé uvedené véty vypadd dosti slozité, 1ze si
konstrukci fundamentalniho systému za situace, kdy zname vSechny kofeny charak-
teristické rovnice véetné jejich nasobnosti, zapamatovat velmi snadno:

Kazdy redlny kofen A nésobnosti r rovnice (14) ,pfispéje“ do fundamentélniho
systému 7 funkcemi e, zer®, ... z"1e* . Je-li 4 = o + i imaginarni kofen
nésobnosti s rovnice (14), plati totéz o ¢islu T = « — i3; kdybychom pfipustili,
Ze FeSeni rovnice (3) mohou byt i komplexni funkce, byly by (jak se snadno pfe-
svédéime dosazenim) funkce e(®+%9)® fegenimi této rovnice. Realna feSeni z nich zfs-
kame rozkladem na realnou a imaginarni ¢ast, tedy pfechodem k funkcim e** cos Sz
a e®®sin Bx; kazdou z nich pak postupné vynasobime mocninami 2%, z!, ..., 257!,
podobné jako jsme to ucinili s funkci e** a ¢slem r v pfipadé redlného kofenu \.

V (15) odpovid4 kazdému kofenu A € R ndsobnosti r pravé r funkei, kazdé dvojici
{p, 7} € C — R kofent nésobnosti s pravé 2s funkei; podet funkci v (15) je tedy
roven souctu nésobnosti viech kofent rovnice (14), ktery je jak zndmo roven n. O

Nez prejdeme k ilustrujicim piikladéim, vysvétleme dvé metody, jak lze (aspoii
teoreticky) pomoci fundamentalniho systému najit feSeni yo rovnice (1); metodu,
ktera se nazyva variace konstant”), lze uzit i v pripadé, Ze koeficienty aj rovnice
nejsou konstantni. Na rozdil od toho lze druhou metodu aplikovat jen na rovnice
s konstantnimi koeficienty a navic jen pri specidlnim tvaru pravé strany b.

7) Obydcejny ¢lovék se domniva, Ze konstanty se nazjvaji konstantami proto, %e se neméni
(,,constans“ znamena latinsky ,stdly“, ,neménny“); matematik-carodéj vsak pracuje i s ménicimi
se konstantami (,variare znamend mj. ,ménit se“). Historickou genezi slovniho protikladu ,vari-
ace konstant“ tedy radéji nekomentujme. Racionalni jadro metody je vSak jednoduché: Podobné
jako je kazdé FeSeni rovnice (3) linedrni kombinaci funkei tvoficich fundamentalni systém (pfi-
Gem?z koeficienty v této kombinaci jsou samoziejmé ¢isla), existuji vzdy funkce C1,...,Ch tak, ze
C1y1 + ... + Cnyn je FeSenim rovnice (1) — staéi, aby tyto funkce spliiovaly jisté podminky.
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Véta 18.8. (Variace konstant.) Necht funkce yi, : (o, ) = R, k=1,...,n, tvofi
fundamentalni systém rovnice (1) a necht funkce By, : (o,8) = R, k =1,...,n,
spliuji v (o, 8) identity

Bly1+-'-+Bnyn:07
Biyy+ ...+ Bpyl, =0,
(16) .......................................... R

Je-li Cy, (pro kazdék =1, ..., n) funkce primitivni k funkci By, v («, 8), je funkce
(17) Yo := Z Cryk
k=1

FeSenim rovnice (1).

Poznamka 18.7. Poznamenejme, Ze soustava rovnic (16) je vzdy FeSitelnd vzhle-
dem k funkcim By, ..., B, protoze jeji determinant je Wronského determinant line-
arné nezavislych feseni y, rovnice (3), coz je (podle V.18.5) funkce nenulova viude
(«, B). Podle Cramerova pravidla je pfitom kazdé By podilem dvou determinantii:
Ve jmenovateli je Wronského determinant funkci y1, ..., y,, v Citateli determinant,
ktery z W(yi,...,yn) vznikne nahrazenim k-tého sloupce pravymi stranami sou-
stavy (16), tedy funkcemi 0, ...,0,b. ProtoZe oba determinanty jsou funkce spojité
v (a,B3), plati totéz i o By; funkce Cj k ni primitivni tedy opravdu (pro kazdé
k=1,...,n) existuje.

Teoreticky je tedy vSe v pofadku; je-li {y1, . .., yn } fundamentalni systém, existuji
vzdy funkce C}, tak, ze (17) je FeSenim rovnice (1). P¥i aplikaci V.18.8 vSak miizeme
narazit na dvé zasadni potize: 1) Soustavu (16) nebudeme umét roziesit napf. proto,
Ze n je prili§ velké; 2) k nékteré z nalezenych funkci By nebudeme umét najit funkei
primitivni napf. proto, Ze nepatii mezi tzv. elementarni funkce. [

Dalsi metoda hledéni FeSeni yo rovnice (1) pomoci fundamentalniho systému vede
mnohdy k cili rychleji a snadnéji nez variace konstant, lze ji vsak bohuZel uZit jen
pro rovnice s konstantnimi koeficienty a prava strana musi mit navic tzv. specialni
tvar, coZ znamena, ze je linedrni kombinaci funkci tvaru

(]‘8) pl(x)eAxv p2(I)€QI COSﬂx, p3(x)eaz Sinﬂxv

kde p1, p2, p3 jsou polynomy, A, o, B realna cisla.
Protoze z linearity operatoru L ihned plyne, Ze

Lyy = b1, Lys = by = L(y1 £ ya2) = by = by,

miizeme se omezit na vysvétleni, jak najit feSeni yo, pro kazdou z funkci (18) zvlast.
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Véta 18.9. Necht p je polynom stupné s > 0, necht (3) je rovnice s konstantnimi
koeficienty a necht M je jeji charakteristicky polynom. Je-li ¢islo A ¢ C koien
polynomu M, zna¢me N jeho ndsobnost; je-li M () # 0, polozme N = 0.

Pak — podle toho, zdali je A realné, nebo imaginarni ¢islo — plati:

1. Je-li A € R a b(z) = p(x)e®, existuje polynom q stupné < s tak, ze funkce

(19) yo(x) := 2V g(z) e

je FeSenim rovnice (1).
2. Je-li\=a+if, kde a € R, 0 # 8 € R, a je-li b(x) rovno bud p(x)e** cos Sz,
nebo p(x)e*® sin Sz, existuji polynomy q a r stupiti < s tak, Ze funkce

(20) yo(z) := 2™ e (q(x) cos Bz + r(x) sin fz)

je FeSenim rovnice (1).
Priklad 18.6. Roziesme rovnici
(21) y" —y=sinz,
a to nejdfive variaci konstant. Charakteristicka rovnice A2 — 1 = 0 m4 koteny +1,

takZze fundamentélni systém tvoii funkce e* a e~*. Soustava rovnic (16) ma nyni
tvar

(22) Bi(z)e® 4+ Ba(x)e ™ =0, Bi(xz)e® — Ba(x)e ™™ =sinx

a TeSeni

(23) Bi(z) = e “sinz = (—3e “(cosz +sinz))’,
By(z) = —%e"sinz = (e®(cosz —sinz))’;

vpravo jsme rovnou napsali primitivni funkce C;(x) a Cy(x) funkel By (z) a Ba(z).
Podle V.18.6 je feSenim rovnice (21) funkce

(—te "(cosz +sinz))e” + (e (cosz —sinz))e * = —1 sinz,
a obecnym FeSenim rovnice (21) je tedy mnoZina
(24) {-isinz+cie” +cze ;01 €R, 2 e R}

Pro porovnéni zkusme nyni aplikovat V.18.9, coz je mozné, protoze (21) je rov-
nice s konstantnimi koeficienty, jejiz prava strana ma specidlni tvar; na rozdil od
variace konstant nebudeme muset integrovat:

Protoze @ = 0, 8 = 1 a protoze A\ = « + i = i neni kofen charakteristické
rovnice, je N = 0. Prava strana rovnice je p(z) sinz, kde p = 1 je polynom stupné
0; polozime proto yo(z) = acosz + Ssinz a hleddme konstanty «, 8 tak, aby yg
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bylo fesenim rovnice (21). Protoze y{ = —yo, ziskdme dosazenim do (21) identitu
—2a.cosx — 28 sinx = sin x; protoze funkce cos x, sinz jsou linearné nezavislé, musi
1

bt o = 0, B = — 3. Refenim rovnice (21) je tedy funkce yo(x) := —1 sin.

Priklad 18.7. Rozresme rovnici
(25) y/// _ y// _ y/ 4 Y= .’L‘Q;

charakteristickd rovnice A3 =\ —A+1 = (A—1)?(A+1) = 0 m4 dvojnisobny koten 1
a jednoduchy kofen —1, takze fundamentalni systém tvori nyni funkce e*, xe®, e~ .

Protoze A = 0 neni koten charakteristické rovnice, budeme FeSeni rovnice (25)
hledat podle V.18.9 ve tvaru yo(z) := ax?+ Bz +7, kde a, 3,7 jsou zatim nezndmé
konstanty. Dosazenim do (25) ziskame identitu az? + (8 —2a)z+ (v — 8 —2a) = 22,
takze a = 1, 3 = 2, v = 4. ReSenim rovnice (25) je tedy funkce yo(x) = 22 + 2z +4
a jejim obecnym FeSenim mnozina vSech funkci tvaru

(26) 2?4+ 21 +4+ (c1 + cox)e” + cze”™, kde ¢1, ca, c3 jsou libovolné konstanty .

Ctenaf mbize sam zkusit metodu variace konstant; fefenim pfislusné soustavy
(16) ziska funkce

Bi(z)=—12*(2z+1)e ", By(x) = 1a”e™™, Bs(z) = 1a%¢”

3

I

které je nutné integrovat, atd.
Aplikace véty 18.9 je v tomto pfipadé zfejmé podstatné vyhodnéjsi.

Priklad 18.8. Hledejme nejdiive obecné feSeni rovnice
(27) y" —y=3e"
a pak feseni Y, které spliiuje pocatecni podminky
(28) Y(0)=1, Y'(0)=-1, Y"(0) = 0.

Charakteristickd rovnice A*> — 1 = 0 ma4 kofeny 1,1 (-14iv3),—-1(1+iV3),
a fundamentalni systém se tedy skladé z funkci

(29) y1(2) i=e”, yo(z) := e /2 cos(%\/gar), ys(z) == e~ /2 sin(%\/gsc).

Podle V.18.9 mdme FeSeni rovnice (27) hledat ve tvaru yo(z) = awe®, protoze

1 je jednoduchy koien charakteristické rovnice a p = 3 je polynom stupné 0. Je

vy () = a(3+x)e” azrovnice L(yg) = 3ace™ = 3¢” plyne, ze o = 1. Obecné FeSeni

rovnice (27) je tedy mnozina vSech funkci tvaru
(30) (x+c1)e® +e ey cos(3V3x) + c3 sin(3v3 7)),

kde c1, co, c3 jsou libovolné konstanty.
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Maéme-li splnit uvedené pocatecéni podminky, je tfeba vypocitat prvni a druhou
derivaci funkce (30) a dosadit do nulté az druhé derivace této funkce z = 0.%) Tim
ziskdme levé strany rovnic

(31) c1+co=1, 1—1—61—%(62—\/563):—1, 2+01—%(02+\/§Cg)=0;

jejich pravé strany jsou pravymi stranami rovnosti (28). Rovnice (31) maji FeSeni
c1 = —1, co =2, c3 =0, takZe hledanym TFeSenim je funkce

(32) Y (z) = (x —1)e® + 2~ %/? cos(3 V3z).

Priklad 18.9. Je-li b = 0, jsou feSenimi v R rovnice
(33) 22y’ — 22y’ + 2y = b(x)

line4rné nezavislé funkce x a x2. ProtoZe metoda variace konstant byla formulovdna
jen pro pfipad, Ze u derivace nejvysstho fddu je koeficient 1, pfejdeme od (33)
k rovnici

2 2 b(x
(34) y”——y’+—2y=Q7
X X

kterd tuto podminku spliiuje a je ekvivalentni s rovnici (33) v Ry a v R_. Rovnice
budeme fesit 1) pro b(z) := 22%lgx a 2) pro b(z) := z2e®.

Ad 1) Regeni hleddme jen v R, protoze jinde neni lg x definovdno. Rovnice
(35) rByi(z) +2? Ba(x) =0, Bi(z)+2vBy(z) =2lgx

maji feSeni Bi(z) = —21gx, Ba(z) = 21gz/x a prislusné primitivni funkce jsou
napt. C1(z) := 2z (1 —lgz) a Ca(z) := lg® x. Z toho plyne, 7e feSenim rovnic (33)
a (34) v Ry je funkce yo(x) := Oy (x)z + Co(x)z? = 22 (1g% x — 2 lgz + 2) a Ze jejich
obecné feSeni je proto mnozina vSech funkci tvaru

(36) az+22(lg?z —2lgz + ¢),

kde ¢y, c2 jsou libovolné konstanty. ?)

Ad 2) Reseni nyni hleddme v R i v R_, pfi¢emz postup je v obou intervalech
stejny. Rovnice

(37) By () + 2* Ba(z) =0, Bi(x) + 22 Ba(x) = €”

8) Podrobny vypodet prenechdvidm &tenafi; presvédéi se, Ze najit v obecném feSeni rovnice
partikularni feSeni splnujici dané pocatecni podminky vyzaduje — zejména u rovnic vyssich rada
— jisty Cas, energii a trpélivost.

9) V zévorce za x? jsme napsali jen cz misto konstanty 2 + co, kterd by vznikla sectenim
obecného FeSeni c1z + cox? s funkei yo(z), protoze ca probiha celé R stejné jako 2 + c2. Podobné
zjednodusime obé konstanty v (36’) na nésledujici strance.
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maji nyni feSeni By(z) = —e®, Ba(x) = e”/x. Prvni z téchto funkci mé primitivni
funkci Cy(x) := —e®, druhou integrovat ,neumime®, i kdyz je spojita jak v R,
tak i v R_; primitivni funkce v obou intervalech tedy jisté ma, zadna z nich vsak
nepatfi mezi tzv. elementarni funkce.

Naznac¢me dvé moznosti feseni vzniklého problému:

A. Ze znamého Taylorova rozvoje exponencialni funkce ihned plyne, ze

DI

k=1

x

(38) Bar) =S =Y T
k=0

a C5 lze proto v R_ i v R definovat rovnosti

HIH

(39) Co(x) :=lg|z] +

k=1
Funkce yo(z) := C1(x)z + Ca(x)2? je pak Fesenim rovnic (33) a (34) jak v R_,
tak i v Ry ; rozvedeme-li ze” v Taylorovu fadu a vysledek upravime, zjistime, ze

k+2 k+2

yo(:v)z—:ve +x 1g|$|+zk %l (lg|:v|—1) $+Zm
k=1 k=1

Obecné Teseni rovnic (33) a (34) v Ry i v R_ je proto mnozina v8ech funkei tvaru

k+2
(36/) 01I+(02+lg|$|$ +Zm, kde c¢; € R, ¢c; € R.

Poznamenejme, ze funkce ¢(x) := 221g|x| a ¢’'(z) = 2 (21g|x|+1) maji v bodé 0
limitu 0; polozime-li tedy (0) = 0, bude funkce ¢ t¥idy C; v celém R. Resens (36')
lze tedy rozsirit na funkci tiidy C1 v celém R, ale toto rozsiteni neni fesenim rovnice
(33) v R, protoze ¢"(x) =2lg|z| +3 — —oo pro x — 0.

GRAF FUNKCE Cs(z) Z PRIKLADU 18.9

219



B. Numerickd a pocitacovad matematika nabizi dalsi moznost, jak se vyrovnat
s problémem funkce primitivni k funkci e®/x. Z ,pfedpoéitacové” éry méme v kni-
hovnéach zna¢né mnozstvi informaci o riznych neelementarnich funkcich véetné ta-
bulek jejich hodnot a napf. v programu ,Mathematica“ firmy Wolfram Research
najdeme funkci ExpIntegralEi(z) = Ca2(x) + C, kde C = 0.5772156649015 je tzv.
Eulerova konstanta; v literatuie se tato funkce znadi kratce Ei(z). Program ndm
pritom poskytne nejen vSechny hodnoty funkci Ei a C5 s libovolnou pfesnosti, ale
i jejich grafy (viz obrézek na str. 219). To umoziiuje s obéma funkcemi ,,poéitacoveé®
zachazet jako s kteroukoli elementarni funkei; snadno napt. zjistime, ze (jediny) ko-
fen funkce Cy lezi v intervalu (&,& 4+ 10713), kde & := 0.5379782445744.

X kX%

V aplikacich se velmi ¢asto setkdme s diferencidlnimi rovnicemi druhého fadu;
napi. v mechanice hmotného bodu je to proto, Ze sila je imérna zrychleni, které je
druhou derivaci funkce udévajici polohu. P¥i feSeni rovnic " + a1y’ + a2y = 0 se
nékdy hodi vzorec umoznujici — aspon teoreticky — najit pomoci jednoho nenulového
feSeni y; této rovnice dalsi feSeni y, tak, ze {y1, y2} je fundamentédlni systém. Vzorec
by bylo samoziejmé mozné napsat a ¢tendf by pak do néj jen dosazoval; dava-li vsak
¢tenai pred touto mechanickou ¢innosti pfednost pochopeni ptislusného principu,
muze pri Feseni konkrétnich piikladi postupovat podle tohoto obecného algoritmu:

Necht y: (a, 8) = Ray; : (o, 8) = R — {0} jsou dvé feseni rovnice
(401) L(y) :==y" + a1y’ +azy = 0,
kde aq, as jsou funkce spojité v (a, §). Nasobme tuto identitu funkei y; a identitu
(402) L(y1) = y{ + a1y; +azy1 =0
funkci y; odecteme-li vysledky, dostaneme identitu
(411) (1y" = y1y) +ar(yy’ — y1y) = 0.

Protoze vyraz v zavorkdch za a; je Wronského determinant W := W (y1,y) a vy-
raz v prvnich zdvorkdch je roven W', lze identitu (41;) napsat ve tvaru

(415) W' +aW = 0;

tuto rovnici prevedeme vyndsobenim integra¢nim faktorem expoA, kde A’ = a;
v (a,3), na tvar (W (x)exp(A(x))) = 0.1°) Derivovana funkce je tedy konstantni
a existuje d € R tak, ze W (z) = d exp(—A(z)) pro vSechna = € (a, 8).
Porovname-li vyraz y1y’ — yjy se vzorcem pro derivaci podilu y/y; (ktery smime
utvorit, protoze y; se podle pfedpokladu nikde v («, 8) nerovné 0), vidime, Ze

(o y_ e CAw)

(42) y1(z) yi ()

=dB'(z),

10) Vig str. 162 Uvodu.
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kde B znamend néjakou funkci primitivni ke zlomku expo(—A)/y?. Funkce y/y1
a d B se v diisledku toho lisi jen o jistou aditivni konstantu ¢, a polozime-li ys := y1 B,
vidime, Ze identita

(43) y(z) = cyi(z) + dy2(x)

plati v§ude v («, 8). Kazdé feSeni y rovnice Ly = 0 mé tedy za nasi situace tvar
(43); z toho plyne, Ze funkce y1, y2 tvori jeji fundamentalni systém.

Tim je dokazano toto uziteéné tvrzeni:

Véta 18.10. Necht y; : (o, 8) — R — {0} je FeSeni rovnice (401) a necht funkce
A, B spliiuji v («, 8) identity

(44) A@) = arle), Bla) =S
yi(z)
Polozime-li pak y, := y1B, tvori dvojice {y1,y2} fundamentalni systém FeSeni
rovnice (401).
Priklad 18.10. Rovnice
(45) z(1+lgz)y” —y' =0

mé v Ry ziejmé feSeni y; = 1; pfed aplikaci V.18.10 délime vyrazem xz (1 + lg )
a omezime se na intervaly I; := (0,e™!) a I := (e~ !, +00), v nichz tento vyraz
neni nikde roven nule. Protoze v obou intervalech je

1 exp(lg|1+1gz|) ,
. (g|l+lgz)) a —+(1+1gz) = £(zlga),
T - el +ikz) o (1 +1gz) = +(rlga)
je funkce ya(z) := yi(x)zlge = xlga feSenim rovnice (45), a to zfejmé v celém

R, ;) obecnym fesenim této rovnice v R, je tedy mnozina vsech funkci tvaru
c1 + coxlgx, kde c1, co jsou libovolné konstanty.

Priklad 18.11. Jak snadno zjistime, ma rovnice

/

46 7 o
(46) R i
v intervalech I; := (—o0,—1) a Iy := (—1,+00) feSeni y;(x) := z. Protoze prvni
z identit
x exp(lg|1+z|—x) 142 _,
e

=+ —=(%)
) e Ty

!
1+x:(x—lg|1+:v|),

11y +¢ pied vyrazem x lg x zde nehraje zadnou roli, protoze {y1,y2} je fundamentalni systém,
pravé kdyz totéz plati o {y1,—y2}; aby funkce y2 byla tfidy Ca, je vS8ak nutné zvolit v obou

intervalech stejné znaménko.
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plati v R — {—1}, druhd v R — {—1,0} a protoZe na znaménku opét nezalez, je
dvojice funkei y1(z) = = a y2(z) := e~ ® fundamentlnim systémem FeSeni rovnice
(46) v kazdém z intervala Iy, I} := (—1,0), I := Ry. Snadno se vSak presvédc¢ime,
ze bod 0 bylo tfeba vyloucit jen ,z technickych divodid“ a ze jde ve skutecnosti
o fundamentalni systém v kazdém z intervala I, Is.

Poznamka 18.9. V P#.16.10 jsme Eulerovu diferencialni rovnici fddu 3 prevedli
na linedrni rovnici téhoz fadu s konstantnimi koeficienty; v Pf.18.9 jsme Tesili
Eulerovu rovnici 2. fadu. Vénujme nyni trochu mista obecnym uvaham.

Eulerovou diferencialni rovnici fadu n nazyvame rovnici tvaru
(47) Ly := apz"y"™ + a1z gV + 4+ ay=b,

kde agp, a1, ...,a, jsou konstanty, pficemz ay = 1 a b je funkce spojita v jistém
intervalu («, 5) C R.

Zabyvejme se nejdiive rovnici Ly = 0 a jejim obecnym feSenim v R.. Funkce
g(t) := et je t¥idy Coov R a zobrazuje R na R ; Ize tedy provést substituci z = g(t),
tj. definovat novou nezndmou funkci Y : R — R rovnosti Y (t) := y(e?) pro viechna
t € R.12) Protoze budeme dosazovat za funkci y a za jeji derivace (podle z), vyjdeme
radéji z ekvivalentni identity y(z) = Y (lgz) platné v R,. Postupnym derivovanim
dostaneme (v R} ) identity

(181) (@)= =V (lga),
(182) /(@) = = (V(ige) ~ ¥ (152)),
(483) y"() = 5 (V(lgz) - 3V (1g2) + 27 (lg)

atd. Snadno nahlédneme (a ptipadnou indukci snadno ovétime), ze vyraz ¥y * ()
je (pro k =1,...,n) linedrni kombinaci prvni az k-té derivace funkce Y v bodé lg =
(neboli t). Z toho ihned plyne, Ze substituci z = e’ (neboli t = lg x) pfejde rovnice
Ly = 0 v linearni diferencialni rovnici

(49) LY):=Y"™ 4+ A y"D 4 4+ A4Y=0
Ffadu n s konstantnimi koeficienty Ay pro neznamou funkci Y. Je-li Y1,...,Y, jeji
fundamentalni systém, tvoii funkce Y7 olg, ... Y, olg fundamentalni systém feseni

v R4 rovnice

(0%

(50) agy™ + Ly 4 2y g,
xr X

ktera vznikla z rovnice Ly = 0 délenim a™.'3)
12) Princip zdmény proménnych v ,diferencidlnich vyrazech® byl vysvétlen v kapitole 16, str.
155 —156.
13) Fundamentélni systém jsme definovali jen pro piipad, #e u derivace nejvyssiho fadu je
koeficient 1.
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Abychom ziskali fundamentélni systém rovnice (49) v R_, provedme substituci
xr = —e', tj. zavedme nyni funkci Y : R — R rovnosti Y (t) := y(—e'), z niZ plyne,
ze y(z) = Y (lg(—=z)). Derivujeme-li tuto identitu, dostaneme vzorce

(51,) /(@) =2 V(g(~),
(512) V() = 75 (V(ig(~0)) ~ ¥ (lg(~2))),
(51,) y"() = — (V((~2)) — 3V (1g(~2)) + 2V (1g (~)))

atd. Rovnice Ly = 0 pfejde tedy v rovnici (49) s tgmiZ koeficienty jako v pfipadé
substituce r = €', tedy s tymz obecnym Fesenim. Je-li {Y;(¢),..., Y, (¢)} fundamen-
talni systém rovnice (49), budou v R_ tvotit fundamentalni systém rovnice (50)
funkce Y1 (lg(—x)),..., Y, (Ig(—x)).

Poznamenejme jesté, ze se zde vyjimeéné zabyvame rovnici (47), v niz koeficient
u nejvyssi derivace neni 1. Protoze timto koeficientem je funkce, ktera se v bodé 0
rovnd 0, hleddme — aspon zpocatku — feSeni jen v Ry a v R_. Je vSak mozné, ze
z vhodnych dvojic takovych feseni lze vykonstruovat feseni y v celém R; staci, aby
funkce y byla feSenim v Ry i v R_ a méla v bodé 0 spojitou derivaci fadu n.

Résumé: Substituce z = ¢! v Ry a o = —e' v R_ vedou od rovnice (47) k téze
rovnici (49); je-li ve (47) na pravé strané misto 0 funkce b(x), bude prava strana
rovnice (49) rovna b(e?) v prvnim ptipadé a b(—e?) ve druhém ptipadé. Pro obecnou
funkci b neni z4dna souvislost mezi b| R a b|R_; je-li v8ak funkce b napt. sudd nebo
licha, 1ze ocekavat, ze feseni v Ry a v R_ budou tzce souviset.

Priklad 18.12. RozfeSme rovnici
(52) By +ay —y=a+x+1
nejdiive v Ry. Dosadime-li podle (481)— (483), dostaneme rovnici
(53) (L*Y)(t) := Y (t) =3V (t) + 3V (t) — Y () = e* + ' + 1,

kterou budeme fesit v R. Charakteristicka rovnice (A—1)3 = 0 m4 trojnasobny koien
1 a fundamentalni systém tvoii proto funkce e?, te’, t?e!. Podle V.18.9 (a Po.18.7)
mé rovnice (53) Feseni tvaru Yo(t) = Ae?* + ut3et + v, kde A, pu,v jsou vhodné
konstanty ; dosadime-li to do (53), dostaneme po tipravé rovnici Ae?! + 6uel — v =
e 4el+ 1, takie A =1, p =3, v=—1aY(t) = e+ :t3e — 1 je fefenim
rovnice (53). ProtoZe obecné feseni této rovnice méa tvar (c1 + cat + c3t?) el + Yy(t),
kde ¢1, ¢a, c5 jsou konstanty, ma obecné feSeni rovnice (52) v Ry tvar

(544) x(cl+czlgx+03lg2x)+:62+%xlg3x—1.

Pfi feseni rovnice (52) v R_ uZijeme substituci z = —e’, coz vede k rovnici
(L*Y)(t) = €% — e! + 1, ktera m4 stejny fundamentalni systém jako rovnice (53)
a FeSeni Yy(t) = €' — £ ¢3¢’ — 1. Obecné Fefeni v R_ ma proto tvar

(54-) z(c1 + colg(—x) + eslg?(—x)) + 22 + %xlg?’(—x) —1.
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Je-li funkee y : R_ U R, feSenim rovnice (52) jak v R_, tak i v Ry (tj. rovna-li
se y(z) v R_ vyrazu (54_), v Ry vyrazu (54 ), kde ¢y, 2, c3 jsou néjakd konkrétni
¢isla — v R_ obecné jind nez v Ry ), lze funkci y spojité rozsifit na celé R tim, Ze
polozime y(0) = —1 (coZ je jeji limita v bodé 0 zprava i zleva). Takto rozsifena
funkce vSak neni feSenim rovnice (52) v R napf. proto, ze y'(0) = —oo.

Priklad 18.13. Rovnice

(55) 23y + 322y = 23

piejde substituci x = e! v rovnici

(564) Y —Y =%, kde Y(t) = y(eh),
a substituci x = —e! v rovnici

(56_) Y —Y = —¢*, kde Y(t) = y(—¢€).

Charakteristick4 rovnice A* — A\ = 0 m4 kofeny —1,0, 1, takZe fundamentalni
systém rovnic (56 ), (56_) je {e7%, 1, e'}. ProtoZe ¢islo 3 neni kofen charakteristické
rovnice, hleddme feSeni rovnic ve tvaru Ae®, kde A € R. Jak snadno zjistime
dosazenim, je A v prvnim piipadé rovno 1/24, ve druhém —1/24.%) Obecné feseni
rovnic (564 ) a (56_) je mnoZina vSech funkci tvaru

(57) cre P+ co + cgel + ﬁem a die i +dy+dset — ie?’t,
kde ¢i,...,ds jsou libovolné konstanty. Z toho plyne, Ze rovnice (55) mé v Ry

a v R_ obecné reseni

23 d x>
= —;1+d2—d3x+—

(58) Dot +
g T erT oy 21

Je-li ¢1 #0 (dy # 0), nemd prvni (druhd) z funkci (58) v bodé 0 zprava (zleva)
kone¢nou limitu, a feSeni tedy nelze rozsitit. Je-li vSak ¢; = di = 0 a c2 = do,
je v bodé 0 limita prvni funkce zprava i limita druhé funkce zleva rovna spoleéné
hodnoté ¢isel cs, ds a kazda z funkei tvaru

Q—dg&:—ki:r?’ pro x € R_

(59) y(z) :== < c2 pro z =0

3 pro z e Ry

C2 + c3T + ﬁ x

je spojita v celém R.
Rovnosti y”(z) = z, y"'(z) = 1 (a tedy i rovnost 23y"(z) + 32%y" (z) = 23)
sice plati v R_ i v Ry pfi kazdé volbé konstant ¢, da, c3,ds, ale funkce (59) neni

14) Neni nutné dosazovat dvakrat; rovnice je linearni, takze zméné znaménka pravé strany

odpovida zména znaménka feSeni.
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obecné Tesenim rovnice (55) v celém R. Abychom se o tom presvédéili, je nutné
podrobnéji vySettit i jeji derivace v bodé 0!

VR_ (vRy)jey/ (z) = —ds+32? (¥ (x) = cs+ 5 2?); protoze funkce y je spojité
v bodé& 0 a protoze lim,_ o y/'(z) = —ds (limy_ 04+ ¥'(x) = ¢3), plati podle V.5.5
rovnost 3 (0) = —ds (y/.(0) = c3). V disledku toho derivace y'(0) existuje, prave
kdyz je cs = —ds3; rovné se pak spolecné hodnoté téchto c¢isel. Predpoklddejme to;
protoze pak y'(0) = lim,_,0y'(2), je ¥’ spojitd v bodé 0. Z rovnosti y”(z) = 1z
v R_UR, plyne, Ze y"” ma v bodé 0 limitu 0, takze podle V.5.5 je i y”(0) = 0,
pricemz funkce y” je v bodé 0 spojitd. VR_ iv Ry je y"'(z) = i, a podle V.5.5 je
tedy i y"'(0) = 1.

Dokézali jsme, ze funkce (59) je FeSenim v R rovnice (55), pravé kdyz je cz = —ds.
7 praveé rozieSeného piikladu je patrné, ze v nékterych pripadech muze mit Eulerova
diferencialni rovnice nekoneéné mnoho teseni v celéem R, zatimco jind jeji veseni
v R_ a v Ry (kterych je téZ nekoneéné mnoho) se na teSeni v R rozsiiit nedaji.
Tyto komplikace jsou u Eulerovy rovnice (47) zpisobeny koeficientem z™ u y(),
ktery se v bodé 0 anuluje. 19)

* ok %
Nyni jesté kratce pojedname o moznosti feSeni linearni diferencialni fadou, i kdyz

toto téma patii spiSe do komplexni analyzy. Abychom se vyhnuli dosti komplikova-
nym pojmim, které komplexni analjza v této casti matematiky uziva, omezime se

na aplikaci dvou existen¢nich tvrzeni: 1)
Véta 18.11. Predpokladejme, Ze koeficienty a1, . .., a, rovnice
(60) y™ + a4 a1y +any =0

i jeji pravé strana b jsou funkce holomorfni v jistém kruhu K({, R) C C. Pak pro
kazdou n-tici komplexnich cisel yg,...,yn—1 €xistuje pravé jedna mocninné fada
Sreock(z — QF, jejiz soucet y(z) je fesenim rovnice (60) v K((,R) a spliuje
pocatecni podminky

(61) y(O) =0, ¥ =y1, ..., y" ) = yn-1.

15) Na P¥.18.13 Ize dobie ilustrovat jeden z nespravnych a zcela nelogickych postupt, s nimz se

v bezduchém kalkulu bohuzel velmi ¢asto setkdvame: ,,Protoze y'/ (z) = % zay'(z) = % a protoze
pravé strany téchto rovnosti maji dobry smysl v celém R, plati uvedené rovnosti zfejmé v celém R;
dosazenim do rovnice (55) se piesvéd¢ime, Ze je opravdu splnéna v celém R. O konstanty c3 a d3
neni nutné se starat, protoze prvni derivace se v rovnici nevyskytuje a pri dalsim derivovani stejné
vypadnou.“ (Tato zcela nespravna tvaha pfipomina povéstné derivovani (lg(lg (arccotg z/m))) =
—1/(1g (arccotg 2 /7) - arccotg x - (1 4+ x2)), pii némz derivovana funkce nema smysl nikde a vyraz
vpravo vSude.) Poznamenejme jesté, ze podminku c3 = —d3 neodhali zfejmé ani zadny pocitacovy
program, ktery ,umi“ derivovat, protoze pocita pravé jen formalné.

16) Znam jen jednu monografii pojednavajici o diferencilnich rovnicich v komplexnim oboru
s pfesnosti a srozumitelnosti béznou v realné analyze; je to Jarnikova kniha [14], na niz zdjemce
o hlubsi pochopeni latky v celé jeji (nemalé) slozitosti odkazuji. Véta 18.11 mé v této monografii
¢islo 20a; véta 18.12 plyne z tvrzeni uvedenych v § 6 kapitoly III. Viz téz [20].
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Poznamka 18.10. Vsechny derivace jsou nyni samoziejmé podle komplexni pro-
ménné, feSenim v K (¢, R) rozumime funkci y, kterd tam rovnici (60) splituje iden-
ticky. Analogicky jako v realném oboru se zavadi linedrni nezédvislost funkci, fun-
damentalni systém, Wronského determinant; koeficienty linedrnich kombinaci jsou
ovSem komplexni. Lze ukézat, ze plati analogie vét 18.2—18.6; interval (a, 8) se
pfitom nahradi mnozinou K (¢, R). Pro redlnou analyzu je dilezité toto tvrzeni:

Dodatek k V.18.11. Jsou-li splnény predpoklady V.18.11, je-li ( € R a jsou-li
funkce ar, a b v intervalu I := K((,R) N R redlné, je pii redlnych podatecénich
podminkach i restrikce feSeni na interval I realna.

Poznamka 18.11. Na str. 73 je v bodech 1) —3) naznadeno, jak ,FeSeni rovnice
fadou“ probihd. Jsou-li splnény predpoklady V.18.11, odpada ovéfovani bodu 3),
protoze véta zarucuje, ze polomér konvergence ziskané fady je > R.

Véta 18.11 dokonce umozniuje (aspoii teoreticky) ziskat cely fundamentdlni sys-
tém Tesent rovnice (60). Zvolime-li totiz jakoukoli regularni matici M typu n x n
a rozfesime-li rovnici (60) s nulovou pravou stranou a s pocateénimi podminkami
danymi sloupci matice M, budou feSeni linedrné nezavisla, protoze jejich Wron-
ského determinant bude roven det M a protoze v komplexnim oboru plati analogie
V.18.4. (Nejjednodussi reguldrni matice je pfitom matice jednotkova, s niz budeme
pracovat v nasledujicim piikladsé.)

Priklad 18.14. Abychom nasli fundamentalni systém {y;,y2} rovnice
(62) y' 2y +y =0,

staci najit feSeni yi,y2 spliiujici napf. poc¢ateéni podminky y;(0) = 1, y;(0) = 0,
y2(0) = 0, y4(0) = 1. Reseni budeme hledat ve tvaru mocninné fady o stiedu 0;
protoze koeficienty (povazované za funkce komplexni proménné z) jsou holomorfni
v celém C, budou mit mocninné fady, které ziskame, polomér konvergence rovny
400 a jejich sou¢ty budou Fesenimi v celém C.

Predpokladejme, ze funkce

(630) y1(z) = chzk
k=0

je feSenim rovnice (62) v C. Derivovanim ¢len po ¢lenu ziskame identity

(631) Yi(2) = kepzt
k=1

(632) y1(2) = Z k(k —1)cpzt"2 = Z(k +2)(k +1)cppn 2k
k=2 k=0

platné také v celém C. Dosazenim do (62) dostaneme identitu

(64)  (2c2 4+ co) + (6c3 +2¢1) 2 + i((k +2)(k + 1) cpga + (k+ 1) eg) 27 = 0;
k=2

z polatecnich podminek pfitom plyne, Ze ¢o = y1(0) =1 a ¢ = y{(0) = 0.
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Jak vime, soucet mocninné fady je nulova funkce, pravé kdyz jsou vSechny koe-
ficienty fady rovny nule. Z toho v naSem pfipadé plynou rovnosti

(65) 02:—%, cs =0, (k4+2)cgr2 + cx = 0 pro vSechna k > 2,

a z nich vzorce

—1)k
(66) Cok = % , Copr1 =0 prokazdé k>0.
Je tedy
22 24 26 28 210 212
67 R A .
(67) n(2) 5 T8 T 18 381 3840 T 16080

S feSenim yo(z) = Z;O:o cxz* jiz nebude tolik préace, protoze rekurentni vzorec
pro koeficienty jiz mame; staci jen uvazit, ze nyni je co = y2(0) = 0, ¢; = y4(0) =1,
z ¢ehoz podle (64) plyne, Ze co =0, c3 = —%, takze

—1)*
(68) cor =0, copy1 = (22 )

T)” pro kazdé k 2 0.

Nyni tedy je

23 25 27 29 le 213

(69) v(2)=2- 5+ F =105 055 " To305 T 135135

(70) v+ +y=2

s pocate¢nimi podminkami yo(0) = y)(0) = 0.17)
Z téchto podminek plyne, Ze ¢y = ¢; = 0. ProtoZe na pravé strané (64) je nyni
tfeba napsat z, je co =0 a cg = %. V dtsledku toho je

-1 k—1 )
(71) Cok — 0 a Cok+1 = % pro kazdé k e N,
takze
Z3 25 27 29 le 213
72 _Z_E L2 - L
(72) () =%~ 35" 210~ Tze0 T 20790 270270 T

Obecné feseni rovnice (70) mé tvar yo + k1y1 + kaysa, kde k1 € C, ko € C jsou
libovolné konstanty. [

17) Kdyby byla prava strana rovnice (70) rovna 0 (neboli kdybychom stale fesili rovnici (62)),
byla by podle V.18.11 funkce y = 0 jedinym feSenim spliujicim uvedené ,nulové“ pocatecéni
podminky. Protoze vsak prava strana neni identicky rovna 0, vedou nulové pocatecni podminky
k feSeni, které identicky rovno nule neni.
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Ve fyzikalnich a technickych problémech ¢asto vystupuji cylindrické, sférické, hy-
pergeometrické a dalsi funkce, kterym se spolu s Legendrovymi, Hermitovymi, La-
guerrovymi a dalsimi polynomy ika specialni funkce. Jsou feSenimi diferencialnich
rovnic druhého radu, jejichz koeficienty sice nejsou holomorfni, ale od holomorfnich
funkci se prilis nelisi.

Plné uspokojiva feseni takovych rovnic je tfeba hledat v komplexni analyze, v niz
se pracuje s obecné mnohoznaénymi analytickymi funkcemsi, zejména s (nekoneéné-
znaénym) komplexnim logaritmem a (obecné mnohoznaénou) komplexni obecnou
mocninou. ProtozZe to je zcela mimo nas dosah, omezime se na reseni v intervalech
tvaru (0, R); vzhledem k tomu, Ze koeficienty rovnice budou nyni obecnéjsi nez ve
vété 18.11, nelze si divit, Ze i feSeni bude komplikovanéjsi.

Véta 18.12. Necht funkce A, B jsou holomorfni v kruhu K (0, R) a necht

(73) plp—1)+A(0)p+ B(0) = (p— p1)(p — p2),
kde p1 > ps jsou realna cisla. Pak plati:
1. Rovnice
A B
x x
ma v (0, R) vzdy (asporii jedno) feSeni tvaru
(751) P Z cpz,
k=0

kde fada vpravo konverguje v K (0, R) a neni fadou nulovou.
2. Neni-li p1 — p2 € Z, mé rovnice (74) v intervalu (0, R) dvé linedrné nezdvisld
feSeni tvaru

o0 oo
(752) ! g cpah, zP? g dpa®
k=0 k=0

kde obé fady konverguji v K (0, R).
3. Nemd4-li rovnice (74) linedrné nezévisla feseni tvaru (752), m4 v intervalu (0, R)
fundamentalni systém slozeny z funkci tvaru

oo oo oo
(76) P! Z cpxt, xPrlga Z et + P2 Z dpa®
k=0 k=0 k=0

kde obé fady konverguji v K (0, R).

Poznamka 18.12. Z nasich Gvah jsme musili vyloudit pfipad, kdy polynom (73)
(tzv. charakteristicky polynom rovnice (74)) nema realné kofeny, protoze mocniny
s nerealnymi exponenty jsme nezavedli; ani v komplexni analyze nepatii jejich de-
finice mezi nejjednodussi.

Jak se ¢tendf snadno sam presvédéi, 1ze polynom (73) ziskat napt. takto: Do levé
strany rovnice (74) dosadime y = 2, zkratime vyrazem z°~2 a polozime z = 0.
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V.18.12 nevylucuje p¥ipad, kdy p; je celé nezaporné ¢éislo; pak je prvni z fad (75)
fadou mocninnou a jeji soucet je (pfi vhodné volbé koeficientii ¢ ) FeSenim rovnice
(74) v mnoziné K (0, R) — {0}.

Pii feSeni rovnice (74) hleddme nejdiive FeSeni tvaru (751)— (752); vyrazy tam
napsané se nazyvaji pseudopotencni fady. Jak je patrné z 1. ¢asti véty, jedno pseu-
dopotencni feSeni y; #Z 0 existuje vzdy; jestlize kromé néasobku funkce y; dalsi
pseudopotencni feseni ys neexistuje, nezbyva nez hledat feSeni ve tvaru uvedeném
ve 3. cCasti véty. Podminka, Ze p1 — p2 nent celé c¢islo, je postacugici, nikoli nutnd
k tomu, aby Tesent (752) byla linedrné nezdvisld.

Poznamenejme konecné, Ze v aplikacich jsou A i B ¢asto polynomy, tedy funkce
holomorfni v celé roviné C; vSechny fady uvedené ve vété 18.12 pak konverguji také
vsude v C.

Priklad 18.15. Hledejme podle V.18.12 feSeni rovnice
y/
(77) Ly:=y"+ = +y=0,

jejiz koeficienty odpovidaji polynomtm A(x) = 1 a B(x) = 2. Protoze A(0) = 1,
B(0) = 0, m4 polynom (73) nyni tvar p* = 0, takie p; = p2 = 0; z toho plyne
existence feseni y1, které je souctem jisté mocninné fady s polomérem konvergence
+00, pFi¢emz tento soucet bude FeSenim rovnice (77) v C — {0}. Je-li

(780) yi(z) = e,
k=0
je
(781) ) = Z ke, % = Z (k+ 2)cpi2 xk7
k=1 k=—1

(782) Zk — e a® 2=Z(/€+2)(/€+1)ck+2xk,

k=2 k=0
takze
(79) (Ly) + > (e + (k+2)%cp2)at

k=0

Tento vyraz je (identicky) roven nule, pravé kdyz jsou koeficienty u vSech mocnin
x rovny nule ®); je tedy ¢; = 0 a pro vSechna k > 0 plati relace c; + (k+2)%cxi2 = 0.
Z ni plyne, ze ¢ = 0 pro vSechna licha k, a zvolime-li napt. ¢y = 1, bude

O (=DF (<
(80) kT 922 (2k)2 T 22k (R))

5 pbro vSechna k£ >0

18) Vime, Ze podobné tvrzeni plati pro mocninné fady ; protoZze vynasobenim pravé strany (79)
faktorem = dostaneme fadu mocninnou, plati tvrzeni i v nasem pfipadé.
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a funkce

ko e\ 2k
()
k=0

bude FfeSenim rovnice (77) v C — {0}.
Kdybychom tuto rovnici napsali ve tvaru

(771) Liy:=azy’' +9y +2y =0,

byla by funkce (81) jejim FeSenim v celém C. Poznamenejme, ze jde o nejjedno-
dussi Besselovu rovnici a ze funkce (81) je (az snad na multiplikativni konstantu)
Besselova funkce Jy(z).

Zbyvé najit feSeni yo rovnice (77) tak, aby {y1,y2} byl fundamentalni systém;
protoze z dosavadniho postupu je zfejmé, Ze dalsi feSeni ve tvaru pseudopotencni
fady neexistuje '9), uzijeme 3. ¢ast V.18.12: Vytvoiime (nyni jiz jen v R ) funkci

(82) ya(z) = y1(x)lga + Z dy "
k=0

a najdeme koeficienty dj tak, aby tato funkce byla feSenim rovnice (77), nebo — coz
je v Ry totéz — rovnice (771). Polozime-li y5 = y1 lg z, je

Y1\
(3) vl =sher + 2y = g+

yi(z)  wi(x)

x2
uvazime-li, ze y1(z) je feSenim rovnice (771), snadno zjistime, ze

e k+1 2k+1
84 L =2 .
( ) ( 1y3)( yl ];) k =+ 1 1 k! 22k

Nagim tkolem je najit ¢isla dj, tak, aby funkce Y (z) = Y ;o dy 2" spliovala
rovnici 2y; + L1Y = 0. Protoze

(85) (L1Y)(x) =dy + i(dk + (k4 2)%dj o) 2t
k=0

a protoze v fadé pro 2y} (z) jsou jen €leny s lichymi indexy, je patrné, Ze dar+1 = 0
pro vSechna k > 0, a zbyva roztesit nekonecnou soustavu linearnich rovnic
(_1)k+1

(86) (k + 1) k1 22

+dop +4(k4+1)%dogo =0, k=0,1,2,....

Prvni rovnice této soustavy je —1+ do+4da = 0, takze kdyz polozime dy = 1, bude
ds = 0.

19) Postup, kterym jsme ziskali funkci (81), je jednoznacény az na multiplikativni konstantu.
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Nasledujici rovnice maji pak feseni

1 5 13 77
d = —— d = — d = — d =
(87) 4 1287 "% 138247 °® 17694727 T 884736000

Obecny vzorec, plynouci z rekurentnich vztahit (86), neni zrovna jednoduchy.
Doporucuji ¢tenafi, aby prislusny vypocet provedl a ovéril, ze je

k—1
(88) dy = D 1151 - kazdé k > 2
ok = ok Z j-‘r j H pro kazde k > 2.
m=j+1

Hledanym FeSenim rovnice (77;1) je tedy funkce
(82) ya(7) = y1(x) gz + 1+ Y doa™
k=2

a {y1,y2} je fundamentalni systém rovnice (71) v Ry. O
Obecnou Besselovu rovnici 1ze napsat ve tvaru
(89) 2y’ +ay' + (2* — vy =0,

kde v je libovolné (komplexni) ¢islo. V piikladu 18.15 jsme tuto rovnici, pfepsanou
na tvar
/ 1/2
(891) y”+y—+(1——2)y=0,
T x
vyTtesili pro v = 0.

Priklad 18.16. Bud nyni v = 3, takZe mame Fesit rovnici

n Y 1
(90) Ly =y +;+(1—ﬁ)y:0;
ve vét& 18.12 to odpovida volbé A = 1 a B(z) = 2? — 1, takZe polynom (73) je
roven p? — % a mé kofeny :I:%. Rovnici (90) budeme proto Fesit jen v Ry, kde je

ekvivalentni s rovnici

(901) Ly =2y +ay + (2 - Hy=0.
Polozime-li
(91) y1(z) = Vo ick 2* pro viechna z e R,
snadno zjistime, ze -
(92) (Liy1)(z) = 2°/% (2¢1 + i(ck + (k + 2)(k + 3) cpp2) "),
k=0

k

pricemz koeficienty u vSech mocnin 2* musi byt rovny 0.
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Z rovnosti ¢; = 0 a z rekurentniho vztahu
(93) ek + (k+2)(k+3)cki2 =0

plyne, Ze cor4+1 = 0 pro vSechna celd k& > 0. Polozime-li ¢y = 1, dostaneme z relaci
(93) snadno vzorec

(=D*

(94) Co = m

pro vsechna celd k > 0.

To vede k feSeni

k a2k sinx

(95) \/_Z 2k+1 _\/E,xeRJ,_.

Zkusme najit dalsi feseni yo(x) rovnice (901) ve tvaru pseudopotenéni fady od-

povidajici kofenu py = —% polynomu p? — i, tj. polozme

(96) ya(z) = % dexk, zeRy.

Snadno zjistime, ze

(97) (L1y2)(x Z kE(k—1)d a2 4 Z dj k372
k=0

_ /2 Z((k +2)(k + 1) diy2 + di) ",
k=0

protoze v prvnim souctu jsou prvni dva sc¢itance rovny 0. Polozime-li d; = 0, bude
dag+1 = 0 pro vSechna k; polozime-li dy = 1, dostaneme z rekurentniho vztahu

(98) (k+2)(k+1)dks2 +dr =0
rovnost

(=1)*
(99) dop = 0! pro vSechna k > 0.

Funkce

k2k

(100) = i - Ci’/s;

je tedy dalsi (pseudopotenéni) feSeni rovnice (90) v R, ; jisté je zfejmé, Ze fesend

. L Py \ v p; L. 2 1 . ;
Y1, Y2 jsou linedrné nezdvisld, a to presto, Ze rozdil kofeni polynomu p* — 7 je celé
cislo.



Cviceni

A. U kazdé z uvedenych trojic a ¢tveric funkci najdéte vSechny oteviené intervaly,
v nichZ jsou linedrné nezdvislé (resp. zavislé).

18.01. 1, cosz, cos® x 18.02. 1,sinh z, cosh z

18.03. 1,sinh? z, cosh? 18.04. ¢%, sinh z, cosh x

18.05. ¢*, sinh? z, cosh? = 18.06. €2, sinh? z, cosh?
18.07. €% ¢~ 2% sinh® 18.08. 1, sinh z, x sinh x

18.09. 1, 272 273 18.10. lgz, z lgz, 2% lgx
18.11. 1, sin z sinh x, cos x cosh x 18.12. sinz, cosz, sin® z, cos? x
18.13. 1,sinz, sin® z, sin® = 18.14. €2*, 2% sinh? z, cosh?

18.15. 1,1g(z + Va2 —1),1g(x — V22— 1)

B. Ovéite, v jakych maximalnich otevienych intervalech jsou uvedené funkce
Y1, Y2 linedrné nezavislé a sestrojte linearni diferencidlni operator L druhého radu
s koeficientem 1 u druhé derivace tak, aby rovnice Ly = 0 méla fundamentalni
systém {y1,y2}. Pak najdéte obecné feSeni rovnice Ly = b s funkci b uvedenou
v poslednim sloupci.

y1(z), ya2(x) b(x)
18.16. z, 1/x VT, sinz
18.17. z, L, z—1, (x —1)?
18.18. z, «* 1, Vo, 1/x
18.19. 2% e ® x+2, z(x+2)
18.20. ¢, e~ 1, 8a*
18.21. sinhz, coshx 1, z, e
18.22. ¢*sinx, e” cosx 1, z, e ®
18.23. 1, arcsinx 1, V1—22, 1/\/1—962
18.24. 1, tgx 1, sinz, tgx
18.25. lgz, 1/z 1,1+l1gz

233



18.26. lgx, x 1gx lgz, 1g°x

18.27. Vz, Jx x, Yz
18.28. =, 1/x 1/x, Vr
18.29. 1, arctgx

18.30. 1, argsinhx

1, 1/(=* +1)

z, 1/(2® +1)

C. Najdéte maximéalni oteviené intervaly, v nichZ dana trojice funkci vy, y2, y3

y1(x), ya2(), ys(x) Ly
1 " 1
18.31. 1, z, - zy" + 3y
11 w5y 2y 2y
18.32.1:,;,; Y +7+F_x_3
18.33. 1, z, Igx xy" 4+ 2y"
322 —1
" 1
18.34. 1, z, arctgz Yy + RS y
1
18.35. z, sinhx, coshz Yy — y? —y + %

tvofi fundamentalni systém rovnice Ly = 0, a v nich pak najdéte obecné Feseni
rovnice Ly = b s pravymi stranami uvedenymi v poslednim sloupci.

b(x)

40, 90(z + 8)
48z, 5761gx
1
60x, —

x

z, 8rsinhz

D. Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice Ly = b s konstantnimi koeficienty,
kde dvé varianty pravé strany b jsou uvedeny v poslednim sloupci.

Ly

18.36. iy’ — 3y’ + 2y
18.37. y" — 2y — 3y
18.38. v + 2y +y
18.39. ¢y —y
18.40. i — 4y’ + 3y
18.41. y" — 2y +y
18.42. y' + 4y’ + 3y

18.43. y/ + 4y
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sinhx, xcoshx
10sinz, 16sinhzx
1222%e”, 50 cos® x
60sinh® z, (22 +z)e®

25ze”, 9xsinx



18.44. " +y

18.45. " + 9y

18.46. 4 — 2/ + 2y
18.47. y' — 2y + 5y
18.48. v +3y" + 3y +y
18.49. " +y" +y' +y
18.50. i —o" — 49/ + 4y
18.51. " — " + 4y’ — 4y
18.52. " —y" +y -y
18.53. vy —y" +2y
18.54. y — 2y +y

18.55. y —y

z“, 8xrcosx

50xe®, 4sin®z — 3sin3z
sinz, 222
10(sinx + cosx), 4e” —8e™*
6e” ", 48sinhx

4sinhz, 8cosx

10sinz, 823

8x2, 25"

z2, dze®

10 cosx, 23

zt, 16¢€”

sin 2z, 8sinhx

E. Najdéte maximalni oteviené intervaly, v nichz maji nasledujici Eulerovy rov-
nice Ly = b TeSeni, a sestrojte v nich jejich obecna feseni.

Ly
18.56. 2%y — 2y’ + 2y
18.57. 2%y +3xy +y
18.58. 2%y +xy +y
18.59. 2%y" — 2y
18.60. 22y" + xy’ — 4y
18.61. 23y + 322y
18.62. 23y + 222y + zy' — vy

18.63. = 3 ///+2x2 " :vy'—i—y
18.64. 22y + 222y" + 3zy’ + by

18.65. 2%y + 622y + Tzy' + vy
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b(x)

2?4z, rlgx
1 lgz

x =z
sin(lg z), z*
1

—, 2?lgx

x

1

x4+ —, sinh(lgx)
x

23 1gx

r+1, g%z
lgx

)

1
—2,xlg29c
1 1

-
z x?



F. Na zakladé zndmého feSeni y; diferencidlni rovnice Ly = 0 druhého fadu
a V.18.10 najdéte dalsi FeSeni yo tak, aby {y1, y=} byl jeji fundamentalni systém. (Je-
li u nékterého piikladu napsan misto y; otaznik, lze toto feSeni snadno uhodnout.)

Pak rozteste rovnici Ly = b, kde b je dané funkce (a u kazdého feSen{ samoziejmé
uvedte i pfislusny obor).

Ly 1 () b(z)

18.66. v’ +tgx -y ? cos T
" ’ 4y .
18.67. y" +2cotg2r -y — — tgx sinx
sin” 2x
/

18.68. " — —~ Y _ ? gz — 1

Y x?(lgz — 1) &¢
18.69. y" + (tgx — 2cotgx)y’ + 2cotg’z -y sin x tgx

1
18.70. ¢’ — (296 + —)y’ ? z?
x
222 4+ 1
" / 2
18.71. y +22x2_1(17y —y) ? 227 — 1
2y’ 2r —
18.72. " + Y+ Qe =3)y & v
1-2x
18.73. y” — 2cotg 2z - ¢/ ? cos’ x
I
18.74. y" + 2sinz -y (Sm,x +cosz)y sin x cosx — sinx
coszx — sinx
I 2 2(1 1

18.75. 4" + B2+ 2, 2er ) lgx Pl

rlgx 221g%x

G. Pro kazdou z nasledujicich rovnic najdéte dvé linedrné nezavisla feseni v né-
kterém z tvarti uvedenych ve vétach 18.11 a 18.12 (v¢. obort v nich uvedenych). 20)

Ly Ly
18.76. y" + 2%y + xy 18.77. y" + 2*y/ + 2y
18.78. v + zy 18.79. " + 2%y
18.80. " — % 18.81. 4 + %

20) V nékterych pripadech bude zfejmé, Ze nalezenad Ffada je feSenim ve vétSim oboru, nez
zarucuje napf. V.18.12.
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/_
18.82. ¢ - = 18.83. y" — Q?Tf
1)y +2
18.84. 7+ BT =Dy +2 18.85. " + ST % y
2x(x —1) x x
Reseni

A. Funkce z cviceni 18.01, 18.02, 18.05—18.08, 18.11-18.13 jsou linearné ne-
zavislé v kazdém otevieném intervalu I C R, funkce z cviceni 18.09 (resp. 18.10)
v kazdém intervalu I C R_ UR, (resp. I C Ry); funkce z cviceni 18.03, 18.04
a 18.14 jsou linedrné zdvislé v R (a tedy i v kazdém intervalu I C R). Maximalni
otevfenou mnozinou, v niz jsou vSechny t¥i funkce z cviceni 18.15 definovany, je
interval J := (1,400) a funkce jsou linedrné zdqvislé v kazdém otevieném I C J.

B. Za ,,0:“ nasleduje diferencidlni operator Ly s prislusSnymi otevienymi inter-
valy; za ,R:“ jsou pak uvedena feSeni rovnice s prvni, druhou a popf. tieti pravou
stranou.

! - cos
18.16. 0:y”—|—%_% v R. aRy; R: 1) %xE’/Q; 2) —sinx — z

x
!
18.17. O: y”—%—kxgl v I == (—00,1) a I := (1,+00);
IRl —2)—zlg|l—z|—1v I aly 2) —2?—x—1;

3

R: 1)
)_
dy' 4y 5 1,2 16 ..9/4
18.18. O:y”—7—|—ﬁ v R aRi; R:1) — 3527 2) —gx/ :
3) —%x(l+3lg|x|)
(22 —2)y/ 2@+ 1y
2 4 2z 2+ 2x
R:1) 2%lg|z|—2+1; 2) 2® —2? +22 -2

/

18.20. O: y" — y; —42%y v R_ a R,; R: 1) %(612 Ei(—22) — e~ Ei(2?))

w

—r—1

[N

18.19. O: y" +

v (—00,—2),(—2,0) a Ry;

2) — 227;
18.21. O:y" —y v R; R: 1) —1; 2) —a; 3) 2e*(2z - 1)
18.22. O0:y" -2y +2y v R; R: 1) 3; 2) 2(z+1); 3) Le™”
/!
18.23. 0: y" + fy 1Y (—=1,1); R: 1) L(2? + arcsin® z);
2 —

2) 2 (2® —=T)V1—22; 3) —/1—2a?
18.24. O: y” — (2tgx)y’ v intervalech (% (2k — 1)m, 3 (2k + 1)), k € Z;
R: 1) 2 (14 2ztgx); 2) — Lsinz; 3) 1 (tgz — 22)
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(1+2lga)y" Yy
z(l+1gz) 22(1+1gx)

R: 1) F(z)lgz — 2 'G(x) — 2%, kde F(x),G(x) jsou primitivni funkce funkei

18.25. O: y" + v (0,e7!) a (et +00);

x 22lgx
1+lgz ' 1+1gx
2y’ 2+1
18.26. 0:y — 24 4 2+1E0)y
rlgx ?lg°x
2) 1(2lgz — 3)2”lgx

v uvedenjch intervalech ; 2) & (2 + 3lgz)a?

v (0,1) a (1,400); R: 1) 2”1ga;

/

18.27. O: y”—|—g—x+$ v Ry Ril) a8 2) 113/

3y’ Y & 5/2
18.28. 0:y"+ - — =5 v Ry; Ri1) ;5 2) 1ad/
18.29. O: " 2‘Tyl . R- 10,2 2 . 1 2

29. O: y +x2+1 v R; R: 1) (2" +21g(2” +1)); 2) 5 lg(a” +1)
!

18.30. O: y" + inl v R; R: 1) (2% +32); 2) argsinh®x

T

C. Ve sloupcich uvadime po fadé ¢islo cvieni, maximalni oteviené intervaly,
v nichZ je dand trojice funkci fundamentalnim systémem dané rovnice, a FeSeni
rovnice L(y) = b s prvni a druhou pravou stranou.

18.31. R_,R, 127 1z (2lg|z| —3)
18.32. R_,R, 3 2% (x + 18)
18.33. R, zt B2361gz —7)

18.34. R_,R, 2+ 8(2% — g (1 + 2?)) L(2? —3—4lg(1+27))
2

18.35. R_,R; —(2* +2) (z* — 3) sinhx — 2z cosh

D. Obecné feSeni rovnice Ly = b fadu n s konstantnimi koeficienty je mnozina
vSech funkci (s defini¢nim oborem R) tvaru yo + Y ,_; ckyk, kde yo je néjaké Feseni
rovnice Ly = b, {y1,...,¥yn} fundamentalni systém této rovnice a ¢; € R jsou libo-
volné konstanty. Funkce ve druhém sloupci tvori fundamentalni systém, ve tfetim
a ¢tvrtém sloupci jsou feseni yo rovnice Ly = b pro prvni a druhou ze zadanych
funkei b.

18.36. ¢“ e** —e“(x+1) e ”

18.37. e %, ¢ 3 (42 — 1) —e (822 +4x +1)

18.38. e %, ze™ " %x3e_”” 22 —4x+6

18.39. %, 7" txcoshz — £ sinhz % (222 + 1) sinh z—
%xcoshx
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18.40. ¢°,e3"
18.41. e”,xe”
18.42. ¢ % 73"

18.43. cos2z,sin2x
18.44. cosz,sinz

18.45. cos3x,sin3x
18.46. e cosx,esinx
18.47. ¢” cos2z,e” sin2x

18.48. ¢ %, ze % 2%

18.49. ¢ °

,COS T, sinx

18.50. €%, 2% e

18.51. €%, cos2z,sin 2z
18.52. €%, cosz,sinx
18.53. ¢ ", e cosx,e”sinx

18.54. €%, xze”,e ", xe”

18.55.

e’ e

x

% cosx,sinx

2cosx + sinz —(dz+2)e" —e "

zte® 25 — 3 cos2x — 4sin 2x

10 L3e—=

62;E _ 156—21 _ 1

(52 —2)e” 3rsinz — 2cosz
2 -2 (22% — 1) sinz + 2z cosx
(5x —1)€” 22 cos3x + 3 sinw—

% sin 3z
%(QCosx—Fsinx) (x+ 1)2
3cosz +sinx 2sinhz
e 3e® —4x3e™®

sinhz — (z+ 3)e”® (3 —2x) cosa+

(14 22)sinz

sinx + cos 223 + 622 + 152 + 15

— (227 + 42 + 3) (5z —2)e”
—xz(x+2) (r —1)%e
3cosx —sinx z3+3z—3

ot 242 472 (222 — 42 + 3)e”®

L gin 22 2x coshz — 3sinhz

15

E. Misto obecného feseni uvddime (ve 2. sloupci) jen funkce tvofici fundamentalni
systém a (ve 3.sloupci) FeSeni pfi obou volbach pravych stran; obecné feseni se
z nich vykonstruuje (v uvedenych maximdlnich intervalech) pomoci V.18.6.

18.56. x,2°
18.57. L 1817l

X xr
18.58.

2

18.59.

8=

cos(lg|z|),sin(lg|z|)

~1)lgle| - (@ +1) vR_ R,

2) —3x(g’z+2lgz+2) v Ry

g |z lg°
1 R_,R;, 2) =— vR
) 2z v 1t ) 6 VR4
1) +sin(lgz) — & cos(lgz) lgz v Ry,
2) 2 vR_, Ry
1 1
1) - +3g|x|vR,,R+,
9z

2) 2(91g%x —6lgz +2) v R,
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18.60.

18.61.

18.62.

18.63.

18.64.

18.65.

x,cos(lg|z|),
sin(lg |z|)

1
x,xlg|9€|,—
X

2)
1 1
E,xcos(2lg|:v|), 1) ~ 3.2
x sin(21g|z|)
Llelel Wlal
' =z 6x

1, 1
1) —g(x—kg) vR_,Ry, 2)

1/1
a(;—z)vR+

1) L2 vR_ Ry, 2) —(1+31g%z) vRy

1) b(elgle| — = —2) vR_ Ry,

2) —(2+1gx)lge v Ry

1) %1(21g2|x| —2lglz|+1) vR_,R;,

21g”x +4lgz +3

VR+

2 VR—7R+7
2) txlgz(lgz —1) v Ry

1
VR_,R+, 2) ) VR_,]R+
T

F. Ve druhém sloupci je napsina dvojice funkci tvofici fundamentalni systém
dané rovnice, ve tfetim je feseni rovnice Ly = b s predepsanou pravou stranou b.
Ve ¢tvrtém sloupci jsou uvedeny vsechny maximalni oteviené intervaly, v nichz ma

jak diferencialni rovnice, tak i jeji feSeni smysl.

18.66.
18.67.
18.68.
18.69.
18.70.
18.71.

18.72.

18.73.

18.74.

18.75.

1,sinx
tg x, cotgx
z,lgx

sinx, sin’ x

1,cos”x

sinz, e’

lgz, 2% 1gx

cosx + xsinx

1
3 cosT cotgw

12*(lgz — 2)
—sinx cosx

—1@*+1)

2r +1

% cos2z+

1 .. 2 .
5 sin“zlg | sinz|
T sin z+

1 (sinz + cos x)

127 lgz(2lge — 1)
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12k -1, 3 (2k+1)7), ke Z

tkm 2 (k+1)7), keZ

tkm 3 (k+1)7), keZ
R_,R;4
(—OO, _\/ﬁ)a (_\/57 \/5)7
(V2,400)

(—OO, %),(%,—I—OO)

(%kﬂ', % (k4 1)m)

(k=3)m,(k+ ), kel

(0,1),(1,+00)



G. Ve druhém sloupci jsou napsana linedrné nezavisla feseni y;(x), y2(z) dané
rovnice, ve tfetim sloupci je definice koeficientt ¢, v poslednim sloupci obor, v némz
je podle véty 18.11 nebo 18.12 piislusnd funkce y;(x) urcité feSenim. (Jak jiz bylo
uvedeno, soudet piislusné fady mtize byt feSenim ve vét$i mnozing.) U(0,r) (resp.
P(0,7)) je kruhové (resp. prstencové) okoli 0 v roviné C.

18.76.

18.77.

18.78.

18.79.

18.80.

18.81.

18.82.

oo
0@ =3 aatt
k=0
oo
yz(x) _ Z ckx3k+1
k=0
o0
y(xz) = Z cp ok
k=0
oo
y2(x) _ Ck x5k+1
k=0
o0
y(xz) = Z cpa®
k=0
oo
y2(x) _ Z Ckx3k+1
k=0
o0
y(xz) = Z cp
k=0
oo
ha() =Y et
k=0

o0 xk
yi(r) = Z m
k=1

y2(z) = y1(z) gz +

l—z ckxk
k=2
. san\k 2
yl(:zr)zz (5) 72—1‘

(3 —2)*

(—DF £
(3k)! -

<.

(D* e
Gy LG -1

j=1
55 —4

55 (55 —1)
5j—3

55 (55 + 1)

|
—_
~—
S
— =

J

Il
—

|
—_
~—
S
—=

<
Il
—

A/—\
w| |
e
S— | —
—| =
—

(35 —2)

<.
Il
—
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C - {0}

P(0,2)

(0,2)
U(0,1)

U(0,1)



00 k
18.83. yi(0) = cpa® ﬁ [ (4% - 65 +3) U(0,1)
k=0 tj=1
00 k
yo(z) :Z cp 22k (2k—1|—1 ] H(4j2—2j+1) U(0,1)
k=0 j=1
= E!(2x)F
18.84. yi(z) = kzzo (%(_ i)” P(0,1)
ya(z) = V& kzzo (2?2;:)!1!)” o (0,1)
o0 R+
— 62 + 322 — 2
pale) = 02 C-{0)
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