19. Lebesgueiiv integral

»Integral funkce f pfes mnozinu M“ je skupina slov, kterd nemé smysl, neni-
li napft. ze souvislosti patrné, ktery integral mame na mysli. Definic integralu je
totiz cela fada a muZe se stat, Ze integral funkce f pres mnoZinu M podle jedné
definice existuje, podle jiné ne. (Pokud vSak tento integral existuje podle dvou
definic, pfislusné hodnoty byvaji vétsinou stejné.)

Zasadni otazkou inteligentniho kalkulu je, ktery z integradlt mame vybrat pro
pocetni praxi? Jsem presvédcen, ze v R se neobejdeme bez integralu Newtonova,
protoze pomoci (vhodnym zptisobem zobecnéné) primitivni funkce se pocita pie-
vazna Cast jednorozmérnych integralti, v¢. integralu Riemannova. Oproti Rieman-
novu integralu ma integral Newtoniv jesté dalsi vyhody: jeho definice a vypocet
nezavisi na tom, zdali je integrand a integra¢ni obor omezeny nebo ne, a neni tedy
tfeba budovat (pro studenty dosti nudnou) teorii tzv. nevlastnich integrald.

Jak je to v8ak s integraly funkci dvou, tii, ... proménnych pies mnoziny obsazené
v RZ, R3, ... ? Mame na vybranou napi. mezi Riemannovym, Newtonovym, Lebe-
sgueovym, Kurzweilovym, Perronovym integralem. V bezduchém kalkulu se ¢asto
integruje bez ovérovani, zda a kdy je to dovoleno, a je asi jedno, kterd z definic
integralu se pfedstira — vysledky budou kromé notoricky zndmych piiklada (které
se pak snad ani nemusi FeSit, protoZe se najdou ve sbirkidch vzorci) nezarucené
a Casto nespravné. Ma-li se vSak integral uzit v nové situaci (napf. pfi vyzkumné
praci), méla by spravnost vysledku zaruéit kvalifikovana aplikace vét dokazanych
o zvoleném druhu integralu.

Ctitelé kalkulu se evidentné zamilovali do Riemannova integralu; odivodiuji to
napf. tim, ze definice tohoto integralu je jednoducha. Je vSak jednoduchost definice
spravnym kritériem vybéru? Definici pfece zavadime jen jednou, zatimco nume-
rickych piikladd a teoretickych tivah, v nichz vyuzivame vlastnosti integralu, je
a jejich aplikaci. Vhodnéjsim kritériem vybéru integralu je pro kazdého, kdo pfi
praci s nim ovéfuje predpoklady aplikovanych tvrzeni, jejich jednoduchost a obec-
nost. Pak Riemanntv integral soutéz prohraje napi. proto, Ze riemannovsky nelze
integrovat zddnou neomezenou (nebo ,,pfili§ nespojitou”) funkei a ze ani zcela jed-
noduché funkce nelze integrovat pfes neomezeny obor; zobecnény Riemannav in-
tegral, ktery by podobné situace mél fesit, ma v prostorech dimenze vétsi nez 1
znacné problematickou jiz samu definici.

Jsem presvédéen, ze rozhodneme-li se pro vétsi obecnost a jednoduchou aplikova-
telnost, vybereme mezi vsemi znamymi integraly integrdl Lebesgueiv jako optimdlni.
vyvazuje jeho obecnost. Integrovat lze napi. kazdou efektivné ') sestrojitelnou ne-
zépornou funkci pies kazdou efektivné!) sestrojitelnou mnozinu a jeho vlastnosti
jsou podstatné jednodussi nez vlastnosti napi. Riemannova integralu.

1) tj. bez uziti axiomu vybéru
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Pro ¢tenare, ktefi se s Lebesgueovou definici integrélu nesetkali na vysoké skole
(nebo v literatufe), vysvétlim struéné jeden z moznych postupt vedoucich k definici
tohoto integralu a zavedu vSechny potfebné pojmy. Pak ¢tenédfe sezndmim (bez dii-
kazu) s vétami, které jsou pro préaci s Lebesgueovym integralem (af jiz je to v teorii,
nebo v praxi) podstatné. Ilustrujici ptiklady celou véc ¢tenéfi jisté pfiblizi; nebude
asi na zavadu pfi vhodnych piilezitostech upozornit na konkrétni vady Riemannova
integralu — snad néktery z jeho dosavadnich uzivateld uzné, ze Lebesguetv integral
je daleko vhodnéjsi matematicky ndstroj.

Na prvni pohled neni rozdil mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem nijak
velky — oba integraly pracuji se soucty tvaru

(1) > Fen(My),
P

kde ¢isla fi néjak souviseji s integrovanou funkci, mnoziny M} tvori rozklad
integrac¢niho oboru M a p je funkce zobeciujici délku, obsah a objem jednoduchych
geometrickych atvartt v R, v R? a v R3. Na rozdil od riemannovskych souéti (1),
kdy mnoziny M}, jsou zpravidla intervaly, jsou v pripadé Lebesgueova integralu tyto
mnoziny daleko obecnéjsi.

Nasim prvnim tkolem bude popsat, pfes které mnoziny se lebesgueovsky in-
tegruje a jak se definuje jejich (Lebesgueova) mira, tj. zminéné zobecnéni délky,
obsahu a objemu. Protoze se v pfislusné teorii ¢asto setkdme se soucty spocetné
mnoha nezdpornych ¢isel, bude uzitecné trochu pozménit definici sou¢tu zobecnéné
fady:

Umluva. Necht A je spoéetnd mnozina, pro kazdé a € A necht je aq > 0 a necht
podle ptivodni definice fada

(2) S aa

acA
diverguje; pak budeme fikat, Ze sou€et fady (2) je roven +occ.?)
* Kk

Intervalem v R? (nebo p-rozmérnym intervalem) budeme — pokud nebude vy-
slovné feceno néco jiného — rozumét kompakini interval, tedy kartézsky soucin

(3) I=5Lx...x1I,
p jednorozmérngch kompaktnich (tj. omezenych uzavienych) intervald I;.

p-rozmérny objem v, (I) intervalu (3) je definovan jako souéin délek intervald
Ij. Je-li tedy Ij = (aj,bj), je

@) o(0) = [0y = ay);

2) V ptivodni definici na str. 219 prvniho dilu jsme divergentnim zobecnénym faddm zadny
soucCet neprifadili, protoze tehdy $lo o co nejtésnéjsi souvislost mezi konvergenci zobecnénych

fad a absolutni konvergenci ,obyc¢ejnych® fad. Nyni se ndm hodi zobecnénym fadam Za c A Qa

s nezapornymi ¢leny, pro néz je sup{z aa; K C A je koneénd } = 400, prifadit soucet +oo.

aceK
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ziejmé jde o zobecnéni délky tisecky, obsahu obdélnika a objemu kvadru. Protoze
v dalsim budeme ¢asto dlouhou dobu pracovat jen v prostoru R? s pevné danym p,
budeme misto v, psat kratce v a mluvit strucné o ,,objemu®.

Nez piikro¢ime k definici objemu oteviené mnoziny, zavedme tento pojem: Ri-
kame, Ze intervaly I C R?, J C RP se nepiekryvaji, je-li int I N int J = (). Rikame,
ze S je systém neprekryvajicich se intervalQ, je-li sloZzen z intervalt, z nichz zZadné
dva (rtzné) se nepiekryvaji.

Definice objemu oteviené mnoziny G C RP je zalozena na této vété:

Véta 19.1. Kazdd oteviena mnozina G C RP je sjednocenim jistého spocetného
systému S neprekryvajicich se intervali. Jsou-li S1 = {I,} a So = {J,} dva takové
systémy, je

(5) > o(Im) =) v(Jn). O

m n
Prazdna mnozina je ovSem sjednocenim prazdného systému intervalii; neprazdna

oteviena mnozina je vzdy sjednocenim nekonecného systému nepiekryvajicich se
intervald, protoze konecné sjednoceni by bylo kompaktni a kromé prazdné mnoziny
v RP neexistuje mnozina zarovenn kompaktni a oteviena.

Je zfejmé, Ze z jednoho takového rozkladu (neprazdné mnoziny) lze rozdélovanim
jeho intervald sestrojit nekonec¢né mnoho dalSich rozkladt. Véta 19.1 piinasi dva
dulezité poznatky: 1) Rozklady na nepiekryvajici se intervaly existuji. 2) Pro kazdé
dva takové rozklady je soucCet objemil prislusnych intervalil stejné ¢islo — nékdy
koneéné, jindy nekoneéné. )

Z toho plyne korektnost této definice:

Objemem oteviené mnoziny G C R? rozumime ¢islo

(6) o(@) = 3 u(),
IeS

kde S je systém nepiekryvajicich se intervali, jejichz sjednocenim je G. Pro-
toze zadny interval neni otevienou mnozinou, definice objemu intervalu a objemu
oteviené mnoziny nekoliduji a pro objem lze v obou pfipadech uzivat tyz symbol
v. O

Je jisté zfejmé, Ze pro kazdou otevienou mnozinu G C R? je 0 < v(G) < o0,
pricemz v(G) = 0, pravé kdyz je G = (). Piikladem oteviené mnoziny, jejiz objem
je roven +o00, je RP.

Oznaceni. Systém vSech otevienych podmnozin prostoru R? budeme v dals$im
znacit T, nebo kratce 7.

Piiklad 19.1°. Popisme jeden ze zptisobii, jak Ize k rozkladu z véty 19.1 dojit;
pro jednoduchost to provedeme v roviné, v RP je postup analogicky, jen indext je
vice.

Pro kazdé n € N bud A,, systém vSech ¢tvercti

i j+1 kE k+1
g = (o 5Ly s (1 B Ly,
’ 2n 7 2n 2n 7 2n

3) Zde poprvé uzivame tmluvu zavedenou na piedchazejici strance.

245



kde j € Z, k € Z.*) Ozna¢me S; systém vsech ¢tvercti z A;, které jsou ¢asti G, a bud
Bj jejich sjednoceni. Jsou-li pro nékteré n € N sestrojeny systémy S, a mnoziny
B, kde 1 < m < n, bud S, 11 systém vSech intervalt z A, 1, které jsou éasti G,
ale nejsou C¢asti mnoziny By U...U B,. Tim jsou indukci sestrojeny systémy S,
a prislusné mnoziny B,, pro vSechna n € N a z konstrukce je patrné, ze

S=5§USU...US,U...

je systém nepiekryvajicich se intervali. Kazdy bod x € G lezi pro kazdé n € N
v nékterém z intervalu I,, € A,, a protoze G je oteviend mnozina, je I,, C G pro
skoro vSechna n; zvolime-li nejmensi n tak, ze x € I,, C G, je I, € S,, takze
x € By,. Sjednocenim vsech mnozin B, tj. sjednocenim vsech intervala patficich do
nékterého S, je tedy cel4 mnozina G.®)

X 3k X%

Kazdd mnozina M C R? je podmnozinou néjaké oteviené mnoziny (napt. RP)
a kazda oteviend mnozina méa néjaky objem. Obecné sice neexistuje nejmensi ote-
viend mnozina G obsahujici M, ale vzdy mutzeme vytvofit ¢islo

(7 w (M) :=inf{v(G); M C Ge T},

které se nazyva vnéjsi (Lebesgueova) mira mnoziny M.

Véta 19.2. Vnéjsi mira ma tyto vlastnosti:

(8) w* (M) > 0 pro kazdou mnozinu M C RP;
9) MCN = p*(M) < p*(N);

(10)  u* ( U Mk) < Z w*(My) pro kazdy spocetny systém mnozin Mj,.
k k

(8) konstatuje, ze p* je nezdpornd mnozinovéa funkce, definovand na systému
viech podmnozin prostoru R?, ktery budeme v dalsim znacit exp (RP).6) Vlastnost
(9) je tzv. monotonie vnéjsi miry, vlastnost (10) je jeji o-subaditivita; kdybychom
v (10) nahradili slovo ,spocetny“ slovem ,koneény“, dostali bychom slabsi pod-
minku, které se fika subaditivita.

Z (10) ihned plyne, ze pro kazdé dvé mnoziny M C RP, N C R? plati nerovnost
p*(MUN) < p*(M)+p*(N); rovnost vsak bohuzel neplati ani v pFipadé, Ze mnoZiny
M, N jsou disjunktni. To je zdsadni vada vnéjsi miry.

4) Ctverce I, i, ziskdme tim, Ze rozdélime rovinu vodorovnymi piimkami o rovnicich y = j /2%,
j€Z, a svislymi pfimkami o rovnicich x = k/2", keZ. Systém A, 41 vznikne ze systému A, tim,
ze kazdy ctverec z A, rozdélime na 4 shodné ¢tverce.

5) Konstrukee je velmi nazorna; doporucuji étenéfi, aby si nakreslil néjakou (nejlépe omezenou)
otevienou mnozinu G # () a pak zakresloval mnoZiny Bj, Ba,... a sledoval, jak se mnoZina G
postupné zapliuje.

6) Oznageni exp (X) pro systém vSech podmnozin mnoziny X neni v literatufe jediné, ale lze
se s nim setkat pomérné casto.

246



Je jisté ziejmé, ze u*(G) = v(G) pro kazdou otevienou mnozinu G; ¢tenafr bude
jisté sdm umét dokézat, ze i

(11) pro kazdy interval I je p*(I) = v(I).

Vnéjsi mira tedy zobeciiuje pojem objemu (intervalt a otevienych mnozin) na
cely systém exp (RP). Ukazuje se, Ze neplatnost rovnosti p*(M U N) = p*(M) +
" (N) pro (nékteré) disjunktni mnoziny M, N neni disledkem nesprdvné metody
zobecriovdni objemu, ale prilisné velikosti systému exp (RP). (Lze dokazat, ze Zddné
zobecnén{ objemu na systém exp (R?) nespliiuje uvedenou rovnost pro vSechny dvo-
jice disjunktnich mnozin.) , Nastésti vSak lze od systému exp (R?) pfejit k nékolika
dostateéné rozsdhlym podsystémim, v nichz zddand rovnost (pro disjunktni mno-
Ziny) plati.

Podsystém bychom samoziejmé chtéli zvolit tak, aby vysledek béznych mnozino-
vych operaci provedenych na jeho elementech lezel opét v tomto podsystému. Jako
nejvhodnéjsi se proto jevi néjaka o-algebra, coz je neprazdny systém A podmnozin
(jakékoli) mnoziny X majici tyto vlastnosti:

(12) X e A;
(13) MeA Ne A= M—-NcdA;
(14) pro kazdy spocetny systém mnozin My € A je U M e A.
k
Z de Morganovych vzorct pak snadno plyne, zZe
(15) pro kazdy spocetny systém mnozin My, € A je ﬂ My e A.
k

Snadno nahlédneme, Ze

(16)  priinik libovolného systému o-algeber obsazenych v exp (X) je o-algebra.

Z toho ihned plyne, Ze existuje nejmensi o-algebra B obsahujici systém T ; je
to samoziejmé prinik vsech o-algeber obsahujicich vSechny oteviené podmnoziny
prostoru R?. Vzhledem k (12) a (13) obsahuje B i vSechny uzaviené mnoziny. V této
o-algebre, jejiz prvky se nazyvaji borelovské mnoziny, bychom sice mohli celkem
dobfe pracovat, ale ddme prednost jiné, jesté rozsdhlejsi o-algebie M tzv. (lebesgu-
eovsky) méritelnych mnoZin.

Definice. Mnozina M C R? se nazyva (lebesgueovsky) méfitelna, jestlize
(17) pro kazdé e € R, existuje mnozina G ¢ T tak, ze M C G a p*(G— M) < e.
Nézorné feceno: Mnozina M patii do M, pravé kdyz ji Ize pokryt otevienou
mnozinou G tak, Ze vnéjsi mira , pFecnivajici“ ¢asti G — M mnoziny G je libovolné

mala. Méfitelné jsou tedy nejen vSechny oteviené mnoziny, ale vSechny mnoziny,
které se v tomto smyslu od otevienych mnozin , malo lisi“.
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Definice. (Lebesgueovou) mirou (M) méfitelné mnoziny M nazveme jeji vnéjsi
miru; definujeme tedy

(18) w(M) := p*(M) pro kazdou mnozinu M e M. O

Nez prejdeme k vyjmenovani zékladnich vlastnosti miry, zavedme dvé uziteén4
oznaceni: Symbol

(19) My A M (resp. My N\, M)

bude znamenat, Ze pro vSechna k € N je My C My41 (resp. My D Myy1), pFi¢emz

(20) M=) My (vesp. M = (") My).
k=1 k=1

Véta 19.3. Systém M vSech méfitelnych mnozin je o-algebra obsahujici vSechny
oteviené a vSechny uzaviené podmnoziny prostoru RP. Pro vsechny mnoziny M, N
a My z M pritom plati:

(21) M CN = p(M) < p(N);
(22) M C N, u(M) < +00 = (N — M) = u(N) - p(M);
(23) ,u( U Mk) = Z w(My) pro kazdy disjunktni spocetny systém mnozin My ;
k k
(24) My /M = p(My) = p(M);
(25) M N\ M, p(My) < +oo = u(My) = p(M).
Jak je patrné, je mira p monoténni nezdpornd mnozinova funkce definovana
v M; vlastnost (23) je jeji o-aditivita. Tato vlastnost je silnéjsi nez tzv. aditivita,
definovana platnosti implikace
(26) MNON=0= p(MUN)=p(M)+ u(N);

aditivita je ov8em také ekvivalentni s podminkou, ktera vznikne z (23), nahradime-li
tam slovo ,spocetny“ slovem ,konecny“.

Cviceni 19.1. Necht I}, C R je pro kazdé k = 1,...,p interval libovolného typu
(uzavieny, otevieny, polouzavieny, omezeny, neomezeny) s krajnimi body ax < by.
Dokazte, ze pak je

P
(27) I'=DLx...xI,eM a u(I) =[] (b — ax);

k=1
soucin vpravo je pfitom +oco, pravé kdyz je néktery z intervali I, neomezeny.
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Cvi€eni 19.2. Je-li u(M) = +o00, rovnost (22) neplati, protoze jeji prava strana
+00—(+00) nemd smysl. Uvedenim protiptikladu dokazte, ze predpoklad konecénosti
(M) je pro platnost tvrzeni (25) také podstatny.

Rada: Polozte napf. My = (k,+00). ¢

Nez poddme dalsi charakteristiky méfitelnosti mnozin, zavedme t¥i nové pojmy:

Definice. Rikdme, 7ze mnozina M C R? ma miru 0, je-li u*(M) = 0. Rikdme, 7e
mnozina M C RP je typu Gs, je-li prunikem spocetné mnoha otevienych mnozin
M, C RP; fikdme, ze mnozina N C RP je typu F, , je-li sjednocenim spocetné
mnoha uzavienych mnozin Ny C RP. O

Protoze M je o-algebra obsahujici vSechny oteviené a vSechny uzaviené pod-
mnoziny prostoru RP, jsou i vSechny mnoZiny typi F, a Gs méritelné.

Cviceni 19.3. Dokazte tato tvrzeni:
kazda mnozina miry 0 je méfitelna;
kazda podmnozina mnoziny miry 0 ma miru 0;

sjednoceni spocetné mnoha mnozin miry 0 ma miru 0;

A~~~ N /N~
W W NN
_ O ©
S— N N N

kazda spocetna mnozina ma miru 0.

Cviceni 19.4. Dokazte, ze mnozina M C RP je typu F,, pravé kdyz je RP — M
typu Gs. Dokazte dale, ze mnozina Q vsech racionalnich cisel je typu F, , mnozina
vSech iracionalnich ¢isel typu Gyg.

Cviceni 19.5. Dokazte, ze kazda oteviena mnozina je typu F,, kazda uzaviena
mnozina typu Gg.
Rada: V prvnim pfipadé uzijte V.19.1, ve druhém de Morganovy vzorce. ¢

Véta 19.4. K tomu, aby mnozina M C RP byla méfitelnd, je nutné a staci, aby
byla splnéna kterakoli z téchto podminek:

1. Existuje mnozina H D M typu Gy tak, ze u(H — M)
2. Existuje mnozina K C M typu F, tak, ze u(M — K)

0.
0.

Poznamka 19.1. Protoze systém M vsech méfitelnych mnozin je o-algebra obsa-
hujici vSechny oteviené mnoziny a systém B vSech borelovskych mnozin je nejmensi
takova o-algebra, je B C M. Lze ukédzat, ze B # M; nejen to: mohutnost systému
M je ,daleko vétsi“ nez mohutnost systému B.7)

Pritom jsou méritelné mnoziny v jistém smyslu ,,blizké“ borelovskym mnozinam;
k otevfenym mnozindm maji mnohé z nich jesté ,dost daleko* (viz definici (17)),
ale jakoukoli méritelnou mnozinu Ize ziskat z vhodné mnoziny typu Ggs odebranim
vhodné mnoziny miry 0 a z vhodné mnoziny typu F, naopak pridanim vhodné

) Pro &tenate, ktery se setkal s mohutnosti mnozin a s kardindlnimi éisly : B ma, ,,jen“ mohut-
nost kontinua ¢ (coz je zaroven mohutnost prostoru RP), kdezto mohutnost systému M je rovna
2¢, coZ je mohutnost systému vSech podmnozin mnoziny mohutnosti ¢ (tedy speciadlné mohutnost
systému exp (RP)). I systém vSech mnozin miry 0 ma mohutnost 2°.
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mnoziny miry 0. Nepfedstavitelnou rozmanitost méritelnych mnozin je tedy tieba
pricist mnozindm miry 0, pfes néz ma — jak se ukaze pozdéji — kazda funkce Lebe-
sguelv integral rovny 0, takze je 1ze k integracnimu oboru pfidavat, nebo je od néj
odebirat, aniz se integrél (jak co do existence, tak co do hodnoty) zméni. Pozna-
menejme jesté, ze v pocetni praxi se pfi integraci nesetkdme s integra¢nim oborem,
ktery by nebyl typu F, nebo Gy.

Predstava, ze bychom se mohli blize seznamit se v§emi mnozinami miry 0, je ilu-
zorni. 8) Nebude v8ak na §kodu piedstavit ¢tenafi nejznaméjsi nespoéetnou mnozinu
miry 0, tzv. Cantorovo diskontinuum, protoze to je mnozina, ktera hraje podstatnou
roli v nejriznéjsich piikladech i tvrzenich nejen analyzy, ale pfedevsim topologie.

Priklad 19.2. Cantorovo diskontinuum D je definovano jako mnozina vSech ¢isel
tvaru

(32) 2y ;—’; kde ix € {0,1} pro kazdé k e N.
k=1

Piifadime-li ¢islu (32) éislo

K
2|

(32)

el
Il

1

je tim zfejmé definovano zobrazeni mnoziny D na interval (0, 1), protoZe kazdé ¢islo
z tohoto intervalu lze napsat ve tvaru (32'). Protoze kaZdy interval je nespocetnd
mnozina, plati totéz nutné i o D.

Zvolime-li (na chvili pevné) posloupnost {ix}72, oznac¢ime-li x soudet pfislusné
fady (32) a polozime-li

(33) Spi= ;—’;

pro kazdé n € N, plati zfejmé nerovnosti

1

— 1

k=n+1

takze x € (sp,sn +377).
Utvorime-li tedy pro kazdé n € N a kazdou posloupnost {ix}72; nul a jednic¢ek
interval

(34) (i1, .. yin) = (Sn, 80 + 377,
lezi D pro kazdé n € N ve sjednoceni D,, vSech 2" téchto intervali. Protoze kazdy
z nich mé délku 37" (a protoze jsou disjunktni), je u(D,) = p, = (2/3)". Pro

kazdé n € N je tedy p*(D) < pn, a protoze p, — 0 pro n — oo, je u*(D) = 0. D je
tedy (podle (28)) méfitelnd mnoZina a jeji mira u(D) je rovna 0.

8) Nap¥. proto, Ze je jich 2°.
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Protoze pfi kazdé volbé ¢isel iy, € {0,1}, k € N, je zfejmé
o0 o0 7;
. N _ 3
m I(i1, ..., in) = nll_}rrgosn = 22 3%
n=1 k=1

je D prunikem vsech mnozin D, ; protoZe kazdd z mnozin D,, je kompaktni, plati to-
téZ o D. D obsahuje spocetnou mnozinu krajnich bodi vSech intervalt I(iq, .. ., y),
ale kromé téchto bodi obsahuje D nespocetné mnoho dalsich bodi.

Obsahuje-li néjaka mnozina néjaky interval, mé zfejmé kladnou vnéjsi miru. Can-
torovo diskontinuum proto zadny interval neobsahuje, a nemé tedy zadné vnitini
body; protoze je uzaviené, je ridké v R.

Popisme intervaly I(i1,...,%,) geometricky: Intervaly 1(0) = (0,%) a I(1) =
(2,1) vzniknou tim, Ze interval I = (0,1) rozdélime na t¥i stejné dlouhé intervaly
a prostiedni otevieny interval J = (%,2) vynechdme. Intervaly I(i1,0) a I(i1,1)

vzniknou obdobné: Kazdy z intervalt I(i1) rozdélime na tii stejné dlouhé intervaly

a prostfedni oteviené intervaly J(i1) vynechdme. Obecné je interval J(iy,..., i)
sprostfedni oteviend tfetina® intervalu I(iy,...,1%,). Sjednoceni v8ech intervalt
(35) I, J(1)s ooy J(i1y e yin), -

je oteviend mnozina (0,1) — D s mirou rovnou 1, pfi¢emz tyto intervaly jsou nejen
disjunktni, ale maji dokonce disjunktni uzdvéry. Z toho plyne dalsi pozoruhodna
vlastnost Cantorova diskontinua: D nemd Zddny izolovany bod, D = der D. (Kdyby
totiz bod z byl izolovanym bodem mnoziny D, existovalo by okoli P(z, §) disjunktni
s D, interval (z—4d, ) by byl ¢asti nékterého z intervalt J’ napsanych v (35) a jakysi
jiny interval J” z této posloupnosti by obsahoval interval (x,z + §). Bod z by tedy
lezel v uzavéru dvou rtznych intervala J', J"”.) O

»Zdravy selsky rozum“ by nam mohl naseptavat, ze Cantorovo diskontinuum ma
miru 0 proto, Ze je ¥idké; uvedl by nas tim v naprosty omyl. V nésledujicich dvou
prikladech se ¢tendf presveéddi, ze fidkost a hustota s mirou viibec nesouvisi.

Priklad 19.3. UkaZzme, Ze
(36)  pro kazdé ¢ € (0,1) existuje ridkd mnozina H C (0,1) s mirou > 1 —«.

Necht posloupnost ¢isel ay € (0,1) obsahuje (jako ¢leny) vSechna racionalni ¢isla
lezici v (0,1) a necht ¢ € (0,1). Pro kazdé k € N bud I, otevieny interval délky
< /2%, pro né&jz je ay, € I, C (0,1). Pak je G := J, I C (0,1) oteviena mnozina
a u(G) <Y, u(ly) < X, /2 = . Mnozina H := (0,1) — G je kompaktni a m4
miru > 1 — . ProtoZe mnozina A := {ay; k € N} je husta v intervalu (0,1), plati
totéz o mnoziné G; jeji doplnék H je proto Fidky (sr. s V.12.14).

Priklad 19.4. MnozZina QQ vSech raciondlnich ¢isel je husta v R, ale ma miru 0,
protoze je spocetna.

Poznamka 19.2. Lebesgueova mira v RP m4 jesté jednu dulezitou vlastnost:
Meéfitelnost mnoziny a jeji mira jsou invariantni vii¢i posunuti, otoceni (kolem kte-
réhokoli bodu) a zrcadleni (podle jakékoli nadroviny dimenze p — 1):
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Jingmi slovy: Znamen4-li rovnost y = f(x) soustavu rovnosti

Y1 = AM1T1 + A2Z2 + ...+ AipTp + b1,

Yo = A21Z1 + A2 + ...+ dopp + b2,
(37) pLp

Yp = )\plxl =+ /\p2$2 + ...+ )\ppl'p + bp,

kde matice cisel \;; ma determinant rovny £1 a kde b; jsou libovolnd cisla, je
M C RP méfitelnd, pravé kdyz je méfitelnd mnozina f (M), nacez u(M) = u(f(M)).

* kX%

Umluva. A% do konce této kapitoly bude slovo ,funkce“ znamenat zobrazeni do
R*; zobrazenim do R budeme v pfipadé potieby fikat ,konecné funkce“. [

Na zacatku kapitoly 3 jsme zavedli algebraické operace s +oo; dvé z nich je
vhodné v teorii Lebesgueova integralu modifikovat: Zatimco jsme dosud fikali, Ze
soudin aj . ..a, nema smysl, je-li jeden z faktort 0 a jiny +oo, definujme nyni, Ze
pro kazdé n € N a pro kazdou n-tici ¢isel aq,...,a, z R* je

(38) a1as...a, =0, je-li a =0 pro nékteré k € {1,2,...,n},

a to i v ptipads, Ze jiny faktor a; je roven +oo.?)
Kromé toho polozme

(39) (+00)*:=400 a (+00)"“:=0 pro vSechna a c Ry. O

Integrovat budeme jen tzv. mériteln€ funkce pres méritelné mnoziny; podobné
jako je tomu u métitelnych mnozin, kde vysledek spocetného sledu spocetnych ope-
raci provedenych na otevienych nebo uzavienych mnozinach je métitelna (dokonce
borelovskd) mnozina, i zde bude platit, Ze vysledek spocdetného sledu spocetnych
operaci provedenych na spojitych funkcich je méritelna funkce. 10)

Definice. Rikame, Ze funkce f : M — R* je méfitelna (v M), je-li M € M a je-li
mnozina

(40) {zeM; f(x)>c}

méfitelnd pro kazdé c € R.
Véta 19.5. Funkce f spojita na méfitelné mnoziné M je v M méritelna.

9) Souéinu 0 - (+00) se v elementarni analyze nepiifazuje zaddna hodnota, protoze by to napi.
platnost tvrzeni ,lim(ay - bg) = limay, - lim by, m4-li pravd strana smysl“, stejné nezarucilo. Zde
vsak je definice (38) vyhodna, protoze se dosti Casto vyskytuji situace, kdy {ar}52; i {bx}3;
jsou neklesajict posloupnosti nezdpornych koneéngch &isel (nebo funkci), a v tom piipadé pravé
vyslovené tvrzeni o limité soucinu plati, protoze pak limay =0 = apb;r = 0 pro vSechna k.

10y Prakticky“ se tedy nikdy nesetkdme ani s neméfitelnou mnozinou, ani s neméfitelnou
funkci, protoze dikaz jejich existence je zaloZen na aziomu vybéru a prislusna konstrukce je ne-
efektivni.
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Mnozinu (40) lze totiz napsat ve tvaru f_;((c,+00)), coz je podle Cv.12.31
mnozina oteviena v M, tedy prinik M € M s jistou mnozinou otevienou v RP.

Cviceni 19.6. Dokazte, ze méritelnost funkce f v M je ekvivalentni se tfemi
vyroky, které ziskame, nahradime-li v definici méritelnosti symbol > kterymkoli ze
symboli >, <, <.

Rada: Uvazte, ze napf.

oo

{reM; f(x)>c}= m{xeM;f(x)>c+%}.<>

n=1
Cviceni 19.7. Dokazte, ze z méFitelnosti funkce f v M plyne méritelnost mnozin
(41) {z ¢ M; f(x) = c} pro vSechna c ¢ R*.

Rada: Uzijte Cv.19.6. ¢

Cviceni 19.8. Dokazte, ze pro kazdé dvé funkce f, g méritelné v M jsou méritelné
i tyto mnoziny :

(42) {zeM; f(z) <g(x)}, {veM; f(z)<g(@)}, {zelM; f(x)=yg()}.

Rada: Uvazte, Ze prvni z mnozin je sjednocenim pies vSechna racionalni ¢isla r
prinikt {x € M; f(z) <r} N {x e M; g(x) > r}. Druh4 z mnozin je dopliikem
mnoziny {z € M; g(x) < f(x)}, tfeti z nich je prinikem dvou mnoZin prost¥edniho
typu. ¢

Cviceni 19.9. Dokazte, ze pro kazdou funkci f méfitelnou v M a pro kazdou
méfitelnou mnozinu N C M je i restrikce f|N méFitelna.

Cviceni 19.10. Dokazte toto tvrzeni: Je-li kazda ze spo¢etné mnoha mnozin My,
meétitelna, je-li M =J, My a je-li funkce f : M — R* méfitelnd v kazdé z mnozin
My, je méritelna i v M.

Cviceni 19.11. Dokazte toto tvrzeni: Je-li N C M, kde M, N jsou méritelné
mnoziny, je-li funkce f méritelna v M a klademe-li

(43) o(z) = {f(x) pro viechna z ¢ N } |

N 0 provsechna xe M — N

je funkce g méritelna v M.
Rada: Uzijte vysledky z predchazejicich dvou cviceni. ¢

Cviceni 19.12. Dokazte, Ze
(44) w(M)=0, f: M — R* = f je méfitelnd v M.

Rada: Uvazte, ze vSechny mnoziny (40) maji nyni miru 0. ¢
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Algebraické operace s méfitelnymi funkcemi vedou sice opét k méfitelnym funk-
cim, ale je tfeba vzdy uvazit, na jaké ¢asti puvodni mnoziny jsou definovany.

Véta 19.6. Necht funkce f, g jsou méfitelné v M. Pak plati:

1. Pro kazdé o € R je funkce of meétitelna v M.

2. Funkce f + g je méfitelnd v mnoziné M — {x € M; f(z) = —g(x) = £o0},
funkce f — g v mnoziné M — {z ¢ M; f(x) = g(x) = £oo}.

3. Funkce fg, max(f,g) a min(f,g) jsou méfitelné v M. Je-li « € Ry, je v M
méFitelnd i funkce | f|%.

4. Funkce f/g je méfitelnd na mnoziné
M—-{zeM;g(x)=0}U{xecM; f(r) =tooAg(x) =Fo0}). O

Jak je patrné, vSechny funkce uvedené v predchazejici vété jsou méritelné na
maximalni podmnoziné mnoziny M, na niz maji smysl. [J

Je-li {fx}32, posloupnost ¢isel (z R*) nebo funkei (definovanych na jisté mnoziné
M), je jeji limes inferior a limes superior definovén rovnosti

(45)  liminf fy := lim inf{fx; ¥ > n}, limsup fr:= lim sup{fx; &k >n}.
k—o0 n—00 k—00 n—00

Pfipomertime, Ze (jak pro posloupnosti ¢isel, tak i funkci) plati vzdy nerovnost
liminf fi <limsup fi a ze lim fi existuje, pravé kdyz je liminf f;, = limsup fy.

Véta 19.7. Je-li funkce fi, méfitelnd v M pro kazdé k € N, jsou v M méiitelné
i funkce

inf{fr; k € N}, sup{fi;k € N}, liminf f5,, limsup f.
k—o00 k— 00

Funkce lim ., f je méFitelnd na mnoziné {x € M ; limy_,~ fi(z) existuje}.

Poznamka 19.3. Funkce spojité na méfitelné mnoziné M se v teorii funkci
nazyvaji funkce nulté Bairovy tfidy; podle V.19.5 jsou métitelné. Funkce, které
jsou v M limitami posloupnosti spojitych funkci, jsou funkce prvni Bairovy tfidy,
funkce, které jsou v M limitami posloupnosti funkci prvni Bairovy tfidy, jsou
funkce druhé Bairovy tridy atd.

Vztah mezi méfitelnosti funkce a moZnosti aproximovat je funkcemi raznych
Bairovych tfid je podobny vztahu mezi méfitelnymi mnozinami a mnozinami otev-
Fenymi (kterym se v teorii mnozin ¥ikd borelovské mnoZiny nulté tridy) a typu F,
a Gg (coz jsou borelovské mnoziny proni tiidy):

Véta 19.8. Konecnd funkce f je méfitelnd v (méfitelné mnoziné) M, prave kdyz
plati jedna z téchto ekvivalentnich podminek:

1. Pro kazdé ¢ € Ry existuje oteviena mnozina G miry mensi nez ¢ tak, ze
restrikce f| (M — G) je spojita v M — G.

2. Existuje mnozina H miry 0 tak, Ze restrikce f|(M — H) je prvni Bairovy t¥idy
vM—H.
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Dodatek. Pro kazdou konec¢nou funkci f méfitelnou v M existuje funkce g druhé
Bairovy tfidy v M a mnozina N miry 0 tak, ze vM — N je f=g. O

Charakteristicka funkce x s mnoziny M C RP? je definovana podminkami

1 pro vSechna x ¢ M
(46) XM ‘= { }

0 pro vSechna x ¢ R? — M

Cviceni 19.13. Dokazte, Ze

(47) mnozina M C RP je méfitelnd, pravé kdyz je méfitelna funkce xpr. O

V teorii Lebesgueova integralu hraji dilezitou tlohu tzv. monotonni limitni pre-
chody, a to jak pro posloupnosti ¢isel, tak i funkci.

Je-li a € R* pro vSechna k € N, budeme psat

(48) WO b g aajel S Sechna k € N
ap \‘ a , Je-11 ag a a je-11 ax 2 Aot pro vsechna S .

Je-li bud ar ' a, nebo ar \, a, budeme Fikat, ze limitni pfechod a, — a je
monotoénni.

Definice symbolu fi »* f v M (resp. fr \¢ f v M) je zcela analogickd; vyrok
oft < fop1 v M (vesp. ,fx = frt1 v M¥) pfitom samoziejmé znamend, ze je
fre(@) < fry1(x) (resp. fr(x) > fry1(x)) pro vSechna z € M.

Je-li bud fi 7 f nebo fr \, f v M, budeme (podobné jako u posloupnosti ¢isel)
fikat, ze limitni pfechod f; — f je v M monoténni.

Cvigeni 19.14. Dokaite, Ze (pro libovolné mnoziny M, N, My) plati: 1)

(49) NCM = xn <xum;
(50) M =M, N= ﬂMk = xm =max{xam,; k}, xy =min{xa,; k};
k k
(51) M = UMk’ kde M}, jsou disjunktni mnoziny = xu = ZXMk;
k k
(52) My /M = xm, / x(M);
(53) My N M = xm, v x(M). O

Zavedeme jeSté posledni pojem, s nimZ je nutné seznamit se pred definici Le-
besgueova integralu: Jednoduchou funkci v M budeme nazyvat kazdou kone¢nou
nezdpornou funkci f, méfitelnou v M, pro niz je mnozina f(M) konecna.

11) Je-1li ve znaku pro sjednoceni, prunik a soucet misto dolni meze jen k, znamena to, ze k

probiha od 1 bud do néjakého prirozeného ¢isla, nebo do oco.
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Prikladem jednoduchych funkci v R? jsou funkce tvaru

q
(54) F=" arxu,
k=1
kde g € N, kde M, ..., M, jsou méfitelné podmnoziny prostoru R” a kde aq, ..., aq

jsou kone¢na nezaporna cisla.

Kazd4 kladnd hodnota f(z) takové funkce mé zfejmé tvar ax, + ...+ ax,., kde
kj, 1 < j < 7, jsou pravé vSechny indexy, pro néz je x* € My,, ar;, > 0. Jsou-
i mnoziny M}, disjunktni, je kazdd hodnota funkce (54) rovna nékterému z éisel
0,a1,...,aq. O

Necht f jej jednoduché funkce na mnoziné M # () a necht a1 < ... < a4 jsou
préavé viechny jeji hodnoty ; pak jsou mnoziny My, := f_1(ax), 1 < k < g, neprdzdné
a disjunktni, a podle Cv.19.7 navic méfitelné. Jsou funkci f urceny jednoznacné
a jejich sjednoceni je M. Funkei f lze opét napsat ve tvaru (54), nyni jsou viak
scitance vpravo uréeny funkct f jednoznacné — dokonce i co do poradi.

Rovnost (54) budeme za pravé popsané situace nazyvat kanonicky rozklad nebo
kanonické vyjadreni jednoduché funkce f.

Cviceni 19.15. Necht n € N anecht f1, ..., f jsou jednoduché funkce na mnoziné
M. Ovéite, Ze pak jsou jednoduché i funkce

(55) S fieo T fr min{fi; 1<k <n}, max{fi;1<k<n}.

k=1 k=1
* ok %
Lebesguetv integral budeme definovat ve ¢tyfech etapéach.

l. Lebesguenv integral jednoduché funkce. Je-li (54) kanonické vyjadieni jed-
noduché funkce f v M, polozime

(56) | =S auon.
k=1

Integral (56) je zfejmé nezaporné ¢islo. Je-li u(M) = +oo, je u(My) = 400 pro
jeden nebo nékolik indext k; je-li ar > 0 pro néktery z téchto indext k, je soucet
vpravo rovny 400, a totéz tedy plati i o levé strané.

Poznamka 19.4. Soudet na pravé strané rovnosti (56) méa celkem jednoduchy ge-
ometricky vyznam: Kdyby byla mnozina M C R? sjednocenim disjunktnich kruht
My, byla by prava strana (56) rovna souc¢tu objemu véalcd o zékladnach My a vys-
kich a. (Objemem ,degenerovaného valce o vySce 0“ rozumime 0.) Jak uvidime
pozdéji (viz V.19.13), je k-ty s¢itanec na pravé strané (56) roven (p + 1)-rozmér-
né mife mnoziny {(z,y) € RP™; 2 € My, 0 <y < a; }, tedy (p + 1)-rozmérnému
objemu véalce, jehoz zakladnou je nyni méfitelnd mnozina Mj.
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Cviceni 19.16. Dokazte, Ze
(57) / ¢ = cp(M) pro kazdé c € (0, +00) a kazdé M € M,
M
a to i v pfipadé, ze ¢ = 0 a u(M) = +o00. Dokazte dale, Ze

(58) pw(M)=0 = / f =0 pro kazdou jednoduchou funkci f v M.
M

Véta 19.9. Necht f, g jsou jednoduché funkce v M ; pak plati:

(59) f<gvM = fﬁ/g;
M M

(60) NEM,NCMé/NfS/Mf;

(61) a € (0,400), B € (0,+00) = (af—i—ﬁg):a/ f—i—ﬁ/ g;
M M M

(62) AeM,BeM,AﬁB:(ZJ,M:AuB:/ f=/f+/f.
M A B

Il. Lebesgueiiv integradl méfitelné nezaporné funkce. K jeho definici potiebu-
jeme dvé véty:

Véta 19.10. Pro kazdou nezapornou funkci f méritelnou v M C RP existuje
posloupnost jednoduchych funkci fi, tak, ze fr, /' f v M.

Véta 19.11. Jsou-li fi, gr jednoduché funkce v M, pro néz je fr. /' f, g /' f,
Jje

(63) lim/ fr = lim g O
M k—oo Jar

k—o0

Za situace z V.19.10 je posloupnost {[,, fi} (podle (59)) neklesajici, a m4
tedy (koneénou nebo nekoneénou) limitu, kterou budeme moci prohlésit za integral
funkce f pies mnozinu M, protoZze podle V.19.11 nezdvisi na blizsi volbé posloup-

nosti { fr}.12)

Definice. Je-li f : M — (0, 400) métitelnd funkce, polozime

(64) / f:= lim / fr,
M k—o0 M
kde {fr} je (jakdkoli) posloupnost jednoduchych funkeci, pro niz je fi, / fv M. O

12) Az na pfipad f = 0 existuje pfitom k dané funkci f takovych posloupnosti nekonec¢né

mnoho.
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Zobecnéni je korektni, protoze pro jednoduchou funkci f lze klast fr = f pro
vSechna k.

Protoze zobecnovani definice Lebesgueova integralu bude jesté pokracovat, omez-
me se na tfi tvrzeni, ktera jsou zvlasté jednoducha pro nezaporné funkce, a na vétu
charakterizujici geometricky vyznam Lebesgueova integralu nezdporné (méfitelné)
funkce:

Véta 19.12. 1. Jsou-li nezdporné funkce f, g méritelné v M C RP a jsou-li c, 3
konec¢na nezaporna cisla, je

(65) | @r+s=af r+5[ o

2. Je-li {My} konecnd nebo nekonecéna posloupnost disjunktnich méfitelnych
mnozin, je-li M sjednoceni vSech My, a je-li f nezaporna funkce méritelna v M,
je

(66) [ =] r
M  J

3. Jsou-li fi nezaporné funkce méritelné v M, plati implikace

(67) S 2T vM:»/MfM/Mf.

Poznamka 19.5. V Lebesgueové teorii ma kazda nezaporna méritelna funkce inte-
gral (ktery ovSem muZe mit i hodnotu 4+00); to je jedna z velice podstatnych vyhod
napf. proti Riemannové teorii, v niZ miZeme integrovat (pres omezené mnoziny M,
jejichz hranice md miru 0) jen funkce omezené, jejichZ mnoZina bodi nespojitosti
leZicich v int M md miru 0.'3)

Pifiklad: Dirichletovu funkci

0 pro vechna z € Q
68 T) = .
(68) 1(@) 1 pro véechna xt e R—Q |’
kterd nema Riemanntv integral pies zddny jednorozmérny interval (protoze je vSude
nespojita), zintegrujeme lebesgueovsky velmi snadno t¥eba pfes celé R: Rozdélime
R na mnozinu QQ vsech racionalnich ¢isel a mnozinu R — Q vSech iracionalnich ¢isel.
Integral pres Q se rovna nule, protoze Q maé jakozto spocetnd mnozina miru 0; pies
R — Q je integral rovny nule, protoze integrand je v ni identicky nulovy.

Lebesgueuv integral Dirichletovy funkce pres R se tedy rovna 0 a podobné tvr-
zeni plati i pro jeji integral pres jakoukoli méritelnou mnozinu M C R.

13) Nutna a postacujici podminka existence Riemannova integralu je obsahem véty 161 z Jar-
nikovy knihy [13]. Uvéazime-li, Ze pfi ,praktickém pocitdni“ se setkdvame jen s borelovskymi
mnozinami prvni t¥idy a s funkcemi druhé Bairovy t¥idy, vidime, Ze (lebesgueovsky) integrovat
nezapornou funkci mizeme , prakticky zcela bez obav“, Ze by snad integral neexistoval.
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Véta 19.13. (Geometricky vyznam integralu.) Pro kazdou nezépornou funkci f,
meétitelnou v mnoziné M C RP, je

(69) /Mfzupﬂ({(%y)eR”“; reM0<y<f@)). O

Mnoziné vpravo se fikdva mnozina pod grafem funkce f,ikdyZ tento nazev plné
nevystihuje jeji dosti slozity popis: Je to mnoZina viech bodi (x,y) € M X R, které
lezi nad nadrovinou RP x {0} prostoru RPT1, urcéenou jeho pronimi p souradnicovymi
osami, nebo na ni, a v pripadé, Ze f(x) € Ry, i pod grafem
(70) {(z.y) e R 5w e M,y = f(2)}

14

funkce f nebo na ném.

I1l. Lebesguelv integral obecné méritelné funkce. Pied dalsim zobecnénim de-
finice integralu je tifeba zavést dva nové symboly: Je-li x € R*, budeme ¢isla

(71) 7 = max(z,0), 2~ := max(—z,0)

nazyvat kladna a zaporna cast cisla x.
Obé jsou nezdpornd, (asporti) jedno z nich je rovno 0 a plati pro né rovnosti

(72) r=a" -2, |z|=0" +27.
Podobné pro funkce:

(73) fTi=max(f,0), f~ :=max(—f,0)

je kladna a zaporna &ast funkce f. Je-li f definovana v M, jsou tam definovany
i funkce f*, f~ a plati pro né nejen analogie rovnosti (72), ale i toto tvrzeni:

(74) Funkce f je méfitelna v M, pravé kdy# to plati o funkcich f* a f~.

Lebesguetv integral pfes mnozinu M obecné funkce f méfitelné v M je defi-
novan rovnosti

(75) / f= / I f~, ma-li pravd strana této rovnosti smysl.
M M M

(Zobecnéni je korektni, protoze f >0 = fT=f, f~ =0.)

ProtoZe oba integraly na pravé strané (75) existuji, integrdl vlevo neexistuje,
pravé kdyz jsou oba integraly vpravo rovny +oo. Je-li (aspori) jeden z integralii
vpravo konecny, integral vievo existuje ; je-li koneény prvni (resp. druhy) z integrala
vpravo, je [,, f < +oo (resp. [,, f > —00).

14) Délka pravé uvedeného popisu ,mnoziny pod grafem funkce“ je jisté pfi¢inou, pro¢ se tento

ne zcela vystizny, ale podstatné kratsi ndzev uziva.
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Jak vime z V.19.12, jsou integraly na pravé strané (75), geometricky Feceno,
(p + 1)-rozmérné miry mnoZin pod grafy funkei f* a f~; integral vlevo existuje,
daji-li se tyto miry odedist, tj. je-li (aspoii) jedna z nich konecné.

Jesté trochu jinak: Rozlozime-li mnozinu M na mnoziny

MT:={xeM; f(x) >0} a M~ :={xeM; f(z) <0},

je na pravé strané (75) rozdil mér p,1({(z,y) e RFFY ;2 e MT,0 <y < f(z)})
a pipr1({(z,y) e RPT 2 e M~ 0>y > —f(z)}) (tedy miry mnoZiny pod grafem
funkce f|M™ a miry mnoZiny ,nad grafem® funkce f|M ). Obé miry lze odedist,
pravé kdyZ je (asporii) jedna z nich kone¢na.

4. Zavérecna zobecnéni. Pro Lebesgueovu teorii integralu je charakteristické, ze
v ni lze na vét$iné mist zanedbavat mnoziny miry nula. Abychom se mohli tdelné
vyjadiovat, zavedeme nékolik novych pojmu.

Definice. Budeme tikat, ze vyrok V(z) tykajici se bodu prostoru R? plati skoro
vSude v mnoziné M C RP (nebo: pro skoro vSechna = ¢ M), existuje-li mnozZina
N C M tak, ze u(N) = 0 a ze V() plati pro kazdé x € M — N. Slova ,skoro vSude“
a ,skoro vSechna“ budeme zpravidla zkracovat na ,s.v.“.

Definice. Je-li f(x) = g(z) pro s.v.x € M, piSeme f ~ g v M a Fikdme, Ze f,g
jsou funkce ekvivalentni v M. 1%)

Definice. Symetricka diference mnozin A, B je definovana rovnosti
(76) A(A,B):=(A—B)U (B - A);

je-li u(A(A,B)) = 0, budeme fikat, ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni a psat
A~B. O

Symetrickd diference mnozin A, B je mnoZina vSech bodu, které lezi pravé v jedné
z mnozin A, B ; lze ji napsat i ve tvaru

(76) A(A,B)=(AUB)—- (AN DB).
Snadno nahlédneme, ze implikace
(77) AeM, A~B = BeM, u(Ad) = u(B)
plati pro kazdé dvé mnoziny A C RP, B C RP a Ze tvrzeni
(78) f je métitelnda v M, f ~g v M = g je méFitelnd v M ,
(79) f~gvM, / | existuje = / g existuje a rovnd se / f
M M M

jsou platna pro vSechny dvojice funkci f, g definovanych vSude v M.

15) Z definice je patrné, ze (reflexivni, symetricka a tranzitivni) relace f ~ g v M nevyzaduje,

aby tyto dvé funkce byly definovany vsude v M ; staci, aby byly definovany skoro vsude v M.
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Je-li funkce f definovana s.v. v M, ma mnozina M7 vSech bodu =z € M, v nichz
neni f(x) definovano, miru 0. Rozsifime-li funkci f z M — M; na M v8emi moznymi
zpusoby, jsou (podle (78)) jen tyto dvé krajni moZnosti:

1) vsechna rozsifeni jsou funkce méfitelné v M;

2) Zddné€ z nich neni v M mé¥itelné.

Z toho je patrné, Ze je korektni toto zobecnéni definice méfitelné funkce: Ri-
kame, Ze funkce f definovand s.v. na méfitelné mnoziné M je méfitelna v M, je-li
néjaké jejl rozsireni na M métitelné v M v dosavadnim smyslu. [J

Z tvrzeni (79) ihned plyne, Ze je korektni toto zobecnéni definice integralu:
Necht f je definovana skoro vSude na méfitelné mnoziné M a necht nékteré jeji roz-
sifeni f* na M ma Lebesguetv integral podle dosud platné definice; pak definujeme

(80) /Mf:: /Mf*' -

Poznamka 19.6. Je-li M C R interval s krajnimi body a < b, budeme uzivat
bézné oznaceni

(81) [r=]r

protoze jednobodové mnoziny maji miru 0, neni nutné specifikovat, o jaky typ
intervalu (otevieny, polouzavieny, uzavieny) se jedna. Kromé toho je uzitecné zavést
integral od a do b i v pfipadé, ze a > b, a to takto:

(82) Pro kazdou funkci f a pro kazdé a € R* je / f=0.
b a ‘

(83) Je-lia > b, je / f= —/ f, existuje-li integral vpravo. [
a b

Zv14st dilezité jsou funkce, které maji konecny integréal ; mnozina vSech takovych
funkci méa proto i své (viceméné standardni) oznaceni:

(84) L(M) :={f je definovana s.v.v M ; / feR}.
M
Pro stru¢nost zapisu lze uzivat napf. i oznaceni
(85) L*(M) :={f je definovéna s.v.v M ; / f existuje}.
M

Je-li M cely prostor R?, piSeme misto L(M) a L*(M) nékdy jen £ a L*.
* ok %

Integral zavisi na integrované funkci (neboli integrandu) a na integraénim oboru;
zékladni tvrzeni o integralu proto rozdélime na dvé skupiny.
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A. Integral jako funkce integrandu:

Véta 19.14. Jsou-li f, g funkce méritelné v M, plati implikace

(86) f<g ssv.v M = f< / g, existuji-li oba integraly.
M M
Specialné:
(86") fZOS.V.VM:>/fZO,
M
pricemz
(86") =0 S-V.VM,/f=0:>f=0 5.v.v M.
M

Dusledek. Pro kazdé dvé funkce f, g méritelné v M plati:

(871) f<g s.v.v M, g < 400 = f < 4oo;
M M

(877) f>gsva/g> oo:/f> —00;
(88) |fl<g sv.v M, gel(M)= feL(M |/ f|</ |f|</g,
(89) felM) < |fleLl(M).

Vlastnost (89) se nazyva absolutni konvergence Lebesgueova integralu; jak vi-
me, Newtonuv integral analogickou vlastnost nemd, protoze i pro spojitou funkci f
mtze (N) f: [ existovat, aniz existuje (N) f: | f]. (Pfiklad: Newtontv integral od 0
do 400 funkee (sin z)/x existuje, pfislusny integral z absolutni hodnoty neexistuje.)

Poznamka 19.7. Oznacime-li I}, := (km, (k + 1)7) pro kazdé celé &islo k > 0, je
funkce f(z) := (sinz)/x v intervalu I;, kladna pro kazdé sudé k a zdporna pro kazdé
liché k; Newtoniuv integral od 0 do +oo funkce f je roven souctu alternujici fady
Sreo kkH f, jejiz k-ty ¢len konverguje k nule. Newtontv integral existuje proto,

Ze se pIi séitani fady kazdy clen se sudyrn indexem castecné rusi s nasledujicim

n f (pro n — 00) je konecna.

lichym ¢lenem, a to tak, Ze limita Y, _, f% (1

Definice Lebesgueova integralu (jakékoli funkce) je zaloZena na tom, ze nejdiive
integrujeme kladnou ¢ast, pak zapornou ¢ast integrandu a druhy vysledek odecteme
od prvniho, pokud je to mozné. V ptipadé, ktery nyni vySetfujeme, to odpovida
integraci pfes sjednoceni I viech intervalii Io, a integraci pies sjednoceni I~ vSech
intervali Io;+1. Protoze je

sinx 2 —sinz 2
/ dr > , / dr >
Ik X (2k + 1)7T Iogg1 X (2(k + 1))7T

pro kazdé celé k > 0, jsou piislusné fady divergentni, takze [, f = [,_ f = +o0.
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7 toho plyne, ze

sinx

-

T x

+oo s +o00
(90) (E)/ Sledp neexistuje, (ﬁ)/
0 0

pismeno L pred integraly samoziejmé znamend, ze jde o Lebesgueovy integraly,
pismeny N a R od nich odliime integraly Newtonovy a Riemannovy. [

7 V.19.14 ihned plynou tato dvé velmi ¢asto uzivana tvrzeni:
(91) Je-li f méritelnd a omezend na mnoziné M konecné miry, je f € L(M).

(92) Je-li f méfitelnd a omezena v M a je-li g e L(M), jei fge L(M).
* ok *

Tzv. (koneénd) aditivita integralu vzhledem k integrandu a linearita integralu
jsou obsahem tohoto tvrzeni:

Véta 19.15. Pro kazdé n € N je

(93) / (Z fk) = Z/ fx, ma-li prava strana rovnosti smysl.
M =1 k=1"M

Obecnéji: Jsou-li c1,. .., c, konecna realna cisla, je
n n
(94) / (Z ckfk) = Z (ck/ fk), mé-li pravd strana rovnosti smysl. [
M =1 k=1 M

V Lebesgueové teorii hraji dtlezitou tlohu limitni pfechody za znamenim inte-
gralu; nasledujici véta jedna o monoténnich limitnich pfechodech, dalsi véta o tzv.
majorizovaném limitnim prechodu.

Véta 19.16. Necht funkce f;, jsou méiitelné v M ; pak plati:

(95) A /Mfk/‘/Mf;
(96) fk\f S.V.V]W7 Mf1<—|—OO:>/Mfk\,/Mf.

Véta 19.17. Necht funkce f}, jsou méfitelné v M a necht existuje funkce g € L(M)
tak, ze pro vSechna k ¢ N je | fi.| < g s.v. v M. Pak

(97) fk—>fs.v.vM:>/Mfk—> Mf. O

Funkce g se v kontextu vét, jako je V.19.17, nazyva integrovatelnd majoranta
posloupnosti funkci fi; protoZze v této souvislosti slovo ,integrovatelna“ znamena,
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Ze ma komecny integral, budeme radéji mluvit o ,majoranté z L(M)* nebo kratce
»Z L%, je-li zfejmé, o kterou mnozinu M jde. 16)

Poznamka 19.8. Pozorny ¢tenar si jisté v8iml, ze vyrok ,pro vSechna k € N je
| fx] < g s.v. v M“ by mohl mit dvé interpretace:

A. Pro kazdé k existuje mnozina N miry 0 tak, Ze nerovnost | fi(z)| < g(x)
plati pro vSechna x ¢ M — Nj.

B. Existuje mnozina N miry 0 tak, Ze nerovnost | fx(x)| < g(z) plati pro vSechna
x € M — N a vSechna k.

To je samoziejmé pravda; protoze vSak sjednoceni spocetné mnoha mnozin miry
nula je mnozina miry nula, jsou vyroky A a B ekvivalentni. (Vyrok B je jen zddnlivé
silnéjsi; abychom jej dokazali pomoci vyroku A, staci polozit N := J, Ny.)

Poznamka 19.9. Ani jedna z pfedchézejicich dvou vét neméa v Riemannové teorii
obdobu, ani kdybychom napt. doplnili pfedpoklad, ze vSechny ztcastnéné funkce
jsou omezené a ze M je kompaktni jednorozmérny interval.

Pt¥iklad: Srovnejme vSechna raciondlni ¢isla z intervalu I = (0,1) do
prosté posloupnosti 71,732,...,7y,... a definujme posloupnost funkci fr : I — R
podminkami fi(z) :=1, je-li € {r1,...,7}, a fx(z) := 0 jinak.

Pak je fr  f, kde f je Dirichletova funkce; jde pfitom zaroven o majorizovanou
posloupnost, protoZe | fx| < 1 v I pro vSechna k a fol 1 = 1. Ctena¥, ktery zna
Riemanniv integral, ihned vidi, ze je fol ft = 0 pro kazdé k, zatimco funkce f
integral neméa. V Lebesgueové teorii je vSe v poradku, protoze jak funkce fi, tak
i funkce f maji pres I integral rovny nule. [J

Primym disledkem vét o limitnim pfechodu za znamenim integralu jsou mj. tato
tvrzeni o integraci fad ¢len po clenu:

Véta 19.18. Necht posloupnost {f} >, funkci méfitelnych v M spliuje bud
podminku

(98) fx 20 s.v. v M pro vSechna k,

nebo necht

(99) existuje funkce g € L(M) tak, Ze | Z el <g s.v. v.M pro vSechna n;
k=1
pak je

(100) /M(ifk) —i_oj/Mfk. 0

16) Na rozdil od nékterych cizich jazykt nema &estina kratky nazev pro funkce majici koneény

integral, zatimco napf. ve francouzstiné slova ,intégrable“ a ,sommable* dovoluji obé podminky

(funkce) s existenci integralu, nikoli s jeho kone¢nosti. Snazme se proto vyvarovat nedorozuméni.
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Mezi véty o integraci fady ¢len po ¢lenu patii i nasledujici tvrzeni, které je zaroven
jednim z integralnich kritérii konvergence fady funkci.

Véta 19.19. Je-Ii {fi} 2, posloupnost funkci méfitelnych v M a je-li
(101) o 1l < oo,
k=1"M

konverguje > r-, fr absolutné s.v. v M, jeji soucet lezi v L(M) a plati rovnost
(102) [(2n)=-% ] s

B. Integral jako funkce integracniho oboru:

Véta 19.20. Je-li N C M méfitelnd mnoZina a existuje-li | 1 [ plati tato tvrzeni:

(103) /Mf<+oo:/Nf<+oo, /Mf>—oo:/Nf>—oo,
(104) fel(M) = feL(N),

(105) fzoS.V.VM:/Nfg/Mf.

Vlastnost (105) Lebesgueova integralu se nékdy nazyva monotonie integralu ne-
zaporné funkce vzhledem k integraénimu oboru.

Véta 19.21. Je-lin € N a je-li M sjednocenim disjunktnich méfitelnych mnozin
Ml,...,Mn,je

n

(106) f= Z f, ma-li jedna strana rovnosti smysl.
M 1 Mi

Dasledek. Je-li M € M, je-li f definovdna s.v.v M a polozime-li f(z) := 0 pro
vsechna x € RP — M, je

(107) / f= / f, mé-li jedna strana rovnosti smysl. [
M RP

Hlavni ¢ast V.19.21 popisuje tzv. (konecnou) aditivitu integralu vzhledem k in-
tegracnimu oboru. V nasledujici vété bude mnozin M}, spocetné mnoho a prislusné
tvrzeni se nazyva o-aditivita integralu. Pozor v8ak! Predpoklady pro platnost rov-
nosti (108) nejsou jiz symetrické viéi obéma strandm rovnosti, jak tomu bylo v pri-
padé rovnosti (106)!
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Véta 19.22. Necht {M}%2, je posloupnost disjunktnich méfitelnych mnozin
a necht' M je jejich sjednocenim. Pak je

(108) / f= Z f, existuje-li integrél vlevo.
M My,

Poznamka 19.10. K ezistenci fM f mestaci, aby méla smysl pravd strana rovnosti
(108); ani kdyz je soucet vpravo roven nule, nemusi integrdl vlevo existovat !

Piiklad:Bud My := (k,k+1) a pro kazdé k € N necht je f =1/k v Map_1
a f=-1/kv M. Pro kazdé k € N a kazdé n € N pak je

2k 1 2k+1 1 2l 1 &
f = 7. / f = T 7> f = f =0,
/qu k 2k k kz::l My, n ; My,

takze 37,7, [y, f = 0. Integral z funkce f* (resp. f~) pfes interval M = (1, +c0),
ktery je sjednocenim vsech intervald My, k € N, je roven souctu integralt této
funkce pres vSechny mnoziny Mog_1 (resp. May), tj. sou¢tu +oo harmonické fady.
Lebesguetv integral funkce f pfes M tedy neexistuje. (Snadno pfitom nahlédneme,
Ze piislusny Newtoniv integral existuje a je roven nule.)

Poznamka 19.11. Riemannovym integralem se zde sice nezabyvame, ale pro
Ctendfe, ktery jej znd (i ve vicerozmérnych eukleidovskych prostorech), uvedme
toto dulezité tvrzeni (véta 157 z [13]):

Existuje-li (R) [ f, existuje i (E)/ f a oba integraly maji touz hodnotu.
M M

Lebesguetv integral je tedy zobecnénim integralu Riemannova; neni vsak zobec-
nénim tzv. zobecnéného Riemannova integrdlu ani integrdlu Newtonova ! (P¥iklad
jsme jiz uvedli: Funkce (sin x)/2 m4 Newtontv i zobecnény Riemanntv integral od
0 do 400, ale pfislusny Lebesguetv integral neexistuje.)

Riemanniv integral se skoro nikdy nepocita podle definice, ale jako integral New-
tonuv, protoze plati: Existuje-li Riemannuv i Newtontiv integral funkce f od a do b,
mayji oba integraly touz hodnotu. Podobné je to s Lebesgueovym integralem; k jeho
vypoctu pres jednorozmérny interval lze casto uzit toto zavazné tvrzeni:

b b
(109) Rovnost (E)/ f= (./\/)/ f Dplati, existuji-li oba integraly.

V jednoduchych ptipadech nebude tedy vypocet Lebesgueova integralu ptes jed-
norozmeérny interval ¢init potize. Jak se vsak pocitd vicerozmeérny Lebesgueuv inte-
gral?

Zéasadni vyznam pii Ieseni této otazky maji dvé tvrzeni: Fubiniho véta a véta
o substituci. V Lebesgueové teorii maji celkem jednoduchy a dobfe aplikovatelny
tvar, zatimco v Riemannové teorii bychom jednoduchou a dobfe aplikovatelnou verzi
téchto vét hledali marné.
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Abychom mohli prvni z uvedenych vét vyslovit v prehledném tvaru, je tieba
zavést fadu oznaceni a tmluv:

1. Prostor RPT4 ztotoznime s kartézskym sou¢inem R? x R? a v souvislosti s tim
budeme body z € RPT4 psat ve tvaru

(110) z=(z,y), kde z = (z1,...,2p) e R", y = (y1,... .Yq) € R%.

ProtoZe nyni budeme pracovat ve tfech eukleidovskych prostorech R?, R? a RPT4
s pfislusnymi mirami, budeme muset davat n€kdy veétsi pozor na vyroky zavislé
na mire. Pokud by hrozilo nedorozuméni, budeme proto fikat napi. ,u,-méfitelnd
mnozina“ misto podrobnéjsiho ,mnozina obsazend v RP a méfitelnd pfi mite p,";
svyrok V plati pip44-skoro v8ude v M“ bude znamenat, ze ,vyrok V(x) plati pro
vechna x € M — N, kde M UN C RPT? a ppy4(N) = 0%.

Integrél funkce f resp. g pfes mnozinu A C R? resp. B C R? budeme ¢asto znacit

/Af(év)d:v resp. /Bg(y)dy-

2. Je-li M C RPTY oznacdime
(111) My = {z € RP; existuje y € R? tak, ze (z,y) € M},
(112) M_,, = {y € RY; existuje x ¢ R? tak, ze (z,y) e M}

(ortogonalni) praméty mnoziny M do prostoru R? resp. R? (prvnich p resp. posled-
nich ¢ soufadnic). Pro kazdé y € R? a kazdé x € RP kromé toho polozime

(113)  M(y):={zeR?; (z,y) e M} a M(z,-):={yeR?; (z,y) e M}.

Nazveme-li fezem mnoziny M pfislusnym k y (resp. k x) prinik mnoziny M
s nadrovinou {(z,y) € RPT%; x ¢ RP} (resp. {(z,y) € RP*9; y ¢ RY}) dimenze p
(resp. q), rovnobéznou s nadrovinou generovanou p prvnimi (resp. ¢ poslednimi)
soufadnicovymi osami, je prvni (resp. druhd) z mnozin (113) ortogonalnim primé-
tem tohoto fezu do R? (resp. do R?).

(114) Mmnozina M(-,y) (resp. M(x,-)) je neprdzdnd, pravé kdyz je neprazdny
plislusny fez a také pravé kdyz je y € M_,q (resp. x € Mp.).

3. Pro kazdou funkci f proménnych z,y (tj. pro kazdé zobrazeni z RPT4 do R*)
budeme definovat funkce f(-,y) a f(x,-) takto: Pfi kazdém pevném y € R? je

(115)  (f(-,y))(z) := f(x,y) pro vSechna x € RP, pro néz mé prava strana smysl,
a pii kazdém pevném z € RP je
(116)  (f(z,))(y) := f(x,y) pro vSechna y € RY, pro néz ma prava strana smysl;

nékteré z téchto funkci mohou mit samoziejmé prazdny defini¢ni obor.
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Véta 19.23. Plati tato tvrzeni:
1. Kartézsky sou¢in méfitelnych mnozin A C RP a B C RY je méfitelny, pficemz

(117) tiptq(A X B) = pip(A) - piq(B).

2. Pro kazdou pu4,-méfitelnou mnozinu M C RP? jsou pg-skoro vSechny mno-
ziny M(-,y) C RP a p,-skoro vSechny mnoziny M (x,-) C RY méfitelné, pficemz

(118) peal00) = |

R4

pp(M (-, y)) dy :/

a(M(,)) do.

RP

3. Rovnost p,1q(M) = 0 plati, pravé kdyz je pu,(M(-,y)) = 0 pro pg-skoro
vSechna y € R? a také pravé kdyz je piq(M(z,-)) = 0 pro pp-skoro vsechna x € R?.

4. Necht f je métitelnd v mnoziné M C RPT4. Pak je funkce f(-,y) méFitelnd
v M(-,y) pro pg-skoro vSechna y € R? a funkce f(z,-) je méfitelnd v M(x,-) pro
tp-skoro vSechna x € RP.

5. Je-li A C RP méfitelnd mnozina a je-li f = (f1,..., fq) : A — RY funkce, jejiz
vSechny slozky fi, : A — R jsou méfitelné, je pip4q(gr f) =0.

Poznamka 19.12. Nézorny vyznam prvni rovnosti (118) mozné lépe vynikne,
nahradime-li mnoziny M-, y) piislusnymi fezy: Pro kazdé y € RY nejdfive ,pfene-
sme* miru y, z RP do nadroviny N (y) := {(x,y) € RP*9; x € RP } tim, ze definujeme
v(W) := pup(Wpe) pro kazdou mnozinu W C N(y), jejiz pramét W, do RP je mé-
fitelny. Je-li M C RPT4, je pak p,(M(-,y)) rovno v(M(y)), kde M (y) znamend Fez
mnoziny M ptisludny k y, a miru mnozinu M ziskdme integraci (,,podle y pies R%“)
mér v(M (y)) Fezit mnoziny M. (Podobné pro druhou z rovnosti (118).)

Priklad. Jeli M := U((0,0),1) (otevieny jednotkovy kruh v roviné),
lze jeho obsah ziskat takto: Uvazime pfedevsim, ze fez kruhu M pfislusny k y je
prazdny (takze v(M(y)) = 0), je-li |y| > 1. Je-li naopak |y| < 1, je Fez (oteviend)
tsecka s krajnimi body (++/1 — 42, y), takZe nyni je v(M (y)) = 24/1 — y2. Integrace
funkce (M (y)) pres R se redukuje na integraci ptes interval (—1,1) a jeji vysledek
f_ll 2¢/1 —y?dy = « je hledany obsah kruhu M. (Vidime pfitom, Ze ,pfendseni“
mér z ménédimenzionalniho prostoru do prostoru vétsi dimenze neni napf. v ge-
ometrii nic neobvyklého: Délku tusecky definujeme jako vzdalenost jejich krajnich
bodt v prostoru jakékoli dimenze.)

Priklad 19.5. V roviné maji nulovou miru napf. vSechny pfimky (a tim spise
vSechny poloptimky a tsecky), vSechny kuzelosecky, lemniskata, ale nap¥. také kar-
tézsky soucin Cantorova diskontinua s R a grafy vSech méfitelnych realnych funkei
jedné proménné.

V R3 maji nulovou miru nejen viechny roviny a pifmky (a jejich ¢sti), ale
i vSechny kvadriky (sféry, plasté valcii a kuzelt, paraboloidy, hyperboloidy) a napt.
i mnoziny Q x (R — Q) x R, R? x Q, Cantorovo diskontinuum kartézsky nasobené
R? a grafy vSech méFitelnjch redlnych funkci dvou proménnych, stejné jako grafy
viech méfitelnych zobrazeni z R do R2.
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Véta 19.24. (Fubiniho véta.) Necht M C RP™? a necht existuje integral [,, f.
Pak pro p,-skoro vSechna x € RP resp. pro pi,-skoro vsechna y € R? existuje integrél

(19 6w = [ ) e B [ )

M()U)

a plati rovnosti

(120) /Mf:/sz o

Dodatek. Je-li A C R? resp. B C R? méfitelnd mnozina obsahujici priimét M.
resp. M_,, mnoziny M do RP resp. RY, je

(121) /Mf:/AG resp. /Mf:/BH.

Poznamka 19.13. V teorii musime byt opatrni, protoZe napf. ortogonalni prumeét
po-méfitelné mnoziny M C R? do osy x nemusi byt p;-méfitelny: Staci zvolit
néjakou neméfitelnou mnozinu N C R a definovat M = {(z,2) € R?*; 2 ¢ N}.
Protoze M je ¢asti pfimky o rovnici y = x, je po(M) = 0; M je tedy po-méfitelnd
mnozina, jejiz ortogonalni primét N do osy x je p1-nemeéritelny.

V podetni prazi viak vétsinou integrujeme pres mnoZiny M C RPYY, jejich hra-
nice ma miru 0; pak je

/ f :/ f, existuje-li jeden z integrali,
M int M

a priméty oteviené mnoziny int M (do R? i do R?) jsou zfejmé oteviené. Misto pres
mnoZiny A, B lze pak ve (121) integrovat primo pres priméty My a M_,.

Poznamka 19.14. Tvrzeni vyslovend ve vété 19.24 jsou sice po formalni strance
zcela korektni, ale v pocetni praxi, kdy jsou integrandy dany ,pfedpisy“ resp.
wvzorci“, kterymi se hodnoty funkci vypocitavaji z hodnot ,nezévisle proménnych*
x,y, ddvame prednost struc¢néjsSimu znéni a nazornéjsimu zapisu:

Je-li ortogonalni priumét M,. resp. M_,, mnoziny M C RPT? do prostoru R?
resp. R? méritelny, je

(1224) // f(z,y) dedy = / (/ flz,y) dy) dx, existuje-li integral vlevo,
M Mp(— M(wx)

resp.
(1229) // f(z,y) dedy = / (/ f(z,y) dx) dy, existuje-li integrél vievo.
M —q Y M(-y)

Integral vlevo se nazyva dvojny, integraly vpravo jsou dvojnasobné. Nedélitelny
symbol dxdy vlevo znamend, Ze integral je dvojny a integra¢ni proménné se jmenuji
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x,y. Symboly dz, dy na pravych stranach ukazuji, ,podle které proménné zrovna
integrujeme“. V prvnim pfipadé tedy funkei f(z,y) integrujeme nejdiive podle y
pfi pevném, ale libovolném = € M, pfes prislusnou mnozinu M(z,-) a vysledky
téchto integraci pak zintegrujeme podle x pres primét M, mnoziny M do RP.

Podobné lze samoziejmé popsat dvojnasobnou integraci i ve druhém piipadé;
vymeéni se jen z a y.

POZOR VSAK! Pro platnost rovnosti (1221) a (1223) je (v obou piipadech)
podstatné, Ze existuje integral vlevo; existence integralti vpravo nestaci!

Priklad 19.6. Polozme
22 — 42

(123) flz,y) = m

a vypocitejme oba dvojniasobné integréily pies otevieny étverec M := (0,1) x (0,1).
Snadno zjistime, ze

1

1 1 1
(124) /Of(fl?,y)dy:m, /Of(xvy)d:r:_ryg;

z toho je patrné, ze

(125) /01 (/Olf(w,y)dy)dw=£ /01 (/Olf(%y)dw)dy:—g

Protoze dvojndsobné integrdly maji rizné hodnoty, dvojny integrdl neexistuje.
Tento velice jednoduchy piiklad (v némz je integrand racionalni funkce dvou
proménnych, spojitd v integraénim oboru) by proto mél byt diiraznym varovanim —

piedpoklady aplikovanych vét se vyplaci ovérovat! 1) | Prakticky® je ovSem tfeba
dat pozor jen na integraci funkci ménicich znaménko, protoze integral z méfitelné
nezéporné (resp. nekladné) funkce pfes méfitelnou mnozinu existuje vzdy.

Cviceni 19.17. Dokazte (pfimym vypocétem), Ze dvojny integral z predchazejiciho
prikladu neexistuje proto, Ze integrand je v otevieném trojahelniku s vrcholy (0,0),
(1,0), (1,1) kladny, pfi¢emz pfislusny integral je roven +oo, zatimco integral pies
otevieny trojuhelnik s vrcholy (0,0), (0,1), (1,1), v némz je integrand zaporny, je
roven —oo. (Disledek: [, fT = [,, f~ = 400.)

19) Vzpominam si, %e kdysi davno skupina vysokogkolskych ucitelti, uctivacti (bezduchého)
kalkulu, diskutovala o otdzce, ¢emu zZe se vlastné v tomto pripadé rovna integral funkce f pres M :
Prvnimu, nebo druhému vysledku ze (125), nebo snad jejich aritmetickému primeéru ? Nezbyva nez
doufat, ze se podobné ,problémy* jiz na vysokych skolach nefesi. V soucasné dobé je vSak treba
ddat pozor pri integraci pomoci pocitacovych programi, protoze napf. dvojna integrace se v nich
nahrazuje dvojndsobnou; omezime-li se tedy nap¥. na prvni z integrald (125), ujde nam, Ze druhy
se mu nerovnd, a nezjistime, ze dvojny integral viibec neexistuje. Je to ovSem jesté daleko horsi:
Ani kdyz se oba dvojndsobné integrdly néjaké funkce rovnaji 0, neplyne z toho existence integrdlu
dvojného! (Staci zvolit funkei f(x,y) - sgnx misto funkce (123) a integrovat pres (—1,1) x (0,1).)
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Poznamka 19.15. Aplikaci Fubiniho véty 1ze ov§em (v p¥ipads, ze p+q > 3) opa-
kovat tak dlouho, az dostaneme samé jednorozmérné integraly (které pak muZzeme
pocéitat jako integraly Newtonovy, jsou-li splnény piislusné podminky). Podobné
jako pii integraci pies mnozinu M C R? rozlisujeme dvojny a dvojnasobny integral,
mluvime v pfipadé mnoziny M C R? o integralu trojném a trojnasobném.

Priklad 19.7. Vypoditejme trojny integral
(120) [ [[ @+ 12y dndydz, e 2= (g 2)ia® 447 <1, 12 S 1-2),
M

ktery ma fyzikdlni vyznam momentu setrvacnosti vzhledem k ose z télesa M (s hus-
totou rovnou 1), kde M je — geometricky feceno — vélec 22 + y? < 1 sefiznuty“
rovinami z = +(1 — z) (jejichz poloroviny, uréené nerovnosti < 1, tvofi ,klin®).

Konstatujme predevsim, ze M je kompaktni mnozina a ze integrand je spojita
nezapornd funkce; integral tedy jisté existuje. Trojrozmérnou integraci rozdélime na
dvojrozmérnou (vné) a jednorozmérnou (uvnitt¥). Primétem mnoziny M do roviny
xy je kruh K := {(z,y); 22 + y? < 1}, protoze pro kazdy bod (x,y) € K je napf.
(x,9,0) € M, ale zadny bod (x,y, z), pro n&jz je x> +y> > 1, v M zfejmé nelezi. Je-li
(z,y) € K, je |z| <1abod (x,y,z) lezi v M, pravé kdyz je —(1 —z) <z <1-—uz.

Dvojny integral pres K prevedeme v dalsim kroku na dvojnasobny; primétem
mnoziny K do osy x je interval (—1,1) a ez pfislusny ¢islu x z tohoto intervalu je
charakterizovan nerovnostmi —v'1 — 22 <y < V1 — 22.29)

Integrél (126) se tedy rovna ')

(127) // (/w:””(xz +y?) dz) dzdy = 2 // (@2 + y?)(1 — z) dedy

z24y2<1 z24+y2<1

a to je dale rovno

(1277) 2/11 (/Z(x2 )1 —2) dy)dx _

g/l (1-2)V1—22(1+22%)de =,

-1
jak ¢tenaf, ktery nase vysledky piepocitava, po jisté namaze jisté také zjistil. 22)
* ok %

20) Mnoziny M a K z tohoto ptikladu si lze velmi dobfe pfedstavit a geometricky nazor nam

geometrickd predstava Casto selhava, je vhodné ucit se prauméty a fezy hledat ,aritmeticky“, pouze
na zakladé pfislusnych nerovnosti a podle definice priumétt a fezu.

21) Aby se nezavadéla zbytecna nova oznadeni, asto se podminka nebo podminky, které inte-
gracni obor definuji, pisi pfimo pod integral.

22) Vypoditat posledni integrél (asi substituci x = sint) chvilku trva; za chvili se viak vratime

k dispozici potfebny nastroj — vétu o substituci pro vicerozmérné integrély.)
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ProtozZe véta o substituci operuje s difeomorfismy, je dilezité védét, ze jak méfi-
telnost mnoziny, tak i mé¥itelnost funkce je vii¢i nim invariantni a Ze obrazy (i vzory,
protoZze zobrazeni inverzni k difeomorfismu je také difeomorfni) mnozin miry 0 maji
také miru 0:

Véta 19.25. Je-li Q C RP a je-li & : Q — RP difeomorfismus, plati tato tvrzeni:

1. Je-li X C Q méfitelnd mnozina, je i mnozina ¢(X) méritelna.

2. Je-li X CQ, pup(X) =0, jeip,(P(X))=0.

3. Je-li funkce f méfitelnd v mnoziné Y C &(Q), je funkce f o & méfitelns
v mnoziné &_1(Y).

Véta 19.26. (Véta o substituci.) Je-1i Q@ C R? a je-li @ : Q — RP difeomorfismus,
plati tato dvé tvrzeni:

(128) McQ = /f = /(f o®)| detd'|, ma-li jedna strana rovnosti smysl;

®(M) M

(129) N C o(Q) = /f = /(f o ®) | det |, ma-li jedna strana rovnosti smysl.

N ®_1(N)

Poznamka 19.16. Pro ,vypocetni praxi“ je duleZité promyslit si tyto principy:

1. Protoze rovnosti (128) a (129) plati, ma-li jedna jejich strana smysl, nemusime
ovérovat existenci integrdli vlevo, tedy pred substituci. Substituci pfirozené prova-
dime proto, aby se integral zjednodusil, a staci, abychom ovérili existenci integrdlu
vpravo, tedy integralu, u néhoz by ovéfeni meélo byt jednodussi. Nelze pochopitelné
vyloucit, Ze substituce prokaze neeristenci integralu vlevo (viz napf. Cv.19.50).

2. Neni nutné, aby integraly v (128) a (129) byly konecéné, véta 19.26 nic podob-
ného nezéda. To je prakticky dilezité zejména v piipadé, ze integrujeme métitelnou
nezépornou funkci (napf. majorantu jiné funkce), kterd ma (koneény nebo neko-
nefny) integral vzdy; teprve po aplikaci Fubiniho véty nebo véty o substituci se
leckdy dodate¢né dozvime, zdali integral konverguje nebo ne. 23)

Vse, co bylo pravé uvedeno, plati samoziejmeé jen za predpokladu, Ze substituugjici
funkce @ i mnozina M resp. N splniuje predpoklady véty o substituci. [

23) Ucebnic a monografii zabyvajicich se integraly je velmi mnoho a jejich kvalita neni stejna.
Integralni pocet pojaty jako kalkulus se o pfesné znéni vét mnohdy nestara a jen pocita a po-
¢itd. Monografie o teorii integralu se spise zabyvaji elegantnim zavedenim definic, odvozovanim
vlastnosti rtiznych integraltt a porovnavanim jejich existence, nez aby ctenafi davaly navody, jak
pocitat konkrétni ptriklady. V pfipadé Lebesgueova integralu se autori ¢asto omezuji na konecné
integraly, protoze se s nimi daleko jednodusSeji pracuje. Mame-li vSak pfi aplikaci Fubiniho véty
a véty o substituci nejdfive dokazovat, ze pocitany integral je koneény, miZzeme mit zna¢né potize.
Pro c¢tenafe jsou proto asi nejcennéjsi knihy, v nichz se podle vylozené teorie dobfe pocita. Jsem
presvédcen, ze knihou, v niz jsou metody vypoctu Lebesgueovych integrali vylozeny vynikajicim
zpusobem, je Jarnikova uéebnice [13], v niZ jsou patrné poprvé v celosvétové literatufe obé ci-
tované véty dokdzany bez predpokladu konecnosti prislusnych integrali. A jen takto formulované
véty umoznuji v fadé pripadu vypocet kvalifikované odstartovat.
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Stejné jako je pro vypocet jednorozmeérnych integrald nutné znat nékteré bézné
substituce, ani v pfipadé vicerozmérnych integralii se bez explicitni znalosti né-
kterych difeomorfismii @ neobejdeme 24); u nejéastéji uzivanych difeomorfismi se
vyplati pamatovat si i determinanty piislusnych matic @'

Priklad 19.8. Permutace soutadnic je jednim z nejjednodussich difeomorfismi
RP? na RP. Je to zobrazeni definované rovnosti

(130) D(xy, w2, ..., 2p) 1= (Tiyy Tin, -, T4 ),

kde p-tice (i1,12,...,1p) je permutaci p-tice (1,2,...,p). Je pak det §' = £1 a tato
rovnost zna¢né zjednodusuje pravé strany rovnosti (128) — (129). Protoze permutaci
soutadnic 1ze provést v kazdém integralu, ktery existuje, je zfejmé, ze pri prevadeént
vicerozmeérnéeho integrdlu na integraly meénérozmeérné nezdleZi na poradi promén-
nych, podle nichZ se postupné integruje.

Ve Fubiniho vété samé neni tedy nutné, aby se p + ¢ soufadnic bod# z € RPTY
rozdélovalo na p-tici prvnich a ¢-tici poslednich soutadnic — lze zvolit jakoukoli
permutaci (k1,...,kp, kp+1,---,kptq) Cisel 1,....p,p+1,...,p+ ¢ a bod z napsat

jako dvojici (z,y), kde  := (2ky,- -+ 2k, )s ¥ := (Zhpias- - Zhpiy)-

Priklad 19.9. Obecnéjsim difeomorfismem prostoru R? na sebe, nez je permutace
soutadnic, je linedrni zobrazeni &, pro néz rovnost y = @(x) znamena totéz jako
platnost rovnosti (37), kde matice A koeficienti ;i je reguldrni. Na pravych stra-
nach rovnosti (128)—(129) je pak det® = det A # 0. Z algebry je znamo, Ze pro
tzv. ortogondlni transformace (zachovavajici ortogonalitu soufadnicovych os a ne-
ménici méfitka na nich) je det &’ = +1 jako v pfipadé permutaci soufadnic, protoze
ty jsou jen specialnim pripadem ortogonalnich transformaci.

P¥iklad 19.10. Jedna z nejuzite¢néjsich nelinearnich substituci v R? souvisi s pre-
chodem od kartézskych souradnic x,y k poldrnim souradnicim r,¢; je x = rcosp,
y = rsin g, a piislusné zobrazeni je tedy

(131) b(r, @) := (rcosp,rsing);
& je t¥idy Coo v celé roviné R?, pii¢em7 determinant

cos ¢ sin

, _ —
(132) det @ (Ta 90) - —r Sin(p T Ccos @ N

je nenulovy vSude kromé pocatku.
Oznacime-li

133 P, :={(rcosa,rsina); reRL}, Q4 :=Ri x (a,a+27
+

pro kazdé a € R, snadno zjistime, ze

(134) & zobrazuje mnozinu ), difeomorfné na mnozinu R* — P, .
24) Na rozdil od kapitoly 16 ptijde nyni o ,,globalni“, nikoli ,lokalni“ difeomorfismy.
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Protoze polopfimka P, méa (dvojrozmérnou) miru 0, lze z integraéniho oboru
N v rovnosti (129) vynechat v8echny body lezici v P,, aniz se cokoli podstatného
zmeéni. Z toho plyne tento velmi dilezity zaveér:

(135) P#i transformaci kartézskych soufadnic na poldrni Ize tvrzeni (128) a (129)
uzit s libovolnymi méfitelnymi mnozinami M C R? a N C R2.

Podobné tvrzeni plati ziejmé i pro cylindrické souvadnice r,,z v prostoru R3,
které ponechavaji beze zmény tieti kartézskou soutradnici z a jejichz vztah ke dvéma
prvnim kartézskym souiadnicim z,y je dan rovnostmi x = r cos @,y = 7 sin .

wewvs v

Priklad 19.7 — ekonomiétéjsi feSeni. Vratme se k (127) a v integrélu vpravo
prejdéme k polarnim soufadnicim:

(127%) 2 // (22 +9*)(1 — z) dedy = 2 // 3 (1 —rcosg)drdp =

x24y2<1 0<r<1
0<p<2m

1 27 1
2/ (/ T3(1—rcos<p)dg0)d1":4ﬂ'/ rddr =,
o “Jo 0

protoze fo% cospdp = 0.

Pfiklad 19.11. Trojrozmérnou analogii polarnich soufadnic jsou v R3 sférické
soutadnice r, @, 1, jejichz vztah ke kartézskym souradnicim je dan rovnostmi

(136) (x,y,2) = D(r,p,9) := (rcospcost, rsinpcosd, rsind}).
& je t¥idy Coov celém R? a determinant

cospcosy —rsinpcos? —rcospsind
(137)  det®'(z,¢,9) = |sinpcos’ rcospcost?d —rsinpsind | = r?cos?
sin 0 rcos?

. PP S 1
je nenulovy, pravé kdyz je r # 0 a ¥ # 57 mod 7.
Snadno se ovéfi, ze 1) restrikce zobrazeni ¢ na mnoZzinu

(138) Q:=Ry x (0,27) x (=3, 37)

je prosta, 2) r je vzdélenost bodu (136) od pocéatku, 3) thly ¢, ¥ odpovidaji (pfi
pevném r) zemépisné délce (méfené od 0° do 360°) a zemépisné Sifce (méfené od
—90° do +90°), 4) mnozina &(2) neobsahuje zadny bod (z,y, z), kde z > 0,y = 0,
ale obsahuje viechny body ostatni body (z,y, z) € R®. Z toho plyne, Ze

(139) & zobrazuje mnozinu Q difeomorfné na prostor R3, z néhoz je vynechdna
uzaviend polorovina ohranicena osou z a obsahujici kladnou poloosu osy x,
tj. mnozinu vSech bodi (z,0,0), kde z ¢ Ry.
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Uvézime-li, Ze vynechand mnozina ma trojrozmérnou miru 0, vidime, ze

(140) zobrazeni @ Ize ve vété o substituci uZivat bez omezeni, tj. pro jakykoli
(méFitelny) integracni obor obsaZeny v R3.

Interval (0,27) v (138) Ize pfitom nahradit jakymkoli otevienym intervalem
délky 2m. Zvolime-li napf. interval (—m, ), budeme ,zemépisnou délku“ podcitat
od —180° do +180° a vynechana bude polorovina ohranic¢enéd osou z a obsahujici
zapornou poloosu osy x.

Priklad 19.12. Ovéfme znamy vzorec pro vypocet objemu koule. Protoze Le-
besgueova mira je invariantni vici posunutim, lze predpokladat, ze stfedem koule
K o poloméru R ¢ Ry je bod (0,0,0). Pfejdeme-li od kartézskych soufadnic ke
sférickym a uzijeme-li V.19.26 spolu s V.19.24, ziskdme rovnosti

us(K) = /// 1 dedydz = /// 2 cos ¥ drdpdd =

r24+y2+22<R 0<r<R, 0<p<2m
—7/2<9<7/2

/R (TQ/F/j (cosﬁ/%dgp)dﬁ)dr_27r-2/Rr2dr—%ﬂ'Rg.
0 /2 0 0

Aplikace véty o substituci a Fubiniho véty probéhla zcela bez potiZi; integrand
1 je spojity a nezdporny a transformaci do sférickych soufadnic lze provadét bez
omezeni. Protoze integrand v poslednim integralu v prvni fadce nezavisel na ¢,
integrovali jsme nejdiive (= uvniti) podle ¢, pak podle ¥ a nakonec podle r; vSechny
jednorozmérné integraly jsme pocitali (v souladu se (109)) jako Newtonovy.

Priklad 19.13. Vypoctéme tzv. Laplacelv integral
+oo 5
(141) I::/ e " dx,
0

ktery elementarnimi metodami zaloZenymi na primitivni funkci pocitat nelze, pro-
toze primitivni funkce integrandu nepatii mezi tzv. elementarni funkce.

Protoze funkce e~ (@’ +v°) je spojita a kladna ve ¢tvrtroviné Q := Ry x Ry, lze
aplikovat Fubiniho vétu:

+oo +oo +oo
// e~ (@) dxdy = / (e‘m2 / eV’ dy) dx = / Te ™ dz =12,
/S 0 0 0

Vsechny integraly jsou samoziejmé Lebesgueovy; jejich konecnost dokazovat ne-
musime, protoze Fubiniho vétu lze aplikovat i na integrdly rovné +oo. (Nebylo by
to vSak nijak obtizné, protoZze (141) je podle vét 10.3 a 10.11 zéroven integrélem
Newtonovym — majorantou integrandu je v intervalu (1,+o00) napft. funkce z72.)
Ani k pfechodu k poldrnim soufadnicim informaci o kone¢nosti integralu (141) ne-
potfebujeme.
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Véta o substituci spolu s Fubiniho vétou vedou k rovnostem

2 7( 2+ 2) a2 +oo 2 7T/4
1" = e\ Y ) dydy = re” " drdp = (Te " d(p)dr:
0 0
Q

0<r<+oco

0<p<m/4

1 1 —r2]toe 1
im[—ge }o =7

Protoze f > 0, jei I > 0; z toho je patrné, Ze
+o0 2
(141%) I::/ e dr=1iyn.
0

Poznamka 19.17. Ctenaf si jisté vsiml, Ze jsme v piedchazejicich piikladech
nekolikrat vytkli pred integral skoro vSude nenulovou funkci proménné, podle které
se zrovna neintegruje. Dodejme, Ze integral ze soucinu dvou funkci, z nichz kazda
zavisi jen na jedné proménné, lze nékdy napsat jako soucin integralii:

Pro kazdé dvé mnoziny A C RP, B C RY plati rovnost

(142) //f(s)g(t)dsdt:/f(s)ds~/g(t) dt
A B

AxB

za predpokladu, ze je bud f € L(A) a g € L(B), nebo Ze obé funkce jsou méfitelné
a nezaporné (skoro vsude v A resp. v B).

POZOR VSAK! K platnosti rovnosti (142) nestaci, aby jeji pravd strana méla
smysl: Polozme totiz A = (-1,2), B=Ry, C = Ax B, f(zx) =z, g(y) = 1;
v mnozing CT = (0,2) x Ry (resp. C~ = (—1,0) x Ry) je pak fg > 0 (resp.
fg < 0). Na pravé strané (142) je

2 —+o00
/ :vdac-/ ldy =3 (4+00) = 400,
-1 0

ale integral vlevo neexistuje, protoze

2 —+o00
/(fg)"':/ :zrda:dy:/ xda:~/ 1dy =2 u(Ry) = +o0,
C c+ 0 0

/C(fg)—/(—x)dxdy—/0(—x)dx~/0+ooldy_%~;L(R+)_—|—oo,

-1

(Kdybychom byli polozili A = (—1,1), byl by na pravé strané rovnosti (142)
soudin 0- (+00) = 0, coz by mohlo vést k domnénce, Ze pFi¢inou neplatnosti (142) je
,hespravna definice“ tohoto sou¢inu. Takova domnénka by vsak byla mylna, protoze
pro nezdporné funkce f, g rovnost (142) plati i v pfipadsé, ze vpravo je 0- (+00).)

X 3k X%
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7 Fubiniho véty je odvozena vypocetni metoda nazyvana integrace podle para-
metru: V jednorozmérném integrdlu napiseme integrand nebo jeho vhodnou cdst ve
tvaru integrdlu a zménime integracni poradi; nékdy se stane, ze integral lze pak
vypocitat. Ilustrujme to na jednom Lebesgueové a na jednom Newtonové integralu:

Priklad 19.14. Predpokladejme, Ze 0 < a < b < +00, a v integralu

T arctg br — arct
(143) I(a,b) ::/ arctgbx — arctgax
0

x

z nezéporné funkce (coz zarucuje jeho existenci) piepi$me integrand ve tvaru?®)

(144)

arctg br — arctgar {arctg xy }b _ /b dy
a

x x y=a 1+ 22y2°

Je tedy

(145) I(a,b) = /0+°O(/ab #ﬁzyz)d;ﬂ

a radi bychom védéli, 1) zdali 1ze pofadi integrace podle y a x obratit a 2) zdali to
k nééemu bude. 26)

Dvojny integral funkce 1/(1 + 2%y?) pies (0, +00) x (a,b) existuje (protoze inte-
grand je spojitd nezdporna funkce) a je (podle Fubiniho véty) roven nejen integralu
(145), ale i integralu

b T dg b rarctg xy 1+o° b r m b
o) [ (TR - [ [ g [ Tl
(146) /a /o 1+ 22y? Y a Y om0 Y o 2y YTy

Tim je dokazano, ze pro vSechna konecné kladna ¢isla a < b je

+°° arctg br — arct b
(143%) I(a,b) = / arctgbe —arctgaz | zlg—;
0 x 2 7a

je vSak zfejmé, ze pfedpoklad a < b (ktery se nam hodil pfi vypoctu) je zbyteény.
* k%

Ackoli vSechny limity (v metrickych prostorech) lze pfevést na limity posloup-
nosti, je pfevadéni limity, napf. lim,_,, f(z)), na limity posloupnosti lim_,~ f(zx),
kde a # xr — a, mnohdy zbyte¢nou komplikaci problému. Ve druhém piikladu na
integraci podle parametru (ale nejen tam) se spiSe nez véta 19.17 (o limitnim pfe-
chodu za znamenim integralu pro majorizovanou posloupnost) hodi jina verze této
vety:

25) Jednou z potizi integrace podle parametru je nalézt vhodny ptepis integrandu nebo jeho

¢asti; pomiize bud hleddni v paméti, nebo v tabulkach integralii.
26) Protoze podminka 2) asi v neznamé situaci nebude na prvni pohled patrna, je lépe nejdiive
zkusit, zdali zménou poradi integrace né¢eho dosdhneme, a jen v pripad€, ze ano, ovérit dodatecné

korektnost postupu.
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Véta 19.17*. (O limitnim pfechodu za znamenim integralu — 2. verze.) Necht
c e R* a M C RP; necht existuje okoli P(c) tak, Ze pro kazdé z ¢ P(c) je funkce
f(z,2) proménné r méfitelnd v M, a necht existuje funkce g € L(M) a mnoZina
N C M miry 0 tak, Ze nerovnost | f(x,z)| < g(z) plati pro vSechna © ¢ M — N
a vSechna z € P(c). Pak

(147)  lim f(x,z) = F(x) pro vSechnax ¢ M — N = lim | f(.,2) = / F.
M

zZ—rcC zZ—cC M
Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava a zleva v bodech c ¢ R. [

Priklad 19.15. Vypocitejme Newtonuv integral

+oo s
(148) I:= / % gz,
0

T

jehoZ integrand nemé elementarni primitivni funkci. Postupujme nejdiive ryze for-
malné, abychom vidéli, zdali nas postup k nécemu povede.

Uvazime-li, ze rovnost
1 M
- = e Ydy
z 0

plati pro kazdé x € Ry, vidime, Ze (148) lze napsat ve tvaru

—+o0 —+oo
(149) I= / (sin:z:/ e~ dy) dx.
0 0
Kdybychom obratili pofadi integrace podle = a y, dostali bychom integral
—+oo +oo
(150) / (/ e sinx d:c) dy =
0 0

teo oy COST + ysinx 7+ oo dy T
e [
0 14+y2 2=0 o 1+y%2 2

Ziejmé tedy zbyva dokdzat rovnost integralti (149) a (150). Pofadi integraci
podle x a y lze podle V.19.24 zménit, existuje-li prislusny dvojny integral; ten
ovSem v nasSem pripadé zcela urcité neexistuje, protoze kdyby existoval, byly by
v8echny napsané integraly absolutné konvergentni, a integral (148) konverguje jen
neabsolutné. 27)

Neabsolutni konvergence integralu (148) je zptisobena jeho horni mezi, protoze
integréal od 0 do z funkce (sinz)/x konverguje pro kazdé z ¢ R absolutné. Dtikaz,
ze pro kazdé takové z konverguje dvojny integral

(151) // e sinzdrxdy, kde Q:=(0,z) x Ry,
Q
27) Tato situace nastane tedy vizdy, kdy#z se v Lebesgueové teorii snazime neabsolutné konver-

gentni integral pocitat integraci podle parametru.
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zjistime pomoci majoranty; na prvni pohled nejjednodussi majoranta e~*¥ bohuzel
nepatii do L£(2), protoze

z —+o0 z
(152) // e Ydzdy = / (/ e " dy) dx = / do = +o00.
o 0o “Jo o T

,Vinna“ je ovSem tentokrdt dolni mez; u pocatku jsme funkci e *Ysinx od-
hadli pfili§ hrubé, protoze funkce sinz je ,blizko nuly“ ,daleko mensi“ nez 1. Uzi-
jeme proto lepsi odhad | sinz| < x; pocitdme-li podobné jako v (152), zjistime, ze
[Jqxe™™ = z; dvojny integréal (151) tedy skuteéné konverguje.?®) Podle Fubiniho
véty se rovna dvojnasobnym integralim

i Foo *sinx
1 “®sinxdy ) dr = d
(1534) /0 (/0 e sinx y) x /0 —de

a

“+oo z
(1532) / fly,2)dy, kde f(y,z):= / e sinzdzx.
0 0

Abychom ziskali integral (148), sta¢i ve (1531) provést limitni pfechod z — +o0;
totéz je proto tieba provést i s integralem (1533), kde se vSak limitni pfechod musi
provést za znamenim integralu.

Aplikujme proto vétu 19.17*: Je

)

Fly,2) = [_ oY cos:ij—_zyﬂsinx E:O _1- e—yz(lcis;;— ysin z)
pricemz absolutni hodnota citatele posledniho zlomku je mensi nez 3, protoze
le ¥ cosz| <1, |e ¥ysinz| <yze ¥* <max{we “;weR;}=e ' <1.
Funkce 3/(1 +y?) lezici v £(R.) je tedy majorantou funkce f(y, z) a podle véty

19.17* miizeme limitni prechod z — 400 za znamenim integralu provést. Protoze
lim, s o f(y,2) = 1/(1 +y?) (pro viechna y € R,), je tedy opravdu

+oo +oo d
. Yy T
148* I=1 dy = =_-.
(148") Jm ) Fwz)dy /0 57~ 2

% % Xk

Znacny vyznam maji v teorii i pfi vypoctu rtiznych integralti tato dvé tvrzeni:
28) Vsimnéme si opét, jak zasadni vyznam ma platnost Fubiniho véty i v p¥ipadé, Ze se dvojny
integral rovna +o0. V nejriznéjsich situacich, stejné jako v ptikladu pravé reseném, zkousime rtzné
majoranty, abychom dokézali konvergenci integralu, jehoz integrand méni znaménko. Pti bézném
pocitani jsou majoranty jisté méfitelné a z definice jsou nezaporné; existence jejich dvojného
integralu je tedy zarucena, ale teprve po prevedeni na dvojnasobny integral jsme schopni zjistit,
zdali je dvojny integral koneény nebo ne.
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Véta 19.27. (O spojitosti integralu zavislého na parametru.) Necht M C RP?,
necht (X, p) je metricky prostor a necht A C X . Necht funkce f proménnych x ¢ R?
a a ¢ A spliuje tyto predpoklady :

1. Pro kazdé o € A je funkce f(-, &) méfitelnd v M.

2. Pro skoro vSechna x € M je funkce f(x,-) spojitd v A.

3. Pro kazdé o € A existuje § > 0 a funkce g € L(M) tak, Ze

(154) a'eA pd,a)<é = |f(x,a)| <g(x) pro skoro viechna x € M.
Pak je integral |, 1 f (-, ) spojitou funkci parametru o v A.

Véta 19.28. (O derivovani integralu podle parametru.) Necht' I C R je otevieny
interval a necht f je funkce proménnych x ¢ M C RP a a € I. Necht déle plati:

1. Integral [, f(x, ) da konverguje aspori pro jedno a € I.

2. Pro kazdé a € I je funkce f(-,«) méfitelnd v M.

3. Existuje systém S otevienych intervali, jejichz sjednocenim je I, tak, Ze pro
kazdy interval J ¢ S existuje funkce g € £L(M) a mnozina N C M miry 0 tak, Ze

(155) xeM—N,aeJﬁ’g—i(x,a)’gg(x).

Pak integral F(a) := [, f(z, a) dz konverguje pro viechna a € I a je

of (z,
(156) F'(a) = / Of(w, ) dx pro kazdé ael.
M 80&
Poznamka 19.18. Piseme-li z = (21, ..., z;), vystupuji ve vété 19.28 realné pro-
ménné z1, ..., T,, podle nichz se integruje, a proménné «, podle niZ se neintegruje a

ktera se v této souvislosti nazyva parametr. Tteti predpoklad véty 19.28 znamena,
Ze parcialni derivace 0f /O« funkce f podle parametru o ma majorantu g € L(M)
nezavislou na « ,,lokdlné*, tedy v jistém okoli kazdého bodu « € I. Tento predpoklad
odpovida tomu, Ze derivovani je lokalni operace; pfipad S = {I}, kdy mé derivace
majorantu z £ nezavislou na parametru v celém I, neni samoziejmé ,zakazan“, ale
v konkrétnich prikladech jde spise o vyjimku. O

Véta 19.28 se hodi k rychlejsimu a elegantnéjsimu vypoctu nékterych elemen-
tarnich integral i k vypoctu nékterych integrall, jejichz integrand nepatii mezi
elementarni funkce. UkaZzme to na nékolika prikladech.

Priklad 19.16. Vyjdeme-li z rovnosti

1
1
(1570) /0 CCa dCC e a——|—]_7 kde Qe (-].,—FOO)

a kde vlevo je Lebesguetiv integral, ktery je zaroven integralem Newtonovym, a uva-
zime-li, Ze parcialni derivaci z® lg z integrandu podle « lze v kazdém intervalu

(158) J:=(B,4+00), kde € (-1,+00),
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majorizovat funkei z° | Ig |, kterd lezi v £((0,1)) (protoze napf. pro v := (8 +1)
je|lgz| = O(z™7) pro x — 0+, tedy 27| lgz| = O(2°~7), a fol 2#~7dx konverguje,
protoze 8 — v = %(B —1) > —1); za S lze tedy ve vété 19.28 zvolit systém vSech
intervalli (158). ProtoZe i ostatni pfedpoklady véty 19.28 jsou zfejmé splnény, je

1 1
. dz® 1\ 1
(157) /0 v lgxdx—/o 3—ad$_(o¢+l) T (a+1)?

pro kazdé o € (—1, +00).
Protoze pro kazdé n € N a kazdé x € R, je

o"x®

(159) S

=x%lg"x

a protoZe tato funkce ma pro a z intervalu (158) majorantu z#|1g" z| patiici (po-
dobné jako 7 |1g z|) do £((0, 1)), dostaneme opakovanou aplikaci véty 19.28 rovnost

1
1\ n!
157, “lg"rdr=—— =(-1)" —
(157,) /0:17 g" zdr (a+1) (-1) R

pro kazdé n e N (a kazdé o € (—1,+0)). %)
Priklad 19.17. Ze znamého vysledku

+oo b
(160) / e “sinbrdr = 21 P vSechna a € Ry a vSechna b e R
0
ziskdme (zatim formalnim) derivovanim podle parametru a rovnost

+oo ag 2ab
(].6].) /0 xre sin bz dx = m

a derivovanim podle parametru b rovnost

+oo a2 _ b2
162 rze ceosbrdr = ——— .

(162) / e

Protoze ostatni predpoklady V.19.28 jsou zfejmé, zabyvejme se jen majorantami:
V prvnim piipadé je |ze *sinbz| < xe™*, je-li 0 < ¢ < a, takze systém S vSech
intervalli (¢, +00), kde ¢ € R4, splituje pfedpoklad 3. Ve druhém piipadé je to jesté
jednodussi, protoze majorantou k funkci xe™** cosbx, nezavislou na parametru b,
je funkce ze %*. Protoze uvedené majoranty patii do L(R, ), plati rovnosti (161)
a (162) pro vsechna a € R4 a vSechna b € R.39)

29) Tento vysledek lze sice ziskat i elementarné, integraci per partes, ale derivovanim podle
parametru to jde elegantnéji a rychleji.

30) Integraly (161), (162) lze opét pocitat elementarné (integraci per partes), ale zde uvedeny
postup je elegantnéjsi a kratsi.
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Priklad 19.18. Integral

+OOl 1 2,.2
169 ran= [ B e ke ac R ek,

ziejmé konverguje, protoze integrand je O(z~3/2) pro  — +0o. Elementarnimi me-
todami jej pocitat nelze, mizeme se vSak o to pokusit derivovanim podle parametru
a, protoze tim odstranime logaritmus, ktery elementarnimu vypoctu bréani.

Je-li0<a; <a<as <+oo,je

lg (1 + a?2?) 2az> 2a91>

(164) %(WMZ‘(HCL%?)(HI)%% S TH a1+ 022)

pfi¢emz posledni funkce patii do £L(R4) a intervaly (a1, as) pokryvaji Ry. Z toho
plyne, ze pro vsechna a € R} je

ol(a,b)  [* 2a2> _
(165) da /0 (14 a?22)(1 4 b2a?) az;

podle V.19.27 je tato funkce proménné a navic spojitd v R,.
Je-li b # a, je

2a ( 1 1 )
b2 —a2\1+a222 1+ 0222

rozklad posledniho integrandu na jednoduché zlomky, takze

z=0  b(a+0b)

a b

(165') =

9I(a,b) 2a [ arctgax  arctgbx } +oo T
da b? —a?

pro vSechna a € Ry rizné od b. Protoze vSak posledné napsana funkce je spojita
v R, stejné jako funkce (165), je vysledek spravny pro vSechna a € Ry.

Integraci podle a z néj (pro a € Ry,b € R,) ziskdme rovnost
(166) I(a,b) = % Ig(a+b) +c,

kde ¢ je vhodn4 konstanta nezavisla na a (ale obecné zavisla na b). Abychom ji nasli,
uvazme, ze integrand ve (163) je spojitou funkci (z,a) € Ry x (—1,1) a ma tam
majorantu lg (1 4+ 22)/(1 + b%x?) nezavislou na a a lezici v £(Ry); podle V.19.27
je tedy integrél (163) spojitou funkci parametru a € (—1,1).3) Z toho, z platnosti
rovnosti (166) pro vSechna a € R a ze spojitosti jeji pravé strany v bodé 0 zprava
ihned plyne, ze ¢ = —(w1gb)/b, protoze 1(0,b) = 0 (pro v8echna b € R,).

Tim je dokazano, ze pro vSechna a ¢ Rg, beRy je

31) Ve skutecnosti je spojitou funkci parametru a v celém R, ale nikde to nepotfebujeme.
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too 2.2

. g(1+ a*x?) ™. a+b

163 = tdx=—+1 . O
(163°) /0 1+b222 T 5 8T

Nékdy vede vypocet integralu derivovanim podle parametru k diferencialni rov-
nici:

Priklad 19.19. Pii kazdém (pevném, ale libovolném) a € R konverguje integral
+o0 5
(167) I(b) := / e cosbrdx
0

pro viechna b € R, protoZe majoranta exp (—axz?) integrandu (nezévisla na b) lezi
v L(R,). Formalnim derivovdnim podle parametru ziskdme rovnost

—+oo
(168) I'(b) = —/ ze~ " sin by dx;
0
protoze integrand ma majorantu x exp(—ax?) € L(R,), plati rovnost (168) podle

V.19.28 pro vSechna b € R. Integraci per partes ziskame diferencialni rovnici

toop o [Fe b
- — e~ cosbx dx = ——1I(b).
0 2a /o 2a

1 2
!/ ax M
(169) I'(b) = % [e sin bx}

Rovnice I’ + bI/2a = 0 mé4 integracni faktor exp (b%/4a) a feSeni
(170) I(b) = Ce V40,

kde C nezévisi na b, ale miize zaviset na a. Provedeme-li v integralu (141*) substituci
Vax =t, zjistime, ze

Foo 2 1 ™
(141*) / e~ dx = 3\l Ppro kazdé a e Ry;
0 a

této konstanté se rovna i C' = I(0). Z toho plyne, Ze

+oo 1 b2
(167*) I(b) = A efaxz cosbr dr = 5 \/g exp (_ @)

pro vSechna a € Ry a vSechna b € R.

X 3k X%

Na z&vér uvedme nékolik vlastnosti funkce gamma, ktera je definovdna rovnosti

“+o0
(171) I(s) := / 5 1e " dx pro viechna s e Ry,
0
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a funkce beta, ktera je definovana rovnosti
1
(172) B(p,q) := / 2P~ (1 —2)7 dx pro viechna pe Ry, g e R,.
0

Mélo by byt ziejmé, Ze pro uvedené hodnoty parametri s,p,q Lebesgueovy in-
tegraly (171) a (172) konverguji a Ze existuji téz jako integraly Newtonovy.

Cviceni 19.18. Dokazte integraci per partes, Ze je
(173) I'(s+1) =sT(s) pro vSechna s ¢ Ry;
pak uvazte, ze I'(1) = 1 a odvodte ze (173) rovnost

(174) I'(n+1) =n! pro vSechna celd ¢isla n > 0.

Cvi€eni 19.19. Pro s = § provedte v (171) substituci z = ¢ a uzijte P¥.19.13;
tim dokazete, ze

(175) r(d) = V7.
Kombinaci tohoto vysledku se (173) ovéite, ze

2n—1)N

(176) L(n+3)= 5 - /7 pro vSechna celd ¢isla n > 0. O

Bez diikazu 3?) uvedme jesté identitu

(177) I(s)T(1—s) = pro viechna s € (0,1),

sin s

zndmou pod nazvem doplitkova véta, a poznamenejme, ze funkci gamma Ize pravé
jednim zpiisobem holomorfné rozsitit z Ry na mnozinu Q :=C —{n cZ;n <0}.
Po tomto rozsifeni plati identita (177) pro vSechna s € C — Z, identita (173) pro
vSechna s € (.

Priklad 19.20. Dokazme, Ze je
(178) B(p,q) = pro vechna pe Ry, g R,.

Soucin I'(p) I'(¢) 1ze podle P0.19.16 napsat ve tvaru

(179) (/O+Ooxplex dx) (/0

32)

“+o0
yqflefydy) = // eP Ly e T Y drdy;

R+ XR+

Diikaz neni jednoduchy; lze jej najit napf. v [13] nebo v [6].
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ovéime, Ze v poslednim integralu lze provést substituci
(180) D(u,v) := (u(l —v),uv), kde (u,v) € Q:=Ry x (0,1).
Protoze @ je v  tfidy C, a splituje tam podminku

1—v —u
’ v u —’LL#O,

@@v%w

je v Qregularni. Je-li z = u(1—v), y = uwv, (u,v) € Q, je x € Ry, y € Ry ; obracens,
jeliz e Ry, yeRy,jeu=xz+yecRyav=uy/(z+y) e (0,1). d je tedy
difeomorfni zobrazeni mnoziny {2 na mnozinu Ry x R,.

ProtozZe jsou splnény pfedpoklady véty o substituci, je (179) rovno integralu

// up+q*1vP*1(1 — U)qfle’“ dudv =
Q
+o0 1
(/ Y-l o—u du) (/ 0P (1 — )7t dv) =T(p+q)B(pq);
0 0

tim je (178) dokdzéno. O

Poznamka 19.19. Funkce w(t) := sin®¢ zobrazuje prosté interval (0, im) na
interval (0,1), je t¥idy Coo v celém R a w’(t) = 2sint cost # 0 v (0, 27). Substituce
x = w(t) vede k identité

/2
(181) B(p,q) = 2/ sin? "1t cos®? 7 t dt;
0
polozime-li jesté 2p = o a 2¢ = 3 a uzijeme-li (178), dostaneme rovnost

pro vSechna o c Ry, e R,.

/2 Lk
(182) / sin® ! tcos’ Tt dt = ?04)7(2@
0

I(
2T (1 (a+B))

ProtoZe hodnoty funkce I' jsou podrobné tabelovany a kazdy dobry pocitacovy
program zabyvajici se tzv. vys$si matematikou a jejimi aplikacemi funkci gamma
Hzné’, davéa rovnost (182) moznost efektivniho vypocétu vSech konvergentnich inte-
gralt typu uvedeného na jeji levé strané. Pro vsechna pfirozena ¢isla «, f hodnoty
pravé strany zname (viz (174) a (176)) a mizeme si tak uSetfit zdlouhavy vypocet
integrali vlevo napf. integraci per partes.

Cviceni 19.20. Pomoci (182) ovéite rovnosti

™

/2 3T /2
183 sintcosS tdt = — | Vigt dt = .
g
0 0 V2

512
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Cviceni

Existuje-li integral funkce f pfes mnozinu M C R2, vypoététe jej. Uvaite, ze
integral omezené meéritelné funkce f pres méfitelnou mnozinu M koneéné miry
(speciélné: pfes omezenou méfitelnou mnozinu) konverguje a Ze integral nezdporné
méfitelné funkce f pres (kazdou) méfitelnou mnozinu M ezistuje. Nabyva-li funkce
f jak kladnych, tak i zapornych hodnot, lze konvergenci jejiho integralu casto do-
kazat pomoci vhodné majoranty z L.

fzy) = M =
19.21. 23y + ay? (0,1)2
19.22. 2¥ (0,1)?
1
19.23. — 0,1)?
Ve 0
1
19.24, —— —1,1)?
NEENE Y
19.25. ysinzy (0,v/7)?
19.26. sin(z + y) + cos(xz — y) (0,7) x (0, m)
19.27. zsinzy — ycosxy (0,7) x (—im, im)
Y
19.28. 52 (0,1) x (=1,0)
_ Y 2
19.29. " (0,1)
1
19.30. m (—1, 1) X (_\/57 \/5)
19.31. VI VY (1,2) x (0,1)
VE i
19.32. (z +y)lg(l + 2z +vy) (-1,1) x (0,1)
19.33. 2ylg (2? + %) (0,1)2
10.34. 8 FY) (0,1)?
T+y
19.35. {/tgz tg2y (0,47) x (0, 3m)
19.36. zarctgzy (0,1)?
19.37. y arcsin z (0,1) x (1,2)
Y
19.38. ___r (1,2)?

coshxz — coshy
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1

_ 2

19.39. T 27 R%
1
19.40. ———— R?
9.40 (1422 +y?)? *
10.47, T 2Oty R, x (1, 400)
41, ————— 00
1+ :E4y4 + )
19.42. ye~ (#1v7) (0,1) x Ry
(2242
19.43. zye~ (=" V) Ri
19.44. 1%y e~ (V) Ri_
19.45. (2* +y*)e Y R2
Y
19.46. — YV __ R 1
9.46 ewy(elﬂy + 1) + X (07 )
1

19.47. R, x (0,1)
19.48. zy* e Ysinxy Ry x(0,1)
19.49. /ye “sinx Rﬁ_

—xy?
19.50. e™*Y cos xy Ri

Vypoctéte [ [ je-li M trojahelnik resp. ¢tytfuhelnik s uvedenymi vrcholy.

flx,y) = vrcholy:
19.51. sin(z +y) (3m,0), (0, £57)
19.52. sin(z +y) — cos(x — y) (0,0), (m,0), (0,7)
19.53. ze*tY (£1,0), (0,1)
19.54. Ig ﬁ (0,0), (1,£1)
19.55. arctg(z + y) (—1,0), (0,+£1)
19.56. ¢* ¥ (£1,0), (0,+1)
19.57. m (£1,0), (0,+£1)
19.58. lg(1+ ||+ |y|) (£1,0), (0,+1)
19.59. 22> (£2,0), (0,+1)
19.60. 22 — ¢ (=2,0), (0,+1), (1,0)
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Necht a« e R, B e R, a € Ry, b € Ry a necht

M, :=U((0,0),1), My:=U((1,0),1), M;:=U((-1,0),1),
My =M n{(z,y);y >0}, Ms:=Mn{(z,y); x>0}, Ms:=MyUDMs,

2 2
M = {(w,y); (g) +(%) <1}, M= M;NM;, jeli 1<i<j<5.

Zjistéte, zdali existuje integral f v J» a v piipadé, ze ano, vypoctéte jeho hodnotu.

1 1
19.61. ————— M 19.62. —————— M.
(22 + ) 1 (22 + 42)@ 2
19.63. (2 + %) z“y®  Mys 19.64. (2® +9°) lg(2® +4?) M,
10.65. Y+ U M 19.66. (22 + y2) e +v° M
. . W 45 . =\ y)e 1
2
Ty Ty
19.67. m M34 19.68. m M12
Ty 222
19.69. W M24 19.70. Tye Y M34
xzy T 2 Y 2
7L ot M- Mg 1972 (5) + (3) My
2,2
1973. — Y M -M;  10.74. Ty M

(22 + y2)3/2

() +G))

V dalsich prikladech bude tikolem vypocitat obsah neboli dvojrozmérnou Lebes-
gueovu miru mnoziny M dané bud aritmeticky (jednou nebo nékolika nerovnostmi),
nebo geometrickym popisem (napt. ze M je mnoZina ohrani¢end hyperbolami o rov-
nicich y = £v/1+4 22 a pfimkami o rovnicich x = +a, kde a € R}); ve druhém
pfipade€ je na ¢tenafi, aby dané podminky ,zaritmetizoval®.

Ctenaf vi, 7e integrace vyrazii obsahujicich 22 + 32 se ¢asto zjednodusi precho-
dem k polarnim soufadnicim x = r cos ¢, y = sin ¢. Podobné lze vSak transformovat
napf. soucet = 4+ y nebo z2/3 + y2/3; v prvnim piipadé mizeme zkusit substituci
x = rcos? @, y = rsin® o, ve druhém substituci z = rcos® ¢, y = rsin® ¢. Kromé
vypoctu prislusného jakobidnu je ovSem tieba zjistit, v jaké oblasti je takova sub-
stituce difeomorfismem;33) po substituci se ¢asto hodi vzorec (182).

33) V pravé uvedenjch dvou piikladech je to napf. oblast Ry x (0, %7‘(’), ktera transformaci

prechazi v prvni otevieny kvadrant.
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V P#.19.75 -19.100 jsou a < bac < d ¢islaz R;. Je-li (f, g) difeomorfismus a je-
li mnozina M déna nerovnostmi a < f(z,y) < b, ¢ < g(x,y) < d, miZe vést k FeSeni
prikladu substituce u = f(z,y), v = g(x,y), protoZe transformovand mnoZina je
pak interval (a,b) x (¢, d). Poznamenejme jesté, ze v piikladech 19.75, 19.77, 19.78
a 19.81 pocitame po fadé obsah smycky lemniskaty, astroidy, strofoidy a Descartova
listu; i kdyz z obrazki nic neodvozujeme, neni geometrickéd predstava integra¢niho
oboru M v jednotlivych piikladech viibec na skodu.

M je ddna nerovnostmi nebo nerovnosti

19.75. (22 + %)% <2d?(2® —y?), 2 >0
19.76. (z+y)* <zy,z>0,y>0
19.77. 223 4423 < 4?/3
19.78. z(z®+y°) <a®—y*, >0
19.79. (*+y*)? <2y, 2>0,y>0
19.80. (2 +y%)® < ay?
19.81. 2 +y* <ay,z>0,y>0
19.82. ' +yt<a?y,2>0
19.83. 2t 4yt <2 4P
19.84. ax® <y < ba? cy? <z < dy?
19.85. a<Vzy<b ez <y<dyz
19.86. a2’ < y® < ba®, cy® < 2? < dy?
19.87. a2’ <y < ba®, cy® < w < dy?

M je mnozina ohranic¢ena kiivkami s popisem
19.88. y=+vV1+22 z=+a
19.89. y=avz,y=b\r,2y=c,ay=4d

x

19.90. y =sinhz, y =2sinhz, y =€~

x x

19.91. y=sinhz, y =2sinhz, y =€ %, y=2e"
19.92, y:2\/5,y:ix2,:cy:1,:cy:4
19.93. 2 +y'=p’ (2 -2+ =¢" p=124=1.2

19.94. (z,y) = (cosnt,t), (z,y) = (1 +sinnt, 1), 0 <t < 3
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19.95.
19.96.
19.97.
19.98.
19.99.

(x£4)?+y>=9 22+ (y£3)2=4

22y =+1,y=+x

y=sinhz, y =coshz, z >0

y = |sinmz|sinhz, y = | sinmz|coshx, x >0

y=Ilg(1+2%),y=1g(2+2?%)

19.100. y = arctgz, y = arctg2x, kde = >0

Existuje-li | u [s vypoctéte jej, v opacném piipadé odlivodnéte, pro¢ neexistuje.

19.101.

19.102.

19.103.

19.104.

19.105.

19.106.

19.107.

19.108.

19.109.

19.110.

flz,y) =
zy

2 + 92

¥

V2 + 2
zy

(x2+y2)a’

Y kde aeR

kde a e R

3-5=
< SRS

1
\2x — 22 — 92
22 442

zy
22 + y?

x
22 + y?

M je mnozina urc¢end podminkami

V2

O<z<l,2?<y<z

0<z<2, <y<+z
(z -1+ <1
r>1,0<y<zx

1
r>1,0<y< —

X
%x<y<2x,xy<1,gc>0
(z-12%+y*<1,y>0
(2® +9%)? <2(2® —y?)
(2?2492 <22 =9%),2>0,y>0

O<z<l,2?<y<z

Mezi ptiklady na trojrozmérnou integraci budou i ptiklady na vypocet objemu;
bude se ndm proto hodit vzorec pro vypocet objemu rotacniho télesa: Necht A C R
je méfitelnd mnozina a necht f: A — (0,400) je méfitelna funkce; oznacime-li

(184)

B:={(z,y) eR*; 2€ A, 0<y < f(z)}

,mnozinu pod grafem funkce f“ v roviné xy, bude

By :={(x,y.2) eR*; w e A, Vy? + 22 < f(a)}

(185)
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mnozina, kterd vznikne z B rotaci kolem osy x. Tato mnozina je opét méfitelna,
a zavedeme-li v roving yz polarni soufadnice (y,z) = (rcosp,rsing), vidime, ze
jeji objem je roven

(186) ug(Bm):///dxddeZ/( // rdrdg@)dmzw/ﬁ. O
Ba ) A

A o<r<f(x
0<p<2m

Ve Cv.19.111-19.140 budou a, b, c,d ¢isla z Ry a ve Cv.19.111—-19.130 bude
cilem vypoéitat objem (neboli trojrozmérnou Lebesgueovu miru) mnoziny M C R3.

19.111. M je elipsoid ohraniceny plochou o rovnici

N 2 2 2
G+ (G) () =1
a b c
Rada: Piejdéte k ,zobecnénym sférickym soutadnicim®

x =racospcost, y=rbsinpcos?, z =rcsind. o

19.112. M je ¢ty¥stén s vrcholy (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c).

19.113. M je pétistén (pyramida) s vrcholy (+1,1,0), (£1,-1,0), (0,0,1).

19.114. M je prinik valce (x — R)? + y? < R? s kouli 2 + y? + 22 < 4R? (kde
R e Ry), tedy tzv. Vivianiho téleso.

Rada: Integrujte nejdiive podle z a pak zavedte polarni soufadnice; pozor pfi
odmocriovani! ¢

19.115. M = {(z,y, 2); (#* + y* 4+ 2?)? < 8(a? +y* — 2?) }.

19.116. M je paraboloid vznikly rotaci tsede paraboly y? < 2cx, 0 < z < aq,
kolem osy = .

19.117. M je &ést eliptického kuZele (z/a)? + (y/b)? < 22, kde 0 < z < c.

19.118. M je linedrni obal obdélnika (—a,a) x (—b,b) x {0} v roviné xy a tsecky
s krajnimi body (+¢, 0, d), kde ¢ < a; podobd se klinu.

Rada: Klin je ohrani¢en péti rovinami a jeho objem je roven ¢tyinasobku jeho
priniku s prvnim oktantem. Primét tohoto priniku do roviny xy je sjednocenim
lichobézniku s trojihelnikem, pfes néz je tfeba integrovat oddélené. ¢

19.119. M je anuloid (neboli torus) vznikly rotaci kruhu 22 + (2 — R)? < r?,
kde 0 < r < R < 400, kolem osy x.

Rada: Je-li x vodorovna, z svisla osa, vypoctete objem anuloidu jako rozdil ob-
jemu téles, ktera vzniknou rotaci mnozin pod horni a pod dolni pilkruznici ohra-
nicujici uvedeny kruh. ¢

19.120. MnozZina M vznikla rotaci mnoziny pod ¢asti hyperboly xy = 1, odpo-
vidajici « > %, kolem osy x.

19.121. Mnozina M vznikla rotaci vnitiku astroidy z2/3 + y?/3 = a?/3 kolem
0Sy X.
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19.122. Mnozina M vznikla rotaci mnoziny pod ¢asti fetézovky y = coshz,
—a < z < a, kolem osy x (tzv. katenoid).

19.123. Mnozina M vznikla rotaci mnoziny pod grafem funkce sin” x, kde n ¢ N
a0 <z <m, kolem osy x.

19.124. Mnozina M (,sud s kruhovymi duzinami“) vznikla rotaci mnoziny pod
obloukem kruznice (y + 4)2 + 22 = 36, |z| < 3, kolem osy x.

19.125. Mnozina M (,sud s parabolickymi duzinami“) vznikla rotaci mnoziny
pod parabolou y = 6 — 2% /25, |x| < 5, kolem osy x.

19.126. M = {(z,y,2); (2* + y* + 2?)? <ayz, 2 >0,y >0, 2> 0}.

19.127. M je mnozina ohranic¢ené eliptickym paraboloidem (x/a)? + (y/b)? = 2
a rovinou z = c.

19.128. M je ¢ast eliptického vdlce (x/a)? + (y/b)?> < 1 ohrani¢end rovinami
z=x(z —a).

19.129. M = {(z,y, 2); 2% + y*> < R?, y*® + 22 < R?} (prinik dvou vélct).

19.130. M je prinik elipsoidu (z/a)? + (y/b)? + (2/c)? < 1 s eliptickym valcem
(z/a)? + (y/b)* < 1.

* ok ok

Hmotnost télesa (= méfitelné mnoziny) M C R?, jehoz hustota je dana nezapor-
nou méfitelnou funkei p(z,y, 2), je definovdna rovnosti

(187) hm (M) := ///p(:v,y,z) dxdydz.
M
Konverguje-li integral

(188) stmy, (M) := ///p(x,y,z)xdxdydz,
M

definuje tzv. staticky moment télesa M wvzhledem k roviné yz; statick€é momenty
stmy, (M) a stmy, (M) vzhledem k rovindm xz a xy se definuji analogicky, jako
integraly funkci py a pz. Tezisté télesa M je definovano jako bod

(stmy, (M), stmy, (M), stmy, (M))

(189) o (M)

za predpokladu, Ze statické momenty existuji a hmotnost je konecné kladné.
Konverguje-li integral

(190) ///p(:v,y,z)(:vQ +o?) dedydz,

nazyva se jeho hodnota moment setrvacnosti télesa M vzhledem k ose z; momenty
setrvacnosti vzhledem k osdm x a y ziskdme ze (190), piSeme-li (y? +22) a (22 +2?)
misto (22 + y?).
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19.131. Vypoditejte hmotnost koule 22 + 3% + 22 < RZ2, je-li hustota p rovna
a) 1/r,b) 1/r2,¢) 1/(r? + 1), kde 7 := /22 + 32 + 22.

19.132. Vypoéitejte hmotnost elipsoidu (/a)?+(y/b)?+(z/c)? < 1, je-li hustota
rovna x2 + y2 + 22

19.133. Najdéte tézists krychle (0,a) x (0,b) x (0,¢), je-li p(x,y,2) = wy?23.

19.134. Najdéte tézisté ¢asti rotacniho paraboloidu x +y2 <2z<2¢jelip=1.

19.135. Najdéte t&7i5t& rotacniho kuZele 22 + 42 < ZZ , 0 <z <e¢, v pripadé, ze
p(z,y,2) = z.

19.136. Najdéte moment setrvacénosti koule (z — R)? + y% + 22 < R? vzhledem
k ose z, je-li p = 1.

19.137. Pii p = 1 najdéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y ¢asti dutého
valce R? < 2%+ 22 < R3 (0 < R < R2 < +00) mezi rovinami y =0 a y = c.

19.138. Najdéte moment setrvac¢nosti kvadru (0,a) x (0,b) x (0,c¢) vzhledem
k ose z, je-li p(x,y, 2) = xyz.

19.139. Najdéte moment setrvacnosti eliptického kuZele (z/a)? +(y/b)? < 22,
0 < z < ¢, vzhledem k ose z, je-li hustota rovna 1.

19.140. Najdéte moment setrvac¢nosti eliptického paraboloidu (x/a)? + (y/b)?
z < ¢ vzhledem k ose z, je-li hustota rovna 1.

* Kk

19.141. Vyjdéte z rozvoje funkce 1/(x2 + 1) v Taylorovu fadu o st¥edu 0 (kterd
konverguje, pravé kdyz je |z | < 1) a dokazte rovnost

s 2k
arctgz = kz_o (=1)* 1 Pro v8echna z € (—1,1).

Rada: Ovéite, Ze ¢astetné soucty (alternujici) fady pro 1/(z2+ 1) lezi mezi 0 a 1
a uzijte V.19.18. ¢
19.142. Integraci ¢len po ¢lenu fady pro 1/v/1 — 22 ovéite platnost identity

1)!! x2k+1

= (2k —
arcsinx = Z (

Ol k1 pro vSechna z ¢ (—1,1).
k=0 a

Rada: Rada pro 1/v/1 — 22 m4 nezdporné ¢leny; uzijte V.19.18. o
19.143. Dokazte, ze

/1 arcsm:z: i (2k — 1!
0 ) (2k + 1)

19.144. Dokazte, ze

/0 lg(l—:v Zk2-
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Poznamka: V kapitole 20 zjistime, Ze soudet fady vpravo je roven 2.

6
19.145. Dokazte, ze

1 (e o]
lg(l4+z) ko1 1
/0 - dr = 321 (-1) Tk

Rada: Ukazte, ze castecné soucty Taylorova rozvoje integrandu lezi mezi % al.o
19.146. Ovéite, ze

dr = ke gy = 7

19.147. Indukci a derivovanim podle parametru a ovéite platnost rovnosti

+o0 |

—_ n' v v T

/ e = 77 bro vSechna a € Ry a vSechna celd cisla n > 0.
0 a

19.148. Indukci a derivovanim podle parametru y ovéite platnost rovnosti

1
(=1)™n! . . . s
¥ 1g" xdr = ———~-—— pro vSechna y > —1 a vSechna celd &isla n > 0.
[ v+ " ! )

19.149. Indukci a derivovanim podle parametru a ovéfte platnost rovnosti

e d 2n — 3)!!
/ e fa)" = 2(2( i 2)”) nﬂ;1/2 pro vSechna a € Ry a vSechna n € N.
0 n — a

19.150. Indukci a derivovanim podle parametru a ovéite platnost rovnosti

—+o0

2 2n — 1) ,

/ 220 p—ar® g 2514—17114-)1/2 /T pro vechna a € R, a vsechna celd n > 0.
0 a

19.151. Pfedpokladejte, ze a € Ry, b € R, uzijte vysledky z P¥.19.17 a derivo-
vanim podle parametru ukazte, ze

+oo 2b(3 2_b2 +oo 2 2_3b2
/ z2e % gin bx da = # , / 22 e % cosbr dx = M )
0 (a* +b%)? 0 (a® +b%)?

19.152. Derivovanim podle parametru dokaZte platnost rovnosti
“+00 efaac _ eszz
/ 72:\/E(\/5—\/5) pro vechna a e Ry, be R, .
0 X
19.153. Rovnost uvedenou v piikladé 19.152 dokazte integraci podle parametru.

Rada: Uvazte, Ze integrand je pfia < b roven f: e~y dy; pfi a > b staci vymeénit
oba parametry, pfipad a = b je triviadlni. ¢
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19.154. Derivovanim podle parametru ovéite platnost rovnosti

+oo :

sin bx b

/ e dx = arctg — pro véechna a c Ry, b e R.
0 X a

Rada: O néco vyhodnéjsi je derivovat podle b. ¢
19.155. Derivovanim podle parametru nejdfive ovéite, Ze

/” lg(1 + acosx)
0

dx = marcsina pro v8echna a € (—1,1).
cos T

Pak dokazte, Ze integral vlevo je spojity v intervalu (—1,1); protoze i pravé strana
je v {—1,1) spojité, plati rovnost i v krajnich bodech, takze

/ lg(1 £ cosx) dp— 1.2
0

cosx 2

Rada: Lokalni majoranta derivace integrandu:

1 1
< .
l1+acosz — 1—0

la|<b<1l=0<

Hodnoty funkce 1g(1 + a cosz) lezi mezi 1g(1 — cosx) a lg(1 + cosz) a obé funkce
lg(1 £ cosx)/cosx lezi v L({—1,1)); to spolu s dalsimi, snadno ovéfitelnymi pod-
minkami zarué¢i podle V.19.27 spojitost integralu v (—1,1). ¢

19.156. Dokazte, ze
+oo 2 2
I(a) ::/ e ™ cosardr = 1\/me " /* pro viechna a e R.
0

Rada: Derivujte podle parametru (majoranta ze € L(Ry)), vysledek inte-
grujte per partes a vyfeste vzniklou linedrni diferencialni rovnici 1.¥adu; I(0) je
Laplacetv integral. ¢

19.157. Integraci podle parametru ovéite, ze

! arctgx

0 V1 —22

Rada: Je arctgz/x = fol(l + 2%y?)~! dy, aplikace Fubiniho véty nedéld potize;
substituujte x = sint. ¢

de = 1rlg(1+V2).

19.158. Integraci podle parametru ovéite, ze

/+°° lg (1 + b%22) — Ig(1 + a?2?)
0

5 dx =7 (|b] — |a|) pro vSechna a e R, becR.
x

Rada: Pro a < b je integrand je roven integralu od a do b funkce 2y/(1 + 22y?),
aplikace Fubiniho véty necini potize, pozor vSak na znaménko. ¢
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19.159. Integraci podle parametru dokazte, ze
2

too . 1—cosz 1. a*+1
e ——dr=31g —
0 T 2 a

pro vSechna a c Ry .

Rada: Integrand lze napsat ve tvaru fol e~ “sinxy dy, majoranta e~ %" inte-
grandu pravé napsaného integralu lezi v L(Ry x (0,1)). ¢

19.160. Integraci podle parametru dokazte, Ze

“+o0
1
Izz/ sinx2dx:—ﬁ;
0 2V 2

uvazte pfi tom, Ze integrdl (jeden z tzv. Fresnelovjch integrdli) je Newtoniv, nikoli
Lebesgueuv.
Rada: Substituce z = v/t (v Newtonové integralu!) vede k rovnosti

1 [+ sint 1 2 [T e
I=- —— dt, pfidemz — = —/ e dy
2Jo Vi Vi VT o
pro vSechna ¢t ¢ Ry. Funkee f(t,y) := e~ sint nemd Lebesguetiv integral ptes

R3 (pro¢?), ale ma kone¢ny integrél pfes mnozinu (0, A) x Ry pro kazdé A € Ry
— majoranta e~ ma pfes tuto mnozinu integral rovny v/ An . Fubiniho véta dava

rovnost
[ renaya [ s i,

limitni pfechod A — 400 vlevo vede k I, tyZ limitni pfechod vpravo je nutné provést
za znamenim integralu, podle V.19.17*. (Vnitfn{ integral vpravo vypocitame a pak
odhadneme napf. funkei (y? +2)/(y* + 1) € L(R4).) ©

Reseni

19.21. 1 19.22. 1g2

19.23. 4 19.24. 8 argsinh 1
19.25. /7 19.26. 4

19.27.0 19.28. 1 (21g2— )
19.29. Ig2 19.30. V2 (7 +21g2)

19.31. 41g2 — 2v2 - 61g(vV2 - 1) 19.32. L 4 21g2
19.33. L1g2 -

wolw

19.34. 1g2 (1g2 — 2)
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19.35. 72/V/3 19.36. 1 (1 —1g2)

19.37. 57+ 3v3 -1 19.38. neexistuje
19.39. + o 19.40. 1r

19.41. L 72 19.42. (e —1)/2e¢
19.43. 1 19.44. 12

19.45. + oo 19.46. 2(1 —1g2)
19.47. + oo 19.48. L

19.49. 7/V2 19.50. neexistuje
19.51. 1 19.52. 7 —2
19.53. 1sinh1—1/e 19.54. 1 (5 —7) —1g2
19.55. 1 (2 —n) 19.56. 2 sinh 1
19.57. 4(1 —1g?2) 19.58. 1

19.59. £ 19.60.1 O

19.61. 1L pro a < 1; +oo pro a >1
-«

VR AC )
19.62. 57— F(g —

P(3(1+a)T(5(1+8))

pro a < 1; 400 pro a > 1,

19.63. 2dtat B0t %(a A je-li a > —1, B> —1; 400 jinak
19.64. — in 19.65. 1

19.66. 7 19.67. — oo

19.68. V3 + 47 19.69. i

19.70. (3 — 2¢)/16¢ 19.71. &

19.72. 2 7ab 19.73. 1

19.74. L 7a®p? O

19.75. o* 19.76. 55

19.77. 2 ma® 19.78.2 — i

19.79. 1 19.80. i
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19.81. ¢ 19.82. 7/(16/2)
(b—a)(d—c)
19.83. 72 19.84. ——— —
1 1 (b—a)(d—c)
19.85. 4 (Vb3 — Va? ) (— — — 19.86. ——~—~—
9.85. 4 (V3 \/a_)(\/g \/a) 9.86.
19.87. (Vb - va)(Vd - ve) O
2V abed
19.88. 2(a\/1+ a? + argsinha) 19.89. 2(d—¢)lg b
a
19.90. 2v2 — 1 — /3 = 0.0964 19.91. 3v3 — 2v2 — /5 = 0.132
19.92. 1+ % lg2 =1.924 19.93. Zarcsin% + 8 arcsin % +
V15 —2V3 — Ir=2107
19.94. 2 + 2 = 2.1366 19.95. 24 + 10 arcsin & — 97 = 4.9986
19.96. 10 19.97. 1
me+1) . .
19.98. e 0.625 19.99. 2(V2 — 1) 7 = 2.6026
19.100. + oo O
19.101. 1 (2 - 1g3) 19.102. § + 5V2 — § 1g(3 +2V?2)
19.103. 0 pro a < 2, 19.104. 1 pro a > 3,
2(a—3)
neexistuje pro a > 2 + 00 pro a <3
19.105. 2 19.106. 21g2
19.107. = 19.108. ir
19.109. L (4 - Vv?2) 19.110. 1 - ir+11g2 O
19.111. %wabc 19.112. %abc
19.113. 4 19.114. 16 (37 — 4) R®
19.115. 472 19.116. 7a’c
19.117. 1 rabc® 19.118. 2bd (2a + ¢)
19.119. 272 Rr? 19.120. 27
19.121. 32 74? 19.122. 7 (a + sinh a cosh a)
— 1\
19.123. % 7 19.124. (294 — 721/3 — 487) 7
n)..
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19.125.
19.127.
19.129.
19.131.
19.133.
19.135.
19.137.
19.139.

3227

2

16
3

Lrabc?

R3

2mR?, 4R, 47 (R — arctg R)
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19.126. —

19.128.
19.130.
19.132.
19.134.
19.136.
19.138.
19.140.



