20. Fourierovy rady

Umluva. V této kapitole bude ,funkce” znamenat konecnou redlnou funkci. O

Hlavnim problémem této kapitoly je otazka, za jakych podminek lze konecnou
2m-periodickou funkci f(x) rozvinout v (nekonecnou) fadu, jejimz k-tym clenem je
linedrni kombinace funkci cos kz, sinkz. 1)

Abychom ziskali pfedstavu, jak by koeficienty téchto kombinaci mély vypadat,
feSme cely problém od konce: Pfedpokladejme, Ze (pro jista éisla ag, by) je

(1) flz) = %ao—kZ(ak cos kz + by sin kx)
k=1

v celém R a Ze fada vpravo tam navic konverguje stejnomérné. Protoze
(2) soucet stejnomérné konvergentni fady spojitych funkci je spojita funkce,

miiZze tato situace nastat jen v pfipadé, ze funkce f je spojitd (v R).

V dalsim kroku budeme potfebovat toto uzite¢né tvrzeni (viz Dusledek véty
13.12):

(3) Konverguje-li fada ), fi stejnomérné v M a je-li g funkce omezend v M,
konverguje i fada ), frg stejnomérné v M.
Vynésobime-li identitu (1) po fadé funkcemi cosjz a sinjz, konverguje podle
tohoto tvrzeni fada vpravo opét stejnomérné (v R) a podle V.13.7 ji miizeme inte-

grovat ¢len po ¢lenu nap¥. pfes interval (0, 27). (Protoze pro kazdou 2w-periodickou
funkci h plati implikace

27 E+m
(4) EeR = / h = / h, méa-li jedna strana rovnosti smysl,
0 -7

dojdeme k témuz vysledku, integrujeme-li pies jakykoli interval délky 27.)
Uvézime-li, Ze pro vSechna celd nezdporna ¢isla j, k plati identity

2 2w pro k=0 2 CL
(5) /0 coskxdr = 0 pro k£0[ /0 smkx:/o sin jx cos kx dx =0,
2T 2m
(6) / cos? kx dr = / sin kzxde =7, jeli k>0,
0 0
2m 2m
(7) / cosjx coskx dxr = / sinjz sinkzdr =0, jeli j #k,
0 0
1) Fyzikalné feceno, periodicky pohyb chceme rozlozit na jednodussi periodické pohyby.
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dostaneme z identity (1) ndsobené funkcemi cos jz, sin jz integraci od 0 do 27 tyto
hodnoty koeficienti ay, by :

1 2w 1 2w
(8) a = — f(z)coskrdx, by=— f(z)sinkx dzx;

™ Jo ™ Jo

prvni rovnost plati pro vSechna k > 0, druh4 pro vSechna k > 0.2) Podle (4) vSak
pro kazdé £ € R plati i rovnosti

E+2m 1 E+2m
(8" ag = — / f(x)coskxdr, by=— / f(z)sinkz dz.
3 3

s s

Résumé: Plati-li identita (1) v R a konverguje-li tam Ffada vpravo stejnomérné,
jsou koeficienty dany rovnostmi (8) (a také rovnostmi (8') pro kazdé £ ¢ R). O

Z toho samoziejmé neplyne, Ze kdyZ do (1) dosadime podle (8), bude fada kon-
vergovat v R stejnomérné a jeji soucet bude f(x). Piiklad (nepat¥ici k nejjednodus-
§im), Ze takové tvrzeni neplati ani pro spojité funkce f, najde ¢tendf napt. v [13],
str. 516 —517. V dalsim budeme proto Fesit problém, kdy, kde a jak fada (1) s koe-
ficienty (8) konverguje a jakd je pak souvislost jejiho souctu s funkci f. O

Oznaéeni. P(27) bude znamenat mnozinu vSech 2w-periodickych funkei f, pro
néz je f1(0,27) € L((0,27)). O

Pro funkce f € P(27) se ¢isla (8) a (8') nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce
f atada (1) s témito koeficienty je jeji Fourierova fada. Tato fada nemusi konver-
govat, a i kdyZ v jistém bodé x konverguje, nemusi byt jeji soucet roven f(z).

Je-li fada na pravé strané (1) Fourierovou fadou funkce vlevo, piSeme

9) fz) =

N[=

ao + Z(ak coskx + by sinkz). O
k=1

ace funkce:
Definice. Variaci funkce f : (a,b) — R v intervalu (a,b) definujeme jako supre-
mum mnoziny ¢isel

p

(10) v(f;D) ==Y | f@x) = flae-)l,
k=1
kde D:a=x9 < 1 < ... < xp = b probihd mnozinu vSech déleni intervalu (a, b).
Pro kazdou funkci f : (a,b) = R je 0 < V(f;a,b) < +oo; je-li V(f;a,b) < 400,
fikdme, ze f je funkce s kone€nou variaci (v (a,b)).

2) Nyni je patrné, pro¢ jsme pravou stranu rovnosti (1) napsali v uvedeném tvaru: Maji-li byt
koeficienty aj urceny stejnym vzorcem pro vSechna k > 0, je pro k = 0 nutné napsat %ao; vyraz
by sin kxz pro k = 0 nepiSeme, protoze je identicky nulovy.
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Cviceni 20.01. Pfimo z definice dokaZte toto tvrzeni:
(11)  f je monoténni v intervalu (a,by = V(f;a,b) =|f(b) — f(a)| < +o0.

Rada: Je-li f monoténni funkce, je soufet (10) absolutnich hodnot jejich pii-
rustkd roven absolutni hodnoté souctu téchto prirustki. ¢

Cvi€eni 20.02. Dokazte, ze pro kazdé dvé funkce f : (a,b) = R, g : (a,b) = R
s kone¢nou variaci a pro kazda dvé ¢isla o € R, 8 € R plati nerovnost

(12) Viaf +B8g;a,b) < |a|V(f;a,0) + 5|V (g;a,b).

D dsledek: Linearni kombinace funkci s konecnou variaci ma konecnou
variaci.

Rada: Napiste soucet (10) pro funkci af 4+ B¢, uzijte trojuhelnikovou nerovnost
a prejdéte k supremtim nejdiive vpravo, pak vlevo. ¢

Cvi€eni 20.03. Dokazte, Ze pro kazdou funkci f : (a,b) — R a pro kazdy interval
(¢, d) C {(a,b) plati nerovnosti

(13) V(fie,d) <V (f;a,0), V([flia,b) <V(f;a,b).

D tsledek: Ma-li funkce f konecnou variaci v {a,b), maji koneénou variaci
i funkce f|{c,d) a | f].

Rada: Uvazte, ze pfidanim bodt a,b k libovolnému déleni D intervalu (c,d)
vznikne déleni D* intervalu (a,b), pro néz je v(f; D) < v(f; D*) < V(f;a,b). Dale
uvazte, ze nerovnost ||u| — |v|| < |u — v| plati pro kazda dvé ¢isla u,v z R. ¢

Cviceni 20.04. Dokazte, Ze
(14) kazd4 funkce s kone¢nou variaci v {a,b) je {(a,b) omezens.
Rada: Je-li z € (a,b) a je-li D déleni s délicimi body a,x,b, je

[f@)| <|fla)|+[f(z) = fla)| < |f(a)| +v(f; D) < [fla)[+V(f;a,b). ¢

Cviceni 20.05. Dokazte, Ze
(15) V(f;a,b) < 400, V(g;a,b) < 400 = V(fg;a,b) < +o0.

Rada: Podle (14) jsou obé funkce f, g omezené; pro vhodnou konstantu K € R4
je proto

|fen)g(@r) = flep-1)g(xr1)| < K(f(zx) = flze-1) [+ [g(zx) — g(zr-1)]). ©

Cviceni 20.06. Dokazte, Ze pro kazdou funkci f : (a,b) — R a pro kazdé cislo
¢ € (a,b) plati rovnost

(16) V(f;a,b) =V(fia,c)+V(f;cb).
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Dusledek: Jeli V(f;a,b) < 400, je funkce V; definovand podminkami

0 prox =a
fia,x) prox e (a7b>}

(17) Vit ={ 1

neklesajici v {a, b).

Rada: Ozna¢me PS a LS pravou a levou stranu rovnosti (16) a misto v(f, D)
piSme jen v(D). Jsou-li D; a Do déleni intervall (a,c) a (c¢,b) a je-li déleni D
intervalu (a,b) slozeno pravé ze vSech bodi déleni Dy a Ds, je v(D1) + v(D2) =
v(D) < LS; z toho plyne nerovnost PS < LS. Je-li D libovolné déleni intervalu
(a,b) a ozna¢ime-li D’ déleni, které z néj vznikne pfiddnim bodu ¢, bude podle
trojuhelnikové nerovnosti v(D) < v(D’). Oznaéime-li D; a Dy déleni intervala
(a,c) a (c,b) slozené pravé ze viech bodt déleni D’ lezicich v (a,c) a v {c,b), bude
v(D) <v(D’') =v(D;1) +v(D2) < PS; z toho plyne, ze LS < PS. ¢

Je-li V(f;a,b) < 400, plati pro kazdé dva body x1 < x2 z (a,b) relace

f(x2) = fz1) < | f(22) = f(z1)| S V(f;21,22) = Vi(x2) — Vi(21);

z toho je patrné, ze funkce Vy — f je neklesajici v (a,b). Funkce f =V — (Vy — f)
je tedy rozdilem dvou neklesajicich funkci. Z toho a ze Cv.20.2 plyne tato charak-
teristika funkci s konecnou variaci:

Véta 20.1. Funkce f méd konec¢nou variaci v {a,b), pravé kdyz je rozdilem dvou
funkci neklesajicich v (a,b).

Dusledek 1. Pro kazdou funkci f s konecnou variaci v {a,b) existuje koneéna
limita f(z—) pro kazdé x ¢ (a,b) a konecnd limita f(z+) pro kazdé x ¢ (a,b).

Dusledek 2. V(f;a,b) < +o00 = fe L((a,b)). O

Dodejme, Ze ze spojitosti funkce f (a z podminky V(f;a,b) < +00) plyne spo-

jitost funkce Vy (viz [13], véta 121). Spojitd funkce s kone¢nou variaci je tedy
rozdilem dvou spojitych neklesajicich funkci.

POZOR VSAK! Ze spojitosti funkce f, a dokonce ani z existence konecné deri-
vace f’ vsude v (a,b), neplyne koneénost jeji variace :

Priklad 20.1. Funkce f definovana v R predpisem

1
2
— 0
(18) ) = T"COS 3 PIO T #
0 pro z =0

m4 konecnou derivaci v§ude v R, ale V(f;0,1) = 4o0.
Kone¢nost funkce f' v R je jisté zfejmé. Oznaéime-li xp = /1/k7w pro kazdé
keNajeliD,:0<x, <xp_1<...<x1 <x0:=1prokazdé neN, je

n

" jcosknr cos(k—1)m 1 1 1
D, >Z’ _ ‘:_E:(_ _) kazdé n > 2,
o(f )_k:2 o + pro kazdé n >

(k=D TNk k-1
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protoze coskm = (—1)*¥ = —(—1)¥=! = —cos(k — 1)7. ProtoZe posledni soucet ma
pro n — oo limitu +oo, je V(f;a,b) > sup{v(f; Dn); n e N} = 4+00. O

V predchézejicim piikladu méla funkce f sice koneénou, ale (v kazdém okoli nuly)
neomezenou derivaci; nasledujici cviceni ukéze, ze jen proto mohla mit nekonec¢nou
variaci.

Cviceni 20.07. Dokazte toto tvrzeni:
(19) Je-li funkce f spojitd v (a,b) a je-li f' omezena v (a,b), je V(f;a,b) < +oc.

Rada: P¥irtstky f(xx) — f(zr—1) pFepiSte pomoci véty o piirtstku funkce. ¢

vvvvvv

Véta 20.2. (Dirichlet—Jordanovo kritérium.) Ma&-li funkce f ¢ P(2x) konec¢nou
variaci v jistém intervalu (a,b), plati tato tvrzeni:

1. Pro kazdé x ¢ (a,b) je soucet s(x) Fourierovy fady funkce f v bodé x roven
L(f(z+) + f(z—)); je-li f v bodé z spojité, je s(z) = f().

Specialné: Jelib—a > 2m, ma Fourierova fada funkce f uvedeny soucet
v kazdém bodé z € R.

2. Je-li f v intervalu (a,b) spojita, konverguje jeji Fourierova fada v (a,b) lokdlné
stejnomeérné.

Specialné: Jelib— a > 2w, konverguje Fourierova fada funkce f stejnomér-
né veelem R. 0O

Konec¢nost variace zarucuji napf. (dosti silné) pfedpoklady tvrzeni (19). Néasle-
dujici tvrzeni, podle néhoz lze variaci v nékterych ptipadech i vypocitat, nepfedpo-
klada (na rozdil od tvrzeni (19)) spojitost dané funkce.

Véta 20.3. M4-Ii funkce f : (a,b) — R (kone¢né nebo nekone¢né) limity f(a+)
a f(b_)) je
(20) V(e = [fa@) - fa) + lm V()4 |50 - f6-)].

b —b—

Dusledek. Je-li funkce V(f;a’,b’) omezenou funkci intervalu (a’,b') C (a,b)
a existuji-li kone¢né limity f(a+), f(b—), ma funkce f v {(a,b) kone¢nou variaci.

Specialné:Jeli f:{a,b) — R v intervalu (a,b) monotdnni, je
(20  V(f;a,0) =[f(a) = flat)| + [f(b=) = flat) |+ [f(b) = f(b-)]. O

P¥iklad 20.2. Je-li napi. f(z) := z v (—m,7) a f(xn) := 0, je V(f;—m,7) =
T+ 27+ 7 = A47.

3) Vysta¢ime s nim jak v piikladech vyfeSenych v textu, tak i v p¥ikladech, jejichz feSeni je
prenechano ¢tenaium jako cviceni.
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Jak vime, Ize ¢len po Clenu integrovat jen nékteré fady funkci; je proto jisté
pozoruhodné, Ze integrovat ¢len po ¢lenu lIze kazdou (tedy i divergentni!) Fourierovu
fadu. Vysvétleme, co se tim mini:

Véta 20.4. (O integraci Fourierovy fady €len po élenu.) Necht f ¢ P(27)
a necht

9) fz) ~

N[

o0

ap + Z(ak cos kz + by sin kx).
k=1

Pak ma funkce F, definovana pro vSechna x € R rovnosti

(21) F(z) := /Ozf — Lapw,

periodu 27, jeji Fourierova fada

. —by coskx + ay, sin kx . by
1 1 R
(22) 540 + kg_l 2 , kde 5A¢:= ,;_1 g

konverguje stejnomérné v celém R a m4 tam soucet F(x).

Poznamka 20.1. Aby integraci relace (9) vznikla 2m-periodicka funkce, je t¥eba
pred integraci prevést konstantu %ao na levou stranu; periodicita funkce F je pak
disledkem rovnosti

27
F(2m) — F(0) = ; f—mag =0,

ktera plyne z definice ¢isla ag. Integrujeme-li pak od 0 do x zbyly soucet na pravé
strané (9) ¢len po ¢lenu, dostaneme vyraz

i (ak sinkk:c b (% B cozka@))7

z néhoz je patrné, ze cislo %AO je dano vzorcem uvedenym v (22).
Prestoze se konvergence Tady v (9) nepfedpoklddd, vznikne prdvé popsangm po-
stupem fada (22) se soucétem F(x), konvergujici stejnomérné v celém R. O

Zminme se je$té o jednom velmi dtlezitém dtsledku V.20.4 : Ve vété 93 v [13] je
uvedeno, Ze pro kazdy interval (a,b) CR a

(23) pro kazdou funkci f € £((a,b)) md funkce F(z) := [ f, kde x € (a,b),
derivaci rovnou f(zx) pro skoro vSechna x € (a,b).

Jsou-li za situace a oznaceni z V.20.4 vSechny Fourierovy koeficienty funkce f
nulové, plati vzhledem k (22) toté# o Fourierovych koeficientech funkce F(z) = i f;
jeji Fourierova fada mé tedy soucet 0, ale podle V.20.4 i soudet F(z). Z toho
a z tvrzeni (23) vyplyva, ze f(x) = 0 skoro vSude v (0, 27), a v disledku periodicity
skoro vsude v R.
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Provedeme-li analogickou tivahu s funkci f — g, vidime, Ze plati tato véta o jed-
noznacnosti:

Véta 20.5. Jsou-li Fourierovy koeficienty funkce f e P(2w) identické s Fouriero-
vymi koeficienty funkce g € P(2r), je f(x) = g(x) skoro véude vR. O

Platnost (neplatnost) rovnosti f(x) = g(x) skoro vsude v R lze tedy zjistit pomoci
Fourierovych tad téchto funkcti, a to i v pripadé, Ze (nékde nebo vsude) diverguji.

Poznamka 20.2. Je-li funkce f € P(27) lichd (resp. suda), plati totéz o kazdé
z funkci f(z)coskx, zatimco vSechny funkce f(z)sinkz jsou sudé (resp. liché).
Uvézime-li, ze Fourierovy koeficienty lze ziskat i integraci pfes interval (—m, 7) (sr.
s (8')) a Ze pro sudé funkce je integral pfes tento interval dvojndsobkem integralu
od 0 do 7, zatimco pro liché funkce je nulovy, vidime, Ze plati tato dvé tvrzeni:

Je-li funkce f € P(2) lichd, je ar, = 0 pro vSechna k > 0, zatimco

2 ™
(24) b = — / f(z)sinkx dz pro kazdé k ¢ N.
T Jo

Je-li funkce f € P(2w) sud4, je naopak by, = 0 pro vSechna k € N, zatimco

2 ™
(25) ay = —/ f(z)coskxdx pro kazdé k>0. O
T Jo
Je-li
9" fz) ~ Z bisinkz (resp. f(z) =~ tao + Z ag cos kx),
k=1 k=1

tj. je-li ar, = 0 pro vSechna k > 0 (resp. by, = 0 pro vSechna k € N), mluvime o liché
neboli sinové (resp. o sudé neboli kosinové) Fourierové fadé funkce f.

Poznamka 20.3. Kazdou funkci f € £L((c,c + 27)), kde ¢ € R, lze 2m-periodicky
rozsifit na celé R; Fourierovu fadu takto rozsifené funkce nazyvame Fourierovou
fadou funkce f v intervalu (¢, c + 27). Koeficienty této fady jsou dény vzorci

c+2m c+2m
(26) ak:/ f(z)coskxdr pro k>0, b= (x)sinkx dx pro k > 0.

C

Podle V.20.2 plati: Je-li f: (¢,c+ 27) — R spojitd funkce s kone¢nou variaci,
konverguje jeji Fourierova Fada lokalné stejnomérné v (c,c + 2m) a jeji soucdet se
v (¢,c+2m) rovnd f(z), zatimco v bodech ¢ a ¢+ 2 je roven 1 (f(c) + f(c+ 2m)).

Podobné 1ze kazdou funkci f definovanou (skoro vSude) v intervalu (0, 7) (resp.
v intervalu (—,0)) rozsifit jak na lichou, tak i na sudou 27-periodickou funkci
definovanou v celém R. Je-li navic integral foﬂ f (resp. integral j;oﬂ f) koneé¢ny, na-

zyvame prislusnou Fourierovu fadu lichou resp. sudou Fourierovou fadou ptivodni
funkce f.
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Poznamka 20.4. Protoze za situace z V.20.2 miizeme soucet sy Fourierovy fady
funkce f napsat bez znalosti jejich koeficientti, budeme tak v konkrétnich piipadech
skutecné postupovat:

1. Ma-li f kone¢nou variaci v intervalu (c,c + 27), je (2m-periodicky) soucet
sy : R — R pfislusné Fourierovy fady definovan v intervalu (¢, ¢+ 27) podminkami

{ $(flz+) + flz—)) pro z € (¢, ¢+ 2m) }
e

(27) sp(x) = (flct)+ flc+2n=)) pro x=c a 2 = c+ 27

2. Suda Fourierova fada funkce f s koneénou variaci v (0, 7) mé (27-periodicky)
soudet sy, definovany v intervalu (—m, 7) podminkami

F(0+) pro z =0
’ ) s(fat) + f(z=)) pro x e (0,7)
@7) sple) = flm—) pro x =T
sp(—x) pro z € (—m,0)

(Podobné pro funkeci f: (—m,0) — R.)
3. Liché Fourierova fada funkce f s kone¢nou variaci v (0, 7) mé (27-periodicky)
soudet sy, definovany v intervalu (—m, 7) podminkami

0 pro =0 a z =47
(27") sp(x) = ¢ 3(f(z+) + f(z=)) pro € (0,7)
—sp(—x) pro z € (—m,0)

(Podobné pro funkci f : (—m,0) — R.)
* ok *

V nasledujicich ptikladech se kone¢nost variace zuc¢astnénych funkci snadno oveéri
podle (19) nebo podle V.20.3; pfenechdme to proto ¢tenédfi a soustiedime se na
aplikaci Dirichlet—Jordanova kritéria a na numerickou stranku prikladu.

Priklad 20.3. 1. Nejdfive najdeme Fourierovu fadu funkce f(x) = x v intervalu
(0,27). Funkce sy z Po.20.4 bude v intervalu (0, 27) definovdna podminkami

sp(x) =z pro viechna z € (0,27), s7(0) = s;(27) = 7;

bude souctem hledané Fourierovy fady, jejiz koeficienty jsou

1 27
aoz—/ rdr =27,
0

™

1 27 1 27 2
ay = / rcoskxdr =0, bk:—/ xsinkxd:v:E, je-li ke N.
0 0

™ m
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Podle V.20.2 je tedy

oo . k
(28) sp(x)y=m—2 Z smk < pro vSechna z € R,
k=1

z ¢ehoz ihned plyne, zZe

= k
(29) Z sin kx - . (0,27);

k=1

v bodech 0 a 27 je soucet fady vlevo roven 0.

Vzhledem k periodicité je konvergence fad v (28) a (29) lokdiné stejnomérnd
v intervalu (2nm,2(n + 1)7) pro kazdé n ¢ Z a nestejnomérnd v kazdém levém
i pravém okoli kazdého bodu 2n7, protoze funkce s je v téchto bodech nespojita.

21t

GRAFY FUNKCE x A PRVNICH 8 CASTECNYCH SOUCTU
JEJI FOURIEROVY RADY V (0, 27)

2. Nyni najdeme sudou a lichou Fourierovu fadu funkce f(x) = z, x € (0,).
Funkce sy(z) je v pfipadé sudého rozvoje rovna |z | v intervalu (—m, 7); protoze

m 2 s 2
/Oxdx:% a /Oxcos(Zk—i—l):Cd:v:—m pro vsechna k € N,
je
T 4 =cos(2k— 1)z
(30) |z| = 5—;2 k=12 v (—m, 7).

Rada vpravo konverguje pfitom stejnomérné v celém R a jeji soucet je tam roven
funkei sy (x), kterd je 2m-periodickym rozsifenim funkce |x| z (—=,7) na R.
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V piipadé lichého rozvoje je s;(z) =z v (—m,7) a sy(£w) = 0, pfiemz

3

E N

™

2 ™
b = —/ zsinkx de = (—1)F!
0
takze

- k:
(31) =2 Z et sin ke pro vSechna z € (—m, 7).
k=1

Rada vpravo konverguje v kazdém intervalu ((2n — 1)7, (2n + 1)7), kde n € Z,
lokalné stejnomérné, konvergence vsak neni stejnomérna v zadném levém ani pravém
prstencovém okoli zadného lichého nasobku é&isla 7; viude v R Fada soulet s(x).

3. Jestlize v (30) polozime 2 = 7, dostaneme po evidentni tipravé rovnost

2

> 1 s
(32) D (2k—12 8
k=1

Poznamka 20.5. U fad z (29) a (31) jsme byli dosud schopni vySetfit jen (neab-
solutni, lokalné stejnomérnou) konvergenci; nyni jsme nasli jejich sou¢ty a podafilo
se nam secist i ¢iselnou fadu (32). V dalsich ptikladech (feSenych i ponechanych
Ctenaii jako cviceni) secteme dalsi fady ¢isel a funkei; nezodpovézena véak bohuzel
zustane otdzka, kterou funkci mdme rozvinout, abychom ziskali soucet predem dané
¢iselné tady. Nezbyva asi nic jiného nez rozvinout co nejvice funkci a hledat mezi
vysledky fadu, jejiz soucet bychom radi znali.

Piiklad 20.4. Fourierova tada funkce f(x) = 22 v intervalu I := (0,27) m4, jak
zjistime standardnim vypoctem, tyto koeficienty:
8 4 4
aoz%, Wk = 73 bk:—% pro k e N;
27-periodicka funkce s¢(z) se piitom rovnd % v I a 3 (f(0)+ f(27)) = 27% v bodech
0 a 27. Podle V.20.2 je

k — sink
(33) sy(x) +4 Z O 4r Z smk ° pro viechna z € R;
k=1

prvni fada vpravo konverguje (podle srovnévaciho kritéria) stejnomérné v R, druha
lokalng stejnomérné v kazdém intervalu (2nm,2(n + 1)7), n € Z, a nestejnomérné
ve vSech levych i pravych prstencovych okolich bodd 2n.

Dosadime-li z = 0, bude vlevo s¢(0) = 27% a jednoduchou tpravou ziskame
rovnost

(34) Z%:”—.
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Odecteme-li od (32) rovnost (34) délenou ¢tyfmi, dostaneme rovnost

2

> (=1)k1 s
(35) e

k=1

Dosadime-li do (33) podle (29), dostaneme (po jednoduché tpravé) identitu

(36) = v intervalu (0,27)

k2 12

i coskx 322 — 67z + 272
k=1

a dosazenim se presvéd¢ime, zZe tato identita plati i v bodech 0 a 27. Integrujeme-li
obé strany od 0 do z € (0,27) podle V.20.4, ziskdme identitu

sinkz  z° — 3mz? + 27z

(37) T B pro vSechna z € (0,2m).
k=1
Integrujeme-li znovu a uvazime-li, ze foz sinkxdr = (1 — coskx)/k, dojdeme
k rovnosti
— 1 —cosk 4 — Ama® + 4n2a?
(38) Z ZZS =_Z WZS_F T pro vSechna z € (0,2m);

k=1

dosadime-li z = 7 a uvazime-li, Ze 1 — coskm = 1 — (—1)* je rovno 0 pro suda k a 2
pro licha k, dostaneme dalsi soucet:

(39) i 1 - it
(2k—1)* 96
k=1
Protoze
—~ 1 o« 1 < 51 &1
Zk4 Z(k)4+z(2k N Y 162k4 2k — )3’
k=1 k=1 k=1 k=1
je
— 1 16 1 m
40/ _— = — - =
(40) Z k1 Z (2k—-1)* 90’
k=1 k=1
takze
S Y L —— 1 =1 17t 7nt
40" ( — _ = - =__
(40%) Z k4 Z (2k —1)4 Z (2k)* 96 16 90 720
k=1 k=1 k=1
Dosadime-li (40) do (38), snadno zjistime, Ze je
k 814 — 60m%2? + 607> — 1524
(41) Al T e ° pro vSechna x ¢ (0,27).

4
£k 720
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Priklad 20.5. Rovnost

o0

k
(42) Z COZ - —1g|2sing‘ pro vSechna € R— {2nm; neZ}

dokazeme tim, ze funkci f(z) :=1g|2sin (3 z)| rozvedeme ve Fourierovu fadu.

Funkce f je zfejmé definovdna v mnoziné uvedené v (42), je sudd a mé periodu
27r. Kromé toho je f ¢ £((0,2m)), protoZze pro x — 0+ je f(z) < lgz e L((0,7))
a protoze vzhledem k identité¢ f(2m — z) = f(z) je f f = [, f. Funkce f mé
Fourierovu fadu (protoze patii do £((0,27))), ale vétu 20.2 nebude mozné uzit
v celém intervalu (0,27) (protoZze f neni v (0,27) omezend), ale jen v intervalech
(a,b) C (0,27) (protoze v nich mé koneénou variaci).

Koeficienty by jsou vSechny rovny 0, protoze f je suda funkce; zbyva proto najit
koeficienty aj. Za¢neme Vypoétem koeficientu

@ w=t [T=2([T+ [7)=2 [t

2 21
= 7T(/0 lg2dgc+/0 Ig (sin (3 )dgc) :21g2+?,
kde

T /2 /2
(44) I:= /Olg(sin(%:zz)) dx = 2/0 lg (sinw) du = 2/0 lg (2sin(§u) cos(3u)) du

/2 /2
:w1g2+2/ lg(sin(%u))du+2/ Ig (cos(§u)) du
0 0

= wlg2+2/ lg(sin(32))de =Tlg2+21;
0

druhy integral jsme ziskali z prvniho substituci z = 2u, ve druhém integralu ve
druhé fadce jsme provedli substituci u = m — 2. Porovname-li zac¢atek a konec (44),
vidime, ze I = —7lg2, tedy 21 /7 = —21g2; podle (43) je v disledku toho ag = 0.

Nez za¢neme pocitat koeficienty ar pro k € N, uvazme, ze
(45) 2cosasinf =sin(a+ 8) —sin(a — 8) pro vechna a e R, 8 e R,

takze pro kazdé n € N (a kazdé = € R) je

2sin (3 ( —I—Zcoskx)—sm% Z sin(k+ 3)z —sin(k — 1))
k=1

=sin(n+ 1)z.

Protoze prvni vyraz je roven poslednimu i pro n = 0 a protoze foﬂ coskx dx = 0 pro
viechna k € N, plyne z této identity délenim vyrazem 2 sin(3x) a integraci, ze

™ gin(n + 1
10 St 3) T 1r pro vechna celd disla n > 0.
1 2
o 2sin(5x)
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Integraci per partes a uzitim vzorce (46) ziskdme pro kazdé k € N tento vysledek:

1 2m 2 us
(47) ap = —/0 lg (2sin (3 2)) cos kx do = _/o Ig (2 sin (% x)) cos kx du

s s

2 sinkz1® 1 [7cos(ix)
— Z[1g(2sin(L } - in kzd
w[g( sin(37)) k- Jo kr/)y sin(z) S
1 wsin(k—i-%)x—i—sin(k—%)xd 1
T km ), 2 sin (3 z) TR

(Prvni integral v prvnim faddku jsme rozlozili na integral od 0 do m a od 7 do
27 a v druhém z takto ziskanych integralt jsme substituovali x = 27 — t. Druhy
z integralt v prvni fadce jsme integrovali per partes, v poslednim fadku jsme uzili
identitu (46).)

Résumé. Fourierovy koeficienty by, a ag funkce f jsou rovny 0, zatimco a, = —1/k
pro kazdé k € N. ProtoZe funkce f je spojitd v intervalu (0,27) a méd konecnou
variaci v kazdém intervalu (a,b) C (0,27), je podle V.20.2 soucet jeji Fourierovy
fady roven f(x) v kazdém bodé x ¢ (0,27) a fada konverguje lokdlné stejnomérné
v (0,27).4) Tvrzeni (42) odtud plyne v disledku 27-periodicity obou stran.

P¥iklad 20.6. Fourierova fada funkce f(x) := e~%/? v intervalu I := (,37) ma
koeficienty

(48) o — 4(—1)*sinh () b 8(—1)*k sinh (57)
we™(4k% + 1) me™(4k% 4+ 1)
a fada
4sinh(37) /1 = (=1)* .
(49) T (5 +; A2 1 (COSk:C—FQkSlIlk:Z?))

konverguje lokalné stejnomérné v kazdém intervalu ((2n — 1)m, (2n + 1)7), n € Z,
nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli kazdého lichého nasobku 7. Jeji soucet
je 2m-periodicka funkce sy (x) rovna f(z) v I a

%(67371'/2 +e ™) =T cosh(37) = 0.11
v krajnich bodech tohoto intervalu.

Dosadime-li tedy do (49) po fadé x = 7 a = 2m, dostaneme souéty s;(m) =
e " cosh(3m) a s7(2m) = e~™. Z toho snadno plyne, ze

(50) i 1 wcotgh(jm) 1 i (-nFt 1 7T ]
—4R?+1 4 27 £ 4k?+1 2 4sinh(3m)

priblizné numerické hodnoty téchto soucti jsou 0.3563 a 0.1587.

4) Kazdé xe(0,27) lezi uvniti n&jakého intervalu {a,b) C (0, 7).
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Priklad 20.7. Hledejme sudou a lichou Fourierovu fadu funkce

1 v intervalu (0,3m)
(51) f(x) :=sgn(sin2x) = . L )
—1 vintervalu (57, )
Oznacime-li sy s a syg; funkce (27') a (27”) z Po.20.4, bude
1, jeli xe(—3m 3m) 1, jeli ze(0,4m)
sps(r) =% —1, jeli we(3m, 3m) , spa(x) =< =1, jerli ze(—3m,0) p;
0, jeli we{£im 3r} 0, jeli xe{£3m 0}

prvni z téchto funkci je pritom 27-periodicka, druhé m-periodicka.

YA
"

X @A
Ve

GRAFY FUNKCE sgn (sin2z) A PRVNICH 4 CASTECNYCH SOUCTU

JEJI LICHE FOURIEROVY RADY

Koeficienty ay resp. by sudého resp. lichého rozvoje jsou

(52) ap=0, ak:% sin(1kr) pro ke N
resp.

(53) b, = 2(1+(—1)k;€—4c0s(%kﬂ) pro ke N,
takze "

4

4
—, b= —F—— Sechna ke N
=T 4k—2 GE—Dr pro vSechna k e N,

(54)  az-1=(-1)"

zatimco vSechny koeficienty asg, bax—3, bagx—1 a byx jsou nulové. Prislusné Fourierovy
fady jsou

4 & cos(2k — 1)z 4 X sin(4k — 2)x
55 SN (ppp T T 2N SR T AT
(55) N R ,
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prvni konverguje lokélné stejnomérné v intervalech I, := (1 (2n—1)m, 1 (2n+ 1)),
n € Z, a nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli krajnich bodd téchto inter-
vald, druh4 konverguje lokalng stejnomérné v intervalech J,, := (3 nm, 3 (n + 1)),
n € Z, a nestejnomeérné v kazdém levém i pravém okoli krajnich boda téchto inter-

vald.
Uvézime-li, zZe soucet prvni fady v bodé 0 je 1, ziskdAme pozoruhodnou rovnost

1
——+...=

+ i
11 e

oo k-1
(56) I +
k=1

Ut =
| =
NeN

1
3

poznamenejme vSak, Ze alternujici fada vlevo se k pribliznému vypoctu éisla 7 prilis
nehodi, protoze konverguje velmi pomalu. (Rozdil iw a jejiho pétistého castecného
souctu je priblizné 0.0005.)

Poznamka 20.7. Integraci ¢len po ¢lenu levé strany identity (42) bychom ziskali
fadu o €lenech sinkz/k? a dalsi integraci fadu o €lenech coskz/k3; pro x = 0
bychom tak ziskali fadu

(57) >

k=1

o0 jejiz secteni se marné usiluje celd staleti. Zde naznaceny postup samoziejmeé téz
selhévé, protoze funkce primitivni k pravé strané identity (42) nepatii mezi elemen-
tarni funkce, a pravé tak tam nepatii ani funkce k ni primitivni.

Zatimco soucty tad o clenech 1/k™ se sudym n € N lze vypocitat podle celkem
jednoduchého vzorce (viz napt. kap. XVI knihy [13] nebo str. 286 knihy [6]), nale-
zent vzorct pro soucty obdobnych tad s lichym n € N by nepochybné svého Tesitele
rdzem proslavilo.

Poznamka 20.8. Dosud jsme mluvili jen o rozvojich 2m-periodickych funkei;
v8echny vyloZzené postupy vSak lze (po evidentnich modifikacich) opakovat s obec-
néjsimi g-periodickymi funkcemi, kde g € R.

Ma-li g-periodickd funkce f konecny integral f(;l f, muzeme vytvorit obecnéjsi
Fourierovu fadu s periodou g a psat

+ by sin
q q

> 2kmx . 2kmx
(58) f(z) ~ tao + Z (ak cos ) ,
k=1

kde ¢isla ai, (k > 0) a by (k € N) jsou nyni ddna rovnostmi

9 [&ta 2%k 9 [&ta 2%k
(59) ay = —/ f(z)cos i dx, by = —/ f(z)sin " g
q.Je q qJe q

s libovolnym ¢ € R. Funkce cos(2kmrz/q), sin(2kmz/q) maji periodu g a spliiuji
podminky (5)— (7), nahradime-li na jejich pravych stranach ¢islo 7 ¢islem 3q.
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Priklad 20.8. Mame-li napt. funkci f(z) := x rozvést ve Fourierovu fadu v in-
tervalu (1, 3), bude mit soucet sy této Fady periodu ¢ = 2 a v intervalu (1,3) bude
definovan podminkami

(60)  sf(z) == pro e (1,3), sp(z)=2(f(1)+ f(3)) =2 pro z € {1,3}.

Snadno zjistime, ze

2
ap=4, ar =0, by = (—1)"""-— pro vsechna k c N,
61’ 4 0, b 1) 5 Sechna k e N
™
takze je
" 2 o~ (D8 .
(61") sp(x) =2+ — E - sin kmz pro vSechna z € R;
0
k=1

fada vpravo pfitom konverguje v kazdém intervalu (2k — 1,2k + 1), kde k € Z,
lokalné stejnomérné a konvergence je nestejnomérna v kazdém levém i v kazdém
pravém prstencovém okoli kazdého lichého ¢isla (sr. s (31)).

Cviéeni

Kromé konkrétni tlohy uvedené v kazdém z nasledujicich cviceni najdéte vzdy
a) funkci s¢(z), tj. soucet pfislusné Fourierovy fady v R, b) vSechny maximalni
oteviené intervaly, v nichZz dand fada konverguje lokalné stejnomérné, c) vSechny
body, v jejichz zaddném okoli neni konvergence stejnomérna. (Sr. s Po.20.4.)

20.08°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(r) := z v intervalu (o, + 27), kde
aeR.

20.09°. Dokaite, Ze

— sin(2k — 1
(62) ; % = lrsgnz vintervalu (—m,m),

a odvodte z toho, ze

— (=D
(63) 2 GhoT AT
k=1
20.10°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := | sinz| v intervalu (=, 7) a po-
moci ni dokazte, ze
64 - -1 L) 1l 9).
(o) > b 3 B -t

uvazte, ze prvni z téchto fad 1ze snadno secist i bez uziti Fourierovych fad.

315



20.11°. Najdéte lichy Fouriertiv rozvoj funkce f(z) := cosx, = € (0, 7).
20.129. Za piedpokladu, Ze o # 0, najdéte Fourierovu fadu funkce e®® v inter-
valu (0,27) a pomoci ni dokazte, ze

> 1 ma cotgh (ma) — 1
65 = .
(65) ; o? + k? 202

20.13°. Najdéte sudou i lichou Fourierovu fadu funkce f(z) := ™% v intervalu
(0,m).

20.14°. Ovéite, ze podle Pi.20.3 je
cos(2k — 1)z

it St A SR |
2k —1)2 8

NE

(66)

(n? — 27n|x|) vintervalu (—m, ),
k=1

a pak tuto identitu uzijte k dikazu rovnosti

o sin(2k — Dz

(67) Qh—1p = gmw(m —|x|) vintervalu (—m, 7).
k=1
Pak dokazte, ze
o0 )1 L
(68) Z 2k: —1)3 =37
k=1
20.15°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := |z — 1| v intervalu (0,2) a se-

¢téte pak fadu Yoo, (1/(2k — 1)2).
20.16°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := arcsin (sin 2z).
20.17°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := arcsin(cos 7).
20.18°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := sgn(cos 27z).

20.19°. Najdéte sudy i lichy Fourieriv rozvoj funkce f(z) rovné 2

57 v intervalu
(0,3m) am—x v intervalu (3, ).

20.20°. Najdéte Fouriertiv rozvoj funkce f (), ktera ma periodu 3 a v intervalech
(0,1), (1,2), (2,3) se po fadé rovna 1, —1,0.

20.21°. Najdéte sudou Fourierovu fadu funkce
z  pro z e (0,3m)
(69) fz) = 0 pro ze(3m 2m)
2r—x pro z e (2m,7)

20.22°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f, uréené témito podminkami: Je licha,
mé periodu 8, v intervalu (0,1) je rovna 1 — x, v intervalu (1,4) nule.

20.23°. Najdéte Fourierovu fadu funkce, ktera periodu 4 a v intervalu (—2,2)
je definovana podminkami

(70) flx):=1—27% jeli || <1, f(x):=0, je-li 1< |z|<2.
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20.24°. Najdéte sudou i lichou Fourierovu fadu funkce cosz v intervalu (0, 2).

20.25°. Najdéte sudou i lichou Fourierovu fadu funkce

in2x pro x € (0, %w
(1) f@%—{s pro- < >}

0 pro ze (zmm)

v intervalu (0, 7).
Reseni
Pro kazdé n € Z oznac¢me

(72) I, = (nm,(n+ m), J,=2nm,2(n+1)7);

v prikladech, v nichz se dana funkce mé rozvinout jak v sudou, tak i lichou fadu,
piSme misto sy podrobnéji sy a sy ;.

20.08. sy je 2m-periodickd funkce, ktera se rovna z v intervalu (o, a+27) a a+7
v bodech o, a + 27. Vsude v R je

>, sin ka cos kz — cos kasin kz
73 = 2 .
(73) srlo) =am+23 . ,

v intervalech (a + 2nm,a+2(n+ 1)7), n € Z, je konvergence lokdlné stejnomérna,
v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu « + 2nm nestejnomeérna.

20.09. V kazdém intervalu I,, n € Z, je konvergence fady lokdlné stejnomérn4,
v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu n7m nestejnomérna; soucet uvedené
1

Ciselné fady ziskame dosazenim z = 5.

20.10. Funkee f je sudé, spojité, 2m-periodickd a ma v (—m, ) koneénou variaci;
jeji Fourierova fada

(74)

3w

4 i cos 2kx
T 4k2 -1
k=1

konverguje proto stejnomérné v celém R a ma tam soucet f(z). Prvni z fad (64)
Ize se¢ist elementarné, protoze 2/(4k? — 1) = 1/(2k — 1) — 1/(2k + 1); soucet druhé
z nich ziskdme dosazenim z = 37 do (70).

20.11. sy je 2m-periodicka funkce, 0 < |z| < m = sy(x) = sgnz cosz, zatimco
s(0) = sg(£m) = 0; rovnost

8 = ksin2kx
(75) sy(x) = p ; T2 1

plati v celém R, v intervalech I,,, n € Z, je konvergence lokalné stejnomérna, v kaz-
dém levém i pravém okoli kazdého bodu nm nestejnomérnaé.
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20.12. Je

1 i acoskr — ksinkx

(76) 55(z) = ezmi_l(—Jr ) v R
f n T 2a¢ o? + k2 v

k=1
piicemz sp(z) = e*® v (0,2m), sp(0) = sp(2m) = 3(e?™ + 1); v intervalech Jy,,
n € Z, je konvergence lokalné stejnomérna, v kazdém levém i pravém okoli kazdého
bodu 2n7 nestejnomérnd. Rovnost (65) ziskdme dosazenim xz = 0 do (76) a snadnou
dpravou.

20.13. Funkce s, je v intervalu (—,7) definovdna rovnosti s ¢(x) = e~1®l,
k, —m

1 21— (=1)ke
(77) Sf.,s('r) = ;(1 — e )+ ;; ]{27_’_1 coskr v R,

pricemz fada konverguje v R stejnomérné.
Funkce sy, je v intervalu (—,7) definovdna podminkami sy, (z) = e~!*lsgnz,
jeli 0 < |z| <, s7,(0) = sy (£m) =0, pFiéemz

200

™

(78) spi(z) = —(=1)*e ™) sinkz v R;

k=1
fada vpravo konverguje lokalné stejnomérné v kazdém intervalu I,,, n € Z, nestej-
nomeérné v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu nr.

20.14. Rady v (66) a (67) konverguji stejnomérné v celém R, (67) ziskame z (66)
integraci, (68) z (67) dosazenim x = 3.

20.15. Je sf(x) = f(z) v (0,27) a

4 & cos(2k — 1)7x
79 : — R
(79) ) =5+ g

(2k —1)2 ’

l\’)l)—\

pficemz fada vpravo konverguje v R stejnomérné. Dosazenim = = 1 ziskdme rovnost
Zk 1(2k—1) = 1 2.
20.16. Je sy = f v R, rovnost

4 o k 1
(80) = Z 2k —r S sin(2(2k — 1))
k:l

plati vSude v R, fada konverguje v R stejnomeérné.

20.17. Funkce sy = f je sudé, rovnost

4 K cos((2k — 1))
81 ==
(81) w; (2k — 1)

plati v celém R, fada konverguje v R stejnomeérné.
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20.18. Funkce s je sudé, ma periodu 1 a

1 proze(—3,1) - -
13 .
(82) sf(xz)=4q —1proxze(g,3) Z 2k—1 cos(2(2k — 1)mz);
0 pro ze {3, £3} k=1

>1|u>

rada konverguje v intervalech (§(2n—1), 1(2n+1)), kde n € Z, lokalné stejnomérns,
v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu 1(2n — 1) nestejnomérng.

20.19. 2m-periodickd funkce s; ¢ definovana v (—m, 7) podminkami
L, je-li |z| < inm
(53) ey = 27 =
x|, je-li g7 <|x| <7

je spojitd v R; v R plati rovnost

E

(84) sf,s(%)

oolo:
>\|l\’)

i % coskx,

pfi¢emz fada vpravo konverguje stejnomérné v R a
(84") o :=2(—1)"'sin® (k) pro viechna k e N,

takZe agp—3 = aup-1 =1, aup—2 = =2, aup = 0.
2m-periodicka funkce sy,; definovand v (—m, 7) podminkami

imsgnz, jelli 0< |z| <im
(85) spi(r) = (m—|z|) sgna, jeli g <|z| <7

0, je-li =0V ==+nm

je spojitd v bodé x € R, pravé kdyz je x £ 0 mod 27; vSude v R je

(86) spi(x) = Z (k + kﬂTk) sinkz, kde S8 :=2sin(kn) pro kazdé k e N,

takze Bor = 0 a Bor_1 = 2(—1)¥"1; fada konverguje lokalné stejnomérné v kazdém
Jn, n € Z, nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu 2n.

20.20. Funkce s;(z) mé periodu 3 a rovnd se f(z) v kazdém z intervali (0, 1),
(1,2), (2,3); kroms toho je s(0) = sf(3) = %, sp(1) =0, sf(2) = —3. Rovnost

o0

1
(87) sp(x) = = (o cos (3 k) + By sin (3 k),
k=1
kde
(87" oy := 3sin(2km), By := 2sin®(2kn) pro viechna k e N,
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plati vsude v R, fada vpravo konverguje lokdlné stejnomérné v kazdém intervalu
tvaru (n,n+1), kde n € Z, nestejnomérné v kazdém levém i v kazdém pravém okoli
kazdého celého cisla.

Cisla oy a B, splituji (pro kazdé k € N a kazdé n € N) podminku az,x = oy,
Ban+k = Bk, prifemz

(88) a1 =32V3, 00=-3V3, a3 =0, B1=5 =32, B3=0.
20.21. Funkce sy(x) je rovna f(z) pro viechna z € (0,7) — {37}, f(37) = i7;

tyto podminky spolu se sudosti a 2m-periodicitou definuji s; v celém R. Koeficienty
ao a by, k € N, jsou rovny nule, pro vSechna k € N je

(89) a = % sgn (sin (L b)) — % (1 + (1)) sgn (sin® (2 k) ;

posloupnosti
{sgn(sin (547)) 1721 a {(1+ (=1)")sgn(sin® (5 k) 12,

maji periodu 6, pficemz 1,1,0,—1,—1,0 a 0,2,0,2,0,0 je prvnich 6 ¢lend prvni a
druhé posloupnosti. Prvnich 12 ¢lent posloupnosti {ax}2; je rovno

1 1 3 0 1 3 1 0
\/g 3 2\/3 27T 3 3 4\/§ 87T ) 5\/§ 3 )
1 1 3 1 3 1

—7—_—707_—_—7_—70
7V3 ' 8/3 327 10v/3 507 11v3

Fourierova fada funkce f konverguje pro kazdé n € Z lokalné stejnomérné v kaz-
dém intervalu tvaru ((2n — $)m, (2n+ 3)7) a tvaru ((2n+ 3), (2n+ 2)7), nestej-
nomérné v kazdém levém i v kazdém pravém okoli kazdého bodu tvaru (2n + 3)7.

20.22. Funkce sy s periodou 8 je v intervalu (—4,4) definovana podminkami

(1—|z|)sgnzx, je-li 0<|z| <1
(90) sp(x) = ST ;
0, je-li =0 nebo 1< |z| <4
v R je
(91) sp(x) = ibk sin(1krz), kde by := 28 sin (L&)
: — 4 ’ kr  k2m? 4

pro vSechna k € N, takze

24\/51224\/§12+4\/§1+224\/§1

T 72 ' r w2’ 3x 972 27 5; ' 2572 3w 9x2’ Tm | 4972 4Axm

je prvnich 8 ¢lent posloupnosti {bx}52 ;.
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Fourierova fada funkce f konverguje lokdlné stejnomérné v kazdém intervalu
tvaru (8n,8(n + 1)), kde n ¢ Z, a nestejnomérné v kazdém levém i v kazdém
pravém okoli kazdého bodu 8n.

20.23. Funkce sy je 4-periodickym rozsifenim funkce f, je sudé a spojita v R;
prislusna Fourierova fada konverguje v R stejnomérné a ma koeficienty

sin (3 k) —

8
15,3 122 cos(3km) pro ke N.

20.24. Funkce s; s vznikne 4-periodickym rozsifenim funkce cos|(—2,2) na
R a je v R spojitd; konvergence sudé Fourierovy fady je stejnomérnd v R a jeji
koeficienty jsou

4(-1)k |
ap = m sin 2 pro k Z 0.

Pro v8echna z € (—2,2) je syi(x) = cosxz sgnz a s¢;(£2) = s¢,;(0) = 0; funkce
sy, je licha, 4-periodickd, nespojita ve vSech sudych ¢islech, spojita ve vSech ostat-
nich bodech.

Licha Fourierova fada konverguje lokalné stejnomérné v kazdém intervalu tvaru
(2n,2(n + 1)), n € Z, nestejnomérné v kazdém PT(2n) a v kazdém P~ (2n); jeji
koeficienty jsou

2km

b = ————
P4 k2g2

((-=1)*cos2 —1), keN.

20.25. Funkce s s (resp. sy;) je 2m-periodickym sudym (resp. lichym) rozsite-
nim funkece f|(0,7) na R a je v R spojita. Koeficienty p¥islusnych Fourierovych fad
jsou

8
CLQ:O, ar = m COS2(%I€7T) pro kZO, k¢2,
a
1 4
172257 bk:msln(zkﬂ') pro kEN,k#2,

obé fady konverguji v R stejnomérné.
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