Predmluva

Tato kniha je pokradovanim Uvodu do inteligentniho kalkulu (kratce ,Uvodu“),
ktery vydalo nakladatelstvi Academia v roce 2002. Uvod obsahuje 11 kapitol a tato
kniha zaéina proto kapitolou 12.1) V rejstifku je kromé hesel z této knihy zatazena
i vétsina hesel z Uvodu. Za pfedmluvou je umistén aktualizovany seznam oznaceni
a zkratek.

Tato kniha obsahuje priklady k partiim, které byvaji obsahem druhého roéniku
prednasek z matematické analyzy na univerzitach; mize vSak byt uzitecna vsude
tam, kde se pfednasi teorie funkci vice proménnych, tedy napf. na pedagogickych
fakultach a na nékterych fakultach vysokych skolach technickych a ekonomickych.

Podobné jako v Uvodu se ¢tenaf v této knize seznami s p¥islusnymi zakladnimi
pojmy a najde zde (bez dikazl) vSechny véty potfebné k raciondlnimu a spolehli-
vému feSeni prikladd. Duraz se opét klade na pochopeni vypocetnich metod a na
postupy TeSeni zalozené na aplikaci obecnych vét. Bylo by jisté zbytecné opakovat
zde podrobnéji zasady inteligentniho kalkulu; ¢tenéf je najde v predmluvé k Uvodu.
Poznamenejme jen, Ze pfiklady obsazené v této knize jsou obtiznéjsi a mnohdy
méné piehledné nez piiklady pro prvni ro¢nik. Protoze napf. grafy funkci t¥i a vice
proménnych nejsou podmnozinami prostoru R3, v némz lze spojit nékteré pojmy
s nazornou predstavou, bude nyni nutné spoléhat v daleko vétsi mife na schopnost
pracovat s abstraktnimi objekty podle ptisnych a presnych zdkont logiky. ?)

Abstraktni metrické prostory a zakladni topologické a metrické pojmy v nich
jsou obsahem kapitoly 12. Pfi induktivnim postupu bychom tak zakladni pojmy,
jako je spojitost a limita zobrazeni nebo otevienost a uzavienost mnoziny, studovali
nejdiive v R, pak v R?, v R3, v eukleidovskych prostorech libovolné dimenze, a abs-
trakci bychom nakonec dosli k metrickym prostortim. I kdyz by takovy postup mél
pro studenta nesporné vyhody, na prednaskach jej zpravidla nelze realizovat pro
jeho znafnou ¢asovou naroc¢nost. Misto néj se voli postup deduktivni, v némz (po
podrobném vykladu v R) pfesko¢ime k metrickym prostortim a pojmy v nich zave-
dené ilustrujeme piimérenym mnozstvim ptikladd napi. z roviny a z trojrozmeérného
prostoru.

Kapitola 13 se zabyva posloupnostmi a fadami funkci, jejich stejnomérnou a lo-
kalné stejnomérnou konvergenci a podminkami, za nichz je lze derivovat a integrovat
»Clen po ¢lenu”. Integraci posloupnosti a fad funkci se vSak zabyva pozdé&ji (a na
vysSi arovni) i kapitola 19. VySetfovani tzv. mocninnych fad jen v realném oboru
je zbytecnym prepychem, protoze vynaloZzend ndmaha je stejna jako v komplexnim

1) Kazda z téchto knih tvofi sice samostatny celek, ale ve druhé z nich se pokladaji za znamé
pojmy a vysledky z Uvodu.

2) Studiu prostorti, z nichz nékteré maji i nekone¢nou dimenzi, se nelze vyhnout napf¥. proto, Ze
mnohé aplikace se bez nich neobejdou: Pohyb n hmotnych bodi lze i v klasické mechanice studovat
jako pohyb jednoho bodu v 3n-rozmérném prostoru; v obecné teorii relativity se setkame s kii-
vymi prostory dimenze 4, moderni fyzikalni teorie studuji variety dimenzi jesté vyssich, ,klasicka®
kvantova fyzika dvacatych let dvacatého stoleti pracuje v prostorech nekone¢né dimenze.



oboru, ale napf. zdkladni véta o rozvoji funkce v mocninnou (Taylorovu) fadu mé
v komplexnim oboru nesrovnatelné jednodussi predpoklady. Mnohdy je teprve po
piechodu do komplexniho oboru patrné, pro¢ funkci (jako je napi.1/(x% +1)), ktera
mé v R derivace vSech fadiu, nelze rozvést v mocninnou fadu s polomérem konver-
gence 400 a pro¢ jiné funkce (majici také derivace vSech fadu vSude v R) nelze
v mocninnou fadu o daném stfedu rozvést viibec. V kapitole 13 je naznacena i mys-
lenka hledat feSeni (linedrni) diferencidlni rovnice ve tvaru mocninné fady; tato
idea je pak dale rozvedena v kapitole 18. To vSak je jediny exkurs do komplexni
analyzy, ktera ma svou vlastni problematiku a jejiz metody i vysledky jsou znacné
odlisné od metod realné analyzy.

Kapitoly 14—17 jsou vénovany nékterym zakladnim pojmim a vétdm teorie
funkei nékolika proménnych. Jsou to napf. smérové a parcidlni derivace (v¢. zé-
ménnosti parcidlnich derivaci vyssich radt) a diferencidl (ktery zde neni zddnou
yhekoneéné malou veli¢inou“, ale linedrni formou). Nésleduji nékteré elementérni
geometrické pojmy zaloZzené na derivacich 1.¥adu (tefnd a normélova nadrovina),
na nichz si ¢tenaf procvici nejen své znalosti z analyzy, ale i z geometrickych aplikaci
linearni algebry.

Kapitola 16 se zabyva tzv. implicitnimi funkcemi neboli lokalnim FfeSenim sou-
stav (obecné nelinedrnich) rovnic, kterych je bud méné, nebo stejné jako nezna-
mych funkci. Seznameni se s varietami dovoli 1épe pochopit problém tzv. vazanych
extrému, které se vysetiuji v kapitole 17, difeomorfismy hraji v analyze podobnou
roli jako homeomorfismy v obecné topologii. Operuje s nimi napi. véta o substituci
ve vicerozmérnych integralech.

Studium extrému funkci vice nez jedné proménné se znacné lisi od podobné pro-
blematiky pro jednu proménnou, protoze do zna¢né miry odpadaji tvahy o monoto-
nii, ktera byla v Uvodu pfi vySetfovani priibéhu funkei naopak v centru pozornosti.
V kapitole 17 se hledaji vétsinou jen ,,globalni“ extrémy, protoze ,lokalni“ extrémy
funkei vice proménnych jsou (na rozdil od tzv. staciondrnich bodi) stejné bezvy-
znamné jako v teorii funkci jedné proménné. Derivace ani diferencialy vyssich rada
se pri hledani extrémi neuzivaji.

V kapitole 18 jsou vyloZeny principy FeSeni linedrnich diferencidlnich rovnic (li-
bovolného Fadu), specidlné i rovnic s konstantnimi koeficienty, u nichz se problém
feSeni Casto redukuje na problém cisté algebraicky. ZvysSena pozornost je vénovana
feSenim (obecnych linedrnich) rovnic druhého Fadu, které jsou dilezité nejen ve
fyzice, ale nap¥. i v teorii tzv. specidlnich funkci. Ctendf ma moznost seznamit se
se zakladnimi principy FeSeni rovnic ve tvaru mocninnych (a jesté ponékud obec-
néjsich) fad; protoze se k napsani obecného feseni rovnice druhého fadu potiebuji
dvé linearné nezavisla feseni, je jisté namisté trvat na jejich nalezeni i v pfipadech,
kdy to neni zrovna jednoduché. Informace uvedené v knize na toto téma jsou vsak
presto kusé, protoze tato problematika patfi spiSe do komplexni analyzy, kde na-
vazuje na jeji nepfili§ elementarni partie a predpoklada znalost tzv. analytickych
(mnohozna¢nych) funkei (viz [14]).

Nejdelsi ze vSech kapitol je kapitola 19, v niz se vysvétluje integrace pfes pod-
mnoziny eukleidovského prostoru libovolné dimenze, pricemz konkrétni vypocty se
omezuji pfevazné na R? a na R3. Kalkulus pracuje tradi¢né s Riemannovym integra-



lem (p¥ipadné néjak zobecnénym, aby bylo mozné integrovat i nékteré neomezené
funkce a pres nékteré neomezené mnoziny); vybér Riemannova integralu se odu-
vodiiuje jeho celkem jednoduchou definici. Tento argument je podle mého nazoru
nepatiicny, protoze v aplikacich nerozhoduje, jak rychle jsme vyslovili definici, ale
jaké ma nas vytvor vlastnosti, jak je obecny, jak snadno se s nim zachazi.?)

Riemanniv integral ma nepékné vlastnosti jiz v R; budeme-li chtit integrovat
néco jiného nez spojitou funkci pres kompaktni interval, budeme mit potize: Ani
funkce identicky rovna 1 nemusi mit integral pies kazdou kompaktni mnozinu. (M4&-
1i hranice této mnoziny kladnou miru, integral neexistuje.) Budeme-li chtit provést
limitni pfechod za znamenim (Riemannova) integralu, budeme mit potiZe s exis-
tenci integralu z limitni funkce i v pfipadé, Zze jde o monotdnni posloupnost funkei
stejné omezenych v intervalu (0, 1), z nichZ kazd4 m4 jen koneény pocet bodii ne-
spojitosti, nebot jeji limitou muze byt Dirichletova funkce. Budeme-li chtit napt.
dvojrozmérnou integraci prevést na sled dvou integraci jednorozmérnych, budeme
mit potiZe, protoze neni zaddnd souvislost mezi existenci (Riemannova) dvojného
integralu a prislusnych integralti dvojnasobnych. Budeme-li chtit napf. ve dvoj-
ném (Riemannové) integralu provést substituci, budeme mit potiZe, protoze zadna
uspokojiva véta o substituci pro tento integral neexistuje. (I jednoduché substituce
muZe prevést omezeny obor na neomezeny, omezenou funkci na neomezenou; Rie-
manniv integral je vSak definovdn jen pro (nékteré) omezené funkce a integraéni
obor musi byt také omezeny. A jiz definice Riemannova integralu pies rovinu nebo
trojrozmérny prostor je pfitom problematicka. R je sjednocenim vSech intervald
s krajnimi body v R a tim je dana i ,prirozena“ definice Riemannova integralu od
—00 do +oo jako limity integralu od a do b pro a — —oco a b — +00. Rovina je vSak
sjednocenim nejen vSech ¢tvercit nebo obdélniki, ale také kruhti, elips, trojihelniki,
atd. Ktery z téchto utvart vybereme pro definici integralu pfes celou rovinu? Je
,prirozenéjsi“ zvolit ¢tverce, nebo kruhy? Je to jedno, nebo na tom zalezi? Jsem
jednoznacné toho nazoru, ze tudy rozumné cesta nevede.)

Divodi, pro¢ nepracovat s Riemannovym integralem, je jesté vice; pfitom je jiz
100 let k dispozici integral daleko obecnéjsi a navic s nesrovnatelné jednodussimi
vlastnostmi. Jeho autorem je francouzsky matematik Henri Lebesgue a metodika
vykladu jeho integralu je nyni jiz propracovana a vyzkouSena v kurzovnich pired-
naskach pro rtizné specializace studentti tak, ze obavy pfed nim jsou zcela zbytecné.
Namitka, ze Riemanntv integral je vhodny mj. proto, Ze souvisi se zndmymi konec-
nymi soucty (z nichz se pak téméf zézracné stane integral prostou vymeénou X za
[ a AzAyAz za dxdydz), je zcela neopodstatnénd, protoze Lebesguetiv integral je
zobecnénim integralu Riemannova, a mé proto tuto vlastnost také. Uzivame-li vSak

3) Pochopitelné, budeme-li jen bezhlavé pocitat (tieba i integral, ktery neexistuje), nepotie-
bujeme zadné véty. Budeme-li poéitat jen to, co pfed nami jiz nékdo spravné spocital, nebudeme
prili§ riskovat. Béda vSak, budeme-li chtit objevit néco nového; pak nadm podobny postup ne-
zaruéi spravnost vysledku. Nespoléhejme ani na pocitace vybavené prislusnym matematickym
programem; zatim jsou jejich postupy stejné jako v b&Zném (bezmyslenkovitém) kalkulu, se vSemi
nedostatky, které z toho vyplyvaji. Dvojné integraly se napf. pocitaji jako dvojnasobné, takze se
obcas ,,vypocte“ i integral, ktery neexistuje. Zda se, ze jejich autofi jsou sice vyborni programéatori,
ale Spatni znalci matematické analyzy. Bude asi jesté dlouho trvat, nez podobné programy zacnou
produkovat vysledky spliujici kritéria exaktni matematiky.



Lebesguetiv integral, nemusime se snazit napf. kruh rozlozit na ¢tverce, protoze ko-
necné soucty, kterymi lze Lebesguetv integral aproximovat, pracuji s obecné&jsimi
(tzv. méFitelnymi) mnoZinami.

V kapitole 19 je velmi struc¢né popsan postup zavedeni Lebesgueova integralu
na zdkladé (tzv. Lebesgueovy) miry, ktera je zobecnénim délky, obsahu a objemu
elementarnich geometrickych utvart, a uvedeny jsou i jeho nejdtlezitéjsi vlastnosti.
Rada p¥ikladt pak ukaZe, jak snadno se s Lebesgueov§m integralem zachazi v kom-
binaci s integralem Newtonovym, ktery nepiestava byt hlavnim néastrojem jedno-
rozmérné integrace. *)

Posledni, dvacata kapitola je vénovana zadkladtim tzv. harmonické analyzy, tj.
rozkladu periodické funkce na nekonecnou fadu jednoduchych periodickych funkci.
I zde je vyhodné pracovat s Lebesgueovym integralem a v béznych situacich vysta-
¢ime s jedinym kritériem konvergence (zaloZenym na koneénosti variace).
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4) Doporuéuji étenafi seznamit se i s obsahem kapitoly VII vynikajici Jarnikovy knihy [13];
kapitola je vénovana ,pocetni technice Lebesgueova integralu‘.
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