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Prednaska pokryva v zimnim semestru nasledujici latku:

0. Uvod a opakovani (znaceni, operace s mnozinami apod.).
1. Reéalna cisla a jejich vlastnosti.

2. Posloupnosti a fady realnych cisel.

Limity a spojitost funkci jedné realné proménné.

.l

Derivace funkci jedné redlné proménné.

5. Primitivni funkce (tj. antiderivovani).

Podékovani. K odstranéni preklept a chyb v tomto textu velmi piispéli
studenti Katefina Bohmova, Jifi Fajfr, Rudolf Gavlas, Jiri Machalek a Adam
Nohejl, kterym dékuji za jejich zdjem a pozornost.

0 Uvod a opakovani

Co je to matematickd analyza a pro¢ se ji zabyvat? Slouzi fyzikim (a nejen
jim) k modelovéani svéta kolem nés. Historicky nejvyznamnéjsim a zakladatel-
skym pocinem v takovém modelovani bylo Newtonovo matematické odvozeni
elipti¢nosti drah planet obihajicich kolem Slunce jako disledku gravita¢niho
zékona (podle néhoZ se Slunce a planeta pfitahuji silou F' = kmM /72, kde m



a M jsou hmotnosti planety a Slunce, r je jejich vzdalenost a x je konstanta
umérnosti). Matematickd analyza vytvafi pro jevy z naseho svéta matema-
tické modely, naptiklad realna cisla, realné funkce jedné i vice proménnych,
derivace (pro modelovani rychlosti a zrychleni pohybu) a integrély (pro mode-
lovani plochy, objemu, momentu setrvac¢nosti). Jejimi zakladateli jsou Isaac
Newton (1643-1727) a Gottfried Leibniz (1646-1716). Dodejme, ze takové
modely zpravidla za¢nou v matematice zit svym vlastnim, na aplikacich ne-
zavislym, zivotem.

Dilezitou vlastnosti modelti a struktur matematické analyzy je jejich ne-
konec¢nost. Matematicka analyza se zabyva nekonec¢nymi strukturami a déji a
vytvari nastroje pro zkoumani a uchopovani nekonec¢na. Ty jsou zapotiebi—
pri neopatrném zachéazeni s nekonecnem se lehce dospéje k nespravym vy-
sledkim. Podivejme se na tii takové paradoxy nekonecna.

Priklady. 1. Nekone¢na rada

S=14ia iyl
N 2 4 8 16
ma soucet 2, k tomuto ¢islu se jeji ¢astecné soucty 1,1 + %, 1+ % + }L, e
stale vice a vice blizi. To se da odvodit i formalni manipulaci: vynasobime-li
rovnost dvéma, vznikne ptivodni fada zvétsena o dve,

1 1 1
28 =24+1+-+-4-4--=2+§8
+Hltg+ gt + S,

takze 25 = 2+.5 a S = 2. Pokud podobné manipulujeme s nekone¢nou fadou
S=14+2+4+84+16+4---,
dostaneme vztah
28 =24+4+84+16+32+---=5-1

arovnici 25 = S—1, kterd ma feseni —1. Nekone¢na fada 14+2+4+8+16+4- - -
ma tedy mit zaporny soucet —17

2. Celkovy soucet ¢isel ve ¢tvercové matici (tj. tabulce) mizeme ziskat
riznymi zpusoby. MlzZeme tieba secist ¢isla v kazdém radku a pak secist tyto

rfadkové soucty nebo mtizeme zacit seCtenim cisel v kazdém sloupci a poté
secist vysledné sloupcové soucty. Napriklad matice

1 2 =3
-4 -5 6
-7 8 9



ma tadkové a sloupcové soucty

-10 5 12| 7

a celkovy soucet tedy je 0 — 3+ 10 = —10 + 5 + 12 = 7. Diky komutativité
s¢itani si jsme zcela jisti tim, ze obéma zptsoby vzdy vyjde stejny vysledek.
Nekonecna matice

1 0 0 00
-1 1 0 00
0 -1 1 00
0O 0 -1 10
0O 0 0 —-11
ma ale Tadkové a sloupcové soucty
1
0
0
0
0
00000 ...|7
a ty davaji dva rizné celkové soucty: 1+0+4+0+--- =1a0+04+0+

--- = 0. Ktery z nich je spravny? V této matici navic v kazdém tadku i
sloupci jsou nejvyse dvé nenulové polozky a v sumé fadkovych soucti je jen
jeden nenulovy sc¢itanec a v sumé sloupcovych souct zadny. Soucty, které
tu provadime, tak vzdy maji fakticky jen kone¢né mnoho s¢itanci a presto
jsme dostali dva odlisné vysledky. Komutativita s¢itani neplati! Nebo plati?

3. Délku rovinné krivky priblizné spocitame tak, ze krivku rozdélime
nékolika body na kratké tseky a délici body spojime tiseckami. Vznikla lo-
menna Cara svym tvarem aproximuje kiivku a jeji délka se ptiblizné rovna
délce kiivky. Pii aproximovani k¥ivky lomennou c¢arou je ale tieba byt opa-
trny. Pfi nevhodném zptisobu aproximace muizeme dostat lomennou c¢aru,



ktera se kfivce bude velmi ,,podobat‘—mnedokazeme uz ji tfeba pohledem
od krivky odlisit—ale krivka a lomenna c¢ara budou mit stale dosti odlis-
nou délku. Uvazme naptiklad aproximace pifepony G rovnoramenného pra-
vouhlého trojihelnika s odvésnami o délce 1 pomoci schodovitych lomennych
car D,, kde D,, se sklada z n svislych a n vodorovnych tsecek, kazda o délce
%. Céry D4 a Dy jsou na nésledujicim obréazku:

Aproximujici schodovité lomenné ¢ary Dy, Ds, Ds, . . . se stale vice a vice blizi
useCce GG, naptiklad uz Dyggg asi zrakem od G nerozezname. Jejich délky se
ale neméni a jsou vsechny rovny 2, i kdyz G' ma délku v/2.

Matematickd analyza ma vyznamné pouziti i v informatice. Jeji diskrétni
(tj. nespojité, pretrzité) modely se Casto zkoumaji pomoci spojitych metod
a modeld z analyzy. Je to casto nejuc¢innéjsi postup.

Prvni kapitolu ukoné¢ime zopakovanim logické a mnozinové terminologie.
Logika, hlavné matematickd logika, se zabyva formalnimi podminkami prav-
divosti a dokazatelnosti (hlavné matematickych) tvrzeni a vgrokd. Vyrok je
takové tvrzeni, o némz méa smysl fici, zda je pravdivé nebo ne. Napriklad ,,Vi-
deti je hlavni mésto Ceské Republiky*“ je vyrok, kdezto vykiiky typu ,,Ahoj*
nebo ,,Kéz by uz byl konec!* vyroky nejsou, nemé smysl se dohadovat o jejich
pravdivosti nebo nepravdivosti.
jek & (,a zaroven“), V (,nebo“), = (implikace), <= (ekvivalence) a /
(negace). Pfipomenime si, ze vyrok A & B je pravdivy, pravé kdyz jsou oba
vyroky A i B pravdivé; AV B je pravdivy, pravé kdyz alespon jeden z obou
vyroki A a B je pravdivy; A = B je pravdivy, pravé kdyz nenastava situace,
ze A je pravdivy, ale B je nepravdivy; A <= B je pravdivy, pravé kdyz
oba vyroky A a B maji stejnou pravdivostni hodnotu a A je pravdivy, pravé



kdyz je A nepravdivy.

boly kvantifikdtori, ¥ (,pro vSechny“) a 3 (,existuje). Pouzivime sym-
boly pro predikdty (vyrokové funkce), napt. predikat sudosti S(x) s jed-
nou proménnou x pro prirozené ¢islo z. Predikaty mohou mit i vice nez
jednu proménnou, nejcastéji se vyskytuji bindrni predikdty se dvéma pro-
ménnymi. Prikladem je predikat < (,,mensi nez“) na mnoziné celych cisel
7Z =4{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}. Déle pouzivime symboly pro funkce,
napf. symbol sin(x) pro trigonometrickou funkei sinus s jednou reélnou pro-
ménnou. Twrzeni (sentence) je matematické tvrzeni sestavené ze symboli
pro proménné pomoci spojek, kvantifikatorti, predikat a funkci, které ne-
obsahuje volné (tj. nekvantifikované) proménné. P¥ikladem tvrzeni muze byt
tfeba tvrzeni

Ve,y: S(z) & S(y) = S(x +vy),

které tika, ze soucet kazdych dvou sudych (pfirozenych) ¢isel je zase sudé
¢islo. Toto tvrzeni je pravdivé. Dalsi priklady tvrzeni jsou

Ve dy: x <y,

které tika, ze ke kazdému celému cislu existuje vétsi; je to rovnéz pravdivé
tvrzeni. Na druhou stranu tvrzeni

e Vy: (z=y)V(z<y),

podle néhoz existuje nejmensi celé ¢islo, je nepravdivé.
Zopakujme nyni mnozinové znaceni. Mnozinu mtzeme zadat vyctem je-
jich prvku (coz je mozné pouze u konecnych mnozin), jako t¥eba

X = {CL, *, _57 7}7
nebo ji mizeme zadat vlastnosti, naptiklad
Y ={z € N: z je sudé}.

Pro nélezeni do mnoziny se pouziva symbol € (,,byt prvkem*). Tedy x € X,
ale 0 ¢ Y. Dilezitou mnozinou je prdzdnd mnoZina (), kterd nemé zadné
prvky.

Dvé mnoziny mohou byt ve vztahu inkluze, kdy je jedna podmnoZinou
druhé, coz znacime jako A C B (kazdy prvek mnoziny A je i prvkem mnoZiny



B), nebo mohou byt disjunktni, coz znacime jako ANB = () (neexistuje zadny
prvek lezici soucasné v obou mnozinach). Ze dvou mnozin A a B mizeme
vyrobit dalsi mnozinu C' operaci sjednoceni, C = AU B (prvky mnoziny C
jsou pravé prvky lezici v A nebo v B), operaci praniku, C = AN B (prvky
mnoziny C' jsou pravé prvky lezici souc¢asné v A i v B) nebo operaci rozdilu,
C' = A\B (prvky mnoziny C' jsou pravé prvky lezici v A ale ne v B). Pokud
A C M, rozdil M\ A (tj. mnozinu tvofenou pravé témi prvky M, které nejsou
v A) oznacujeme i symbolem A€ a mluvime o doplriku mnoziny A (do mnoZiny
M, které se rozumi z kontextu).

Kartézsky soucin dvou mnozin A a B je mnozina vSech usporadanych
dvojic, v nichZ prvni slozka je prvek A a druha slozka je prvek B:

Ax B={(a,b): ac Abe B}.

Podobné se definuje kartézsky soucin vice nez dvou mnozin. Bindrni relace
na mnoziné A je mnozina R C A x A. Na relaci < (,,mensi nebo rovno nez*)
na mnoziné piirozenych ¢isel N = {1,2,3,...} se tak vedle syntaktického
pohledu, kdy < je funkci o dvou argumentech a s hodnotou ,,ano“ nebo ,ne*
(napt. 4 < 2 dava ,ne“, 5 < 100 dava ,ano*) divame i sémanticky jako na
mnozinu téch usporddanych dvojic pfirozenych ¢isel (a,b), ze a < b, tj. < je
mnozina

{(1,1),(1,2),(2,2),(1,3),(2,3),(3,3),(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(1,5),...}.

Podobné je (binarni) relace mezi mnozinami A a B podmnozina R C A x B.

Relace FF C X X Y je zobrazeni (funkce) z mnoziny X do mnoziny Y,
kdyz pro kazdé a € X existuje pravé jedno b € Y, Ze (a,b) € F'; znac¢ime to
jako

F:X->Y.

Misto (a,b) € F piSeme, ze F'(a) = b, a fikdme, Ze prvek b je funkéni hodnota
funkce F' na argumentu a. Bijektivni zobrazent, kratce bijekce, neboli vzd-
jemné jednoznacné zobrazeni z X do Y, je takové zobrazeni F': X — Y zZe
pro kazdé b € Y existuje pravé jedno a € X, ze F(a) = b. Pfikladem bijekce
z mnoziny Z do mnoziny Z je zobrazeni dané predpisem F(z) = x + 1. Spe-
cidlnim ptipadem zobrazeni je pojem posloupnosti prvktt mnoziny A. Je to
zobrazeni f z mnoziny N = {1,2,3,...} do mnoziny A. Misto f(n) obvykle
oznacujeme funkéni hodnotu f na n symbolem f,.

Bindrni operace na mnoziné A je zobrazeni

F: AxA— A,
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které kazdé usporadané dvojici (a, b) prvki z A piitazuje prvek ¢ = F(a,b) z
A, vysledek operace F' na prvcich a a b; obvykle piseme ¢ = a F' b. Ptikladem
je tfeba operace s¢itani na mnoziné prirozenych cisel nebo operace nejvétsiho
spolec¢ného délitele.

Zopakujeme znaceni pro ¢iselné mnoziny (které jsme uz beztak pouzivali).

N={1,234,...} a Z={...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

jsou prirozend cisla a cela c¢isla. Nulu tedy nebudeme povazovat za prirozené
¢islo. Poznamenejme ale, Ze v teorii mnozin se pfirozena c¢isla konstruuji od
nuly, kterou predstavuje prazdnd mnozina, 0 = (), a kazdé pfirozené ¢islo je
mnozinou svych predchtdct:

0=0, 1={0} = {0}, 2={0,1} = {0,{0}}, atd.
Racionalni cisla neboli zlomky tvofi mnozinu

Q=1{%: a,b€Z,b+#0}

Presnéji feceno, zlomky jsou tiidy ekvivalence dvojic celych cisel,
Q={(a,b) €Z2: b#0}/ ~,

kde ~ je relace ekvivalence definovana
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc.

@ je tedy tvorena ,rodinkami* vzajemné ekvivalentnich zlomkii, jedna z nich
napi. obsahuje zlomky

2 4 200 -—-34
3767 3000 =51

Zlomek ¥ je v zdkladnim tvaru, kdyz b € N a citatel a a jmenovatel b jsou
nesoudélné ¢isla (zlomek uz nelze dale zkratit). Kazda tfida ekvivalentnich
zlomkt obsahuje pravé jeden zlomek v zdkladnim tvaru.

Realnymi ¢isly se budeme zabyvat v ptisti kapitole. Nyni par slov o di-
kazech. Typické matematické tvrzeni ma tvar A = B, z predpokladu A
plyne zavér B. V primém dukazu B odvodime z A pomoci mezikroku A;,
A= A = Ay = ... = A, = B, kde kazdé A; je bud axiom nebo plyne



z jiz. dokdzanych tvrzeni. V neprimém dikazu neboli dukazu sporem predpo-
kladame, ze A plati, ale B neplati, a odvodime spor.

P¥iklad. Dvéma zptisoby dokazeme, ze V2 ¢ Q, tj. ze /2 je iracionalni
¢islo. Dokazeme tedy implikaci o« € R,0? =2 = o € Q.

Prvni dikaz. Pro spor predpokladame, Ze v/2 = %’ € Q. Necht je zlomek
§ v zakladnim tvaru, takze ¢isla p a ¢ nemaji kromé +1 zadného spolecného
délitele. Umocnénim na druhou dostaneme

2¢> = p°.

Odtud plyne, Ze p je sudé (Gtverec lichého ¢isla je liché ¢islo), p = 2r pro
r € N a mame
2¢° = (2r)* = 4r?, tedy ¢° = 2r?

a vidime, ze ¢ je také sudé. To je spor s nesoudélnosti p a q.

Druhy dikaz. Je rovnéz sporem, ale je geometricky. Cislo v/2 je délkou
prepony rovnoramenného pravouhlého trojuhelnika 7' s odvésnami o délce
1. Pfedpokladejme opét, ze v/2 = § € Q. Zvetsime-li T' q krat, dostaneme
rovnoramenny pravouhly trojihelnik s celo¢iselnymi délkami stran. Oznac¢me
jako U = ABC nejmensi takovy trojihelnik (s nejmensi délkou piepony).
Necht ma U odvésny o délce a = |AB| = |BC| € N a preponu o délce
b = |AC| € N. Sestrojime je$té mensi rovnoramenny pravothly trojihelnik
V' s celoc¢iselnymi délkami stran a tim dostaneme spor. Konstrukce V je
popsana na nasledujicim obrazku:

A

E

V U na pfeponé z bodu A vyneseme vzdélenost a a dostaneme bod D.
Z néj spustime kolmici na preponu, ktera protne odvésnu BC' v bodé FE.
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Trojuhelnik V' = ECD je patrné pravouhly a rovnoramenny (thly u pfepony
EC jsou 45°), takze |ED| = |DC| = b — a. Déle |BE| = |ED]|, protoze
¢tyfuhelnik ABED je symetricky vzhledem k pfimce AE. TakZe i |BE| =
b—aal|EC|=a—|BE|=a—(b—a) = 2a—b. Délky stran trojuhelniku
V = ECD jsou cela ¢isla b — a a 2a — b. Protoze V je mensi nez U, mame
spor.

1 Realna déisla a jejich vlastnosti

Realna ¢isla R si mtizeme predstavovat geometricky jako nekone¢né dlouhou
a nekonec¢né hustou primku

V této kapitole se na R podivame jinak a popiSeme jejich algebraickou kon-
strukei.

Usporadané téleso

Uz zndme zlomky
Q={%:acZbecN}

Pripomenme si jejich vlastnosti vzhledem k aritmetickym operacim a vzhle-
dem k relaci usporadani.

Necht z,y,z € Q jsou libovolné tfi zlomky. Operace s¢itani a nasobeni
maji nasledujici vlastnosti.

Al. z+y=y+ax A2, (x+y)+z=a+(y+2); A3. 2+0 =z
A4, z+ (—x)=0; A5. zy = yx; A6. (zy)z = x(yz); A7. zl1 = z; AS8.
r#0=z-27'=1; A9. z(y+2)=1zy+ 22

Neutralni prvky 0 a 1 v axiomech A3 a A7 jsou urceny jednoznacné, podobné
i inverzni prvky —z a 27! v axiomech A4 a AS8.

Definice. Obecné fekneme, Ze struktura (7', +, X )—mnoZina se dvéma bi-
narnimi operacemi oznacenymi + a x—je (komutationi) téleso, kdyz splituje

axiomy A1-A9.

Relace uspofadani < na zlomcich Q ma néasledujici vlastnosti.

9



A10. Nastava pravé jedna z moZznosti ¢ < y, x =y az > y; All. (z <
YN&(y<z)=ar<z Al2. z<y=c+z2<y+z Al3. (z<y) &(z>
0) = zz < yz;

(Neostra nerovnost = < y se definuje jako z <y <= (= < y) nebo = = y.)

Definice. Obecné fekneme, ze struktura (7, <)—mnozina s binarni relaci
oznacenou <—je linedrni usporadant, kdyz spliuje axiomy A10 a A11. Pokud
struktura (T, +, X, <) spliiuje vSechny axiomy A1-A13, nazyvame ji uspord-
danym télesem.

Mnozina zlomki @Q spolu s aritmetickymi operacemi a relaci usporadani je
prikladem usporadaného télesa.

Izomorfismus

Dvé uspofadana télesa (T, +, x, <) a (U, +', X', <') jsou izomorfni, kdyz exis-
tuje bijekce f : T — U takovd, ze Vz,y € T plati, ze f(x+y) = f(z)+' f(y),
flaxy)=flr)x' fly)az <y < f(x) <" f(y). Podobné se definuje izo-
morfismus ostatnich struktur, téles a linearnich usporadani. Izomorfni struk-
tury jsou z praktického hlediska nerozlisitelné, totozné. Operace a relace na
nich se chovaji identickym zptisobem, jenom se prvky v obou mnozinach
“jinak jmenuji”.

Piiklady. 1. Uvazme téleso (Zs,+, X) tvofené zbytkovymi tfidami
0,1,2,3,4 modulo 5, v némz se s¢ité a nasobi modulo 5. (Naptiklad 3+3 =1,
3x4=24x4=1atd.) Télesa (Q,+, x) a (Zs, +, X) jsou neizomorfni—z
toho prostého diivodu, ze prvni je nekonecné, ale druhé konecné, takze mezi
jejich nosnymi mnozinami nemize existovat vibec zadna bijekce. 2. Uspo-
fadana télesa zlomki (Q,+, X, <) a redlnych ¢isel (R, 4+, x, <)—to druhé
musime teprve sestrojit—jsou priklady neizomorfnich uspotradanych téles.
Diivod neexistence izomorfismu je stejny (stejné trivialni) jako v ptikladu 1,
neexistuje zadna bijekce mezi mnozinami Q a R. Dokazeme to ve Véte 1.3.

Maximum, minimum, supremum, infimum

Predpokladédme, Ze je dano néjaké linearni usporadani (7, <) a X C T je
jeho podmnozina.
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Rekneme, Ze a € X je nejuétsi (mazimdlni) prvek mnoziny X, resp. 7e to
je nejmensi (minimdlni) prvek mnoziny X, kdyz pro kazdé x € X je z < q,
resp. pro kazdé x € X je x > a. PiSeme

a = max(X), resp. a = min(X).

Mnozina nemusi mit ani maximum ani minimum, ale pokud existuji, jsou
tyto prvky urcené jednoznacné.

Piiklady. 1. Mnozina sudych ¢isel X = {2n : n € N} jako podmnozina
ptirozenych ¢isel (N, <) (s obvyklym linedrnim uspofadanim) nemé nejvétsi
prvek, max(X) neexistuje, ale min(X) = 2. 2. Mnozina X ={a € Q: 0 <
a < 1} zlomki lezicich v intervalu (0, 1) nemé v linedrnim usporadéani (Q, <)
(obvyklé lin. uspofadani zlomki) ani maximum ani minimum.

Hornd (resp. dolni) mez mnoziny X je prvek m € T takovy, ze m > a
(resp. m < a) pro kazdé a € X. Mnozina X je shora (resp. zdola) omezend,
kdyZ m4a horni (resp. dolni) mez. MnoZina je omezend, pokud méa horni i
dolni mez.

Definice. Necht X C T, kde (T, <) je dané linearni usporadani. Supremum
mnoziny X je nejmensi horni mez X a infimum mnoziny X je jeji nejvetsi
dolni mez. Tedy

sup(X) = min({horni meze X}) a inf(X) = max({dolni meze X}).

Supremum a infimum opét nemuseji existovat, ale existuji-li, jsou urcené
jednoznacné. Na rozdil od maxima a minima nemuseji patiit do mnoziny X.
Jsou to relativni pojmy: i kdyz mnozinu X nezmeénime, pridani ¢i odebrani
prvkid nadmnoziny 7" mtize supremum ¢i infimum zménit.

Priklady. 1. Necht X = {a € Q: 0 < a <1}, Y = {a € Q:
a<1},Z={acQ: 0< a< 3} a linearni usporddani je (Q, <)
s obvyklym uspotddanim. Pak sup(X) = sup(Y) = 1, sup(Z) neexistuje,
inf(X) = inf(Z) = 0 a inf(Y) neexistuje. 2. Kazda konecnd podmozina
X linearniho usporadani ma maximum i minimum a supremum i infimum a
plati, ze max(X) = sup(X) a min(X) = inf(X).

Supremum mnoziny X, kdyz existuje, ma tyto vlastnosti:
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e sup(X) > a pro Va € X;
e VoeT,b<sup(X)Ja€ X: a>0b.

Je to vlastné ekvivalentni definice suprema, jen jsme jinak zapsali pozadavek,
ze sup(X) je nejmensi horni mez X. Podobné inf(X) < a pro kazdé a € X a
pro kazdé b € T, b > inf(X), existuje prvek X, ktery je mensi nez b.

Zavedeni realnych ¢isel

Necht (T,<) je néjaké linearni usporadani. Rekneme, ze spliiuje aziom
suprema, kdyz ma nasledujici vlastnost.

A14. Kazda podmnozina X C T, ktera je neprazdna a shora omezena, mé
supremum.

Uvidime, ze (Q, <) (s obvyklym lin. uspofddanim) axiom suprema nespl-
nuje, ale redlna ¢isla (opét s obvyklym lin. uspofadanim) ho spliuji.

Véta 1.1 (charakterizace realnych cisel)
Existuje usporadané téleso splnujici axiom suprema. Az na izomorfismus je
urcené jednoznacneé.

Toto usporadané téleso nazyvame telesem redlngch cisel a znac¢ime ho R.
Je to tedy az na izomorfismus jedina struktura (7', +, X, <), kterd spliiuje
vSechny axiomy A1-A14.

Priklad. Ukazeme, Ze zlomky s obvyklym linedrnim usporadanim nespliuji
axiom suprema. Vezmeme mnozinu zlomkt

A={acQ: a>0&a®<2}.

Je neprazdna a shora omezena, protoze napiiklad 1 € A a a < 2 pro Va € A.
Budeme ptedpokladat, ze néjaky zlomek S je jejim supremem, S = sup(A),
a odvodime spor. Protoze 1 € A a 2 je horni mez A, mame 1 < .S < 2. Musi
nastat jedna ze tif moZnosti: S? < 2, S? = 2 a S? > 2. Jak uz vime, druh4
moznost nenastava, protoze 2 neméa v Q druhou odmocninu. Necht S? < 2.
Pro kazdé dostatecné malé e € ), 0 < e < 1, mame, ze

(S+e)P=5"+2S+e*<S*+e(2S+1) < S +5e <2
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(“dostateéné malé” tedy znamend e < (2 — S?)/5), ¢ili S +e € A. Ale
S+ e € A jespor s tim, ze S je horni mezi A. Necht S? > 2. Pro kazdé
dostatecné malé e € ), 0 < e < 1, mame, ze

(S—e)=5%—-2eS+e*> 5% —2e5 > 5% —4de > 2

(“dostatecné malé” tedy znamend e < (S? —2)/4). Tedy (S —€)* > 2 > a?
pro kazdé a € A, a tak S — e > a pro kazdé a € A. Vidime, Ze S — e je horni
mezi A, coz je spor s tim, Ze S je nejmensi horni mez A.

Dtvod, pro¢ A nemd supremum (i kdyz je shora omezenéd a neprazdnd), je
ten, Ze hodnota funkce 22 se pro malou zménu argumentu x také malo zméni,
ale pro z € Q se z? nikdy piesné netrefi do 2. KdyZ dokdzeme ke Q piidat
néjaké dalsi prvky, aby byl splnén axiom suprema, mnozina A bude mit
supremum S a nevyhnutelné pro néj nastane druhd moznost S? = 2 (prvni
a tfeti vedou stale ke sporu). Pfiddanim novych prvka ke Q tak vyrobime
nejenom supremum mnoziny A, ale, coz je zajimavéjsi a dulezitéjsi, souc¢asné
i feSeni rovnice 22 = 2, odmocninu z ¢&isla 2, a feSeni mnoha a mnoha jinych
rovnic, jako jsou 27 = 11, 2* —z = 3 apod. Poznamenejme jesté explicitné, ze
nové prvky chceme pridat tak, aby supremum méla kaZdd neprazdné a shora
omezena mnozina, véetné mnozin obsahujicich nové pridané prvky, a nikoli
pouze kazda neprazdna a shora omezend podmnozina Q.

Nastin dukazu Veéty 1.1

Podrobné dukaz v tomto textu délat nebudeme.

Véta 1.2 (Cantorova véta o vnorenych intervalech)
Necht' I, = [an, b,), kden =1,2,... a a, < b, jsou realnd cisla, je systém do
sebe vnorenych intervalii:

LOLDOI3D. ...

Pak existuje c¢islo L € R, které lezi v kazdém z téchto intervalii. Pokud navic
pro kazdé ¢ > 0 existuje N € N takové, zZe interval Iy (a tedy i interval
Ini1, Inyo,...) ma délku mensi neZ €, je takové ¢islo L jediné, to jest

() 1. = {L}.
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Dikaz. Protoze I,, D I, pro m < n je ekvivalentni s a,, < a, < b, < b,
levé koncové body a; a pravé koncové body b; spliiuji nerovnosti

ap <ay<az<...... < bz < by < by,

specialné zadny levy koncovy bod neni vétsi nez zadny pravy koncovy bod.
Polozime

L =sup({a, : n € N}).

Z vlastnosti suprema hned plyne, Ze a,, < L pro kazdé n € N (je to horni mez
dané mnoziny) a Ze neexistuje b, mensi nez L (z b, < L by plynula existence
néjakého a,, vétsiho nez b,—L je nejmensi horni mez dané mnoziny—a to je
ve sporu s nerovnostmi pro a; a b;). Takze a,, < L <b, prokazdé na L € I,
pro kazdé n.

Abychom dokézali zbyvajici ¢ast véty, predpokladejme, ze K a L jsou dvé
rizna ¢isla lezici ve vSech intervalech I,,. Pak kazdy interval I,, musi mit délku
alesponl |K — L| a podminka na délky intervalti neni pro 0 < ¢ < |K — L
splnéna. O

Véta 1.3 (Cantorova véta o nespocetnosti R)
Mmnozina realnych cisel je nespocetna, to jest neexistuje bijektivni zobrazeni
mezi mnozinami N a R.

Diikaz. Dokézeme, 7ze pro kazdou posloupnost realnych ¢isel (aq, as, . . .) exis-
tuje redlné ¢islo «, které se v ni nevyskytuje: a # a,, pro kazdé n € N.
Proni dikaz za pomoci Véty 1.2. Bud dana posloupnost (aq, as, .. .). Vez-
meme interval [0, 1] a rozdélime ho na tietiny [0, 5], [3, 3] a [2,1]. Cislo a; v
nékteré z nich nelezi (pokud naptiklad a; = %, lezi a; ve druhé i treti treting,
ale ne v prvni). Jako interval /; vezmeme tu tfetinu, v niz a; nelezi. Nyni
“zabijeme” cislo as: rozdélime [, na tfetiny a jako interval [ vezmeme tu z

nich, v niz ay nelezi. (Pokud napiiklad I; = [3, 2] a ay nelezi ve tfeti tieting
I, kKlademe I, = [3 + 2 2] = [2,2].) D4l pokracujeme zfejmym zpiisobem.

Sestrojime tak systém do sebe vnorenych intervalt
]13[23]33...

s tou vlastnosti, ze a, ¢ I, pro kazdé n € N. Podle Véty 1.2 exisuje ¢islo
a € R takové, ze o € I, pro kazdé n € N. Odtud plyne, ze o # a,, pro kazdé
n € N.
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Druhy dikaz Cantorovou diagondlni metodou. Bud déna posloupnost
(ay,as,...). Pro myn € N si jako a,(m) ozna¢ime m-tou cifru za desetin-
nou carkou v dekadickém rozvoji ¢isla a,; méa-li rozvoj jen konec¢né mnoho
cifer za desetinnou ¢arkou, doplnime je nekone¢né mnoho nulami, a v pii-
padé dvojznacného dekadického rozvoje (napiiklad 134,300684999999... a
134, 300685000000 . .. je totéz realné ¢islo) volime rozvoj s koneéné mnoha
devitkami. Cislo a pak definujeme dekadickym rozvojem

Cl/:(),blbgbg...,
kde n-ta cifra b,, je dana vztahem

. an(n)+1 pro0<a,(n)<8a
" | an(n) —1 pro a,(n) =8 nebo 9.

V tomto rozvoji se za desetinnou carkou nevyskytuje ani jedna devitka a je
tedy jednoznacény. Dale b,, # a,(n) pro kazdé n € N. Tudiz a # a,, pro kazdé
n € N. O

2 Posloupnosti a rady realnych ¢isel

V této kapitole se budeme zabyvat limitami posloupnosti a jejich vlast-
nostmi. Posloupnosti (redlnych ¢isel) rozumime zobrazeni a : N — R. Pro
n € N piSeme hodnotu a(n) jako a, a celou posloupnost zapisujeme jako
(ay,as,as, ...) nebo jako (a,),>1 nebo, struénéji, jako (a,).

Priklady posloupnosti. 1. (a,)n.>1 = (1,2,3,4,5,6,...), kde a, = n. 2.
(an)ns1 = (2,4,8,16,32,64,...), kde a, = 2. 3.

) kdea, = ="

1
AV TR

Wl

_ 11 1
(%)@1 = <—7g7757—\ﬁ;

(Pn)n>1 = (2,3,5,7,11,13,17,19,23, . ..), kde p, je n-té prvocislo.

Posloupnost (a,) mize byt zadanéd explicitnim vzorcem (formuli, vlast-
nosti), jako v predeslych pfikladech, nebo rekurentné (pomoci rekurent-
ntho vzorce) odkazem k sobé samé. Rekurence méa obecné tvar a, =
flai,aq,... ,a,_1), n-ty ¢len posloupnosti se vypocita z predchozich ¢lent.
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Priklady rekurentnich posloupnosti. 1. Posloupnost mocnin dvojky
(2,4,8,16,32,...) lze definovat i rekurentné jako a; = 2 a a,, = 2a,_1 pro
n > 2. 2. Posloupnost Fibonacciovych cisel

(F)ns>1 = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...)

definujeme rekurenci F; = Fy, =1a F, = F,,_1 + F,,_s pro n > 3. Explicitni
vzorec pro F;, je

n

F,=—
V5 2 2

3. Posloupnost ¢tverctt (1,4,9,16,25,36,...), kde a,, = n?, se d4 rekurentné
definovat jako a1 = 1 a a,.1 = a, + 2n + 1. 4. Posloupnost zadana rekurenci
b1 =1la bn+1 = blbg .. bn + 2 zaciné

(1,3,5,17,257,65537, .. .).
Nedé se n-ty ¢len napsat explicitnim vzorcem

Posloupnost (a,) je shora omezend, kdyz mnozina {a,, : n € N} ma horni
mez. Podobné je posloupnost zdola omezend, kdyz mnozina jejich ¢lenti méa
dolni mez, a je omezend, je-li shora i zdola omezena. Posloupnost (a,) je
neklesajici (= slabé rostouci), pokud m < n = a, < a,, a je nerostouct
(= slabé klesajici), pokud m < n = a,, > a,. Posloupnost (a,) je klesajict,
pokud m < n = a,, > a,, a je rostouct, pokud m < n = a,, < a,. Rekneme,
ze (ay) je cauchyovskd, kdyz

VeeR,e>03INeN: myn>N = |a, —a,| <e¢.

Limita posloupnosti

1Jak se tento vzorec odvodi? Reknéme, Ze mame ¢islo o € R spliiujici rovnici o? = a+1.
Vynésobenim o™ dostaneme vztah a2 = o"*! +a™ pro kazdé n € N. Takze posloupnost
(a,a?,0?,...) splituje rekurenci, az na poc¢ateéni podminky. Reseni kvadratické rovnice
a?=a+1jears=(1++5)/2, a madme dokonce dvé ¢isla a s pozadovanou vlastnosti.
Kazd4 linearni kombinace (an)n>1 = u(ag,ad,...) + v(az,a3,...) s koeficienty u,v € R
splituje rekurenci. Vhodnou volbou u a v, totiz u = 1/v/5 a v = —1/+/5, dosdhneme, Ze
jsou splnény i pocateéni podminky a; = as = 1.
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Definice. Cislo L € R je limitou posloupnosti (a,),>1, pokud pro kazdé
e > 0 existuje takovy index ny € N, Ze pro kazdé n > ng plati |a, — L| < ¢.

Pak piseme
lim a, = L

n—oo

nebo lima,, = L nebo, ze a,, — L pro n — oo. Rikdme také, ze a,, konverguje
k L. Ma-li posloupnost limitu, je konvergentni, jinak je divergentni. Zatim
jako limity posloupnosti povolime jen realna ¢isla, tzv. nevlastni limity +oo
a —oo zavedeme pozdéji.

Poznamky. 1. V dutkazech vysledki o limitdch budeme ¢asto pouzivat
trojihelnikovou nerovnost |a + b| < |a| + |b|, kterd plati pro kazdé a,b € R.
2. Konvergence ¢i divergence posloupnosti se neporusi, kdyz zménime pouze
kone¢n& mnoho jejich ¢lent. 3. Cislo L € R neni limitou posloupnosti (a,),
pravé kdyz

de>0Vng e NIneN: (n>ng) & la, — L| > ¢,

to jest existuje € > 0 takové, zZe nekonecné mnoho ¢lenti posloupnosti ma od
L vzdalenost alespon ¢.

Piiklady limit. 1. Plati, Ze lim1/n = 0. Pro dané £ > 0 vezmeme N € N
tak velké, ze 1/N < e. Pak n > N déva 1/n < 1/N < e a |l/n—0] < e.
2. Konstantni posloupnost (c,c,c,c,...) mé jako limitu ¢. 3. Posloupnosti
(1,2,3,4,5,6,...) a ((—1)"),>1 jsou divergentni. 4. Plati, Ze

lim nY/" = 1.

Ptedpokladejme pro spor, Ze 1 neni limitou posloupnosti (n/")s;. Protoze
n'/" > 1 pro kazdé n € N, znamen4 to, Ze existuje ¢ > 0 a posloupnost
prirozenych ¢isel 1 < ny < ng < ng < ... spliujici
n/™ > 1+ ¢ pro Vk € N.
Podle binomické véty (mame ny > 2),
ng n .
ng > (1+¢e)™ = Z ( k) "> nge 4+ ng(ng — 1)e?/2.

- 1
=0
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Po vydéleni n; dostavame, ze 1 > ¢ + (n, — 1)e?/2 pro kazdé k € N. Ale
viraz (ny — 1)e?/2 je pro velké k vétsi nez libovolna konstanta a nemtize byt
shora omezeny ¢islem 1, coz je spor.

Obecné vysledky o konvergenci posloupnosti

Véta 2.1 (jednoznac¢nost limity)
Kazda posloupnost realnych c¢isel ma nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pro spor budeme ptedpokladat, ze (a,),>; ma dvé limity K < L.
Vezmeme ¢ > 0 tak malé, 7ze ¢ < (L — K)/2. Protoze K i L je limita po-
sloupnosti, existuji ¢isla ny,ny € N takova, ze n > ny = |a, — K| < ¢
an > ng = |a, — L| < e. Pak ale pro n vétsi nez max(ni, ny) plati obé
nerovnosti soucasné: |a, — K| < € & |a, — L| < e. Pomoci trojuhelnikové
nerovnosti odtud ziskame spor:

L-K=|L-K|<|L—ay|+|a,— K| <2 <L-K.

Véta 2.2 (monotonie a omezenost = konvergence)
Je-1i posloupnost (a,),>1 C R neklesajici a shora omezend, je konvergentni a

lim a, =sup({a, : n € N}).

n—oo
Podobné je kazda nerostouci a zdola omezena posloupnost konvegentni a
infimum mnoziny jejich cleni je jeji limitou.

Diikaz. Supremum mnoziny {a, : n € N} oznacime jako s. Bud déno € > 0.
Pak, podle vlastnosti suprema, a,, < s pro vSsechny n € N a existuje m € N
tak, ze a,, > s — . Diky monotonii posloupnosti mame a,, > a,, pro n > m,
takze n > m = s — ¢ < a, < s alima, = s. Druh& ¢ast véty se dokazuje
analogicky. a

Priklad. Pomoci predchozi véty rozhodneme o konvergenci rekurentni po-
1 _ _ 1 1 soLMe v ,
sloupnosti (z,,), kde 1 = 2 a x4 = 57, + - Prvni tii ¢leny této po-
sloupnosti jsou z; = 2, o = % a r3 = % Ukazeme, ze je nerostouci a
zdola omezena. Druha vlastnost je zfejma, protoze x,, > 0 pro kazdé n € N.
Dokazeme prvni vlastnost. Nejprve dokézeme, 7ze v/2 je dolni mez &lenti po-

sloupnosti. Jisté z; = 2 > /2. Pro n > 1 méme, s pouZitim nerovnosti
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“TH’ > v/ab mezi aritmetickym a geometrickym primérem (jez plyne upravou
nerovnosti (v/a — vb)? > 0), 7e

_ 1 1 22, +2 1
Ty = L = s > 22 | =2
2 Tp—1 Tp—1 2 Tp—1
Odtud uz plyne monotonie:
T, 1 1 Tn
Tani =5 b — S = — < e 2< 1’ —= V2<u,
Tn Tn

Podle piedchozi véty a nerovnosti z,, > v/2 je (z,,) konvergentni a
lim z, = inf({z,, : n € N}) > V2.
Pozdéji spocitame, ze limz, = /2.

Necht A = (a1, a,as, ...) je posloupnost redlnych ¢isel. Rekneme, 7e po-
sloupnost B = (by, b, b3, . ..) je podposloupnosti posloupnosti A, nebo ze B
je posloupnost vybrand z A, kdyz existuje rostouci zobrazeni f : N — N (t;j.
m < n = f(m) < f(n)) takové, ze b, = ay@) pro vSechna n € N. Jinak
feceno, existuje posloupnost prirozenych cisel 1 < k; < ky < ..., pro niz
plati, ze b, = ay,, .

Piiklady podposloupnosti. 1. (as,aq4,as,as,...) je podposloupnosti
(an)n>1; zde b, = ag, a f(n) = 2n. 2. Posloupnost ¢tverct pfirozenych ¢isel
(1,4,9,16,25,36,49,...) je vybrana z posloupnosti (1,2,3,4,5,...), ale neni
ani podposloupnosti sudych ¢isel (2,4,6,8,10,...) ani podposloupnosti po-
sloupnosti (9,2,3,4,5,6,7,8,1,10,11,12,...) (zde si 9 a 1 v Ffad€ prirozenych
¢isel vyménily mista).

Poznamky. 1. “Byt podposloupnosti” je reflexivni a tranzitivni relace na
mnoziné vSech posloupnosti: (a,,) je podposloupnosti sebe samé a kdyz je (a,,)
vybrand z (b,) a ta je vybrand z (c,), je (a,) vybrand i z (¢,). 2. Neni to
ale antisymetricka relace: jako cviceni najdéte takové dvé rtizné posloupnosti
(a,) a (by), ze (an) je vybrana z (b,) a naopak. 3. V§imnéte si, ze indexy
posloupnosti (a, ),>1 vybrané z (a,),>1 spliiuji pro n = 1,2,... nerovnost
k, > n.

Tvrzeni 2.3 (podposloupnost ma tutéz limitu)
Je-li (b,)n>1 vybrana z posloupnosti realnych ¢isel (ap)n>1 a lim, o a, = L,
potom ilim,, ... b, = L.
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Diikaz. Plati, ze b, = ay,, kde (k,)n>1 je rostouci posloupnost pfirozenych
¢isel. Bud déno € > 0. Pak existuje N € N, ze n > N = |a, — L| < €. Protoze
k, > n pro kazdé n € N, mdme in > N = |b, — L| = |ax, — L| < ¢ a tedy
b, — L pro n — oo. O

V matematice je fada vét a vysledki, které na obecné roviné fikaji, ze
“tplny nepotradek je nemozny”, Ze kazda struktura z néjaké tiidy struktur
musi mit “hezkou” podstrukturu. Znamy priklad predstavuje véta o vecirku:
Na kazdém vecirku, jehoZ se ucastni alespon sest lidi, se najdou tri lide, kteri
se navzajem znaji nebo tii lidé, kteri se navzdjem neznaji (predpokldddme, Ze
relace zndmosti je symetrickad). Dukaz je prosty. Vezmeme jednoho ti¢astnika
vecirku, tfeba Annu. Kromé ni je na vecirku alespon pét dalsich lidi. Nekteri
z nich Annu znaji a ostatni ji neznaji. Je jasné, Ze se najdou tii lidé, kteri
Annu znaji, nebo t¥i, ktefi ji neznaji (jinak by na veéirku kromé Anny byli
nejvyse 2 + 2 = 4 lidé). Necht nastava druhy piipad, prvni se vySetiuje
podobné. Pokud se tfi lidé, ktefi neznaji Annu, vzajemné znaji, mame trojici
vzajemneé se znajicich lidi. Pokud se nékteii dva z nich neznaji, pak tito dva
spolu s Annou tvofi trojici vzajemné se neznajicich tcastnikt vecirku. Pro
veCirky s péti a méné lidmi uz véta neplati. Obecné Ramseyova véta Tika, ze
pro kazdé n € N existuje takové N € N, Ze na kazdém vecirku s N a vice
lidmi se najde n ucastniki, ktefi se navzajem znaji nebo n tcastniki, kteri
se navzajem neznaji. Nasledujici véta o posloupnostech redlnych cisel patti
pravé mezi véty tohoto druhu, véty o “nemoznosti iplného neporadku”.

Véta 2.4 (Bolzanova—Weierstrassova véta)
Kazda omezena posloupnost realnych cisel ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Predpokladame, 7ze A = (ap),>1 je omezena posloupnost realnych
¢isel: existuji cisla a,b € R takova, ze a < a,, < b pro vSechna n. Polozime
I, = [a,b] a k; = 1. V intervalu I lezi vSechny ¢leny posloupnosti A, kterych
je nekoneéné mnoho. Rozdélime /; na dvé poloviny (ptlicim bodem (a+b)/2).
Jako interval I zvolime tu polovinu, do nizZ padne nekoneéné mnoho ¢lent
posloupnosti A. (Alespon jedna z polovin tuto vlastnost mit musi. Kdyby
v kazdé z nich leZelo jen koneéné mnoho c¢lent A, celd A by dohromady
méla také jen konetné mnoho ¢lentd, coz neni pravda.) Mizeme tedy zvolit
ky € N tak, ze ky > ki a ag, € Is. Protoze v I, lezi nekone¢né mnoho
¢lentd posloupnosti A, do alespon jedné z polovin I jich opét musi padnout
nekoneéné mnoho a za interval I3 zvolime tu polovinu, pro niz to plati (plati-
li to pro obé, vybereme si libovolnou). Diky nekonec¢nosti poc¢tu ¢lent A v
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I5 opét muzeme vybrat k3 € N tak, ze k3 > ks a ay, € I3. DAl postupujeme
analogicky. Konkrétné, v r-tém kroku méame zvoleny intervaly Iy, I, ..., I,
a prirozena Cisla ky = 1 < ky < ... < k, tak, ze ;11 je jedna z polovin [;,
ax, € I; a v I, lezi nekonecné mnoho ¢lenti posloupnosti A. Jako interval [,
vezmeme tu z polovin /,, do niz padne nekone¢né mnoho ¢lenu A, a zvolime
kry1 € N tak, Ze k41 > k, a ap,,, € I,41. Takto sestrojime (nekonecny)
systém vnorenych intervali

L DILbDI3D...
a (nekonecnou) posloupnost prirozenych ¢isel (k,),>1 s témito vlastnostmi:

1. pro kazdé n € N je I,,11 jedna z polovin intervalu [,,, specialné |, 1| =

|11/2;
2. 1=k < ko < k3 < ... (je to rostouci posloupnost);
3. ax, € I, pro viechna n € N.

Podle Véty 1.2 existuje realné cislo L, dokonce jediné, které lezi ve vsech
intervalech I,,:

()1 ={L}.

Bud nyni dano ¢ > 0. Protoze |I,,| = |[[,-1|/2 = |[,—2|/4 = -+ =
|I1]/2"~1, miizeme zvolit tak velké N € N, Ze |Iy| < . Pro n > N méame, ze
ax, € I, C Iy a L € Iy, a tak

n>N:>\akn—L] < |IN| < e&.
Vybrand posloupnost (ay, ),>1 tedy konverguje k L. O

Pfipomenme si, Ze posloupnost (a,) je cauchyovska, kdyz pro kazdé ¢ > 0
existuje N € N tak, ze pro kazdé dva indexy m,n € N vétsi nez N plati,
ze |a, — a,| < €. Posloupnost tedy neni cauchyovska, pokud existuje ¢ > 0
takové, ze pro kazdé N € N existuji dva indexy m a n vétsi nez N, pro néz
plati, ze |a,, — a,| > ¢.

Véta 2.5 (konvergence <= cauchyovskost)
Posloupnost (a,),>1 C R je konvergentni, pravé kdyz je cauchyovska.
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Dikaz. Implikace =. Pfedpokladame, Ze a, — L pro n — oo. Bud déno
e > 0. Existuje ng € N takové, ze n > ny = |a, — L| < e. Diky A-ové
nerovnosti, m,n > ng = |a, — a,| < |ay, — L] + |L — a,| < 2¢. Vidime, ze
posloupnost je cauchyovska.

Implikace <. Pfedpokladame, Ze (a,)n>1 je cauchyovska. Bud dano € > 0.
Z cauchyovskosti plyne, Ze (a,),>1 je omezena. (Pro ¢ = 1 existuje NV € N,
ze myn > N = |a,, — a,| < 1. Tudiz |a,| < max(|ai|, |az|, ..., |an|, |ans1| +
1) pro vSechny n € N.) Podle Véty 2.4 ma konvergentni podposloupnost:
existuje posloupnost prirozenych ¢isel 1 < ky < ky < ... a ¢islo L € R tak, ze
ay, — L pron — oo. Pro né&jaké ny € N tedy plati, ze n > ng = |ay, —L| < €.
Dale diky cauchyovskosti existuje n; € N takové, ze m,n > ny = |a,, —a,| <
e. Takze n > max(ng,n1) = |a, — L| < |an, — ax, | + |ag, — L| < 2¢ a celd
posloupnost konverguje k L. O

Piiklady. 1. Posloupnost (—1,1,—1,1,—1,...) = ((—1)"),>1 neni cauchy-
ovskd, a tedy ani konvergentni, protoZe |a, — a,11| = 2 pro kazdé n € N. 2.
Posloupnost

L1+ i+l lap iy el kdea, =30, L

neni cauchyovska, a tedy ani konvergentni, protoze

2n
1 11
_ — Z>p. - Z
jazn = an| iznﬂz‘—” om 2

pro kazdé n € N.

Aritmetika limit

Tvrzeni 2.6 (limity a uspofadani)
Necht' (a,) a (b,) jsou konvergentni posloupnosti redlnych ¢isel s limitami
lima, = A alimb, = B.

1. Kdyz A > B, pak existuje ng € N tak, ze n > ny = a, > b,.
2. Kdyz existuje ng € N tak, ze n > ny = a,, > b,, pak A > B.

Diikaz. 1. Zvolime ¢ > 0 tak malé, 7ze ¢ < (A — B)/2. Pro dostate¢né velké
indexy n je a, blize k A neze ab, jeblizek Bneze:n >ng=A—¢c<
a, < A+e& B—¢<b, < B+e. Diky volbé e mame B +¢ < A—¢, a tak
by < B+e< A—e<a,.
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2. Predpokladejme pro spor, ze A < B. Pak, podle bodu 1, pro néjaké
ny € N plati, ze n > n; = a, < b,. Pro n > max(ng,n;) by pak muselo
platit soucasné a, < b, i a,, > b,, coz je spor. O

Poznamka. Ostra nerovnost mezi ¢leny posloupnosti muze v limité prejit
v rovnost, napriklad % > % pro kazdé n € N, ale lim% = lim % =0.
Tvrzeni 2.7 (véta o dvou policajtech)

Necht redlné posloupnosti (ay,), (b,) a (¢,) spliuji, ze (i) lima, = limb, =
L € R a (ii) existuje ng € N tak, ze pro n > ng plati a, < ¢, < b,. Potom i
(¢n) je konvergentni a lime, = L.

Diikaz. Bud ddno ¢ > 0. Protoze lim a,, = lim b,, = L, existuje takové n; € N,
ze pro n > ny lezi a, i b, v intervalu (L — e, L + €). Pro n > max(ng, n;)
lezi navic ¢, mezi a, a b,, takze lezi také v intervalu (L — ¢, L + ¢). Tedy
n > max(ng,n1) = |c, — L| < e. O

Tvrzeni 2.8 (limity a aritmetické operace)
Necht (a,) a (b,) jsou konvergentni posloupnosti redlnych ¢isel s limitami
lima, = A alimb,, = B. Potom

1. lim(a,, +b,) = A+ B;
2. lim(a,b,) = AB;
3. pokud b, # 0 pro kazdé n € N a B # 0, pak lim $* = %.

Dikaz. Bud dédno malé ¢ > 0, vezmeme rovnou ¢ < 1. Protoze a, — A i
b, — B pro n — oo, mizeme zvolit ng € N tak velké, ze n > ng = |a, — A| <
e & |b, — B| < . Pfedpokladame, ze n > ny.

1. Podle A-ové nerovnosti,

[(an +b,) = (A+B)| = |(an —A)+ (b, — B)|
< la, — A|+ |b, — B|
< 2e.

Tedy i a,, + b, — A+ B pro n — oo.
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2. Podle A-ové nerovnosti a nerovnosti |b,| < |b, — B| + |B| < e+ |B| <
1+ B,

|anby — AB| = |anb, + Ab, — Ab, — AB| = |(a, — A)b, + A(b, — B)|
< lan — Al [bal +[A] - b — B
< e(|B|+1) +|Ale
< (JA|+|B|+1).

Tedy i a,b, — AB pro n — oc.
3. Nyni vezmeme ¢ > 0 rovnou tak malé, ze ¢ < |L§|' Pak, pro n > ny,
IB] < |B = by| + |ba] < &+ |ba] a|by] > |B] —e > BLS pouzitim A-ové

. . B /2
nerovnosti a nerovnosti |b,| > % dostavame

a, A anB — Ab,| |a,B— AB+ AB — Ab,
b, B b, B b, B
|an — Al - |B] + |A] - | B — by
- |bn - | B
e(|Al+[B])
| B|?/2
Tedin—:—>%pron—>oo. a

Poznamka. 7 bodi 1 a 2 této véty vyplyva, ze kdyz a, 6 € R a a,, — A,
b, — B pro n — oo, potom aa, + b, — oA+ B pro n — oc.

Priklad. Dopocitame piiklad o rekurentni posloupnosti uvedeny po
Vété 2.2. Ukéazali jsme, Ze posloupnost (z,) dand rekurentné jako z; = 2
alTpy =5+ xi ma vlastni limitu L > 0. Podle pfedchozi véty

n o1 lim x,, 1 L
L =limz, =limz,;; = lim (w_+_> _ e + :§_|_

=

2 Tn 2 lim z,,

Mame rovnici L = % + %, Gli L2 =2a L =2 (L = —+/2 nelze, protoze
vime, ze L > 0).

Tvrzeni 2.9 (nasobeni limitni nulou)
Pokud je posloupnost (a,) C R omezena a posloupnost (b,) C R konverguje
k nule, pak i posloupnost (a,b,) konverguje k nule.
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Diikaz. ProtoZe (a,) je omezend, existuje takové ¢ € R, ze |a,| < ¢ plati pro
kazdé n € N. Bud dano € > 0. Z lim b,, = 0 plyne existence takového ng € N,
ze |b,| < e. Tedy |anb,| = |an| - |bn] < ce. Tedy i (a,b,) konverguje k nule. O

Poznamka. Nula m4 jako limita vyjimeéné postaveni. Pokud totiz (a,)
diverguje a (b,) konverguje, ale ne k nule, pak (a,b,) diverguje.

Nevlastni limity

Zavedeme nevlastni limity +oo a —oo. Posloupnost (a,) C R md (ne-
vlastni) limitu +o0o (resp. —o0), kdyz pro kazdé ¢ € R existuje takové ng € N,
ze n > ng = a, > c (resp. n > ny = a, < c). PiSeme

lim a, = 400, resp. lim a, = —o0
n—oo n—oo
nebo lima, = 400, resp. lima,, = —oo. Pokud lima, € R, mluvime pro

rozliSeni o vlastni limité. Obecné posloupnost (a,) C R tedy bud méa vlastni
limitu, je konvergentni, nebo nema vlastni limitu, je divergentni. Divergentni
posloupnost bud ma nevlastni limitu +o0o nebo —oo, nebo nema vibec zad-
nou limitu, ani nevlastni.

Pfiklady nevlastnich limit. limn®—2" = —oco, lim y/n = 400 a posloup-
nost (1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,...) neméa limitu (ani nevlastni).

Rozsirend redlnd osa R* je mnozina R* = R U {400, —oco}. Relaci uspo-
rfadani a aritmetické operace rozsitfime na symboly +o00 a —oo néasledujicim
zpusobem:

VaeR: —oo < a < +00;

Va € R*,a # —oc0: a+ (+o00) =

Va € R*,a # +00 : a+( ) = (—00) +a=—

Va € R*,a>0: a(xoo) = (+oo)a = +o0;

Va € R*,a <0: a(xoo) = (+oo)a = Foo;
a

A R: — =0.
a € oo

Zbylé vyrazy

+o00

(+00) + (=00, (=00) + (+00), 0+ (£00), (£00) -0, T, &

pro a € R*
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—soucet dvou nekonecen s opac¢nymi znaménky, soucin nuly a nekonecna,
podil dvou nekonecen a kazdy podil s nulou ve jmenovateli—ponechavame
nedefinované, jsou to tzv. neurcité vyrazy.

Symbol +oo (resp. —oo) zastupuje posloupnosti s limitou +oo (resp.
—00). M4 dobry smysl definovat naptiklad vysledek nasobeni (4+00) - (—o0)
jako —oo, nebot pro kazdé dvé posloupnosti redlnych ¢isel (a,) a (b,) spl-
nujici a,, — 400 a b, — —oo plati, ze a,b, — —oo. Obdobné tvrzeni plati
pro kazdy hotejsi definovany vyraz obsahujici nekonecno. Na druhou stranu
nelze tieba dost dobfe Fici, co by mélo byt vysledkem nésobeni 0 (400), pro-
toze jenom z predpokladi a,, — 0 a b, — 400 neplyne nic o limité lim a,b,,.
Napriklad

(=" (="

lim =0, limn =400 a lim -n neexistuje
n n
.1 . !
lim— =0, limn=+o00 a lim—-n=1
n n
. ]. . 2 . ]- 2
lim— =0, limn® =400 a lim—-n” =400
n n

a tak dale—limita soucinové posloupnosti neexistuje nebo to muize byt cokoli
z R*. Stejna situace nastava pro vSechny neurcité vyrazy.

Poznamky. 1. Piesnéji, § je pro a # 0 méné neurcity vyraz, nez ostatni,
jak ukazuje nasledujici tvrzeni: existuje-li limita odpovidajici podilové po-
sloupnosti, mtze to byt jen 400 nebo —oo. OvsSem vyraz % je stejné neurcity,
jako ostatni: limita odpovidajici podilové posloupnosti nemusi existovat nebo
ji mtize byt cokoli z R*. 2. Jsou i dalsi neurcité vyrazy, tfeba 17> (rozmyslete
si, ze z predpokladt a, — 1 a b, — 400 neplyne nic o limité lim a’).

Tvrzeni 2.10 (d€leni limitni nulou)

Necht posloupnosti (ay),(b,) C R spliuji, ze lima, = A € R, A > 0
(miize byt A = 4+00), limb, = 0 a b, # 0 pro vSechny n € N. Rozlisime
tri (vzajemné se vylucujici) pfipady: (i) b, > 0 pro n > ng, (ii) b, < 0 pro
n > ng a (iii) nenastava ani (i) ani (ii), takze b, méni nekonec¢nékrat casto
znaménko. V prvnim pfipadé lim $* = +o0, ve druhém lim §* = —oco a ve
tretim tato limita neexistuje.

Diikaz. Protoze lima, > 0, existuje 6 > 0 an; € N tak, ze n > n; = a, > 0.
Predpokladejme, Ze nastava piipad (i), pfipad (ii) je velmi podobny. Bud
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ddno ¢ € R, ¢ > 0. Protoze plati (i) a b, — 0, existuje ny € N tak, ze
n>ny = 0<b, <2 Odtud

n > max(ny,ny) = — > — = c.

Tedy §» — 400 pro n — oc.

Predpokladejme, ze nastava ptipad (iii). Necht § a n; jsou jako v pfipadu
(). Vezmeme libovolné ¢ > 0. Existuje ny € N tak, ze n > ny = —¢ <
b, < e. Pro n > max(ny,ns) je a, > 0 > 0, ale b, je nekonecnékrat kladné a
nekonecnékrat zaporné. Kazda z nerovnosti

Uy O O 0 0
b, € b, —¢ €

tedy nastava pro nekoneéné mnoho n. To znamena, zZe lim 3 neexistuje. O
n

Nyni probereme, jak se dosavadni vysledky o limitach zméni, povolime-li
jako limity kromé redlnych cisel i +00 a —o0. Véta 2.1 o jednoznacnosti limity
se neméni: kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu, véetné nevlastnich
limit. Vétu 2.2 o monotonnich posloupnostech lze upravit takto:

Véta 2.2* (monotonie = existence limity)
KazZda neklesagici posloupnost ma limitu, vlastni, je-li shora omezend, a +o0
Jinak.

Tvrzeni 2.3 o podposloupnosti se neméni: podposloupnost ma touz limitu
(vlastni ¢ nevlastni), jako pivodni posloupnost. Jednoduché modifikace
diikkazii pro pripad nevlastnich limit jsou vhodnym cvicenim. Bolzanovu—
Weierstrassovu vétu (Véta 2.4) lze pro nevlastni limity modifikovat nésle-
dovné.

Véta 2.4 (B.—W. véta pro vSechny posloupnosti)
Kazdd posloupnost (a,) C R md podposloupnost, kterda ma limitu (viastni
nebo nevlastni).

Diikaz. Pripad omezené posloupnosti byl vyresen v diikazu Véty 2.4. Predpo-
kladejme proto, Ze (a,) neni shora omezend; pfipad, Ze neni zdola omezen4,
je prakticky identicky. Je jasné, Ze pro zadné k € N ani (ay, agi1,...) neni
shora omezend. Protoze (ay,as,...) neni shora omezené, existuje takovy in-
dex n; € N, Ze a,, > 1. ProtoZe (an,+1,@n,+2,...) neni shora omezena,
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existuje takovy index ns € N, Ze ngy > n; a a,, > 2. DAl postupujeme na-
znacenym zpusobem. V r-tém kroku méame definovanu posloupnost indexti
1 <n <ne <...<n, takovou, Ze a,, > ¢ pro ¢« = 1,2,...,r. Protoze
(@11, an, 12, ..) neni shora omezena, existuje takovy index n,,; € N, Ze
Npy1 > Ny @ ap,,, > r + 1. Takto sestrojend podposloupnost (ay,, )r>1 ma
ziejmé limitu +oo. O

Véta 2.5 (ekvivalence konvergence a cauchyovskosti) v pfipadé nevlastnich
limit neplati, protoze, jak se snadno vidi, zadna posloupnost s nevlastni limi-
tou neni cauchyovska. Tvrzeni 2.6 o limité a usporadani a Tvrzeni 2.7 o dvou
policajtech plati pro nevlastni limity beze zmény. Pro nevlastni limity se da
dokonce Fici vice: Pokud posloupnosti (a,,), (b,) C R spliiuji, Ze lim a,, = +00
a a, < b, pron > ng, potom i lim b, = 4+00; podobné pro limitu —oo. Tvr-
zeni 2.8 o aritmetice limit se pro nevlastni limity musi upravit s ohledem na
neurcité vyrazy:

Tvrzeni 2.8" (nevlastni limity a aritmetické operace)
Necht (a,) a (b,) jsou posloupnosti redlnijch cisel s pripadné nevlastnimi
limitami lima,, = A a limb,, = B. Potom

1. lim(a, + b,) = A+ B, je-li soucet A+ B definovdn;
2. lim(a,b,) = AB, je-li soucin AB definovdn;

3. pokud b, # 0 pro kazdé n € N, pak lim 2= %, je-li podil % definovan.

Modifikace v diikazech Tvrzeni 2.6-2.8 pro nevlastni limity jsou pfenechany
¢tenafce jako cviceni.

Limes superior a limes inferior

Nekone¢na umoznuji rozsirit definice suprema a infima na vSechny pod-
mnoziny R. Pokud X C R je neprazdnd a neni shora omezena, klademe
sup(X) = +oo. Podobné pro neprazdnou a zdola neomezenou X C R kla-
deme inf(X) = —oo. Dale klademe sup(f)) = —oo a inf()) = +oo. V rdmci
rozsifené realné osy R* tyto definice souhlasi s tim, Ze sup(X) je nejmensi
horni mez X a inf(X) je nejvétsi dolni mez X.

Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel. Rozsifené redlné ¢islo a € R*
je jejim hromadnym bodem, pokud je limitou néjaké posloupnosti vybrané z
(a,). Podle Véty 2.4* mé kazda posloupnost hromadny bod.
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Zavedeme uzitecné pojmy limes superior a limes inferior posloupnosti
(a,) C R. Nejprve pro kazdé k € N definujeme pomocné posloupnosti (b) C
R* a (¢) C R* jako

b = sup({ay, ags1,-..}) a cp =inf({ar, agy1,-..}).

Pokud je (a,) shora omezend, jsou vsechny by realna ¢isla. Pokud (a,) neni
shora omezena, jsou vSechny b, rovny +oo. Analogicky, pro zdola omezenou
(a,) jsou vSechny ¢ redlna ¢isla a jinak jsou vSechny rovny —oc. Z definice
plynou pro kazdé k € N nerovnosti

cr < ap < by, by > b1 a cp < cpya,

j. (bx) je nerostouci a (cx) je neklesajici. Limes superior a limes inferior

posloupnostl (ay) definujeme jako limsup,,_, . a, = +0o pro shora neomeze-
nou (a,), jako liminf, ., a, = —oo pro zdola neomezenou (a,) a jinak jako
limity

limsupa, := hm b, a hgrig)lf Q= hm Ck,.

Tyto limity existuji podle Véty 2.2*. Limsup a liminf posloupnosti jsou tedy
vzdy definované, jednoznac¢né urcena rozsifena realna cisla.

Poznamka. Chceme nalézt limsup néjaké posloupnosti (a,) C R. Jeji body
vyneseme na realnou osu a z +o0o posouvame pist doleva, smérem do —oo,
dokud mu to body posloupnosti dovoli. Pist se zastavi v poloze b;. Smazeme
bod a; a snazime se dale posunout pist. Mozna ziistane na misté nebo mu a,
uvolnil misto a je nyni mozné ho posunout vlevo do nové polohy, nez ho body
as, as, . . . zastavi. Druha poloha pistu je by. Pak smazeme as a pist posuneme
do polohy b3 atd. V tomto procesu se pist ptiblizuje k mezni poloze, kterou
je pravé limsup a,,. Podobné si lze predstavovat lim inf a,,.

Priklady. Urc¢ime limsup a liminf nésledujicich posloupnosti:

(an) (1.1,-1.01,1.001, —1.0001, 1.00001, . . .),
(dn) (1,-2,3,-4,5,—6,7,...),

(e,) = (1,234567 ) a

( ) (]‘7 2737 i,%,_%,...).

Pro (a,) mame (b;) = (1.1,1.001,1.001,1.00001,1.00001, 1.0000001,...) a
() = (—1.01,-1.01, —1.0001, —1.0001, —1.000001, . ..). Tedy limsupa, =
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1 a liminfa, = —1. Pro (d,) mame (b;) = (+oo,+oo,...) a (cp) =
(—o0, —00,...). Tedy limsupd, +oo a liminfd,, = —oo. Pro (e,) méame
(bg) = (400, 4+00,...) a () = (1,2,3,4,...). Tedy hm supe, = liminfe, =
+00. Pro (f,) mame (b)) = (1, 3, % % % Ja(e) =(—3,—-%-3,-1,..).
Tedy limsup f, = liminf f,, = 0.

Poznamka o hromadnych bodech. Neni tézké vidét, Ze redlné cislo o € R
je hromadnym bodem posloupnosti (a,) C R, pravé kdyz pro kaZdé e > 0
interval (o — e, + €) obsahuje nekonecné mnoho élent posloupnosti, to jest
mnozina {n € N: o —¢e < a, < a+¢e} je nekonecnd.

Dikaz. Necht o € R je hromadnym bodem (a,,): ar, — « pro n — oo pro
néjakou rostouci posloupnost prirozenych ¢isel (k). Pro dané € > 0 existuje
nog € N, ze n > ng = ap, € (@« —e,a+ ¢). Interval (o — e, + €) tedy
obsahuje nekone¢né ¢lent z (a,). Na druhou stranu, necht pro kazdé ¢ > 0
existuje nekoneéné mnoho n, 7e a, € (o — e, + €). Zvolime n; € N, ze
an, € (0 —1,a+1), pak vybereme ny € N, Ze ny > ny a an, € (a— 1,0+ 1),
potom vybereme n3 € N, Ze ng > ng a a,, € (o — %,oz + %) atd. Ziskame
podposloupnost konvergujici k «, ¢ili a je hromadny bod posloupnosti A. O

Véta 2.11 (limsup, liminf a hromadné body)
Necht A = (a,,) C R je posloupnost a H(A) C R* je mnozina jejich hromad-
nych bodii. Potom

limsup a,, = max(H(A)) a liminfa, = min(H(A)).

Diikaz. Necht S = lim sup a,,. Ukdzeme, ze S € H(A). Rozlisime tfi ptipady,
podle toho, zda S = +o00 nebo S € R.

Necht S = +00. To znamena, Ze (a,) neni shora omezena a (jak vime z
dikazu Véty 2.4%) lze z ni vybrat posloupnost s limitou +oo. Tedy +oo €
H(A). Necht S = —oc0. To znamena, 7Ze limb, = —oo. Z a;, < by plyne, Ze i
limay = —o00. Tedy —oo € H(A).

Necht S € R. Bud dano € > 0. Protoze b, — S a (bx) je nerostouci,
existuje takové kg € N, ze k > kg = 5 < b, < S + . Z definice b, jako
suprema mnoziny {ay, agi1, ...} plyne, ze pro kazdé k vétsi nez kq existuje [,
I >k, takové, ze S — e < q;. Tedy

Vkk>ko3l,i>k: S—e<aq <b,<S+e.

Odtud plyne, Ze interval (S — ¢,S + ¢) obsahuje nekoneéné mnoho ¢lentt
posloupnosti (a,). Podle hofejsi poznamky o hromadnych bodech je S €
H(A).
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Ukéazeme, ze S je nejvétsi prvek v H(A): o € H(A) = a < S. Necht a je
libovolny hromadny bod posloupnosti (a,,). Pro néjakou rostouci posloupnost
ptirozenych ¢isel (k,) mame lim ay, = . Prokazdén € N, ay, < by, . V limité
(Tvrzeni 2.6 a 2.3) tato nerovnost piejde v o < S.

Analogicky se dokazuje, Ze liminfa, € H(A) a Ze to je nejmensi prvek
mnoziny H(A). O

Dusledek. Pro kaZdou posloupnost A = (a,) C R plati, Ze
lima, =L € R* <= limsupa, = liminfa, = L.

Diikaz. Pokud lima, = L, pak podle Tvrzeni 2.3 mame H(A) = {L}
a predchozi Véta dava, ze limsupa, = liminfa, = L. Naopak, nechf
limsupa, = liminfa, = L. Mame, pro kazde k € N, ¢, < ap < bg. Pro-
toze lim ¢, = liminf a,, = limb, = limsupa,, = L, podle Tvrzeni 2.7 o dvou
policajtech i limay = L. a

Dvé standardni limity

Necht «, g € R, pak

400 ... a>0
limn®=4¢ 1 N

e a<0

a

+00 coog>1

. n_ )1 oo qg=1

Jim g =4 . —l<g<1
neexistuje ... ¢ < —1.

Piiklady. 1. DokiZeme prvni limitu. Je zfejmé, ze limn® = lim1 = 1.
Protoze n™® = 1/n“ a 1/ 4+ oo = 0, sta¢i dokdzat jen, Ze limn® = 400 pro
a > 0. Protoze (n®) je neklesajici a n* > 1, L = limn® € R* existuje a
L > 1. Predpokladejme pro spor, ze L € R. Podle aritmetiky limit a tvrzeni
o vybrané posloupnosti,

L =limn® =1lim(2n)® = lim 2% - imn® = 2°L.

Tedy L = 2°L, z ¢ehoz plyne, ze L = 0 nebo 2* = 1, coz je oboji spor. Proto
L = +o0.
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2. Dokazeme druhou limitu. Pfipad ¢ = 1 je jasny. Necht —1 < ¢ < 1.
Pak je posloupnost (|¢|") klesajici a zdola omezena (Cislem 0), takze ma
vlastni limitu L. Podle aritmetiky limit a tvrzeni o vybrané posloupnosti,

L =lim|g|" = lim |¢|"*! = lim |g| - lim |¢|" = |q| L.

Tedy L = |g|L a opét |¢| = 1 nebo L = 0. Prvni moZnost nenastava, tudiz
lim|¢|” = 0. Protoze |¢"| = |q|™, plati i lim¢™ = 0. Necht ¢ > 1. Protoze
¢ =1/1/9)", (1/9)" — 0 a vzdy (1/¢)" > 0, podle Tvrzeni 2.10 méame
lim ¢" = +o00. Koneéné, necht ¢ < —1. Pak ¢*"*1 < —1, ¢*" > 1 a proto (¢")
nema limitu.

3. Nalezneme lim 2" /n. Aritmetiku limit nemtzeme pouzit piimo, pro-

v . Ve, /. v/ . n ,
toze jde o neuréity vyraz ==. Ale, ozna¢ime-li a,, = £, mame
Too ’ n
o Gngt _ qa0 20T/ () g no_ o1 o1y
lim =5 = lim === = lim 2.2 = 2lim(l - =) =2,

a proto a,y1 > 1.9a, pro n > ng. Pro n > ng je tedy (a,) rostouci a ma
vlastni limitu L € R nebo limitu +oc. Prvni ptipad vede na rovnici L = 2L,
protoze L = lima, = lima,; = lim = - ¢, = lim az—:l lima,, = 2L. Tedy
L =0, coz neni mozné (a,, > 0 a (a,) je eventualné rostouci). Tedy

2n

lim — = +o0.
n

Rady realnych é&isel

Nekonecénd tada (redlngch cisel) je vyraz

Zan:a1+a2+a3+“'7

n=1

kde (a,),>1 je posloupnost realnych ¢isel. Budeme se snazit pfidrzovat tohoto
znaceni, ale pochopitelné se pouziva mnoho variant zapisti nekonec¢nych fad,
pro scitaci index se napriklad mtze pouzit jiné pismeno, sc¢ita se od jiné
hodnoty nez od 1, apod.; zapisy pro nekonecné fady jsou tedy tieba také

ibn:bO"i_bl"'_"'; iai:am+am+1+---,20k:cg+69+---.
n=0 i=m k>8
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Cdstecny soucet Tady, presnéji jeji n-ty ¢astecny soudet s, je soucet jejich
prvnich n ¢lent. Pro fadu Zf;l a, je tedy s, = ay +as+---+a, a pro radu
D k> Ck j€ Sn = Cg+Co+ + Coyr.

Definice. Pokud existuje vlastni limita posloupnosti (s,,) ¢asteénych soucti
dané tfady, mluvime o konvergentni radé a limita lim s, je jejim souctem.
Pokud lim s,, neexistuje nebo je nevlastni, je dana fada divergentni.

Pro soucet rady se pouziva stejny symbol, jako pro ni samotnou. Konver-
7 v o0 ’ v
gentni fada )~ ; a, ma tedy soucet

Zan: lim s, = lim (a; +as + -+ - + a,).
n=1

V piipadé, Ze (s,) mé nevlastni limitu 00, budeme téZ mluvit o sou¢tu +oo
a psét, ze » | a, = £o0.

Poznamka. Pro fadu s nezdpornymi ¢leny, tj. fadu >~ a, s a, > 0 pro
kazdé n € N, ¢astecné soucty splnuji nerovnosti 0 < s; < s9 < .... Takova
fada tedy bud konverguje nebo mé soucet +oo.

Piiklady. 1. Rada Yonso(=1)"=1-1+1-1+"-- je divergentni, protoze
(sn) =(1,0,1,0,1,...). 2. Tfada ) -, % je divergentni, jak uz tusime a jak
si brzy presné zdivodnime. 3. Naproti tomu rada

S(L) Zlr L
~\2) 2 4 38

je konvergentni a jeji soucet je 1, protoze s, = > ,_,(1/2)¥ =1—(1/2)" — 1
pron — oo. 4. I fada

i(—m“_l 1+1 1+
n 2 3 4

n=1

je konvergentni, jak dokdzeme pomoci Leibnizova kritéria (Véta 2.14).

Dvé dulezité rady
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Prvni z nich je geometricka rada

> @"=1+q+@+q 4,

n=0

kde ¢ € R je parametr zvany kvocient. Pro soucet geometrické fady plati, ze

1
Zq” =4 4o oo q>1
n=0 neexistuje ... ¢ < —1.

Vyplyva to ze vzorce pro ¢asteény soucet (q # 1):

qn+1 -1

Sn=14q+@+ +q" =
qg—1

Pro |q| < 1 jelim¢™™! = 0 a podle aritmetiky limit lim s, = (0—1)/(¢—1) =

1/(1 —q). Pro ¢ > 1 jako limita vyjde (+00 —1)/(¢—1) = +occaprog=1

také (tehdy s, = n). Pro ¢ < —1 limita lim ¢"™! neexistuje a tedy ani limita

lim s, = lim(¢"** — 1)/(q — 1) (vzhledem k vyjadieni "™ =1+ (¢ — 1)s,,).
Druhou je tada

o

1—1+1+1+1+
ns 25 35 4s '

n=1
kde s € R. Pro jeji konvergenci plati, ze
i 1 | konverguje pro s > 1
ns diverguje pro s < 1.

n=1

Dokazeme to pozdéji. Pro nékteré hodnoty s jsou pro soucty této fady znamy
explicitni vzorce, napriklad

Obecné vysledky o konvergenci fad

Véta 2.12 (podminky konvergence Fady)
Necht Y~ | a,, je nekonecnd rada redlnych ¢isel.
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1. Pokud konverguje, potom lim a,, = 0.
2. Konverguje, pravé kdyz spliuje tzv. Cauchyovu podminku pro rady:

Ve>03dng e N: m>n>ng=|an1+anio+ - +an| <e.

Dikaz. 1. Necht mé tato fada soucet L € R. Podle aritmetiky limit pak
lima,, = lim(s,, — s,_1) = lims, —lims, ;=L — L =0.

2. Rada konverguje, pravé kdy# jeji posloupnost ¢asteénych souctii (s,)
ma vlastni limitu, coz podle Véty 2.5 nastava, pravé kdyz je (s, ) cauchyovska,
tj. prave kdyz

Ve >03ng: myn>ng= s, — S| <e.

Miizeme ovSem predpokladat, ze m > n, a pak s,, — S, = ap11+apio+---+
a,. Cauchyova podminka pro fady tedy neni nic jiného nez cauchyovskost
posloupnosti ¢aste¢nych soucti. O

Priklad. Harmonickd rada

i1—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1
nesplituje Cauchyovu podminku, jak uz jsme v jednom prikladu ukézali:

2n

1 1
SEEF
k 2
k=n+1
pro kazdé n € N. Proto diverguje, lims, = +oo. Protoze pro s < 1 je

1/n® > 1/n, ze stejného divodu diverguje i fada > -, 1/n®, s < 1.

Harmonicka rada dale ukazuje, ze implikaci v bodu 1 nelze obecné otocit,
tj. lima, = 0 je sice nutnou, ale obecné ne postacujici podminkou konver-
gence fady > ay.

Definice. Rada > | an konverguje absolutné, je-li fada absolutnich hodnot

jejich ¢lentt Y | |a,| konvergentni.

Tvrzeni 2.13 (absolutni konvergence = konvergence)
Pokud rada konverguje absolutné, potom konverguje.
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Diikaz. Piedpokladame, Ze ) -, |a,| konverguje, takze splituje Cauchyovu

podminku (bod 2 Véty 2.12). Tim se ale splni i Cauchyova podminka pro
puivodni fadu: pro kazdé m > n > 1 mame podle A-ové nerovnosti, ze

|an+1 +apyp2+ - +0Jm‘ < |an+1| + ’an+2’ +oeee |am’

= ||an+1| + |a'n+2| +F |am||

Podle bodu 2 Véty 2.12 je tedy >~ | a, konvergentni. a
Poznamka. Opacna implikace samoziejmé neplati, naptiklad rada
S>> ((—=1)"*1/n je konvergentni, jak hned uvidime, ale ne absolutné, pro-

toze fada absolutnich hodnot jejich ¢lenti je divergentni harmonicka rada.

Véta 2.14 (Leibnizovo kritérium)
Necht posloupnost (a,) C R spliiuje nerovnosti a; > as > a3 > ... > 0 a
lima,, = 0. Pak rada

o0

n=1
konverguje.

Diikaz. Pro castecné soucty mame diky predpokladu o a, nerovnosti s; =
a; > s1 — (ag —az) = s3 > s3— (ag —as) = s5 > sy > ... a podobné
Sg < s4 < 56 < ..., takze posloupnost (S2,_1),>1 je nerostouci a posloupnost
(Son)n>1 je neklesajici. Dale sq > s1 — ag = s9, S3 > 3 — ag = Sy, atd., takze
pro kazdé m,n € N mame s, 1 > Sg, a specialné je (sq,_1) zdola omezend
a (sg2,) je shora omezend. Obé posloupnosti maji (podle Véty 2.2) vlastni
limity lim sy, 1 = L a lim sy, = K. OvSem s9,,_1 — a2, = S2, a a, — 0, Vv
limité proto tato rovnost prejde v. K = L. Takze lim sy, 1 = lim sy, = L a
odtud se uz snadno vidi, ze i lims,, = L. a

Priklady. Leibnizovo kritérium dokazuje napiiklad konvergenci fad

Daji se spocitat jejich soucty, prvni je log 2 a druhy /4. Obé fady konverguji
neabsolutné.
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Tvrzeni 2.15 (lineadrni kombinace fad)
1. Necht ¢islo a € R neni nulové. Pak fada )~ a, konverguje, pravé
kdyz konverguje fada Y~ | aa,, a pro jejich soucty plati, Ze

[e.9]

oo
E aa, = « E Qp,.-
n=1 n=1

2. Necht a, 3 € R. Pokud fady > >~ a, ay ., b, konverguji, konverguje
ifada )~ (aa, + Bby,), a pro soucty téchto tii rad plati, Ze

o oo oo
Z(aan + b,) = az an + ﬁz b,,.
n=1 n=1 n=1
Diikaz. Cviceni na aritmetiku limit posloupnosti ¢asteénych souctt. O

Poznamka. Opacné implikace v bodu 2 obecné neplati: pro a = § = 1,
an = (=1)" a b, = (=1)""! méame konvergentni souctovou fadu Y - (a, +
b,) =0+0+---=0,ale obé fady > " a, ay - b, diverguji.

Kritéria konvergence fad s nezapornymi ¢leny

Tvrzeni 2.16 (srovnavaci kritéria konvergence fad)
Rady Y07 a, a Y ., b, méjte nezdporné cleny, tj. a, > 0 a b, > 0 pro
vsechny n € N.

1. Necht existuje ng € N takové, ze n > ny = a,, < b,. Pak
o oo
Z b, konverguje = Z a,, konverguje.
n=1 n=1

2. Necht'lim * = K € R*, patrné K > 0. Pak

0< K<+ = (Z a, konverguje <— > b, konverguje)
K=0 = (Z b, konverguje = > a, konverguje)

K=4x = <Z a, konverguje = > b, konverguje).
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Diikaz. 1. Necht fada ) b, konverguje, tj. ma shora omezené ¢astecné soucty,
feknéme konstantou c. Oznacme si ¢asteéné soucty fady > a,, resp. Y. by,
jako s,, resp. t,,. Pro n > nyg mame

= Spo + Z a; < Spy + Z bi = Spy + —tng) = tn + (Sng — tng)-
i=ng+1 1=ng+1

Takze, pro n > ng, s, < ¢+ (Sp, — tn,). Prvnich ng ¢lent fady ) a, uz
na omezenosti ¢asteénych souctt s, nic zménit nemtize. Rada Y a, tedy
konverguje.

2. Necht 0 < K < +o0. Protoze a, /b, — K € R a K > 0, zvolime ¢ > 0
tak malé, ze ¢ < K/2, a ng € N takové, ze

n>ny=K/2<K-—¢e<a,/b, < K+e<3K/2.
Pro n > ng proto mame odhady
< (BK/2)b, a b, < (2/K)a,
Podle bodu 1 jsou obé rady ekvivalentni ve smyslu konvergence.

Zbylé dva piipady K = 0 a K = 400 jsou podobné a jsou prenechany
Ctenafi jako cviceni. O
Priklady. 1. Rozhodneme o konvergenci fady

n +
IR
n® + 3n
Srovname ji s divergentni harmonickou fadou »_ b, = > 1/n. Podil a,/b, v
limité jde k 1, protoze

(n+vn)/(n*+3n) n*4+n¥? 14nY2 140

_ _ ~ 1
1/n n?+3n  1+3n 1 140

Podle bodu 2 Véty 2.16 tedy nase rada diverguje.
2. Rozhodneme o konvergenci rady

I e

n=1 n=1

3
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Srovname ji s konvergentni geometrickou fadou ) b, = > (1/2)". Podil a,, /by,
v limité jde k 0, protoze

n’/3"

o = n°(2/3)" — 0.

Podle bodu 2 Véty 2.16 tedy nase fada konverguje.

V nésledujicich dvou kritériich konvergence budeme fadu s nezapornymi
¢leny porovnavat s geometrickou fadou. P¥ipomenme si, ze 1 + ¢ + ¢*> + - - -
konverguje, praveé kdyz —1 < g < 1.

Véta 2.17 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Necht mé rada )", a, nezaporné ¢leny, tj. a, > 0 pro vSechny n € N.

1. Predpokladejme, ze existuje g € R, 0 < q < 1, a ng tak, ze n > ng =
1/n v .
ar, < q. Pak rada konverguje.

2. Kdy# limsupay™ < 1, pak fada konverguje.

3. Kdyz lim a}/ " < 1, pak fada konverguje.

4. Kdyz lim sup a,ll/ " > 1, pak fada diverguje.

5. Kdyz limay/™ > 1, pak fada diverguje.

Dikaz. 1. Pro n > ng tedy mame nerovnost a,, < ¢". Srovnani s konvergentni
geometrickou fadou 1 + g + ¢® + - - - dava (bod 1 Tvrzeni 2.16) konvergenci
fady Y a,.

2. Necht lim sup a,ll/n = ¢. Vezmeme si néjaké r € R, ¢ < r < 1. Podle
definice limsupu predpoklad znamena, ze existuje ng tak, ze

1/n
n

n>nyg=a’'"<r.

Podle bodu 1 je } a, konvergentni.

3. Ziejmé, plyne z bodu 2, protoze lim = lim sup.

4. Nechf lim sup at/™ > 1. Pro nekone¢né mnoho n tedy plati, ze at™ > 1,
¢ili a, > 1. Neni splnéna nutnd podminka konvergence fady (Ze lima,, = 0)
a proto Y a, diverguje.

5. Opét diky lim = lim sup plyne z bodu 4. O
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Véta 2.18 (d’Alambertovo podilové kritérium)
Necht ma fada ). a, kladné ¢leny, tj. a, > 0 pro vSechny n € N.

1. Predpokladejme, Ze existuje ¢ € R, 0 < ¢ < 1, a ng tak, ze n > ny =
any1/a, < q. Pak Fada konverguje.

2. Kdyz limsup a,.1/a, < 1, pak fada konverguje.
3. Kdyz lima,1/a, < 1, pak fada konverguje.
4. Kdyz lima,1/a, > 1, pak fada diverguje.

Dikaz. 1. Mame nerovnosti

2
Anp+1 < Ong+1; Ano+2 < qng+1, Ano4+3 < Qng+2 < ¢ Apo41; - - -

a obecnén > ng = a, < ¢ 'a,,, ;. Srovnani s konvergentni geometrickou
fadou opét podle bodu 1 Tvrzeni 2.16 dava konvergenci fady Y a,.

2. Predpoklad limsup a,1/a, = ¢ < 1 zase znamend, ze pro (jakékoli)
r € R, ¢ <r <1, existuje ng, ze n > ng = ay41/a, < r. Podle bodu 1 je
> a, konvergentni.

3. Plyne hned z bodu 2, protoze lim = lim sup.

4. Pfedpoklad lim a,,11/a, > 1 znamend, zZe existuje ng tak, ze n > ny =
api1/an > 1. Takze

ano—l—l > anm an0+2 > ano+1 > a'nm s
a obecné n > ny = a, > a,, > 0. To popird nutnou podminku konvergence
fady (ze lima,, = 0) a proto Y a, diverguje. O
Poznamka. 1. Na rozdil od odmocninového kritéria v podilovém kritériu
neplati, Ze z limsup a,,+1/a, > 1 plyne divergence fady. Napiiklad fada

SR TR A S A
24 8 16 32 64 128

konverguje, i kdyz limsup a,,11/a, = 3/2 > 1.

2. Pokud limay/™ = 1 nebo lim sup ay/" = 1, odmocninové kritérium o
konvergenci rady nefika nic. Totéz v podilovém kritériu. Napiiklad pro obé
rady

oo oo
1 1
p— a JR—
2na X
n=1 n=1
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jsou limity lim ar™ i lim Uns1/a, Tovny 1 (vime, Ze limn'/" = 1), ale prvni

fada diverguje a druha konverguje.
Dvéma zptsoby nyni konec¢né dokazeme konvergenci rady

[e.e]

Z%, s> 1.

n=1

Prvni diikaz je pomoci integralé. Césteény soucet sy = 25:1 1/n® lze pro
N > 2 odhadnout jako
Sp <14+ P,

kde P je plocha rovinného ttvaru omezeného osou x, grafem funkce y = 1/x*
a kolmicemi na osu x v bodech x = 2 a x = N. Zanedlouho se nauc¢ime pocitat
plochy takovych atvari. Predpokladejme, Ze to uz umime: diky s > 1 mame

P_/Nda:_ A R 1 Ly 1
)y oas [—s+1], s—1\21 Ns! (s —1)2s-1"

Tedy

1
(s —1)25-1°
Posloupnost (s,,) je shora omezené a fada konverguje. Odvodili jsme dokonce
horni odhad na jeji soucet:

— 1 1
2 S

Druhy dikaz pouziva nasledujici kritérium.

Sp <14+

Véta 2.19 (Cauchyovo kritérium)
Necht posloupnost (a,) C R spliiuje nerovnosti ay > ag > ag > ... > 0. Pak

Z a, konverguje <= Z ¥ a9k = ay + 2ay + 4as + 8ag + - - - konverguje.
n=1 k=0

Diikaz. Pro ¢astecné soucty ptvodni a odvozené rady

SN—Zan a Tk = 22 ok

n=1
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dokazeme indukci podle K odhad
SQK+1_1 S TK S ZSQK.

Pro K = 0 plati, S1 = a1 < Ty = a; < 257 = 2a,. Predpokladame, Ze odhad
plati pro néjaké K € Ny a odvodime jeho platnost pro K + 1. Oznacime si

2K s = 2K+l

r=2", a t =282

7 Ss 1 < Tk <28, tedy chceme odvodit S; 1 < Tk < 25,. Mame
25, =25, +2 Y a,>25+2 Y a,=2S +2(s—r)a,.
n=r+1 n=r+1
Protoze 2(s — r) = 2r = s = 25 +1 dostdvdme nerovnost
25, > 2S5, + sas.

Podobné
t—1 t—1
St—l - Ss—l + Zan S Ss—l + Z As = Og—1 + (t - S)as'

ProtoZe (t — s) = s = 2K+ dostdvame nerovnost
St—l S Ss—l + sag.

V rovnici Txy1 = Tx + 25 ag1 = Tk + sa, séitanec T odhadneme zdola
a shora pomoci indukéniho predpokladu a s pouzitim odvozenych nerovnosti
pro 25, a S;_; dostaneme

Sio1 < Sso1+sas < Ty =Tk + sas <25, + sas < 28;.

Takze Sy 1 < Tk < 285,.

Pokud ptvodni fada konverguje, ma shora omezené ¢astecné soucty, S, <
c. Protoze T,, < 255, odvozena fada ma taky shora omezené ¢astecné soucty,
T, < 2c, a konverguje rovnéz. Naopak, konverguje-li odvozena rada, mame
T, < c. Protoze Syni1_y < T, a S,, < Son+1_; (n < 2" — 1 a posloupnost
(Sn) je neklesajici), mame i S,, < ¢ a ptvodni fada konverguje. O
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Priklad. Cauchyovo kritérium aplikujeme na radu

Dostavame pro ni odvozenou radu

;Zka% = ;0 (Qk)s - kz:% (21{)571 - kz:% (28*1)]? - kz:% (281> )

coz je geometrickd fada s kvocientem 1/2°71. ProtoZze s > 1, mame 0 <
1/257! < 1 a odvozena fada konverguje. Podle Véty 2.19 tedy konverguje i
puvodni rada.

Kritéria neabsolutni konvergence a prerovnavani rad

Pfipomenme si, Ze fada ) | a,, konverguje absolutné, kdyz konverguje fada
> |a,| absolutnich hodnot jejich ¢lenti, a Ze z absolutni konvergence plyne
konvergence (Tvrzeni 2.13), ale obecné to naopak neplati (viz tfeba fadu
1—- % + % — i + --+). Uz jsme také uvedli jedno kritérium konvergence fad s
kladnymi i zapornymi ¢leny, Leibnizovo kritérium (Véta 2.14), podle néhoz

<a12a22a32...20&hman:0) = a1 —Qy+az — Qa4+ -

konverguje.

Sc¢itanec této fady (—1)""la, lze psat jako a,b,, kde (b,) je posloupnost
(1,-1,1—1,1,—1,...). Rada >_ b, diverguje, ale posloupnost jejich ¢astec-
nych souctt (1,0,1,0,1,0,...) je omezené. Nasledujici véta zobectiuje Leibni-
zovo kritérium tim, Ze jako (b, ) povoluje jakoukoli posloupnost s omezenymi
castecnymi soucty.

Véta 2.20 (Abelovo a Dirichletovo kritérium)
Necht (a,,), (b,) C R jsou dvé posloupnosti, pficemz a; > as > az > ... > 0.

1. (Abelovo kritérium) Kdyz fada Y. b, konverguje, potom Ffada
> | anb, konverguje.

n=1
2. (Dirichletovo kritérium) Kdyz lima, = 0 a posloupnost c¢astecnych

souctu fady Y >, b, je omezend, potom fada )~ a,b, konverguje.
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Poznamka. Leibnizovo kritérium je tedy zvlastnim p¥ipadem Dirichletova
kritéria. Abelovo kritérium a Dirichletovo kritérium jsou neporovnatelna,
zédné neni silnéjsi, nez druhé.

Pro ditkaz véty budeme potfebovat jednu transformaci soucta typu a;b; +
agbg + - anbn.

Lemma 2.21 (Abelova parcialni sumace)
Necht ay, as, ..., a,,by,ba, ..., b, jsouredlnd Cisla a s, = by +by+-- -+ by pro
k=1,2,...,n. Pak

> aib = (a1 — az)s1 + (a2 — ag)sy + - + (A1 = An)Sn_1 + Ansp.
i=1
Pokud navic a1 > ay > a3 > ... > 0, pak

a; -min({s; : 1 <i<n})< Zaibi <ap-max({s;: 1 <i<n}).
i=1

Diikaz. Podle definice s, mame by = s; a by, = s — sp_1 pro 2 < k < n.
Roznasobenim a prerovnanim dostaneme, ze

n

Zaibi = 151+ as(sg — s1) +as(ss — s2) + -+ + an($n — Sn—1)
i=1

= (a1 —ag)s1 + (a2 —ag)sa + -+ (an—1 — p)Sn—1 + AnSn.

Nejmensi soucet s; oznacime jako s a nejvetsi jako S. Protoze vSechna c¢isla
a; 1 rozdily a; — a;;1 jsou nezaporné, je soucet

(a1 —ag)s1 + (a2 —az)sz + -+ + (@n-1 — @n)Sp—1 + ansy
(pravé strana identity v Abelové parcidlni sumaci) nejvyse roven
(a1 —az)S + (ag — ag)S + - -+ + (ap—1 — a,)S + @, S,

coz je presné (a1 — as +ag —az+ -+ + ap_1 — ap + a,)S = a1.S. Stejné se
dokaze dolni odhad a;s. O

Poznamka. Pokud (a,) C R je posloupnost s lima,, = 0, pak patrné

[e.9]

> (= tngr) = a,

n=1
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protoze s, = (a1 — az) + (a2 —az) + -+ + (@ — Qpy1) = A1 — Qpy1 — 1
pro n — oo. Témto fadam se fika sklddaci Tady (telescoping series); ¢leny v
castecnych souctech se zrusi a s,, se slozi na mnohem jednodussi tvar jako
skladaci namotni dalekohled. Takovou fadou je naptiklad

nin+1) 6 12 20 30 42 ’

n=2
protoze
1 1 1
nn+1) n n+1
M4 soucet (%—%)+(%—%)+(%_%)+...:1/2‘

Diikaz. Dokazeme Abelovo a Dirichletovo kritérium. Ukazeme, ze 22021 anbn,
splnuje Cauchyovu podminku pro fady. Pro m > n oznac¢ime

T(n,m) = max({b, +bp1+---+0b: n<i<m}).

Podle Lemmatu 2.21 mame
ay - t(n,m) < Zakbk < ap-T(n,m)
k=n

a tedy

Z akbk

k=n

< ap, - max(|t(n,m)|,|T(n, m)|).

Jsou-li splnény predpoklady Abelova kritéria, pak pro dané ¢ > 0 existuje
no € N tak, ze i > n > ng = |b, + by1 + - -+ + b;| < e, protoze fada Y | b,
konverguje a spliiuje tedy Cauchyovu podminku. Pro n > ng tedy méame

[t(n,m)| <&,[T(n,m)| <ea,dky 0 <an < a,

m

Z akbk

k=n

< a,e < aq€.

Rada > o, anby, splituje Cauchyovu podminku a konverguje.
Jsou-li splnény predpoklady Dirichletova kritéria, pak existuje konstanta
¢ >0,%e |by +by+ -+ b, < cprokazdé n € N, protoze fada > - b

n=1""
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ma omezené castecné soucty. Pomoci trojuhelnikové nerovnosti dostaneme,
ze [t(n,m)| < 2¢,|T(n,m)| < 2c. Pro dané ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze
n>ng=0<a, <e¢, protoze lima, = 0. Tedy, pro n > ng,

Z CLkbk

k=n

< 2ca,, < 2ce.

Rada Y™, a,b, opét spliiuje Cauchyovu podminku a konverguje. a

n=1
Priklady. 1. Rozhodnéte o konvergenci rady

1 5+4+1 1—1—2—1-1
2 3 4 3 7

5+4+1 5+
8§ 9 10 11

Zde mame fadu Y7, ayb, s

a, = % a (by)=1(1,-5,4,1,—-5,4,1,-5,4,1,-54,...).
Konverguje podle Dirichletova kritéria protoze (a,) = (1/n) je nerostouci
posloupnost konvergujici k nule a ¢asteéné soucty posloupnosti (b,) jsou
(1,—4,0,1,—4,0,1,—4,0,...).

2. Obecnéji, pokud a; > as > a3 > ... >0, lima, = 0 a (b,) je perio-
dicka posloupnost (popf. periodickéd od jistého indexu déle), v niz je soucet
¢lentt periody roven nule, potom Y °  a,b, konverguje podle Dirichletova
kritéria.

3. Rada

i sin(n)
n=1 \/ﬁ
rovnéz konverguje podle Dirichletova kritéria. Mame
1

ap, = NG a (b,) = (sin(1),sin(2),sin(3),...)

a pomoci explicitniho vzorecku pro > ;_, sin(k)
> sin(n) ma omezené ¢astetné soucty.

2 se snadno vidi, Ze fada

ZProtoze €' = cos¢ + isin ¢, sin(1) + sin(2) + - - - + sin(n) je imaginarni ¢ast souctu

14q+q®+-4q" = qn;ll*l = ’1:/12/:3;12/2 , kde ¢ = e'. Protoze ¢*/2 —q~1/? = 2isin(1/2),
dostavame sin(1) + sin(2) + - - - + sin(n) = cos(1/22)s;lc(c1)s/(27;+1/2).
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v /s v o ’ v oo :
Prerovndnim Tady ), a, rozumime fadu ) | apmy, kde p: N — N je

bijekce (tj. p je permutace mnoziny pfirozenych ¢isel).

Priklady. Pferovnanim fady > - a, = a1 + as + az + - - - je tieba fada
az+a;+as+as+ag+as+ag+ay+---,

kde p prohazuje cisla 2n a 2n — 1 pro n € N, nebo rada

a1tastastastas+as+aptagtagst+ar+as+astast+apt+a+---,

kde p otaci potadi ¢isel v intervalech {(Z) +1, (g) +2,..., (g) +n} pron € N.

Véta 2.22 (prerovnani neméni soucet abs. konvergentni fady)
Je-li fada Y | a,, absolutné konvergentni, je kazdé jeji pferovnani také ab-
solutné konvergentni a ma stejny soucet

Dikaz. Necht p: N — N je bijekce, kterd prerovnava absolutné konvergentni
fadu ) a, viadu )~ apn). VSimnéme si, ze

T}Lr{)lop(n) = +o00.
Vskutku, pro dané m € N vezmeme N = max(p~(1),p~(2),...,p~}(m)) a
pak n > N = p(n) > m. Pro dané £ > 0 méme ny € N, zZe m > n > ng =
|an| + |ans1] + - -+ + |am| < €, protoze nase fada je absolutné konvergentni
a > - la,| tak spliiuje Cauchyovu podminku. Pro toto ng tedy, jak vime,
existuje ny € N, zZe n > ny = p(n) > ng. Pro kazdé m > n > n; pak,

ozna¢ime-li R = max(p(n),p(n+1),...,p(m)), mame i
R
|apny| + |apmr)] + -+ |apm)| < Z la;| < e.
i=ng+1

Rada > 7 |aym)| spliuje Cauchyovu podminku a pierovnand fada
Y o1 Gp(n) Proto absolutné konverguje.

Nyni dokdzeme, Ze ma stejny soucet. Necht "> a, = L. Pro dané e > 0
tedy existuje ng € N, ze n > ng = |L — (a1 + as + -+ + a,)| < € a také
existuje ny € N, ze m > n > ny = |a,| + |api1| + - - + |am| < € (Cauchyova
podminka pro fadu absolutnich hodnot). Polozime R = max(ng,n;) + 1 a
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N =max(p~*(1),p~(2),...,p (R)). Pron > N ¢astecny soucet pierovnané
fady muzeme rozlozit jako

n R
Zap(i) = Z(Ii + Zaj,
=1 i=1 jes

kde S = {p(1),p(2),...,p(n)}\{1,2,..., R}. VSechny prvky S jsou vétsi nez
R a tedy vétsi nez n,. Pro n > N proto podle A-ové nerovnosti mame

n R
L-Ywo| < [1-Yal+ [T
i=1 i=1 jes
R
< L= al+ Y gy
i=1 j€s
< e+¢
= 2¢,
protoze R > ng a
max(S)
Sl Y lal<e
jES i=ni+1
Tedy i) " apm) = L. O

Soucty absolutné konvergentnich fad se proto chovaji jako konec¢né soucty v
tom smyslu, Ze nezavisi na poradi s¢itanct, jsou komutativni.

Na druhou stranu nyni dokadzeme, Ze soucet neabsolutné konvergentni
fady lze prerovnanim libovolné zmeénit. Soucty takovych fad proto velmi
zavisejl na poradi s¢itancti a jsou nekomutativni.

Véta 2.23 (Riemannova, o pferovnani neabsolutné konv. fady)
Necht fada ) - | a, konverguje, ale ne absolutné, to jest Y > a, € R, ale
> lan| = +oo. Pak pro kazdé rozsifené redlné cislo v € R* existuje jeji
prerovnani, které ma soucet .

Dikaz. Necht Y > a, € Ra > 7 |a,| = +oo. Jako (b,), resp. (¢,), si
oznac¢ime podposloupnost nezapornych, resp. zapornych, ¢lenii posloupnosti
(a,). Obé podposloupnosti tvoii rozklad posloupnosti (a,), kazdé a, lezi v
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pravé jedné z nich. Castecné soucty fady Y o a, rozlozime jako

sn:zn:ai: Z a; + Z a; = B, + C,,.
i=1

1<i<n, a;>0 1<i<n, a; <0

B, resp. C,, je jisty ¢asteény soucet fady » -, by, resp. > . -, ¢,. Vidime,
ze

tn = i ’CL1| = Bn — On
i=1

Odtud B, = (s, + t,)/2 a C, = (s, — t,)/2. Protoze lims,, je vlastni a
limt, = +o00, mame lim B,, = +o0 a lim C,, = —o0, ¢ili

o0 o0

E b, =40 a E Cp = —00.
Vsimnéme si také, ze

limb, =lime¢, = lima, =0,

protoze Y~ a, konverguje a (b,) a (c,) jsou vybrané z (a,).

Necht nam nepfitel dal ¢islo v € R*. Nalezneme permutaci p: N — N
takovou, Ze Y | a,m) = 7. Predpokladejme nejprve, ze v je reélné ¢islo,
ptipad v = £00 je trochu odli$ny (a jednodussi). Pierovnani fady sestrojime
nasledujicim postupem.

Nejprve bereme postupné by, by, . .. tak dlouho, az ¢astecny soucet
(vytvareného prerovnéani) piekroci . Pak pfiddvame postupné
c1,Co, ..., az Castecny soucet poklesne pod . Pak pridavame
bji+1,bj,42, ... (bj, je posledni zatim spotfebovany ¢len posloup-
nosti (b,)) zase tak dlouho, az ¢astecny soucet prekroci v. Pak za-
¢neme prvnim zatim nespotfebovanym ¢lenem posloupnosti (c;,)
a pridavame ck, 41, Ck 42, - - - tak dlouho, az ¢astecny soucet po-
klesne pod 7, a tak déle. Timto jednozna¢né urcenym postupem
stiidame postupné pridéavani prvka z posloupnosti (b,) a (¢,) ne-
konec¢né dlouho.

YN/ v . v ’ z (o] v 7/
Ovétime, ze vznikne pferovnani ) ° | G, se souctem rovnym 7.
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Protoze »_,-, b, = +00, mdme ) _, b, = +oc i pro kazdé k € N, a
podobné ., ¢, = —oo pro kazdé k € N. Pro kazdé s € R a kazdé k € N
tedy existuje r € N, r > k, zZe

S+bk+1+bk+2+"'—|—br>’y,
a existuje t € N, t > k, ze
S+ Cpg1 + Cpgo + -+ < .

V popsaném postupu se tedy nekonecnékrat stiidaji konecné (a neprazdné)
useky pridavanych ¢lent posloupnosti (b,) a (¢,). Ke kazdému b,, a ke kaz-
dému c,, se tak v pribéhu postupu nékdy dostaneme a vznikla posloupnost
Q= (q1,¢,qs,...) rovna

(b17 s 7bj1acl7 s ack17bj1+1a bj1+27 s 7bj276k’1+17ck1+27 s 7Ck27bj2+17 HERIE I ')a

kde 1 < j1 < jo < ...al < k < ky < ..., je permutaci posloupnosti
(a1,as,as,...)—kazdé a, se v Q vyskytuje pravé jednou. Rada

00
S
n=1

je tak pferovnanim fady Y - | a,. Podle konstrukce posloupnosti ) pro kazdé
r € N mame nerovnosti (klademe ko = 0)

Gtk <n<jitk -1 = 7<) g <v+0,
1=1

Gtk <<tk -1 = y-—c <Y g <.
i=1

Kazdé n > j; spliiuje pravé jednu z téchto moznosti. Protoze lim, . b;, =
lim, ., ¢, = 0, mame (podle Tvrzeni 2.7), ze im(¢; + g2 + -+ - + @) =y a

ZQn =7
n=1

Podivejme se nyni na pripad v = +oo, pfipad v = —oo je podobny.
Uvazme posloupnost @ = (¢1, ¢2, ¢3, . . .) rovnou

(bl, b2, e 7bj17 Cy, bj1+1, bj1+2, Ce ,ij, Co, bj2+1, bj2+2, Ce 7bj37 C3, bj3+1, .. .),
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kde 1 < j; < 73 < ... je libovolna posloupnost indext, pro niz se pro kazdé
r € N spliuje, ze

Ir
cteat ot Y b
i=1
(Diky > | b, = +00 lze takovou posloupnost indexii vzit.) Pro kazdé r € N
(klademe jo = 0) pak mame nerovnost

Jrat+r—1<n<j.+r—1= ZinT—l.
i=1

Pro kazdé n > 1 nastava pravé jedna z téchto moznosti, tudiz n > j,. +r =
G1+ag+-+g,=>ra

o0

S = oo

n=1

Je téz jasné, Ze tato Fada je pferovnanim fady Y - ay. a

3 Limity a spojitost realnych funkci jedné re-
alné promeénné

Od realnych posloupnosti, coz jsou funkce typu f : N — R, nyni pfejdeme
k obecnym realnym funkcim s jednou proménnou f : M — R, definovanym
na obecné mnozin€ redlnych c¢isel M C R. Typicky je M omezeny nebo
neomezeny interval nebo i M = R.

Rekneme, 7e f je rostouci (resp. klesagici) funkce (na mnoziné M), pokud
v,y € Mix <y= f(x) < f(y) (vesp. z,y € M,x <y = f(x) > f(y)). Je
neklesajict (resp. nerostouct), pokud z,y € M,z <y = f(z) < f(y) (resp.
x,y € M,x <y= f(z) > f(y)). Je shora omezend, kdyz existuje ¢ € R tak,
zeVx € M : f(z) < c. Podobné se definuje omezenost zdola a f je omezend,
je-li omezena shora i zdola, tj. existuje ¢ > 0, 7e Vo € M : |[f(z)| < c
Rekneme, %e f je sudd (resp. lichd) funkce, kdyZ pro kazdé r € M je i
—x € M a f(x) = f(—z) (resp. f(x) = —f(—z)). Koneéné fekneme, 7e f
je periodicka funkce s periodou p € R,p > 0, kdyz pro kazdé z € M je i
rEtpeMa f(x)= f(x£p).

Limita funkce v bodé, spojitost v bodé
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Okoli bodu a € R, presnéji d-okoli bodu a, kde 6 € R a § > 0, je interval
U(a,d) = (a — 6,a+ 6). Je to tedy pfesné mnozina

{zr eR: |z —al <d}.

Okoli nekonecen definujeme jako U(+00,0) = (1/0,+00) a U(—o00,d) =
(—o0, —1/0). Pravé okoli, resp. levé okoli, bodu a € R je interval Ut (a,d) =
la,a + 6), resp. U (a,0) = (a — d,al. Prstencovd okoli bodu a € R jsou
obycejna okoli s vyjmutym bodem a: P(a,d) = U(a,0)\{a}, P*(a,0) =
U*(a,0)\{a} a P (a,0) = U (a,0)\{a}. Prstencova okoli nekonecen jsou
stejna jako jejich obycejna okoli.

Definice. Necht M C R, a € R*, P(a,0) N M # () pro kazdé § > 0 a
f: M — R. Rekneme, Ze funkce f md v bodé a limitu A € R*, kdyz

Ve>030>0: € Pla,0) N M = f(z) € U(A,e).

Znaceni:

lim f(z) = A.

r—a

Poznamka. 1. Limita funkce f v bodé a nezévisi na jeji hodnoté v a, f ani
nemusi byt v a definovana. Pokud by, v rozporu s predpokladem, existovalo
prstencové okoli bodu a neprotinajici defini¢ni obor funkce f, pak by kazdé
¢islo bylo jeji limitou v a, coz by nebylo moc praktické. Vétsinou bude ale
splnén jesté silngjsi predpoklad, ze P(a,d) C M pro néjaké § > 0.

2. Stoji za zminku, ze limita posloupnosti je specialni ptipad této definice:
M =Naa=+o0.

Piiklady. 1. PfepiSme pro pfipad, Ze a i A jsou redlna ¢isla a P(a,0) C M
pro néjaké o > 0, ekvivalentné definici limity funkce:

limf(z) =A <= Ve>030>0: 0< |z —a|<d=|A—- f(z)] <e.

r—a

2. Pokud M = R, a = —0co a A = +00, definice limity funkce se da
rozepsat jako

lim f(z) =400 <= VK 3IL: z< L= f(z) > K.

r——00
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3. Pokud f(z) =z (a M = R) a a € R, pak lim,_,, f(x) = a. Pokud
zménime hodnotu funkce v nule a definujeme ji jako

|z prox#0
f(x)—{ 1 prox=0,
pak stale lim, ., f(z) = a pro kazdé a € R, i pro a = 0.

4. Funkce signum (znaménko), kterd je definovand predpisem

1 pro x > 0,
sgn(z) =< 0 pro z = 0,
-1 prox <0

ma limitu lim, ., sgn(z) = sgn(a) pro a € R\{0}, a lim, ¢ sgn(z) neexistuje.
5. Necht M = Q, a = /2 a hodnota funkce f(z) je pro zlomek p/q v
zékladnim tvaru definovana jako f(p/q) = 1/q. Pak
lim f(z) = 0.
Plati to vlastné pro kazdé a € R.

Jednostranné limity. Necht M CR, f: M — R, a € R, P™(a,6)NM # ()
pro kazdé 6 > 0. Funkce f(x) mé v bodé a limitu zprava rovnou A € R,

lim f(x)= A,

z—at

pokud
Ve>030>0: € P (a,0)NM = f(z) e U4, e).

Podobné se definuje limita zleva, P (a,d) se nahradi levym prstencovym
okolim P~ (a,d).

Poznamka. Pokud pro a € R mame lim,_, f(z) = A, pak existuje alespon
jedna z jednostrannych limit f(z) v a a rovné se A. Naopak, z lim, ..+ f(x) =
lim, ..~ f(z) = A plyne, Ze i lim, ., f(z) = A.

Definice. Necht M C R, f: M — R, a € R. Rekneme, Ze funkce f(z) je
v bodé a spojitd, kdyz U(a,d) C M pro n&jaké § > 0 a

lim f(@) = f(a).

Funkce f(x) je v bodé a spojitd zprava, kdyz U™ (a,d) C M pro n&jaké § > 0
a lim, ..+ f(z) = f(a). Podobné se definuje spojitost zleva.

Zakladni véty o limitach funkci
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Véta 3.1 (jednoznac¢nost limity funkce)
Funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Diikaz. A, B € R* budte dvé rizné limity funkce f(z) v bodé a € R*. Protoze
A # B, 1ze zvolit tak malé ¢ > 0, ze U(A,c) NU(B,¢) = 0. Maji existovat
51,52 > 0, 7e x € P(a,él) NnNM = f(l’) S U(A,&T) axr e P(CL,(SQ) NnNM =
f(z) € U(B,¢). Pro 0 < § < min(d1, d2) mame, ze x € P(a,0)NM = f(x) €
U(A,e) NU(B,¢). To je ale spor, tato dvé okoli jsou disjunktni a soucasné
v jejich pruniku mé leZet néjaké f(z) (které existuje, nebot predpokladame,
ze kazdé prstencové okoli bodu a protina M). O

Véta 3.2 (Heineho definice limity funkce)
Necht a € R*, M C R, P(a,6) " M # () pro kazdé 6 >0, f : M — R a
A € R*. Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. lim, ., f(z) = A;

2. pro kazdou posloupnost (x,) C M takovou, Ze x,, # a pro kazdén € N
a lim, ... z, = a, plati, Ze lim, ., f(z,) = A.

Diikaz. Necht plati bod 1 a posloupnost (z,,) C M spliiuje, Ze x,, # a pro
Vn € N a x, — a pro n — oo. Pro dané € > 0 existuje 6 > 0, ze f(P(a,d) N
M) Cc U(A,¢). Existuje téz ng € N, ze n > ng = z, € U(a,d). Pro n > nyg
tak mame, ze f(x,) € U(A,¢). Proto f(z,) — A pron — oo.

Necht bod 1 neplati, lim,_., f(z) neexistuje nebo se nerovna A. To jest
existuje takové € > 0, Ze pro kazdé § > 0 existuje x € P(a,d)NM s vlastnosti
f(z) € U(A,e). Pro kazdé § = 1/n, kde n = 1,2,3, ..., vezmeme takové x
a ozna¢ime ho xz,. Patrné z,, — a pro n — oo, vzdy =z, # a, ale f(x,) ¢
U(A,¢), takze lim, .. f(x,) neni A. Bod 2 tedy také neplati; neni splnén
pro posloupnost (z,,). O

Jako disledek dostavame charakterizaci spojitosti funkce f: M — R:

fiespojitaivae M <= V (z,) CM: z, —a= f(z,) = f(a).

Piiklad. Pomoci predchozi véty ukézeme, Ze funkce f(x) = sin(1/z), ktera
je definovana na mnoziné M = R\{0}, nemd limitu v nule. Uvazme dvé
posloupnosti (z,,) a (y,), kde

1 1

Ty = —

= —— neN.
m oY (2n+1/2)m "
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Ziejmé lim z,, = limy, = 0, ale f(x,) =sin(1l/z,) =0a f(y,) =sin(1/y,) =
1 pro kazdé n € N. Proto lim,_sin(1/z) neexistuje.

Poznamka. Je lehké vidét, Ze z existence vlastni limity funkce f(x) v bodé
a € R* plyne existence prstencového okoli P(a,d), na némz je f omezena.

Tvrzeni 3.3 (aritmetika limit funkci)
Necht a, A, B € R*, funkce [ a g jsou definované na néjakém prstencovém
okoli bodu a, lim,_., f(z) = A alim,_, g(z) = B.

1. lim, ., f(z) + g(x) = A+ B, je-li tento soucet definovan.
2. lim, ., f(x)g(x) = AB, je-li tento soucin definovan.

3. Necht je navic g(z) nenulova na néjakém prstencovém okoli bodu a.
Pak lim, ., f(z)/g(x) = A/B, je-li tento podil definovan.

Diikaz. Pomoci Heineho definice limity (Véta 3.2) tyto vysledky snadno pte-
vedeme na vysledky o aritmetice limit posloupnosti (Tvrzeni 2.8). Dokazme
tfeba bod 1. Necht (x,) C R je libovolné posloupnost, na niz je souc¢tova
funkce f(x) + g(x) definovana, limz, = a, ale x, # a pro kazdé n € N.
Protoze lim, ., f(z) = A a lim, ., g(z) = B, podle Tvrzeni 3.2 (implikace
1 = 2) mame, ze lim f(z,) = A a limg(z,) = B. Podle Tvrzeni 2.8 pak i
lim f(z,) + g(z,) = A+ B. To podle Tvrzeni 3.2 (implikace 2 = 1) zna-
mend, ze lim, ., f(x) 4+ g(r) = A+ B. Body 2 a 3 se dokazuji analogickym
postupem. O

Tvrzeni 3.4 (limity funkci a usporadani)
Necht ¢ € R* a funkce f, g a h jsou definované na néjakém prstencovém okoli
bodu c.

1. Mayji-li funkce f a g v bodé ¢ limitu a lim,_.. f(x) > lim,_. g(x), pak
existuje 0 > 0, ze f(x) > g(x) pro kazdé x € P(c,?).

2. Existuje-li § > 0, ze f(x) > g(x) pro kazdé x € P(c,d), potom i
lim, .. f(x) > lim,_.. g(x), kdyz obé limity existuji.

3. Existuje-li 6 > 0, ze f(z) < h(z) < g(z) pro kazdé © € P(c,6) a
lim, .. f(z) =lim, .. g(x) = A € R*, potom i lim,_,. h(z) = A.
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Diikaz. 1. Necht lim, .. f(z) = A > lim,_.g(z) = B. Protoze A > B,
existuje takové € > 0, ze U(A,e) NU(B, ) = (). Dokonce plati, Zze a > b pro
kazdé a € U(A,e) a b € U(B,¢). Pro toto ¢ existuje § > 0, ze f(P(c,9)) C
U(A,e) a g(P(c,0)) C U(B,¢). Tedy f(x) > g(z) pro kazdé = € P(c,9).

2. Kdyby platila opa¢na nerovnost, lim, .. f(z) < lim, .. g(x), na néja-
kém P(c,dg) by podle bodu 1 platila nerovnost f(z) < g(zx), coz je ve sporu
s predpokladem.

3. Bud déno ¢ > 0. Existuje 6 > 0, ze f(P(c,0)) C U(A,¢e) a g(P(c,0)) C
U(A,e). Mizeme predpokladat, Ze na tomto prstencovém okoli P(c,d) plati i
nerovnost f(z) < h(z) < g(z). Okoli U(A,¢) je konvexni—s kazdymi dvéma
body obsahuje i celou tsecku jimi uréenou. Pro kazdé = € P(c,d) lezi h(x)
na tseéce uréené body f(z) a g(z), které oba lezi v U(A,¢). Tudiz i h(z) lezi
v U(A,¢e). Tedy i h(P(c,0)) C U(A,¢) alim,_.h(z) = A. O

Pripomenme si, ze funkce je spojita v bodé a € R, kdyz je definovana na
néjakém jeho okoli U(a, dp) a lim,_, f(z) = f(a), jinak Fe¢eno

Ve>030>0: la—z| <d=|f(a) = f(z)| <e,

jinak feceno

Ve>030>0: f(U(a,0)) C U(f(a),e).
Podobné pro jednostrannou spojitost. Z Tvrzeni 3.3 vyplyva, ze soucet a
soucin dvou funkci spojitych v néjakém bodé ¢ € R je v ¢ také spojity.
Totéz plati pro podil dvou funkci, za dodatecného predpokladu, ze funkce ve
jmenovateli nema v ¢ hodnotu nula.

Priklady. Kazdy polynom s redlnymi koeficienty ag, aq, ..., a, € R,
f(x) = apz™ + ap_12" ' + -+ arw + ag,

je funkce, ktera je spojita v kazdém bodé ¢ € R. Kazdy takovy polynom lze
totiz vytvorit z konstantnich funkei f,(z) = a, a € R, a z identické funkce
id(r) = x, které jsou ziejmé spojité v kazdém bodé ¢ € R, opakovanym
nasobenim a sc¢itanim:

> aiw' = a(a(.. . (2(xan + ano1) + anoa) + -+ a2) + a1) + ag.

i=0

56



Povolime-li pfi vytvafeni novych funkci kromé séitani a nasobeni i ope-
raci déleni, a vyjdeme-li opét z konstantnich funkci a z identické funkce,
dostaneme tiidu raciondlnich funkci, coz jsou podily polynomi:

™ + Ay 2" a T+ ag
bmxm + bm_lxm*1 —+ o4 bla: + bo’

fz) =

kde a;,b; € R a b,, # 0. Kazda racionalni funkce je spojita v kazdém bodé
¢ € R, ktery neni kofenem jmenovatele, tj. b,,c™ + - -+ + bic + by # 0.

Véta 3.5 (limita sloZené funkce)
Necht ¢, A, B € R*, funkce f(x) je definovana na néjakém prstencovém okoli
bodu A, funkce g(z) je definovana na néjakém prstencovém okoli bodu c,

lin}‘ f(x) =B, limg(z) = A
a je splnéna jedna z podminek P1 a P2:
P1. Funkce f(x) je spojita v A.

P2. Na néjakém prstencovém okoli P(c,n) funkce g(z) nenabyvd hodnotu
A, tj. g(x) # A pro kazdé x € P(c,n).

Potom

lim f(g(x)) = B.

Tr—cC

Diikaz. Bud déno € > 0. Protoze lim, .4 f(z) = B, existuje 6 > 0 tak, ze
f(P(A,0)) C U(B,e¢). Protoze lim,_,. g(z) = A, pro toto J existuje 6; > 0
tak, ze g(P(c,61)) C U(A,0). Jedind obtiz nyni je ta, Ze okoli U(A,J) neni
obsazeno v okoli P(A,d), ma navic bod A. Pokud je splnéna podminka P1,
mutizeme 6 vzit tak, ze dokonce f(U(A,J)) C U(B,¢). Pak obtiz mizi a

f(g(P(c,61))) € f(U(A,0)) C U(B,e).

Tedy lim, .. f(g(z)) = B. Pokud je splnéna podminka P2, miuzeme §; vzit
tak, ze dokonce g(P(c,d1)) C P(A, ). Obtiz opét mizi,

flg(P(e,61))) C f(P(A,0)) C U(B,e)
alim,_.. f(g(x)) = B. O

Poznamka. Neni-li splnéna ani podminka P1 ani P2, véta neplati, protoze
pak lim, .. f(g(x)) neexistuje nebo se nerovna B. Dokazte jako cviceni.
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Véta 3.6 (limita monotdénni funkce)
Necht a < b jsou realna cisla a funkce f : (a,b) — R je na intervalu (a,b)
monotonni. Potom existuji (piipadné nevlastni) jednostranné limity

lim f(z) a liril_ f(z).

Diikaz. Budeme predpokladat, ze f je neklesajici a dokazeme existenci limity
f v bodé a zprava, ostatni pfipady jsou analogické. Polozme

a=inf({f(x): = € (a,b)}).

Necht o € R, pfipad o = —o0 je podobny. Bud déno € > 0. Podle definice
infima existuje u € (a,b), Ze f(u) < a+ . ProtoZe f je neklesajici,

z € (a,u) = a< f(r) < f(u) <a+e.
Tedy lim, ..+ f(z) = a. O
Funkce spojité na intervalu

Vnitrni bod néjakého intervalu I je bod, ktery v I lezi i s néjakym svym
okolim. Krajni bod intervalu je bod, ktery neni vnitini. Napiiklad (—oo,5)
nemd krajni body, jen vnitini, ale (—oo, 5] ma pravé jeden krajni bod a to 5.

Definice. Necht I C R jeinterval a f : I — R je funkce na ném definovana.
Rekneme, ze f je na intervalu I spojitd, je-li spojitd v kazdém vnitfnim
bodu I a v kazdém krajnim bodu [ je odpovidajicim zpisobem jednostranné
spojita.

Priklad. Funkce f(z) = 1 je spojitd na intervalu (0,1) i na intervalu (0, 1].
Neni vSak spojitd na intervalu [0, 1) (bez ohledu na to zda a jak je definovana
v nule), protoze lim, o+ f(x) = +o0.

Véta 3.7 (Darbouxova, o nabyvani mezihodnot)

Necht a < b jsou redln4 ¢isla, funkce f : [a,b] — R je na intervalu |a, b] spo-
jitd a f(a) < f(b). Pak kazdé realné ¢islo z intervalu [f(a), f(b)] je hodnotou
funkce f(z), to jest pro kazdé y € R, f(a) <y < f(b), existuje « € [a,b], Ze
fla) =y
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Diikaz. Pokud y = f(a), popfipadé y = f(b) mame « = a, popiipadé o = b.
Muzeme proto piedpokladat, ze f(a) < y < f(b). Uvazme mnozinu

A={z€a,b]: f(2) <y}

A je neprazdna mnozina (tieba a € A), kterd je obsazend v intervalu [a, b].
Jeji supremum je proto realné ¢islo z [a, b]. Polozime

a = sup(A).

Uvidime, ze f(a) = y. Z jednostranné spojitosti f vaa v baz f(a) <
y < f(b) plyne, ze existuje takové 6 > 0, ze € [a,a +9) = f(z) <y a
z € (b—20,b] = f(z) >y. Tedy [a,a+0) C Aa(b—4§bNA=10, atak
a<a<b.

Kdyby bylo f(a) < y, tato nerovnost by vzhledem ke spojitosti f v «
platila v néjakém okoli o a v A by byly prvky vétsi nez a, coz nelze (« je
horni mez A). Podobné kdyby bylo f(a) > vy, tato nerovnost by zase platila
v néjakém okoli v a pro néjaké § > 0 bychom méli, Ze (« —J,a+ )N A = .
Coz je opét spor (« je nejmensi horni mez A). O

Dusledek. Spojita funkce zobrazuje interval na interval. To jest, je-li J C R
interval a f : J — R je spojita funkce, je mnozina f(J) = {f(z) : = € J}
opét interval.

Drukaz. Nejprve si ujasnéme, co to je interval. Podle prvni definice je mnozina
M C R interval, pokud existuji ¢isla a,b € R* tak, ze

M={zeR: a<x=<b}

kde symbol < muze byt bud < nebo < (a rizny v obou vyskytech). Mame
tedy celkem 11 typi intervalii:

) ... mnapf.a>0b
{a} ... a=beR aobé < rovné <
a,b),la,b),(a,b],[a,b] ... a<baobéabvR
(—00,b), (—00,b], [a, +00), (a +oo) ... a<bapravé jedno z a,b v R
a=—00ab=+o0.

Podle druhé definice jsou intervaly praveé konverni podmnoziny R, tj. mnoziny
M C R spliujici podminku

Ve,y,ze R: x<z<yxeMye M= z2¢c M.
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Dokazme, 7Ze obé definice jsou ekvivalentni. Kazda mnozina M, ktera je
intervalem podle prvni definice, je zfejmé konvexni. Naopak, necht M C R
je konvexni. Polozime a = inf(M) a b = sup(M). Tvrdime, zZe

(a,b) C M C a,bl.

Pokud = € (a,b), podle definice infima a suprema existuji prvky o, 3 € M
takové, ze a < x < (3. Podle konvexity pak i z € M. Pokud x € M, podle
definice infima a suprema mame a < z a x < b, takZe = € [a,b]. Mnozina M
se tedy od (a,b) lisi jen eventudlnim pfidanim jednoho nebo obou bodiu a,b
a je tedy intervalem podle prvni definice.

Nyni dokézeme dusledek. Ukazeme, ze f(J) je konvexni mnozina. Necht
r,y€ f(J),ze€Rax <2<y Mame z = f(a) ay = f(8) pro o, 3 € J.
Miizeme predpokladat, ze o < 3 (pfipad o > [ je podobny). ProtoZe ziZena
funkce f : [a, ] — R je spojitd a f(a) < z < f(f), podle Véty 3.7 mame i
z = f(v) pro n&jaké v € [a,b]. Takze f(J) je konvexni a tedy interval. a

Necht M C Ra f: M — R. Rekneme, 7e funkce f nabyva v bodé a € M
(na mnoziné M) svého

o minima, kdyz Ve € M : f(z) > f(a);

e mazima, kdyz Vo € M : f(z) < f(a);

e ostrého minima, kdyz Ve € M,z # a: f(x) > f(a);

e ostrého mazima, kdyz Vo € M,z # a: f(z) < f(a);

e [okdlniho minima, kdyz 30 > 0Ve € M NU(a,0): f(x) > f(a);

o [okdlniho mazima, kdyz 30 > 0Ve € M NU(a,0): f(x) < f(a).
Ostré lokalni extrémy se definuji zfejmym zptisobem.

Véta 3.8 (princip maxima pro spojité funkce)
Necht a,b e R, a <ba f: [a,b] — R je spojita funkce. Potom f nabyvd na
intervalu [a, b] svého maxima i minima.

Dikaz. Dokazeme nabyvani maxima, pfipad minima je velmi podobny. Po-
lozime

a = sup(f([a, b])).
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Podle definice suprema pro kazdé ¢ > 0 existujey € f([a,b]), z2e a—e <y < «
(pro @ € R), resp. 1/e < y (pro a = +00). Existuje tedy posloupnost
funkénich hodnot konvergujici k «: existuje (x,) C [a,b], Ze lim f(x,) =
a. Podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty (Véta 2.4) ma (x,) konvergentni
podposloupnost (zy, ), limx, = 5. Protoze a < zy, < b pro kazdé n € N, v
limité dostaneme (Tvrzeni 2.6), ze a < 3 < b, tedy (3 € [a, b] (v této chvili by
dikaz selhal, kdyby defini¢ni interval funkce f nebyl toho spravného typu).
Podle Tvrzeni 2.3, disledku Heineho definice limity (Véta 3.2) a (pfipadné
jednostranné) spojitosti f v bodé 5 mame

a = lim f(xg,) = f(limy,) = f(3).
Funkce f tedy nabyva v bodé (3 intervalu [a, b] své maximum o. O

Dusledek. Je-li f jako ve vété, tj. f : [a,b] — R je spojitd a a < b
jsou redlné ¢isla, potom je f na intervalu [a,b] omezend, protoze pro kazdé
x € |a,b] mame, ze

f(t) < f(x) < f(t2),

kde t1, resp. t9, je bod z J, v némz f nabyva na J své minimum, resp.
maximum.

Poznamky. 1. Pokud f: — R definovana na intervalu J neni spojita nebo
J neni typu [a, b], potom f nemusi na J nabyvat maximum ani minimum a
nemusi ani byt omezena. Napfiklad funkce f(z) = z je na intervalu J = (0, 1)
spojita, ale nenabyva na ném ani maximum ani minimum. Totéz pro funkci
f(z) = 1/x, kterd na J navic ani neni omezend. Na intervalu J = [—1,1]

funkce
r+1 proxe[-1,0)

fl)y=¢ 0 proxz =0
r—1 proz e (0,1]

nenabyva ani maximum ani minimum, protoZe na J neni spojita (je nespojita
v nule). Funkce f(z) = = je na J = (—o0, 1] spojita, ale neni omezena (a
nenabyva minimum) atd.

2. Intervaly [a,b] (kde a < b jsou redlnd ¢isla), pro néz plati princip
maxima spojité funkce, jsou omezené a uzavrené neboli tzv. kompaktni inter-
valy.

Pfipomenme si, Ze pro prosté (injektivni) zobrazeni f : X — Y (tj. f
splituje podminku a # b = f(a) # f(b)) madme na Z = f(X) C Y definované
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inverzni zobrazent
' Z—=X, f2)=2 < f(z)==x
Zobrazeni f a f~! jsou pak bijekce mezi mnozinami X a Z.

Véta 3.9 (spojitost inverzni funkce)

J C R bud interval, funkce f : J — R bud spojita a rostouci (klesajici).
Potom inverzni funkce f~' : K — J, kde K je interval f(J), je rovnéz
spojita a rostouct (klesajici).

Diikaz. Vétu dokazeme pomoci lemmatu.

Lemma. Necht J C R je interval, f : J — R je rostouct (klesajici) a f(J)
je interval. Pak je f spojita na J.

Dtikaz je snadny. Necht je f rostouci a x( je vnitini bod J, pro klesajici f
a krajni body je postup podobny. Dokazeme spojitost f v xo. Mizeme vzit
x1,x9 7 J, Ze 11 < xg < 2. Pak f(x1) < f(zo) < f(z2) a vSechny body z
intervalu [f(x1), f(z2)] jsou funkéni hodnoty (protoze f(J) je interval). Bud
dano £ > 0. Mizeme predpokladat, ze je uz tak malé, ze

[f(z0) — &, f(wo) + ] C [f(21), f(22)]-

V J tedy existuji xs, x4, 7e 1 < 13 < 19 < 14 < 29 a f(x3) = f(x9) — €
a f(xy) = f(xg) + €. Vezmeme 6 > 0 mensi nez min(xy — x3, x4 — o). Pak
x € U(xg,6) = f(x) € U(f(x0),e).

Nyni dikaz véty. Necht je f rostouci, pripad klesajici f je velmi podobny.
Inverzni funkce f~' : K — J je také rostouci. K = f(J) je interval diky
diisledku Véty 3.7. Dale f~*(K) = J je interval. Podle lemmatu je f~! na K
spojita. a

Poznamky. 1. Shriime operace s funkcemi, které zachovavaji spojitost. (i)
Pokud f a g jsou spojité v bodé a € R, pak i funkce f + g a fg jsou spojité
v a a také f/g je spojitda v a, kdyz g(a) # 0. (ii) Je-li g spojitd v a a [ je
spojita v g(a), je slozena funkce f(g) spojita v a. (iii) Je-li f : J — R rostouci
(klesajici) a spojita na intervalu J, je inverzni funkce f~!: f(J) — R spojita
na intervalu f(J).

2. Pro funkci f: J — R spojitou na intervalu J je jeji prostota ekviva-
lentni s tim, Ze f je rostouci nebo klesajici. Dokazme to. Je-li f rostouci nebo
klesajici, je zjevné prosta. Necht f neni na J ani rostouci ani klesajici. Odvo-
dime, ze f neni prosta. Podivejme se na vSechny trojice bodl z; < x5 < x3
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z J a na odpovidajici trojice funkénich hodnot f(xy), f(z2), f(z3). Kdyby
vzdy platilo, ze f(x1) < f(z2) < f(z3), f by byla rostouci (kazdou dvojici
ruznych bodi z J mohu patrné doplnit na trojici riznych bodu z J). Kdyby
vzdy platilo, ze f(z1) > f(x2) > f(x3), f by byla klesajici. Musi tedy exis-
tovat takova trojice bodi z; < xy < x3 2 J, Ze f(x1) < f(x2) > f(z3) nebo
flx1) > f(x2) < f(x3). Mizeme predpokladat, Ze tyto nerovnosti jsou ostré
(nastava-li nékde rovnost, f neni prostd, jak chceme ukézat). Nechf nastava
prvni pfipad f(z1) < f(z2) > f(x3), druhy je podobny. Necht y € R je libo-
volny bod spliujici max(f(x1), f(z3)) < y < f(xs). Podle Véty 3.7 existuji
Cisla v, 0 € R takov, Ze 71 < o < 29 < B < x3 a f(a) = f(B) = y. Takze f
neni prosta.

Exponenciala a logaritmus
Véta 3.10 (zavedeni exponencialy)
Existuje pravé jedna funce exp : R — R, ktera ma dvé nasledujici viastnosti:
1. Vx,y e R: exp(z+y) = exp(x) - exp(y);
2. VreR: exp(x) > 1+ .

Tuto funkci nazyvame exponencialni funkci.

Diikaz. Nejprve dokézeme existenci takové funkce a pak jeji jednoznacnost.
Existence. Funkci f(x) s vlastnostmi 1 a 2 definujeme pomoci limity:

n—oo

f(z) := lim (1 + £>n.
n
Dokézeme, zZe (i) pro kazdé = € R tato limita existuje a je vlastni, (ii) funkce
f ma vlastnost 1, tj. f(z +vy) = f(z)f(y) pro kazdé z,y € R, a (iii) funkce
f ma vlastnost 2, tj. f(z) > 1+ x pro kazdé x € R. Nejprve ale dokazeme
indukci podle n Bernoulliovu nerovnost, ktera se nam bude nékolikrat hodit:

neNy, zeR, 2> 1= (1+2)">1+nz.

Pro n = 0,1 zjevné plati. Plati-li pro n, vynasobime obé jeji strany nezapor-
nym c¢islem 1 + z a dostaneme, ze

(14+2)" = (1+2)(14+2)" > (1+2)(1+nz) = 1+(n+1D)z+nz® > 1+(n+1),
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coz je Bernoulliova nerovnost pro n + 1.

(). Dokazeme, ze posloupnost ((1 4+ z/n)"),>1 je, pro libovolné pevné
x € R, omezena a pro n > ng neklesajici. Odhadneme podil (n + 1)-tého
a n-tého clenu a ukazeme, ze pro velké n je > 1. Pro n > ngy a s pouzitim
Bernoulliovy nerovnosti dostavame, ze

(1+z/(n+ 1))t
(1+z/n)"

= (I+2/(n+1)) (%&”ﬁ”)n

a %(1_ (n+1):zzn+x>>”

n+l+z nx
= n—+1 (1_(n+1)(n+az)>
_ (+(+2)(n*+n+a)
(n+1)%(n+x)
ot (e+2)+n2r+ 1) +z(z+ 1)
N nd+n2(r+2)+n2x+1)+x
> 1

?

protoZe Citatel je o 22 > 0 vétsi nez jmenovatel. Podminka n > ng, kde ng
zavisi na z, nam zajisti, Ze citatel a jmenovatel posledniho zlomku jsou kladna
¢isla, 1+x/n # 0 a Ze 1ze pouzit Bernoulliovu nerovnost, tj. z/(n+1)(n+z) <
1. Tedy, pro pevné x € R a néjaké ny zavisejici na z,

n+1 n
n>n0:<1+ v ) >(1+5> > 0.

n+1 - n

Pro = # 0 zde mZeme napsat ostrou nerovnost, tj. pro z # 0 je ((1+z/n)")
pro n > ngy dokonce rostouci.

Nyni dokadZeme omezenost této posloupnosti. Dokazeme omezenost shora,
omezenost zdola je zfejma (1 + x/n > 0 pro n > ng). Uvazime podobnou

posloupnost
(bn)n>2 = ((1 + ﬁ) )n22

a stejnou metodou ukézeme, ze je klesajici. Pro n > 2 mame, s pomoci
Bernoulliovy nerovnosti,

be  (1+1/(n—1)" 1 (1+1/(n—1>)”
by (1+1/p)»  1+1/n 1+1/n
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S S
 on+1 n?—1
n

> <1+ . )

n+1 n? —1
oM +n—-1)  nP4+n’-n
 (n+1)2-1) m4n2-n-1
> 1.

Pro n > 2 tak méame b,, > b,,1. Pro dané = € R nyni vezmeme k € N tak,
ze k > |z|. Pro n > 2 pak plati

<o () < () < () )

a, protoze by > by > by > ...,

€T kn
0<(1+) <th<th=da~
kn

Posloupnost ((1 + x/n)"),>1 je tedy shora omezend (ukézali jsme prave, ze
jeji podposloupnost s indexy n délitelnymi & je omezend, coz dava omezenost

shora pro celou posloupnost, protoze ta je neklesajici). Podle Véty 2.2 existuje

vlastni limita lim,,_, (1 + %)n

(ii). Budte dany z,y € R. Mame

F@)f) = lm (L+a/n)" - lim (1+y/n)"
= lim(1+z/n)"(1+y/n)"
= lim (14 (z +y)/n+ ay/n*)"
— lim(1 + (z +y)/n)" - lim (1 + %)
= flety)-1
= fle+y),

kde ovSsem musime jesté ukazat, Ze posledni limita je rovna jedné. Vyplyva
to z nasledujiciho lemmatu.

Lemma. Necht (¢,) C R je omezend posloupnost. Pak

lim (1+°2)" = 1.
n

n—oo
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Dikazik. Uvedeme dva ditkazy. Necht ¢ > 0 je konstanta omezujici posloup-
nost, tj. |c,| < ¢ pro kazdé n € N. Podle binomické véty,

C, e\ F 2,k
v () = (1) () e e
k=1

kde jsme pouzili jednoduchy odhad (Z) < n*. Pro n > mc, kde m € N,
odhadneme posledni fadu pomoci geometrické fady s kvocientem 1/m:

&
1
Z kazl—l/m m_1—>0prom—>oo.

Proto, podle véty o dvou policajtech, lim(1 + ¢, /n?)" = 1.
Druhy dikaz je stylovy pomoci Bernoulliovy nerovnosti. Pomoci ni a
nerovnosti 1 +y < 1/(1 — y), ktera plati pro y < 1, pro n > ny mame

Cn\"™ 1 1
1<<1+—"> < < — 1 pro n — oo.
- n?/ — (1—c,/n?)" — 1—c,/n P
Opét lim(1 + ¢,/n*)" = 1. Tim je lemma dokéazéno.
(iii). To je nejjednodussi: pro dané x € R méme, pomoci Bernoulliovy
nerovnosti (pouzitelné zde opét pro n > ng, coz je v limité jedno), Ze

€T n
f(z) = lim (1 + —) >lim(l+2)=1+=z.
n—oo n
Jednoznacnost. Ukézeme, ze kazda funkce exp(z) s vlastnostmi 1 a 2
uz musi splniovat i

exp(z) = lim (1 + %)n

n—oo

Tim bude jednoznacnost dokazana.
Vlastnost 1 dava indukei pro kazdé n € N a z € R identitu

exp(nz) = exp(z)".

Protoze exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0)?, mame exp(0)(exp(0) — 1) = 0 a
exp(0) = 0 nebo 1. Prvni hodnota je ve sporu s vlastnosti 2, kterd pozaduje
exp(0) > 1+ 0 = 1. Takze

exp(0) = 1.
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Protoze 1 = exp(0) = exp(z —x) = exp(z) - exp(—x), pro kazdé z € R mame
1
exp(—z) = g
Pro kazdé = € R a n > ng tedy plati odhad

(1 + %)n < exp(z) = exp(z/n)" <

1
(1=3)"
kde prvni nerovnost plyne z vlastnosti 2 a druhd také, vzhledem k
exp(—z/n) > 1 — z/n a exp(z/n) = 1/exp(—z/n); n > ny potiebujeme
pro 1 £ x/n > 0. Tedy

exp(x) < 1 _ 1 o 1pron — o,

(1-2"0+D" (-%)

1< -
-1+
podle Lemmatu, a

exp(z) = lim (1 + %)n

n—oo

Tim je véta dokazana. a
Uvedeme dalsi vlastnosti exponencialni funkce plynouci z vlastnosti 1 a 2.
e 7 vlastnosti 2 okamzité plyne, ze

1151_1 exp(z) = +00.

e Odtud, diky exp(—z) = 1/ exp(x), mame
lim exp(x) = 0.

e Plati dtlezita limita
exp(z) -1

lim 1.
x—0 €T
Skutec¢né, podle vlastnosti 2 a exp(x) = 1/ exp(—z) mame pro 0 < z <

1 odhad
1+z <exp(z) <1/(1—x).

Takze, pro 0 < x < 1, mame

:1+x—1<exp(:c)—1<1/(1—x)—1_ 1

1 < < = .
T T T 1—=zx

Pro x < 0 se nerovnosti otoc¢i. Obé strany pro x — 0 jdou k jedné a

podle véty o dvou policajtech dostavame lim, . % =1.
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Pro kazdé x € R mame
exp(z) > 0.

Pro z > —1 to dava vlastnost 2 a pro z < 0 to plyne z exp(—z) =
1/ exp(z).

Pro kazdé kladné x € R mame
exp(z) > 1.

Kdyby totiz existovalo kladné zy s exp(zy) < 1, pak bychom méli
exp(nrg) = exp(zg)” < 1 pro kazdé n € N, coz je spor s
lim, ., exp(z) = 400 (nebot nxy — +00 pron — oo, ale posloupnost
funkénich hodnot nejde do +00).

Funkce exp(x) je na celém svém definiénim oboru R rostouci. Pokud
x <y, pak totiz
exp (y)
exp (z)
protoze y — x > 0, a tak exp (y) > exp ().

- eXp(y - I’) > 17

Funkce exp(z) je na celém svém definiénim oboru R spojitd. Dokazme
to. Nechf je a € R libovolné ¢islo; ukdzeme, ze lim,_,, exp(z) = exp(a).
To je ekvivalentni s

lim (exp(x) — exp(a)) = 0.

r—a
Vyraz v limité prepiSeme jako

exp(z —a) —1

(x —a).

exp(z) — exp(a) = exp(a) - —— —

Pro x — a jde prvni konstantni ¢initel k exp(a), druhy jde podle hotejsi
dilezité limity k 1 a tfeti jde k nule. Celkova limita je podle aritmetiky
limit funkci proto rovna nule.

FEulerovo ¢islo e = 2.71828 ... je definovano jako hodnota e = exp(1).

Jak vime,
. 1\"
e= lim (1 + —) .
n—oo n
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Ukazeme, ze kazdé kladné realné ¢islo je hodnotou exponencialy,
exp(R) = (0, +00).

Necht y € R je kladné. Podle hotejsich limit exponencidly v +oco existuji
Cisla 1,19 € R, 1 < 29, Ze

exp(z1) <y < exp(z2).
Podle Véty 3.7, diky spojitosti exponencidly, existuje 3 € R, z; <

xr3 < xg, 7ze exp(x3) = y. Navic, protoZe je exp(z) rostouci, se kazda
kladna hodnota y nabyva praveé jednou.

Nyni se podivame na logaritmickou funkci. Funkei log : (0, +00) — R
definujeme jako inverzni funkci k exponenciéle:

log(z) := exp(z)~V.

Uvedme jeji vlastnosti.

Funkce log(z) je rostouci—to plyne hned definice, je to inverzni funkce
k rostouci funkci.

Pro kazdé x,y € (0, +00) plati identita

log(zy) = log(x) + log(y).

To je dusledkem zéakladni identity pro exponencidlu. Pro dané x,y €
(0, +00) mame jednozna¢né urcend Cisla a, 3 € R, Ze © = exp(a) a
y = exp(f). Pak zy = exp(a)exp(f) = exp(a + [3), takze log(xy) =
a+ 0 =log(z) + log(y).

Funkce log(x) je spojité na intervalu (0, +o00). Plyne to z Véty 3.9.

Mame limity lim, ., log(z) = +o00 a lim, o+ log(x) = —o0. Plynou z
odpovidajicich limit exponencialy.

Funkce log(x) zobrazuje (0,+00) na R. To plyne z definice log(z) jako
inverzni funkce k exponenciale, ktera je definovana na R.

Méame hodnotu log(1) = 0, protoze exp(0) = 1.
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e Plati limita .
lim 108%) _
r—1 1 — 1
Zvolme x v okoli ¢isla 1. Pak existuje jednoznacné urcené y € R, Ze
x = exp(y). Pro x — 1 mame, ze y — 0, protoze log je spojita funkce.
Tedy

1
lim 280 Yy
e—=1x—1 y—0exp(y) —1

Pomoci exponencialy a logaritmu definujeme obecnou mocninu a® pro
a,b € Raa>0 jako

a® = exp(blog(a)).
Je to rozsifeni mocniny s raciondlnim exponentem p = § € Q, kterou (pro
p,q € N) pocitame jako

a’/" = Ya-a-...-a kde a nasobime p krét.

Skutecné je pro ¢ € N ¢islo o = exp(% log(a)) g-tou odmocninou z a, protoze

a1 = (exp(Llog(a)))" = exp(gt log(a)) = exp(log(a)) = a

Shriime vlastnosti monotonie funkce a®.

rostouci pro a>1
Pro pevné a > 0 je a° konstantni pro a =1
klesajici pro a < 1.
rostouci pro b>0

Pro pevné b € R je a’ konstantni pro b =0
klesajici pro b <0.

To plyne z definice. P¥i pevném a je a® jako funkce b spojitd na intervalu
R a pro pevné b je spojita jako funkce a na intervalu (0,4o00). To plyne ze
spojitosti exponencialy a logaritmu a z toho, zZe skladani funkci zachovava
spojitost.

Mocninu s obecnym exponentem a’ tedy miizeme spocitat dvéma zpi-
soby. Jednak podle hoiejsi definice jako a® = exp(blog(a)) nebo jako limitu
mocnin s racionalnimi exponenty

lim d”°.
B—b, BEQ
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Protoze a® = exp(blog(a)) souhlasi s hodnotou a® pro racionalni b poéitanou

,Skolskym* zptisobem a a’ je jako funkce b spojité, davaji oba postupy tentyz
vysledek.

Tvrzeni 3.11 (rust exponencialy a logaritmu)
Plati tyto dvé limity:

1. Pro kazdé o« € R mame

lim exp() = +00;
T——+00 xre

2. Pro kazdé ¢ € (0, +00) mame

lim log(x)

r—+oco €

=0.

Diikaz. Jedna limita se snadno pievede na druhou. Nechf exp(x)/z* — +o0
pro * — oo pro kazdé a € R. Tedy exp(z)/x'/* — +oo pro  — +oo
pro dané ¢ > 0 a pak i exp(z)*/z — +o0. Polozime y = exp(z) a dosta-
neme y°/log(y) — 400 pro y — +oo, ¢ili log(y)/y° — 0. Opaény prevod z
logaritmické limity na exponencialni je podobny.

Zbyva dokazat jednu z obou limit. Z nasledujici véty je prvni z nich
ziejma. a

Ze t¥i funkci log(z), x® pro pevné o > 0 a exp(x), které pro xr — 400
jdou do +o00, roste exponenciala nejrychleji, £ roste prostfednim rtistem a
logaritmus roste nejpomaleji.

Véta 3.12 (exponenciala jako rada)
Pro kazdé x € R plati rovnost

n 2 173 ZL‘4
|

. x
exp(x):nzzozzl—i-x—l—g—l—g%—z—h'-.

Diikaz. Tato fada absolutné konverguje pro kazdé realné x podle podilového
n+1
kritéria (Tvrzeni 2.18): (G2 BN pro n — oo. Definuje tedy

z™/n! n+1
funkci f: R — R,
o xn
f(z) = Z ok
n=0
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Ukézeme, ze f(x +y) = f(x)f(y) a f(x) > 1 + 2 pro kazdé x,y € R. To
podle Véty 3.10 vynucuje f(z) = exp(x).

Pro dtikaz identity pro f(z) pouZijeme vysledek o tzv. Cauchyové soucinu
fad. Ten se pro dvé fady » >~ a, a > b, definuje jako

o o n
E Cp = E E Qg bnfk )
n=0

n=0 k=0
tj. n-ty s¢itanec ¢, je > p_ rbn_k.

Tvrzeni. Jsou-li obé fady absolutné konvergentni a maji-li soucty A € R a
B € R, pak je absolutné konvergentni ¢ jejich Cauchytiv soucin a md soucet

C=AB.

Diikazik. Céstecné soucty fady > o |c,| jsou shora omezené, protoze diky
trojihelnikové nerovnosti mame

n k n k
Slel = DD aibeni| <D0 lail - beil = D aal - b
k=0

k=0 | i=0 k=0 i=0 i+j<n
< (laol + far] + -+ |an])([bo| + [b1| + - -+ + [ba])

(S (Em)

auchytv soucin » >- ¢ utné konverguje.
Cauch souc o Cn tedy absolutné k
Rada > 7 ¢, tim padem také konverguje a mé soucet C. DokéZeme
v N4 v ’ v v [o¢] o0 oo
rovnost C' = AB. Ozna¢me ¢astecné soucty fad Y >~ jan, > .~ b ad ¢y,
jako, po tadé, r,, s, a t,. Soucet t, je zhruba r,s,, pfesnéji

|Tnsn — tn| = Zaan —Z
k=0 =

k=0

= Z Clibj — Z Gibj

ij<n i+j<n

= Z CLibj

4,j<n, i+j>n

> lail -1yl

4L,J<n, i4+j>n

n

IN

IA
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[e.9]

< 3 Jadl- Iy

k=n+1i+j=Fk

kde fada ) -, d, je Cauchytv soucin fad )"~ |a,| a > -, |b,|. Tato fada
(s nezapornymi ¢leny) také samoziejmé konverguje, podle prvni ¢asti tvrzeni,

a tak .
lim > dj =0.
e k=n-+1

Tedy i lim |r,s, —t,| =0 a

C = icn =limt¢, = limr,lims, = ianibn = AB.
n=0 n=0

n=0
Tim je tvrzeni dokazano.

Ted je jasné, ze fada pro f(x +y) je Cauchyovym soucinem fad pro f(x)

a f(y):

9] T n 1 n n P © n $l~c n—k
f(x—i—y)zz( —;!y) B ﬁz(k)xy :Zzﬁ(ny—k)'

n=0 k=0

Cislo f(x+y) je proto podle tvrzeni o Cauchyové soucinu rovno soucinu &isel

f(x)a fly).

Zbyva jesté dokazat pro kazdé x € R nerovnost
flx) > 1+ .

Pro x > 0 je jeji platnost ziejma z fady pro f(z), 1+ je jeji Casteény soucet.
Pro x < —1 je platnost nerovnosti také ziejma, protoze pak 1 4+ x < 0, ale
f(z) > 0 pro kazdé x € R (je jasné, ze f(z) > 0 proxz > 0, a f(x) > 0 pro
r<0diky 1= f(0)=f(—z+2z)= f(—z)f(z)). Vintervalu —1 < 2 <0
maji séitance fady pro f(x) st¥idajici se znaménka a jejich absolutni hodnoty
klesaji monoténé k nule. Césteéné soucty proto splituji nerovnosti so = 1 >
Sg > 84> ...,85 =142 <s3<s5<...a8y > Sy pro kazdé ¢,j € N
(viz dikaz Véty 2.14). Tedy opét f(z) =lims, > s; =1+ z. O
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Exponenciala tak pro kazdé = € R spliuje identitu

n

e’ = exp(r) = nll_{rolo (1 + %) = Z %

n=0
Véta 3.13 (iracionalita éisla e)

Eulerovo ¢islo e = 2.71828 . .. je iracionalni, e ¢ Q.

Diikaz. Z vyjadieni exponencidly fadou dostavame fadu

1
_Zn|_2+ +3|+4|jL

Predpokladejme pro spor, Ze e je racionalni, e = ZE) € Q. Mame p,q € N.

Vyjadreni ¢isla e a tedy zlomku 7—’ fadou vynasobime ¢islem ¢! a dostaneme

RS RTD

q nq+1
bt ! + ! +
a = s
q+1 (¢+1D(g+2) (¢g+1)(g+2)(q+3)
kdea=p-(¢g—1)!eNa

b=q'+q¢' +q(¢g—1)...3+q(¢g—1)... 44 ---+qg+1€N.

Soucet zbyvajici nekone¢né fady odhadneme shora souctem geometrické rady
s kvocientem 1/(q + 1):

oo

0c— b — DI ES
q+1 (q+1)(CI—|—2 1q+1 g~

Dostavame spor, protoze rovnost a = b+ ¢, kde a,b € N a 0 < ¢ < 1, platit
nemuze. O

Snadno se také vidi, Ze i ¢islo log; 2 = log2/log3 je iracionalni. Méme
totiz
310g2/10g3 _ e(log2/log3)log3 — elog2 —9
Kdyby platilo, ze log2/log3 = § € Q, méli bychom 37/7 = 2 a tedy 37 = 2¢.
To ale pro zadnéa dvé ¢isla p, ¢ € N neplati, protoze 2 a 3 jsou prvocisla a roz-
klad ¢isla na soucin prvocisel je az na poradi ¢initeld jednoznacény. Samotné
hodnoty logaritmﬁ log2 a log 3 jsou rovnéz iracionalni, ale dokazat to uz je

vvvvvv
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4 Derivace funkci jedné realné proménné
Derivace funkce f(z) v bodé a je jeji okamzitd mira ristu v bodé a.
Zakladni vlastnosti derivaci

Definice. Necht f: M — R, a € M a U(a,d) C M pro n&jaké § > 0.
Derivace funkce f v bodé a je limita

f'(a) := lim flath) = f(a) = lim M.

h—0 T—a €Tr —

Derivace funkce f v bodé a zprava (zleva) je pfislusna jednostrannd limita
pro h — 07 (h — 07), resp. * — a* (z — a~). Tyto jednostranné derivace
znacime f (a) a f’ (a).

Poznamky. 1. Derivace bud existuje vlastni (f'(a) € R) nebo nevlastni
(f'(a) = £00) nebo neexistuje. 2. Plati tato ekvivalence:

flla)=AeR" <= fl(a)=f (a)=A.
3. Geometricky vyklad derivace. Pomér

fla+h) = f(a)
h

je tangens uhlu «, ktery svird smérem vzhiru orientovana ptimka p jdouci
body (a, f(a)) a (a+h, f(a+h)) a kladné orientovand osa . V limité h — 0
pfimka p pfejde v te¢nu ¢ ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)); t je dané rovnici

t:y=[f(a)(z—a)+ f(a)

Piiklady. 1. Funkce f(z) = 2 méa derivaci rovnou 1 v kazdém bodé, protoze

F(a@) = lim 1D =IO _ w0

r—a Tr —a rT—a T — Qa

2. Funkce f(x) = 2", n € N, ma v a derivaci rovnou na""!, protoze
"™ — g™
—(a +h)—a — lim (a2t " +a"h " SRR ")) = nan 1
h—0 h h—0 1 2 n

lim
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3. Pro exponencialni funkci mame

— 0
o (0) =l SRR = iy OB

exp(z) —1 _q

Piimka y = 1 + z je tedy te¢nou ke grafu funkce y = exp(z) v bodé (0, 1).
Obecné plati, ze exp’(a) = exp(a).

4. Funkce signum, f(z) =sgn(z) (=1proz >0,=0proz=0a=—1
pro x < 0), ma v nule jednostranné derivace

10— 1 ) sm0(0)

= lim — = +o0
z—0~ T rz—0~ X
) (x) (0) 1
. sgn(x) —sgn )
/ O = 1 — 1 —_ =
f+( ) acgglJf xT :Jci%lJr xT —|—OO,

takze sgn’(0) = +oo.
5. Funkce absolutni hodnoty, f(x) = |z|, v nule nemé vibec derivaci,
protoze f/ (0) = -1 a f/(0) = 1.

Tvrzeni 4.1 (vlastni derivace vynucuje spojitost)
Ma-Ii f: U(a,d) — R v bodé a vlastni derivaci, je v a spojita.

Dukaz. Mame

tim(f(2) — f(a)) = lim LDy (00— 10 000
Tedy lim, ., f(z) = f(a) a f je spojita v a. a

Poznamky. 1. Ma-li f v a vlastni derivaci, muZzeme f v okoli a aproximovat
pomoci linearni funkce:

f@) = fa) + (x — a) f'(a) + Ala, z),

kde A
lim —(a, 7)
x—a T —

=0.

Nejenomze chyba A(a,z) jde pro x — a k nule, ona jde k nule rychleji nez
identicka funkce x — a.

2. Funkce f(x) = |z| je pfikladem funkce spojité v bodé (nula), ktera v
ném vibec nemé derivaci.
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3. Funkce f(x) = sgn(z) méa v bodé nula nevlastni derivaci +o00 a sou-
casné v tomto bodé neni spojita. Nevlastni derivace tedy nevynucuje obecné
spojitost.

4. Funkce f : R — R definovana jako f(z) = 2'/3 pro > 0 a jako
f(z) = —(—2)3 pro < 0 je v 0 spojitd a ma tam (jak se snadno spocte)
nevlastni derivaci +oo.

Véta 4.2 (aritmetika derivaci)
Necht f,g: U(a,d) — R jsou funkce, které maji v bodé a derivaci (vlastni
¢i nevlastni).

1. Plati, ze (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a), je-li prava strana definovana.

2. Plati Leibnizova formule: (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), je-li prava
strana definovana a f nebo g je spojita v a.

3. Je-li g spojita v a a g(a) # 0, pak

A% ) — f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
(g) (a)= g(a)? '

Dikaz. 1. Mame

(f+oV(a) = lm i@ +9@)=(f(0)+(0))

r—a r—a

INORS CINORY0)
~ f'a)+g(a)

2. Vyraz w je symetricky v f a g a mizeme proto pfedpokla-

dat, ze napriklad g je spojita v a. Pak méame

(fo)(a) = tim L9 = J(a)g(a)

(@)~ f(a)g@) + f(a)(g(@) — g(a)
o= TR

¢ )t 20) = 9(9)

= flla)g(a) + f(a)g'(a).
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3. Protoze lim, ., g(x) = g(a) # 0, mizeme pracovat na vhodném prs-
tencovém okoli bodu a, kde se g(z) nikdy nerovnd nule. Mame

(f/g) (@) = lim £ o)

= lm (v — a)g(x)g(a)
_ g(a) llmxﬁa f(mm):i(a) - f((l) hmx—m g@:g(a)
- g(a) lim, ., g(ZE)
_ J@)s() — f@g'(@)
g9(a)?

O

Priklad. Bez predpokladu spojitosti jedné z funkci f a g v a Leibnizova
formule nemusi platit. Uvazme funkce

1 .x>0 -1 .x>0
fly=¢q —3 ...2=0 a g(z)= : ... x=0
—1 . <0 1 .z <.
Pak
-1 .x#£0
fa ={ 37
2 b=

Méame f'(0)g(0) + f(0)g'(0) = (+00)5 + (—3)(—00) = (+00) + (+00) = +00.
Ale derivace (fg)'(0) neexistuje.

Véta 4.3 (derivace slozené funkce)
Necht' funkce f ma derivaci v bodé 1y, funkce g méa derivaci v bodé x,
Yo = g(zo) a g je spojita v xy. Pak

(fo9)(zo) = f'(y0) - '(20),
je-li vyraz napravo definovan.

Diikaz. Necht je f'(yo) vlastni. Funkce

f(y)—£ (o)
F(y):{ v—40 - Y F Yo
f'yo) -y =10
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je spojita v yo. Na néjakém prstencovém okoli bodu xy plati rovnost

flg(x)) — flg(w0)) _ Flg(x) - 9(z) — g(z0)

T — X T — X

Podle predpokladu lim, .., g(x) = g(xo) = yo. Podle Véty 3.5 (pfedpoklad
P1) proto mame

lim F(g(z)) = lim F(y) = F(yo) = f'(yo)-

T—T0 Y—Yo

Déle

Tedy
i LIV ZIGED _ iy g 0)) g HIZIE) — g ),

Necht je f'(yo) nevlastni. Pak mtZeme predpokladat, Ze ¢'(zo) # 0 (jinak
je viraz f'(yo)g(xo) neurcity a vzorec nic netvrdi). V dtsledku toho funkce
g(x) na néjakém prstencovém okoli bodu xy nenabyva hodnotu yo = g(z¢) a
na tomto okoli plati rovnost

flg(@)) = flg(wo)) _ fl9(2)) = flg(z0)) g(x) —g(z0)

T — X g(x) — g(z0) T — T

Pro  — ¢ méa druhy zlomek vpravo limitu ¢’(x). Prvni zlomek vpravo ma
diky ptedpokladu lim, .., g(z) = g(x¢) = yo a diky Vété 3.5 (predpoklad P2)
limitu

f(g(x)) — f(g(w0))

. . fy) = fl9(x0) _
lim = lim = .
a—eo  g(x) — g(xo) v=w0 Yy —g(zo) 7o)
Zlomek vlevo ma tedy pro x — xq zase limitu rovnou f’(yo) - ¢'(z0)- O

Priklad. Pro nevlastni derivace véta bez predpokladu spojitosti funkce g
nemusi platit. Uvazme funkce

1 x>0
fla)=lz| a g(z) =< —3 z=0
-1 <0



Pak
1 ..o x#0
f(g(x))—{ : .z =0.
Derivace f(g(x))'(0) neexistuje (jednostranné derivace jsou rizné, +oo a
0

—00), ale ¢'(0) = 400, g(0) = —1/2 a f'(—1/2) = —1, takze f'(—1/2)¢'(0) =
(—1)(+0) = —00.

Véta 4.4 (derivace inverzni funkce)
Necht' J C R je interval, a € J jeho vnitini bod, f : J — R je spojita a ryze
monotonni funkce (tj. rostouci nebo klesajici) a f(a) = b. Pak

1. Kdyz ma f v a nenulovou derivaci f'(a), potom inverzni funkce f!
ma v b derivaci

/ 1
1 (b) = ——
2. Kdy# f'(a) = 0 a f je rostouci (resp. klesajici), potom (f~1) (b) = +o0

(resp. —00).

Diikaz. S pomoci substituce y = f(z) a Véty 3.5 (pfedpoklad P2) mame

vy e W) =) —a
(/) (b) = lim y—b —}:{T}Lm

Pokud f'(a) # 0, je posledni limita rovna 1/f(a). Pokud f'(a) = 0 a f je
rostouci, je posledni limita rovna

m e = oo
protoze % — 0 pro x — a, ale % je kladna na kazdém prstencovém
okoli bodu a. Piipad klesajici f je podobny. O

Poznamka. Z praktického hlediska méame formuli
1
ffH @)

Pokud dokazeme f’ vyjadfit pomoci f, dostaneme pro derivaci (f~1)'(x)
pé&kny vzorec, protoze f(f~(x)) = z.

(f)(@) =
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Goniometrické a cyklometrické funkce

Je nékolik vzajemné ekvivalentnich metod pro zavedeni goniometrickych
funkei sin(z) a cos(z). Geometricky dostaneme (cos(z),sin(z)) pro 0 < z <
27 jako soufadnice toho bodu na jednotkové kruznici C', ktery na C urcuje
spolu s bodem (1,0) v kladném sméru (proti chodu hodinovych ru¢icek) ob-
louk s délkou x. Nedostatkem této metody je, Ze se opira o intuitivné nazorny
avSak pfesné uz ne tak snadno uchopitelny pojem délky kiivky.

Jind metoda je pomoci exponencialy v komplexnim oboru. My se ome-
zime na charakterizacni vétu, kterou nebudeme dokazovat a z niz odvodime
zékladni vlastnosti funkce sin(x).

Véta (charakterizace sinu). Ezistuje pravé jedno kladné cislo m € R a
pravé jedna funkce sin : R — R takovd, Ze (i) sin(0) =0, (i)

Vo,y € R: sin(z +y) + sin(z — y) = 2sin(x) sin(r/2 — ),
(111) sin(z) je rostouci na [0,7/2] a (iv)

lim sin(x)

x—0 x

=1.

Odvodime par zakladnich vlastnosti funkce sin(x).

e sin(7/2) = 1. Videntité (ii) polozime z = 7/2 ay = 0. Pro z = sin(7/2)
pak dostaneme rovnici z = 2%. Tedy 2z = 0 nebo z = 1. Prvni moznost
je vyloucena vzhledem k (iii).

e Funkce sin(z) je licha. To plyne z (ii) a (i), polozime-li x = 0.

e Pro kazdé y € R plati sin(n/2 + y) = sin(7/2 — y). To plyne z (ii),
polozime-li x = 7/2.

e Pro kazdé z € R plati sin(z+7m) = —sin(z). V (ii) polozime z = z+m/2
ay=m/2.

e Pro kazdé z € R plati sin(z + 27) = sin(z), funkce sinus je periodicka
s periodou 27. To plyne z predchozi vlastnosti.
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e Pro kazdé x € R plati |sin(z)| < 1. To plati pro 0 < o < 7/2 vzhle-
dem k (iii) a sin(7/2) = 1. Pro ostatni x to plyne diky uz odvozenym
vlastnostem funkce sinus.

e Funkce sin(z) je spojitd na R. Pro bod a = 0 to plyne z (iv). V obecném
bodé a € R mame

lim(sin(x) —sin(a)) = (sin(z) + sin(—a))
= 2limsin((z —a)/2)sin(r/2 — (z +a)/2) =0,
protoze prvni c¢initel jde pro x — a k nule a druhy je omezeny.

e Plati, Ze sin(R) = [—1, 1]. To je dusledek spojitosti a Darbouxovy véty
(Véta 3.7).

e Nulové body sin(z) jsou pravé body kn, kde k € Z.
Funkce cos(z) je definovana jako
cos(x) = sin(7/2 + x).
Funkce tangens a cotangens jsou definovany vztahy

() = sin(z) @ cot(x) = cos(x) _ 1
tan(z) cos() ) sin(z)  tan(z)

Defini¢ni obor funkce tangens, resp. cotangens, je mnozina R\{5 +kn : k €
7}, resp. R\{k7 : k € Z}. Funkce sin(x), cos(z), tan(z) a cot(x) jsou spojité
v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Cyklometricke funkce jsou funkce inverzni ke goniometrickym. Pro inver-
tovani musime zuzit defini¢ni obor goniometrické funkce na vhodny inter-
val monotonie. Pro sin(z) a tan(x), resp. cos(x) a cot(x), vezmeme interval
[=F, 2], resp. [0, 7]. Dostaneme tak inverzni funkce

202
arcsinr := (sinz) ' : [—1,1] — [5F, 5]
arccosx = (cosx)™':  [~1,1] — [0, 7]
arctanz := (tanz)': R — (==, 2]
arccot z := (cotx)™': R —[0,7].
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Tvrzeni. Pro kazdé © € [—1,1] plati rovnosti

arcsin(z) + arccos(z) = /2 a arctan(x) + arccot(z) = /2.

Diikaz. Vezmeme x € [—1, 1]. Podle definice cosinu méame

sin(m/2 — arccos(z)) = cos(arccos(x)) = x.

Argument sinu lezi ve spravném intervalu [—7, 7]. Aplikaci arcusinu dosta-

neme /2 — arccos(x) = arcsin(x). Druh4 identita se dokazuje podobné. O
Prehled derivaci elementarnich funkci

e Pro kazdé x € R plati, ze
(e*) = ¢€”.
Spoc¢téme derivaci exponencialy v bodé a € R z definice:
e — oo r—a _ ]

(e")(a) = lim =e’lim——— =e¢"-1=e
voa T —a roa T —a

podle zakladni limity pro exponencialu.

e Pro kazdé x € (0, +o0) plati, ze

1
log z) = —.
(logz) .

To plyne z derivace exponencialy a z formule pro derivaci inverzni
funkce: ) ) )
logz) =

log x) T Qlogr g

e Derivace konstantni funkce f(z) = ¢ je konstantni funkce f(z) = 0.
Jasné.

e Pro kazdé pevné a € (0, +00) a kazdé = € R plati, ze

(a®) = a”loga.
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Vyplyva to z derivace exponencidly a z formule pro derivaci sloZzené
funkce:

(@") = (exp(zloga))
= exp(z) o(xloga) - (xloga)
= exp(zloga)loga

= a"loga.

e ProaeNauxeR,resp. proa € R axz >0 mame
(%) = ax® 1.

Vyplyva to z derivace exponencialy a logaritmu a z formule pro derivaci
slozené funkce:

(%) = (exp(alogz))
= exp(z) o (alogz) - (alogz)
= exp(alog x)%

_ el
T
= az*!
e Pro kazdé x € R plati, ze
(sinz) =cosx a (cosz) = —sinz.

Derivaci sinu spocteme z definice pomoci zakladni limity pro sinus a
pomoci souctového vzorce:

sin(a + h) — sina

. ! . .
(sinx)(a) = }LILI(I) :

— m sin(a + h) + sin(—a)
h—0 h
. sin(h/2) .

= }Llirg)h—ﬂsm(ﬂ/Q —a—h/2)
sin(7/2 — a)

cos a.

Derivace cosinu plyne ze vzorce pro derivovani slozené funkce: (cosz) =
(sin(z + 7/2)) = cos(x + 7/2) = sin(x + 7) = —sinz.
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e Pro kazdé z € R\{§ + km : k € Z} plati, ze
1

cos?2x

(tanx) =

To plyne ze vzorce pro derivovani podilu a z derivaci sinu a cosinu:

(tanz) =

COS T cos? x

. / . .
(smm) (sinx) cosz — sin z(cos )’
2 2
cos“x +sIn”
cos? x
1

cos?x’

e Pro kazdé x € R\{k7w : k € Z} plati, ze

1

(cotz) = ——

sinz’

Odvozeni je podobné jako pro funkci tangens.
e Pro kazdé x € (—1,1) plati, ze

1 , 1
——— a (arccosz) = ————.
V1—2? ( ) V1—2?

To se spocte pomoci vzorce pro derivovani inverzni funkce:

(arcsinz)’ =

1 1
(arcsinz) = — : = .
(sinz)' o (arcsinz)  cos(arcsinx)
1
/1 — sin®(arcsin z)
1

V1—22

Odvozeni pro arcuscosinus je podobné; z rovnosti arcsin x + arccos x =
7/2 také hned plyne, Ze soucet derivaci obou funkei je nulovy.

e Pro kazdé x € R plati, ze

1 , 1
T2 @ (arccotx) =1 a2

(arctanz)’ =
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Opét podle vzorce pro derivovani inverzni funkce, diky identité cos? x =
1/(1 + tan® z):
1

ro_ 2
(arctanz) = (tanz) o (arctans) cos”(arctan x)

1
1422

Podobné pro arcuscotangens nebo s vyuzitim rovnosti arctanz +
arccotr = /2.

Derivace a extrémy, véty o stfedni hodnoté

Tvrzeni 4.5 (nenulova derivace vylucuje lokalni extrém)

Necht ma f: U(a,d) — R v bodé a nenulovou derivaci f'(a) # 0. Potom f
nenabyva v a lokalni extrém, to jest pro kazdé 61, 0 < d; < 0, existuji body
b,c € P(a,d1) takové, ze f(b) < f(a) < f(c).

Diikaz. Necht napt. f'(a) > 0. Existuje tedy dy > 0, Ze

x € P(a,dy) = W > 0.
To znamend, ze x € P~ (a,d2) = f(z) < f(a) a také x € P*(a,dq) = f(x) >

f(a). 0

Dusledek. Necht a € M C R, f: M — R a f md v a lokdlni ez-
trém vzhledem k M. Potom f'(a) neexistuje (nebo neni definovand, protoZe

U(a,d) ¢ M pro kazdé 6 > 0) nebo f'(a) = 0.

Priklady. 1. Funkce f(z) = |z| definovand na intervalu [—1, 1] m4 lokalni
maxima v bodech 1 a —1, a v bodu 0 mé lokalni minimum. V —1 a 1 derivace
neni definovana a v bodu 0 neexistuje.

2. Funkce f(z) = z? na tomtéz intervalu [—1, 1] m4 stejné lokalni extrémy
v tychz bodech. V bodech 1 a —1 derivace neni definovana, v bodu 0 ma f
nulovou derivaci.

3. Funkce f(z) = z? na intervalu [2, 3] m4 ve 2 lokalni minimum a ve 3
lokalni maximum. V téchto bodech opét neni derivace definovana.

Poznamka. V typické tiloze na hledani extrému funkce méame danou spoji-
tou funkei f : [a,b] — R, kterd mé v kazdém bodé intervalu (a, b) derivaci. V
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takové situaci f nabyva na [a, b] svého globalniho maxima i minima (Véta 3.8)
a podle predchoziho disledku body, kde f nabyva extrémy, lezi v mnoziné

{z € (a,b) : f'(z) =0} U{a,b}.
Véta 4.6 (Rolleova véta)
Necht —oco < a < b < +00 a funkce f : [a,b] — R je na [a, b] spojitd, ma na
intervalu (a, b) derivaci (i nevlastni) a f(a) = f(b). Potom existuje ¢ € (a,b)

tak, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Pokud je funkce f na intervalu [a, b] konstantni, véta pro ni ziejmé
plati, protoze pak f’(¢) = 0 pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud neni konstantni,
existuje d € (a,b), ze t¥eba f(d) > f(a) = f(b); pfipad f(d) < f(a) = f(b)
je podobny. Necht ¢ € [a,b] je bod, v némz f nabyva na [a,b] své maximum
(existuje podle Véty 3.8). Protoze f(c¢) > f(d) > f(a) = f(b), mame ¢ €
(a,b). Bod ¢ je bodem lokalniho maxima, a tak f'(¢) = 0 podle disledku
Tvrzeni 4.5. a

Véta 4.7 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté)
Necht —0o < a < b < 400 a funkce f : [a,b] — R je na [a,b] spojitd a ma
na intervalu (a,b) derivaci (i nevlastni). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f’(c) _ f(b) B f(a)

b—a
Dikaz. Uvazime pomocnou funkci

) = (@)~ f(a) — (e - )OI

Je na [a, b] spojité (je to linedrni kombinace spojitych funkci f(z) a z —a) a
na (a,b) ma derivaci

f(b) — f(a)
W(x) = f'(z) = LT
(@)= @) - =1
Déle h(a) = h(b) = 0. Podle Véty 4.6 existuje ¢ € (a,b), ze h'(c) = 0, ¢ili
f(b) — f(a)
!/
B S O
fio - =L g,
coz jsme chtéli dokazat. O

Geometricky tato véta fika, ze—za uvedenych predpokladi—pro kazdou
primku prochéazejici dvéma riznymi body na grafu funkce f existuje bod
mezi nimi, v némz je te¢na ke grafu rovnobézna s pfimkou.
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Véta 4.8 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté)

Necht —o0 < a < b < +00 a funkce f,g : [a,b] — R jsou na [a,b] spojité
a maji na intervalu (a,b) derivaci, pricemz ¢'(x) je vzdy vlastni a nenulova
(f'(x) muze byt i nevlastni). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

7(e) _ ) - f(a)
70~ 90) —gla)

Diikaz. Uvazime pomocnou funkci

W) = (f(x) = f(a))(g(b) — g(a)) = (f(b) — f(a))(9(z) — g(a).

Tato funkce je na [a, b] spojita a na (a,b) mé derivaci

(protoze f'(xz) € R*, ale ¢/(z) € R, je tento rozdil definovany pro kazdé
€ (a,b)). Déle h(a) = h(b) = 0, takze podle Rolleovy véty h'(c) = 0 pro
néjaké ¢ € (a,b). Dostavame

F(e)(g(b) = g(a)) = (f(b) — f(a))g'(c) = 0.

Protoze ¢'(z) # 0 pro kazdé = € (a,b), mame ¢'(c) # 0 a také (podle Rolleovy
véty) g(b) — g(a) # 0. Mizeme tedy vydélit ¢'(c)(g(b) — g(a)) a dostaneme
dokazovany vztah. a

Uvedeme nékolik pouziti vét o stfedni hodnoté. Nasledujici popularni vy-
sledek umoinuje, pri splnénych predpokladech, spoc¢itat nékteré limity funkci
typu s a iz

Véta 4.9 (I’'Hospitalovo pravidlo)
Necht a € R*, funkce f,g: P(a,0) — R maji na P(a,d) vlastni derivaci a
g'(z) # 0 na P(a,?).

1. Pokud lim,_,, f(x) = hqua g( )=0alim, ., f'(x)/d(x) = A € R,
pak ilim,_, f(x)/g(z) =

2. Pokud lim,_., |g(z )| = +oo a lim, ., f'(z)/¢'(zr) = A € R*, pak i
lim, ., f(z)/g(x) =

Totéz plati pro jednostranné limity x — a~ ax — a™.
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Diikaz. 1. Necht nejprve a € R. Pro dané £ > 0 existuje 1, ze 0 < ; < J a
f'()
g'(x)
Funkce f a g dodefinujeme v a jako f(a) = g(a) = 0, dostaneme tak funkce
spojité na [a,a + d;]. Podle Véty 4.8 (pro interval [a,z]) existuje pro kazdé
r€(a,a+d)Csloc,zea<c<za

f@) = fla) _ f) _ 1O
g9(x) —gla)  g(x)  g(c)
Protoze ¢ € (a,a+ 1), f'(c)/d'(c) € U(A,¢). Tedy
a<zr<a+d = J(@) € U(Ae)
9(x)

alim, ..+ f(x)/g(x) = A. Stejné se dokaze, ze lim, .- f(z)/g(x) = A.

Necht a = +o0. Substituce x = 1/y prevadi limitu pro x — +00 na limitu
pro y — 0%, Takze, s pouzitim (uz dokézaného) I’'Hospitalova pravidla pro
limitu ve vlastnim bodé,

f(z)

lim ——=
e g(z)

f/y) _ . ='(/y)

a<zr<a+o =

eU(A,e).

T
T

_ /Y fy) o f(@)
= lim —=—= = lim p > = lim = = lim ——.
v—=0t g(1/y)  v=ot —g'(L/y)/y? w0t g'(1)y)  e—toe g'(x)
Pro a = —o0 se pouzije substituce x = —1/y.
2. Necht nejprve a, A € R. Ukazeme, ze lim, .+ f(x)/g(x) = A, limita
lim, .- f(x)/g(x) = A se dokdze podobné. Bud déno ¢ > 0. Mizeme pied-
pokladat, ze € < 1. Zvolime ¢§; tak, 7ze 0 < §; < 0 a

a<zr<a+o =

g ()

Pro tato x mame téz

[ (@)
g'(x)
Zvolme nyni pevné y € (a,a+d;). Protoze |g(z)| — +oo pro x — a™, existuje
0o, 26 0 < do <y —a a

<|Al+e<|Al+1.

[f W)l + (Al + Dlg(y)]
l9(2)]

a<zr<a+ o=
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Bud nyni x libovolné ¢islo z intervalu (a, a+ d2). Podle Véty 4.8 (pro interval
[z,y]) existuje €islo z, Ze v < 2 <y a

Upravou odtud vyjadiime rozdil f(z)/g(z) — f'(2)/g'(2) jako

fle) =) _ fly) (=) gW)

g(@) gz glx) g(z) gl)

Protoze z € (a,a+d2) C (a,a+d1), mame |f'(2)/¢'(z)| < |A|+ 1. Diky volbé
09 a trojuhelnikové nerovnosti dostavame

fl@) () ’f(y) (2 9W)
g(z)  g'(2) g(z)  g(z) g(z)
< @I+ 1)/ ()] - 19(y)l
B l9()]
|f )|+ (A] + D)]g(v)]
|g()]

Celkem, diky trojuhelnikové nerovnosti,

v € (a,a+6) = ‘%—A‘ = \ﬁg B gg;

Tedy lim, .+ f(x)/g(x) = A.

Piipad a = +o00, A € R se stejné jako v ¢asti 1 substituci z = +1/y
pfevede na uz dokazany piipad limity ve vlastnim bodé y — 0*. P¥ipad
a € R, A= +o00 se vyfesi ipravou postupu, ktery jsme predvedli pro pripad
a, A € R. Podrobnosti prenechavame ¢tenafi jako cviceni. Konecné piipad
a = +00, A = f00 se substituci x = +1/y opét pfevede na pfipad a € R,
A= +o0. O

Piiklady na (ne)pouziti I’Hospitalova pravidla. 1. Vypocet
20+1 . (2z+1) 2

2
im =lim—=1lim- =-
z—0 31 + 1 z—0 (31‘ —+ 1)/ z—0 3 3
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podle 'Hospitalova pravidla je chybny. Neni splnén predpoklad, ze citatel a
jmenovatel jdou k nule nebo absolutni hodnota jmenovatele jde do nekonecna.
Spravna limita je 1.

2. Argument, podle néhoz

ZE2

r—+4o0 T + SIN T

neexistuje, protoze

, (z?) , 2z
lim ———— = —_—
z—+oo (r +sinz))  z—+o00 1+ cosz

a tato posledni limita (zcela spravné) neexistuje, je chybny. O ptipadu, kdy
limita podilu derivaci neexistuje, I’'Hospitalovo pravidlo netfika nic. Spravna
limita je 4-o0.
3. Limitu

L exp(-1/)

z—0t T
nema smysl pocitat I’Hospitalovym pravidlem, alespon ne pfimo, protoze
derivovanim citatele a jmenovatele se situace nezjednodusi, ale zkomplikuje:

(exp(=1/x))" _exp(=1/z)/a*  exp(-1/x)

(x) 1 x?

a dalsim derivovanim se zlomek déale komplikuje. Lepsi je vypocet pomoci
substituce y = 1/z, ktery hned dava, porovnanim rustu exponenciély a po-
lynomiélni funkce nebo pouzitim I’'Hospitalova pravidla, ze

exp(~1/2)

lim —————= = lim Y

=0.
z—0+ x y—+oo exp(y)

4. Nakonec priklad na cisté uziti I’Hospitalova pravidla:

kde jsme v posledni rovnosti pouzili zakladni limitu pro sinus (nebo jsme
mohli jesté jednou I"'Hospitalovat).
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Tvrzeni 4.10 (jednostranna derivace jako limita derivace)
Necht' a € R, funkce f : [a,a+d) — R je spojita zprava v bodé a, ma vlastni
derivaci na (a,a + 9) a lim, .+ f'(z) = A € R*. Potom ma f v a derivaci
zprava a
fifa) = A

Diikaz. Funkee f je zfejmé spojita na [a,a+0) (v a zprava to predpokladame
a jinde to plyne z Tvrzeni 4.1). Pro kazdé = € (a,a+ 0) miizeme tedy pouzit
Vétu 4.7 pro interval [a,z]|. Pro dané ¢ > 0 existuje 61, 26 0 < §; < § a
a <x <a+d = f(x) € UCAce). Pro kazdé takové x podle Véty 4.7
existuje ¢ € (a,x), ze

f(x) — f(a)

VS _ .
Ale f'(c) € U(A,¢€) (protoze a < ¢ < a+ d1), a tak

f(x)—f(a) e U(A,e’:‘)

Tr—a

Tedy f(a) = A. O

a<zr<a+od =

Véta 4.11 (derivace a monotonie)

Necht' J C R je nedegenerovany interval (s kladnou délkou), funkce f : J —
R je na J spojita a ma v kazdém vnitinim bodé intervalu J derivaci. Pokud
na vnittku J plati f' > 0 (resp. f' > 0), je f na J rostouci (resp. neklesajici).
Pokud na vnittku J plati f' < 0 (resp. f' < 0), je f na J klesajici (resp.
nerostouci).

Diikaz. Probereme jen ptipad f’ > 0, ostatni piipady jsou velmi podobné.
Pro kazda dveé ¢isla a < b z J podle Véty 4.7 existuje Cislo ¢ takové, ze
a<c<ba

f) = fla)
—_— 0_
U CE
Z b —a > 0 proto plyne, ze i f(b) — f(a) > 0 a f je na J rostouci. a

Disledek. Je-li f: J — R spojitd na intervalu J a ma nulovou derivaci v
kazZdém vnitrnim bode J, je f na J konstantni.

Dikaz. Protoze f' > 0 a soucasné f’ < 0 na vnittku J, je f na J neklesajici
i nerostouci a tedy konstantni. a
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Poznamka. Pro jiné defini¢ni obory nez jsou intervaly véta i jeji dusledek
obecné neplati. Napf. f definovana jako f(x) = x na intervalu [0, 1] a jako
f(z) = x—20 na intervalu [2, 3] ma v kazdém vnitinim bodé mnoziny [0, 1]U
2, 3] kladnou derivaci (rovnou 1), ale neni na této mnoziné rostouci.

Pokud funkce f: U(a,d) — R mana U(a,d) vlastni derivaci f'(z) a existuje

limita ) ,
f”(a) — lim f (l‘) B f ((1)7
z—a T —a
nazveme ji druhou derivaci f v a. Analogicky definujeme derivace vyssich
fadt: Ma-li f : U(a,6) — R na U(a,d) derivaci f"V(x) fadu n — 1,
derivace radu n v a je limita
(n—1) _ f£(n-1)

T—a r—a

kdyz existuje.
Konvexni a konkavni funkce

Funkce f: J — R definovand na intervalu J C R je na ném konvezni, resp.
konkdvni, kdyz pro kazda tii ¢isla 1 < x2 < x3 z J bod (z2, f(x2)) lezi na
pfimce jdouci body (x1, f(z1)) a (x3, f(x3)) nebo pod ni, resp. lezi na této
pfimce nebo nad ni. Pokud bod (z3, f(x2)) lezi vzdy pod piimkou jdouci
body (z1, f(x1)) a (z3, f(x3)), resp. vZdy nad ni, mluvime o ryze konvezni,
resp. o ryze konkdvnt funkci.

Podminka konvexity je ekvivalentni podmince

V21,200,253 € J, 11 < Ty < T3:

fls) = flan) _ flxs) = f(zn) _ flas) = f(o)

Ty — T o T3 — Ty o T3 — T

Pro ryzi kovexnost neostré nerovnosti prejdou v ostré. Vsimnéte si, ze staci
uvést jen jednu nerovnost < ze tii (vzhledem ke tranzitivité tu méame tfi
nerovnosti, tfeti neni napsand), zbylé dvé z ni plynou. Pro konkavitu a ryzi
konkavitu se nerovnosti obrati.

Véta 4.12 (konvexita a konkavita zarucuji jednostranné derivace)
Funkce f : J — R, ktera je na intervalu J konvexni nebo konkavni, ma v
kazdém vnitinim bodu intervalu J vlastni jednostranné derivace.
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Diikaz. Probereme jen piipad konvexni funkce a derivace zprava, ostatni pti-
pady jsou velmi podobné. Necht a € J a § > 0 spliiuji (a —d,a+6) C J. Pro
x probihajici interval (a,a + 0) je diky konvexité f funkce

f(x) = f(a)

neklesajici. Z konvexity plyne, Ze je i zdola omezend: pro libovolné pevné
yeJ,y<a,azx€ (a,a+0) mame

f0) = f(y) _ f@) = fla)

a—vy - r—a

Podle Véty 3.6 tedy existuje vlastni limita
f(z) — f(a)

lim 1 1
z—at Tr—a

coz je fi(a). O

Dusledek. Funkce f: (a,b) — R, kterd je na (a,b) konvexni nebo konkduni,
je na (a,b) spojitd.

Diikaz. Podle predchozi véty méa f v kazdém bodé intervalu (a,b) vlastni
jednostranné derivace. To vynucuje, Ze v kazdém bodé ¢ € (a, b) plati limity
lim, .+ (f(x) — f(c)) =0 alim, .- (f(xz) — f(c)) = 0. Tudiz je f spojitd v ¢

zleva i zprava a je tedy v ¢ spojita. a

Piiklady. 1. Funkce f(x) = |z| je na intervalu (—1,1) konvexni a (tedy)
spojitd. Ma vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu s vyjimkou nuly, kde
mé ruzné vlastni jednostranné derivace 1 (zprava) a —1 (zleva).

2. Funkce f(x) = sgn(x) je na intervalu [—1,0] konvexni, ale ne ryze
konvexni. Funkce neni na intervalu spojita, protoze v bodé 0 neni spojita
zleva.

Véta 4.13 (konvexita, konkavita a druha derivace)

Necht —oc0 < a < b < 400, funkce f : (a,b) — R md na (a,b) druhou
derivaci f"(x) a prvni derivace f'(x) je na (a,b) spojita. Pokud na (a,b)
plati, ze f" > 0 (resp. f” >0), je f na (a,b) ryze konvexni (resp. konvexni).
Pokud na (a,b) plati, ze f” < 0 (resp. f” < 0), je f na (a,b) ryze konkdavni
(resp. konkavni).

94



Diikaz. Probereme jen piipad, kdy f”(x) > 0 pro kazdé z € (a,b). Ostatni
ptipady jsou podobné. Funkce f’ je tedy podle Véty 4.11 na (a,b) rostouci.
Pro tfi zvolené body x; < xs < 23 z (a,b) diky tomu a diky Vété 4.7 dosté-

VR ) - ) Flas) = ()
x9) — f(x x3) — f(w
2 2= fller) < fllea) = == 2,
To — I1 T3 — T2
pro néjaké body ¢; a ¢y spliujici x1 < ¢1 < x2 < ¢y < x3. TakZe f je na (a,b)

ryze konvexni. O

Bod a € R je inflexi nebo inflexnim bodem funkce f : U(a,d) — R, ma-li
graf f v bodé (a, f(a)) teénu, kterd neni svisld, a pfechazi-li graf f v okoli
tohoto bodu z jedné strany te¢ny na druhou. Podrobnéji feceno, f ma vlastni
derivaci f'(a) a existuje takové 0, ze 0 < 07 < J a

r€(a—0d,a) = f(x)<fla)+ f(a)(z—a)
v€(ag,atd) = f(¥)>fla)+ f(a)(r—a)

nebo jsou obé nerovnosti prohozené—pro x nalevo od a lezi (z, f(z)) pod
tecnou a pro x napravo od a nad ni nebo naopak.

Priklad. Funkce f(z) = 2 m4 v bodé z = 0 inflexni bod, jeji graf piechézi
z jedné strany tecny y = 0 na druhou.

Tvrzeni 4.14 (pro nenulovou druhou derivaci neni inflexe)
Pokud f"(a) # 0, nema funkce f v bodé a inflexi.

Diikaz. Necht f”(a) > 0, ptipad zaporné druhé derivace je velmi podobny.
Funkce f je tedy definovana na néjakém okoli @ a ma na ném vlastni prvni
derivaci a je proto na ném spojita. Protoze

lim L0 = @)
T—a r—a

f"(a) =

existuje § > 0, ze z € (a — d0,a) = f'(z) < f'(a) ax € (a,a+ ) = f'(x) >
f'(a). Podle Véty 4.7 pro kazdé = € (a — 0, a) existuje takové ¢, Ze x < ¢ < a

fla) = f(x)

a—x

Y

— f1(e) < fa), tudiz f(z)> f(a) + f(a)(x — a)
Stejné tak pro kazdé = € (a,a + 0) existuje takové ¢, Ze a < ¢ < x a

f(x) — f(a)

Tr —a

= f'(¢) > fi(a), tudiz f(x)> f(a)+ f'(a)(z - a).
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Pro kazdé x € P(a,9) lezi bod (z, f(z)) nad te¢nou v bodé (a, f(a)) a a
proto neni inflexnim bodem funkce f. a

Véta 4.15 (postacujici podminka inflexe)

Necht f: (a,b) — R je funkce, kterda ma na (a, b) spojitou derivaci f’, a pro
néjaky bod z € (a,b) ma na intervalu (a, z) zapornou a na intervalu (z,b)
kladnou druhou derivaci (nebo naopak). Potom je z inflexnim bodem f.

Diikaz. Necht f” > 0 na (a,z) a f” < 0 na (z,b). Funkce f’ je proto podle
Véty 4.11 na (a, 2] rostouci a na [z, b) klesajici. Podle Véty 4.7 pro kazdé x €
(a,z) a kazdé y € (z,b) existuji takova €isla c; a o, Zze v < 1 <2<y <y a

f(ziii(‘r) :f/(cl) <fl(23) < f/(CZ) _ f(yiig(z)

Takze

f@) > f(2)+ f(2)(z —x) a fly) < [(z)+ [(2)y - 2).

Nalevo od z lezi bod (z, f(x)) nad te¢nou k f v (z, f(z)) a napravo od z lezi
pod ni. Proto je z inflexnim bodem. a

Linearni funkce = +— ax + b je asymptotou ke grafu funkce f v 400, kdyz

plati
lim f(z)— (ax +0) =0.

r——+00

Stejné definujeme asymptotu v —oo.

Tvrzeni 4.16 (o asymptoté)
Funkce f ma v +o0o asymptotu ax + b, pravé kdyz

- flx) _ . _
:rl~l>r+noo €T —aa xl~1>r+noof(x) ar = b

Totéz plati pro asymptotu v —oco.

Dikaz. Ma-li f v 400 asymptotu ax + b, pak
lim _f(x) = lim —f(:r) —ar—b + lim az 10 =

T—400 T T——+00 X T—+00 T

lim (f(z) —azx) = lim (f(x) —ax —b)+b=0.

T—+00 T—-+00
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Naopak, plati-li obé limity, z druhé z nich hned mame, zZe

lim f(z)—axr—0b=0

z——400
a f ma v +o0 asymptotu ax + b. a
Vysetieni priubéhu funkce
Pti vySetfeni pribéhu funkce postupujeme podle néasledujicich bodt.

1. Urc¢ime defini¢ni obor a obor spojitost funkce.

2. Zjistime priiseciky se souradnicovymi osami.

3. Zjistime symetrii funkce: sudost, lichost, periodicita.

4. Vypocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

5. Spoc¢teme prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie a nalezneme lo-
kalni a globalni extrémy.

6. Spocteme druhou derivaci a ur¢ime intervaly, kde je funkce konvexni
¢i konkavni. Urcime inflexni body.

7. Nalezneme asymptoty funkce.

8. Nacrtneme graf funkce.

Priklad. Vysetiime pribéh funkce f zadané predpisem

[ exp(—1/sin’z) ... 2 e R\{kr: k€Z}
F@ =9 . x=kr ke

1. Funkce je definovana na celém R. Mimo body kw, k € Z, je zjevné
spojita. Protoze

lim exp(—1/sin®z) = lim+ exp(—1/y) =0 = f(km),

r—km y—0

je f spojita i v kazdém celociselném néasobku , je tedy spojita na celém R.
2. Plati, ze f(0) = 0a f(zr) =0 <= =z = km, k € Z. Pruseciky se
soufadnicovymi jsou tedy (km,0) pro k probihajici Z.
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3. Protoze sin(z + 7) = —sinx a sin(—x) = —sinz, je funkce f suda a
periodicka s periodou .

4. Defini¢ni obor f je celé R, takze zde jde pouze o limity pro x — 400
a x — —oo. Ty neexistuji, protoze f(kw) =0a f(5 +km) =1/e.

5. Pro x # km mame

cos T
f@)=2f(x)——.
sin® x
Pro kazdé pevné n € N mame
_1 n
lim SPCEYY) o,
y—0+ y" z—+00 €XpP 2
a tak
exp(—1/y)

lim f'(z) = liLI(l) f'(z) = lim 2

r—km

Podle Tvrzeni 4.10 je f'(kw) = 0. Takze

oy ) 2fe)snt v F kT kEL
f(x)_{o .x=km k€.

Tato funkce je vSude spojita a je periodicka s periodou 7.

Funkce cosz ma nulové body 7 + k7. Na intervalu [0, 7] md tedy f’
nulové body 0, § a 7. Na (0,5) je f/ > 0 ana (5,m) je f' < 0. Na intervalech
[k, 5 + k7] je tedy f rostouci a na intervalech [km + 7, (k + 1)7] je klesajici
(Véta 4.11). V bodech km, k € Z, ma tedy f lokalni minima, ktera jsou
vSechna neostrymi globalni minimy se spolecnou hodnotou 0. Podobné v
bodech 7 + km, k € Z, ma [ lokalni maxima, kterd jsou vSechna neostrymi
globélnimi maximy se spole¢nou hodnotou 1/e.

Intervaly monotonie jsou kone¢né jasné i bez derivovani ptimo z definice

f jako slozeniny ¢ty funkeci

f(z) = (expz) o (—1/x) o (z*) osinz.

Prvni z nich je rostouci na R, druhd na (0, +00), tfeti na [0, +00) a ¢tvrta je
na [0, 7] rostouci a na [T, 7] klesajici. Proto (sloZenina dvou rostoucich funkci
je rostouci funkce, slozenina rostouci a klesajici funkce je klesajici funkce) je
J na (0,%] a tedy (vzhledem ke spojitosti) i na [0, ] rostouci a na [7, 7] je
klesajici.

s
2
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6. Opétovnym derivovanim a uzitim Tvrzeni 4.10 dostaneme vzorec pro
druhou derivaci, v némz ozna¢ime u = sin® z:

y 2f(x)228wt2 L km k€L
@) = {0 L x=kr kel

Tato funkce je vSude spojita a je periodicka s periodou 7.

Polynom 2u? — 5u + 2 mé kofeny 2 a % Prvni z nich mtzeme z Gvah
vylou¢it vzhledem k |u| = |sin®z| < 1. Hodnota u = sin®z = 1 se nabyva
pravé pro x = 5 4 km, k € Z. Na intervalu [0, 7] mé tedy f” nulové body 0,
2, 3 am Na (0, )Jef” > 0,na (X,%5) je f” < O0ana (3, 7) je opst f” > 0.
Na intervalech [—— +kn, T +krlje f">0a f je konvexm a na intervalech
[Z+km, 3+ kn]je f <0 a f je konkéavni (Véta 4.13). Neni tézké vidét, ze na
téchto intervalech je f dokonce ryze konvexni, resp. ryze konkavni. Inflexni
body funkce f jsou pravé body £75 + km, k € Z (Tvrzeni 4.14 a Véta 4.15).

7. Mame lim,_,  f(z)/x = 0, ale lim, ;o f(z) — 0z = lim, o f(2)
neexistuje, a totéz pro x — —oo. Funkce tedy v nekonec¢nech neméa asymptoty
(Tvrzeni 4.16).

8. Zde bude ¢asem obrazek grafu funkce.
Tayloruv polynom

Pokud mé funkce f, definovand na okoli bodu a € R, v a vlastni prvni
derivaci f'(a) € R, mé graf f v bodé a (pfesnéji v bodé (a, f(a))) teénu s
rovnici t(z) = f(a) + f'(a) - (xr — a). Pak plati

@)~ 1)

r—a Tr — a

=0.

Tuto aproximaci ted zobecnime na polynomy vyssiho stupné a ukdzeme, Ze
pro funkei f s vlastni n-tou derivaci v a existuje pravé jeden polynom p(x)
stupné nejvyse n, pro ktery

i £ (%) — p(2)
r—a (T — CL)”

=0.

Definice. Necht a € R, n € Ny, funkce f je definované na okoli @ a ma v a
vlastni n-tou derivaci ™ (a) € R; pokud n = 0, predpokldddme spojitost f
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v a. Taylorovym polynomem rddu n funkce f v bodé a rozumime polynom

") (g |
ri) = ST ay
= f@)+ F@a -+ T

i (x—a)’+-+

Taylortiv polynom T'(x) = T/%(z) spliiuje identitu

iy =1l

n—1-
take T(a) = f(a), T'(a) = f/(a),.., T (a) = £ (a).
Lemma. Necht a € R a Q je polynom stupné nejuyse n takovy, Ze

lim Q)

T—a (:E — a)"

=0.

Pak je Q) identicky nulovy polynom.

Diikaz. Indukce podle n. Pro n = 0 to plati, ve jmenovateli mame konstantni
jednicku a @ musi byt identicky nulovy. Necht n > 1. Jmenovatel jde k nule
a tedy i ¢itatel: Q(a) = lim, ., Q(z) = 0. TakZe a je kofen @ a Q(z) =
(x — a)R(x) pro polynom R stupné nejvyse n — 1. Mame

lim —Q(x) = lim fi(x)

=0
T—a (:E — a)” T—a (:L“ — a)"_l

a podle indukéniho predpokladu je R identicky nulovy. Tedy i Q = (x —a)R
je identicky nulovy. a

Véta 4.17 (charakterizace Taylorova polynomu)
Necht a € R a f™(a) € R. Tayloriiv polynom T/%(x) je jediny polynom
P(z) stupné nejvyse n s vlastnosti

o 1@) = Pla)

T—a (I — a)"

=0.

Diikaz. Nejprve indukei podle n ukazeme, Ze tuto vlastnost Taylortiv polynom
T/*(x) mé. Pron = 0 to je pravda, Tj*(x) = f(a) alim,_.(f(z)—f(a))/1 =
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0 podle spojitosti f v a. Pro n > 0 s vyuzitim I'Hospitalova pravidla
(Véta 4.9) a indukce méme

f@) =T ) () @)

li =
r (x —a)” z—a  n(x—a)" !
L fie) ~ T ()
= —lim
nz—a (x—a)"!
= 0.

Nechf naopak ma P tuto vlastnost. Pak

P -Tw) P - f) ) - T
ilgzlz (x —a)" N alc—>a (x —a)” + alc—>a (x —a)"
— 0+0

podle predpokladu o P a podle jiz dokédzané vlastnosti Taylorova polynomu.
Podle Lemmatu tak mame, ze P(x) — T/%(z) je identicky nulovy a P(x) =
T (z). O

Zbytkem Taylorova polynomu R{*(z) rozumime rozdil mezi hodnotou funkce
a hodnotou Taylorova polynomu:

Ry*(x) = f(x) = T"(x).

Véta 4.18 (obecny tvar zbytku Taylorova polynomu)

Funkce f a ¢ budte definované na okoli U(a,d) bodu a € R, pficemz f ma
na U(a, ) vlastni (n + 1)-tou derivaci f™+Y(x) a ¢ ma na U(a,d) vlastni a
nenulovou prvni derivaci ¢'(x). Potom pro kazdé x € P(a,?) existuje ¢islo ¢
lezici mezi a a x takové, ze

RI“(a) = f(z) — T/ () — % . %{Cz"@ () - (2 — o)

Diikaz. Pro pevné x € P(a,d) uvazime pomocnou funkci

nof@ )
F) = 1) -3 06—y
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Na intervalu s krajnimi body @ a z je F' spojita, F(z) =0 a F(a) = f(z) —
T7%(z), a m4 na ném vlastni prvni derivaci rovnou

n (i+1) ) (%) )
Fo) = -ro-3 (5 e -0 - Ele-om)
(n+1)

Podle Cauchyovy véty o stfedni hodnoté (Véta 4.8) existuje ¢islo ¢ lezici mezi
a a x takové, ze

(f(z) =T/"x) F(x)=Fa) Fl() [ (z—o)"
o) — v(a) p(x) —pla)  ¢'(c) nly'(c) '

Upravou odtud plyne dokazovany vztah. O

Diuisledky. Za predpokladi predchozi véty o f pro kaZdé x € P(a,d) existugi
cisla c1 a co leZici mezi a a x takovad, Ze
B f(n+1)(cl) . (ZL‘ - a)n+1

(n+1)!

(Lagrangeiv tvar zbytku)

RI(x) = —9) (Cauchyiv tvar zbytku).

Diikaz. Lagrangetv tvar zbytku dostaneme z Véty 4.18 pro ¢(t) = (x —t)"*!
a Cauchyuv tvar zbytku pro (t) = t. O

Maé-li funkce f v bodé a € R derivace vSech fadt, rozumime pro z € R
jejl Taylorovou radou se stredem v a fadu

(n

Zf n'( )(Jc—a)".

n=0

Pokud je f v ¢isle x definovand, bylo by pékné, aby tato fada konvergovala
a jeji soucet se rovnal f(z). To nastava, pravé kdyz R/ (x) — 0 pro n — oo.
Rovnéz to vzdy nastava pro = = a, protoze T%(a) = f(a) pro kazdé n.
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Pro nékolik elementarnich funkei ted odvodime jejich rozvoje do Taylo-
rovy fady. Pro jednoduchost budeme pracovat jen s Taylorovymi fadami se
stfedem v nule, to jest s a = 0.

Tayloriv rozvoj exponencidly:

2 1'3 113'4

Ve eR: exp(z Z——1+x+—+—+—+
|
] 2 ' 6 24

Tento rozvoj uz zname z Véty 3.12. Nyni jsme k nému dospéli pomoci Tay-
lorovy tady.

Diikaz. Protoze exp(z)™ = exp(z) pro kazdé n = 0,1,2,... a exp(0) = 1,
je tato fada Taylorovou fadou funkce exp(z) se stfedem v nule. Pro f(z) =
exp(z) a pevné nenulové z € R mame (Lagrangetv tvar)

exp(c,)z™H

Ry(a) = CESE

kde ¢, lezi mezi nulou a z. Tedy, pro n — oo,

exp(|z]) - [«

RI(z)| < 0
Ri(@)] < TP
a Taylorova fada exponencialy k ni konverguje pro kazdé x € R. a
Tayloruv rozvoj sinu a cosinu:
o0 n 1 2n 1 1’3 5 ZE7
v sin(z) ; 2n “or T fT %6 T120 5040 T
0 n 2n $2 .CE4 $6
VreR: = I
! cos() 2 > "o

Diikaz. To hned plyne z hodnot derivaci sinu a cosinu v nule a z Lagran-
geova tvaru zbytku Taylorova polynomu: pro f(z) = sinaz mame f(0) =
+sin0 = 0 pro sudé n a f™(0) = (—1)"tcos0 = (—1)""! pro liché n. Déle
(pro né&jaké ¢, lezici mezi 0 a x)

[sin®™(co)] - "t !

(n+1)! = n+1)

R ()] =
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Pro cosinus podobné. O

Tayloriv rozvoj logaritmu.:

oo (_1)n—1xn ZEQ .133 .’174
v € (=11]: log(l+2) nzl n oyt ot
© n 2 B gt
vee[-1L1): logl—a) = -5 L= -2 T T
e ) A T
1 Sl [
rel-1,1) og(l_x) 25 R R

Diikaz. Pro f(z) =log(1 + x) mame

(1) (n — 1)!

1) = (I+z)

)

takze f™(0)/n! = (=1)""'/n a log(l + ) ma danou Taylorovu fadu se
stfedem v nule. UkéZeme, Ze pro kazdé pevné x z intervalu (—1,1] zbytek
R,(z) = R]°(x) pron — oo jde k nule. Pro 0 < z < 1 to plyne z Lagrangeova
tvaru: pro néjaké ¢, lezici mezi nulou a * mame, pro n — oo,
n n+1

Ry ()] = 1 (=" | < 1 - 1 .

(n+1)! (14 ¢, n+1l (I4+c¢,)" n+1
Lagrangeuv tvar zbytku vSak nefunguje pro —1 < x < 0 (pfesnéji, nefunguje
pro —1 < x < —1/2), nedava totiz horni odhad jdouci k nule. Pro tato x
pouzijeme Cauchytv tvar zbytku. Pro —1 < x < 0 odpovidajici ¢islo ¢, z
intervalu (z,0) napiSeme jako 6,z, kde 60,, € (0,1), a dostaneme

0.

1 (=1)"n! "
| Ry ()] E'W'(ﬂf—cn) x
|| 1-6, "
1+ 0,x| |[1+6,z
_ |x|n+1
1— x|’
protoze prox > —1 a0 <6 <1je
1-0
0< < L.
14 6x
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Vzhledem k |z| < 1 tedy opét |R,(x)| < |z[*™/(1 — |z|) — 0 pro n — oo.
Taylorova fada funkce log(1+ ) k ni tedy konverguje pro kazdé x z intervalu
(—1, 1]. Dva zbylé rozvoje plynou substituci —z za z a z vlastnosti logaritmu
log(1/x) = —log . O

Pro x = 1 tak dostavame identitu (s kterou uz jsme se setkali za Vétou 2.14)

1 1 1
log2 =1 — = 4= — = ...
8 5 T3 1"

Tayloriv rozvoj mocniny: Necht o € R, pak

Voee (~1,1): (1+2) = i (Z) ",

n=0

a\ ala-1)(a—2)...(a —n+1)
n n!
Pokud a@ = m € N, dostédvame konecny rozvoj
= (m

1 m — n

e =32 ()
ktery plati pro kazdé x € R.
Diikaz. Pro f(x) = (1 4+ x)* mame

f(z) =ala—1)(a—2)...(a —n+1)(1+2)*",

a tak

Pro pevné z, |z| < 1, zbytek v Cauchyové tvaru ukazuje, ze Taylorova fada

funkce (14 x)“ k ni konverguje. Pro n € N a néjaké ¢,, = 6,,x, kde 6,, € (0,1),

mame

ala—D(a—=2)...(a=n)(1+c,)* " Nz —c,)"x
n!

- 1-6,
< . .
< !a!(!a!+1)||(1+\@\/k> K ‘1+9n:1:

k=2

| Rn(2)] =

n
X ’l“nJrl,
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kde K = max((1+|x|)*" !, (1—|z|)*"1). Z dlikazu Taylorova rozvoje logaritmu
uz vime, ze prox > —-1a0<#6,<1je

n

1-0,
1+6,x

Déle 1 + |a|/k < exp(|a|/k), takze

TT(1+ lal/k) < clel/21/3+e+1/m  glallogn _ plal
k=2

nebot >, £ < [/ dt/t =logn. Celkem
|[Ra(2)] < Klal(Ja] + 1) -l -z — 0
pro n — 0o, protoze |z| < 1. O
Asymptotické symboly o a O

Necht a € R*, § > 0, a funkce f, g jsou definované na prstencovém okoli
P(a,d), pfi¢em?Z g je na ném kladna. Pokud

limm =0,

z—a g()

piseme, ze f = o(g) pro x — a, a fikdme, Ze funkce f je malé o funkce g pro
x jdouct k a.
Pokud existuje ¢ > 0 tak, ze

vz € P(a,0) - [f(x)] < cg(x),

piseme, ze f = O(g) pro z — a, a fikdme, ze funkce f je velké o funkce g
pro x jdouci k a.

Patrné f = o(g) pro * — a implikuje f = O(g) pro z — a. Vlast-
nost Taylorova polynomu z Véty 4.17 mtizeme pomoci o napsat takto: kdyz
f™(a) € R, pak
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Obsirnéji:

/CL Tr—aQa (n)a :E_an
f(x)zf(a)+%+...+f <>7§L! )

kde R/%(z) = o((z—a)") pro x — a. Tomuto vztahu funkce a jejtho Taylorova
polynomu tikdme Peanuv tvar zbytku.

Pfipomenme si, ze Lagrangetuv tvar zbytku je rovnost (platici za pfedpo-
kladu, Ze f™+Y(z) je vlastni na néjakém U(a, d))

f'(a)(z —a) f®a)(x—a)*  fO(c)(x — a)*H
T T n! " (n+1)! ’

+ R(),

f(x) = f(a)

kde ¢ = c(z) zavisi na z a lezi mezi &isly a a z. Je-li f™*+(z) omezena na

okoli bodu a, je patrné

f(n+1)(c)(x _ a>n+1
(n+1)!

RI(z) =

A =O0((x —a)"™), 2 — a.

Protoze pro z — a je O((x — a)"™) = o((z — a)™)—této rovnosti je tieba
rozumét jako zkratce za kazda funkce, jez je O((x — a)"™) pro z — a, je
také o((x — a)"™) pro x — a“—=zahrnuje za tohoto predpokladu Lagrangetv
tvar zbytku v sobé i Peantv tvar zbytku.

Odvodime Tayloriuv rozvoj arcustangenty se zbytkem v Peanové tvaru:

° b 7 2n+1
arctanx = r — % + % - % 44 (_1)"217.1—'_ - + 0($2n+1), 0.
Derivovanim f(x) = arctan z dostaneme
1
!
fe) 1+ a2
—2x
" — o Tar
f(@) L
622 — 2
"
f(x) = (oL
—240° + 24w
(4) Y i it
S () 12
fogy T2 24007 - 7200 4 1920
(1 + xz)s
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Tedy f(0) =0, f'(0) =1, f'(0) =0, f"(0) = —2, f (0) 0,
24, ale nenf moc vidét, jak obecné ukazat, ze f?™(0) = 0 a f 1) ( ) =
(—1)™(2n)!. Lepsi vyjadieni derivaci dostaneme z rozkladu

1 1/ 1 1
/ _ - _ =
Fe) =10 2<1+z‘x+1—m>'

Odtud (ignorujme, Ze jsme se ocitli v komplexnim oboru) opakovanym deri-
vovanim mame

£ () = (=1 '(n —1)! ( N ) ) |

2 1 +iz)  (1— )

Takze opravdu, diky 2 = —1,

1D = 1)! —

(n) _ ( 1) (Tl 1) n—1 _an—1y O oo o= 2m
;0= 2 (=" = (—D)™2m)! ... n=2m+1
a

(arctanz)™(0) [ 0 ... m=2m
n! B (2;;): .n=2m+1.

Jind metoda, vyhybajici se komplexnim ¢islim, je zaloZena na néasleduji-
cim lemmatu.

Lemma. Necht md funkce f v nule vlastni derivace aZ do 7ddu n + 1 a pro
xr — 0 pro nejake redalné konstanty ag,ay, ..., a, plati

f(x) = ag + a1x + axx® + - - + az™ + o(a™).

Potom pro x — 0 plati @

2 n+1
fa) = f(0)+ 25+ B g 22

n+1
1 2 w1 o)

Diikaz. 7 jednozna¢nosti Taylorova polynomu fadu n (Véta 4.17), pouzité
pro funkci f'(z), plyne, ze pro k =0,1,...,n

(f'(2)™(0)
k!

= Qg.
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Po vydéleni k + 1 pro £ =0,1,...,n mame

f(lc+1)(o) o
(k+1)!  k+1

coz dava, az na konstantni ¢len (jenz je f(0)), Tayloriv polynom fadu n + 1
pro funkci f(x). O

Pro f(z) = arctanx mame podle vzorce pro soucet geometrické fady, pro
x — 0,

1
f’(x): 1_|_3;'2 :1_x2+334—1'6+$8—"'+(—1)n$2n—|—0(1’2n)7
a tak, podle lemmatu,
3 x5 2 20t
= arct —r— T (=1) 2n+1 0.
f(z) = arctanz = st + ( )2n+1~|—0($ ), T —

Jesté tfi poznamky o Taylorovych radach

1. Taylorovy polynomy jsou mocnym nastrojem pro pocitani limit funkci.
Jako priklad spocteme limitu
. arctanz —sinz
im —.
z—0 tanx — arcsinx

Z Taylorovych rozvoji arcustangenty a sinu uz vime, ze pro x — 0
arctanz =z — z2° + 0(2%) a sinz =z — ;2% + o(a?).
Tangens se pro z — 0 chova jako

sine  x — §2° + o(2?)

tana = cosr 1— s22 4 o(x?)
(6= B+ 0{a9) (14 +ofa)
= x— 328 + 1% + o(2?)
= x+ 32° + o(2?),
protoze
1 2 2
m:1+8+1_9 a 0< 1_0<02/2 pro 0] < 1/2,
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zo(z?) = o(x?),0(2?) + o(2®) = o(x?) atd. Tayloriiv rozvoj arcusinu dosta-
neme stejnym obratem jako rozvoj arcustangenty:

(arcsinz) = (1 — 2?) 2 =1+ (TV?) (=)' + o(2?) = 1 + 122 + o(2?)

pro x — 0, podle Taylorova rozvoje funkce (1 + x)®. Podle Lemmatu,

arcsinz = arcsin 0 + 2z + 2222 4+ o(2®) = x + 1% + o(2?).
Celkem
arctan x — sin x .z — 32+ o(a?)) — (z — ;2% + o(a?))
im - = lim : 1
»—0 tan z — arcsin x e=0 (z + 323 + o(23)) — (x + 523 + o(23))

) —%xs—l—o(ﬁ’)
= e o
2=0 a3 + o(x3)
1
—=+o(1
=05 o(1)
_—

2. Uvazme funkci f : R — R definovanou jako

—1/x?
ro={g" it

.x=0.

Protoze
efl/av2

=0

I
pro kazdé k € N, je f na R spojitd a ma na R, véetné nuly, spojité derivace
viech fadt a £ (0) = 0 pro kazdé n € Ny. Napiiklad, pro kazdé z # 0,

/ e " _ _E i —1/22
Fla) = 5o a e = (5 ) e
coz jsou funkce jdouci k 0 pro z — 0. Podle Tvrzeni 4.10 tedy i f/'(0) =
1"(0) = 0 a podobné pro vSechny derivace vyssich fadt. Tato funkce tedy
mé pro kazdé n € N pro stfed a = 0 identicky nulovy Taylortiv polynom
radu n a ma Taylorovu radu se stfedem v nule rovnou

> £(n)((
Zf—()x”:0+0x+0x2+---20.

n!
n=0
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Tato fada méa pro kazdé x € R soucet rovny nule. Konverguje tedy k hodnoté
funkce jen pro # = a = 0 a pro vSechny ostatni = se jeji soucet lisi od f(z),
protoze f(x) > 0 pro z # 0.

3. Taylorovy fady maji dtlezité pouziti v diskrétni matematice, kon-
krétné v kombinatorické enumeraci. Pro mnohé ,,pékné“ funkce f(x) (zadané
jednoduchou formuli) jsou koeficienty a,, n = 0,1, ..., v Taylorové fadé se

stfedem v nule
o0 n
>
n!

n=0

nezaporna celd cisla, kterd jsou rovna poctiim jistych kombinatorickych ob-
jektl. Uvedeme tii priklady z mnoha.

Stridave permutace. Permutace o = 0105 ...0, ¢isel 1,2, ..., n jestridava
permutace délky n, kdyz plati

01 <09 >03<04>05<....
Naprtiklad 132 a 231 jsou vSechny stfidavé permutace délky n = 3 a
1324, 1423, 2314, 2413, a 3412

jsou vSechny st¥idavé permutace délky n = 4. Necht p, je pocet st¥idavych
permutaci délky n. Definujeme py = 1. Dale mame, jak jsme vidéli, p; = ps =
1, p3 = 2, ps = 5. D4 se dokazat, ze pro v € (—73, 7) plati

o0
D"

=tanz +

n! cosx
n=0

Funkce tan x je licha a funkce 1/ cos x je sud4, takze tan x pfispiva do Taylo-
rovy fady koeficienty s lichymi indexy a 1/ cos x koeficienty se sudymi indexy.
Posloupnost pocti stridavych permutaci pokracuje dale jako

(Pn)nso = (1,1,1,2,5,16,61, 272, 1385, 7936, 50521, . . .).

MnoZinové rozklady. Necht b, je pocet zpisobli, jak se mnozina
{1,2,...,n} (nebo kterdkoli jind n-prvkovad mnozina) da vyjadfit jako sjed-
noceni neprazdnych a disjunktnich mnozin. Klademe by = 1 a dale mame
by =1, by =2 a by = 5, protoze {1,2,3} se da vyjadiit jako

{1,2,3}, {1,2} U {3}, {1,3} u{2}, {2,3}u{1l} a {1}U{2} U{3}.
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D4 se dokazat, ze pro kazdé x € R plati

b,x .
n!

n=0

Posloupnost poc¢tt mnozinovych rozkladu, kterym se fika Bellova disla, po-
kracuje dale jako

(bn)nso = (1,1,2,5,15,52, 203,877, 4140, 21147, . ..).

Usporadané mmnoZinové rozklady. Necht d,, je pro dané n pocet vSech
uspotradanych m-tic (nutné m < n) (A, A, ..., Ay) takovych neprazdnych
mnozin A;, ze

A1UA2U...UAm:{1,2,...,n}, AZQA] :Q) pI'Ol?é]
Oproti predeslému prikladu je tedy rozdil v tom, Ze zde nam zalezi na poradi

mnozin ve sjednoceni. Pron =3 tedy d3 =1-14+2-346-1 = 13 oproti
bs = 5. D4 se dokazat, ze pro kazdé = € (—log2,log2) plati

= d,z" 1
Z nl 2_et

n=0

Posloupnost poctii usporadanych mnozinovych rozklad pokracuje dale jako

(dp)nso = (1,1,3,13,73,501, 4051, 37633, 394353, .. .).

5 Primitivni funkce

Necht —o0 < a < b < 40 a f: (a,b) — R je dand funkce. Pokud ma
funkce F': (a,b) — R na (a,b) derivaci a ta se rovna f(z), tj. F'(z) = f(x)
pro kazdé x € (a,b), fekneme, ze F' je na intervalu (a,b) primitivni funkci k

funkci f.

Tvrzeni 5.1 (Primitivni funkce je jednoznaéna az na konstantu)
Je-li F(x) primitivni k f(x) na (a,b), je pro kazdé ¢ € R funkce F(x)+c také
primitivni k f(z) na (a,b). Naopak, jsou-li F(z) a G(x) primitivni k f(x)
na (a,b), existuje konstanta ¢ € R takova, ze F(z) — G(x) = ¢ pro kazdé
x € (a,b).
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Diikaz. Kdyz F'(x) = f(x) na (a,b), pak patrnéi (F(x)+c) = f(z)+0 = f(x)
na (a,b). Naopak, kdyz F'(z) = G'(z) = f(z) na (a,b), pak (F(z)—G(x)) =
f(z)—f(x) = 0na (a,b), coz podle Disledku Véty 4.11 dava na (a, b) rovnost
F(z) — G(z) = ¢ pro né&jakou konstantu c. O

Poznamky. 1. Funkce primitivni k néjaké jiné funkci na otevieném inter-
valu [ je na [ spojita (podle Tvrzeni 4.1).

2. Funkce f(x) = sgn(z) je definovana na R, ale nema na R primitivni
funkci. To vyplyva z Tvrzeni 4.10. Necht je F' primitivni k sgn(x) na R.
Funkce F' je tedy spojita zprava v nule a F'(z) = sgn(z) = 1 pro z > 0.
Tedy lim,_o+ F'(x) = 1 a podle Tvrzeni 4.10 mame £ (0) = 1. To je ale ve
sporu s F (0) = F'(0) = sgn(0) = 0.

3. Problémem funkce signum neni nespojitost v nule jako takova, ale to,
ze tam ma jednostrannou limitu odlisSnou od funkéni hodnoty. Nyni sestro-
jime funkci f: R — R, kterd bude rovnéz nespojita v nule, ale bude presto
mit na R primitivni funkei F(z). Polozime

CR Pk

Pak, pro x # 0,
F'(z) = 2 sin(1/2?) — 2 cos(1/2?).
Dale F(z) - F(0)
. x) — 1 . 2\
glclg(l) =0 _}:Er(l)xsm(l/x ) =0,

takze F'(0) = 0. Funkce F(z) je tedy na R primitivni k funkci

@) = { (2)msin(1/x2) — 2 cos(1/2?) iig

Ale f(z) neni spojita v nule, jednostranné limity lim, o+ f(z) neexistuji.

4. Za chvili dokdzeme, Ze funkce, ktera na otevieném intervalu I ma
primitivni funkci, nabyva na I vSech mezihodnot. Tuto vlastnost tedy sdili
se spojitymi funkcemi (viz Vétu 3.7).

Mnozina funkci primitivnich k f(z) se oznacuje symbolem integralu

/f(x) dx.
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Fakt, ze F'(x) je primitivni funkci k f(x) znacime jako

/f(x) de = F(z) +c.
Napiiklad [ 2? do = 52* 4+ ¢ na R.

Véta 5.2 (spojita funkce ma primitivni funkci)
Je-1i I neprazdny otevieny interval a funkce f : I — R je na I spojita, pak
ma f na I primitivni funkci.

Dikaz. Dokézeme pomoci Riemannova integralu v letni semestru. a

Poznamka. ProtoZe derivovani zachovava linearni kombinace, zachovava je
i operace primitivni funkce: kdyz je na intervalu [ funkce F' primitivni k f a
G je primitivni ke g, pak je pro kazdé a, 3 € R funkce o' + G na intervalu
I primitivni k o f + Bg.

Tabulka primitivnich funkci

Vzorce pro derivace elementarnich funkci prectené opaénym smérem nam
okamzité poskytnou vzorce pro primitivni funkce.

1. Necht a € R, o # —1, potom na intervalu (0, +00) plati

xa—i—l
/xo‘ dr = + c.

Pokud o € Z a a < —1, plati tento vztah na kazdém z intervala
(—00,0) a (0, +00). Pokud a € Ny, plati tento vztah na R.

2. Na kazdém z intervali (—o0,0) a (0, +00) plati, ze

dx
/— = log |x| + c.
x

/exdx:ex—l—c.

/sinxdx:—cosx—l—c a /cosa:dx:sinx—l—c.

3. Na R méame

4. Na R mame
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5. Na kazdém intervalu (km — T, k7 + ), k € Z, mame

/ dx
=tanx + c.

cos? x

6. Na kazdém intervalu (kr, (k + 1)7), k € Z, mame

dx
———— =cotr +c
sin“ x

7. Na R méme

dx
/ = arctanx + ¢ = —arccot x + c.
1+ 22

8. Na intervalu (—1,1) méame

dx
——— = arcsinx 4+ ¢ = —arccos T + c.
/ V1—2?
Véta 5.3 (funkce s primitivni funkci ma Darbouxovu vlastnost)
Ma-li funkce f: I — R, kde I = (a,b) je otevieny interval, na I primitivni
funkci, je obraz f(I) téz interval. Funkce f ma tedy Darbouxovu vlastnost.

Dikaz. Necht F' je primitivni k f na [ a ¢ € R je ¢islo lezici mezi dvéma
hodnotami funkce f, to jest f(z1) < ¢ < f(z2), kde x1, 25 jsou dva rizné body
z I. Budeme ptredpokladat, ze x1 < x5, pro x; > x5 se nasledujici argument
jednoduchym zptsobem upravi (misto minima uvazime maximum). Uvazme
minimum funkce

H(z)=F(x) —cx
na intervalu [z1,xs]. H je na I a tedy i na [z, 23] spojitd a [z, 25 je kom-
paktni interval, H tedy nabyva minima v bodé z* € [z1,25] (Véta 3.8). H
ma na [ derivaci

H'(z) = f(z) —c,
takze H'(x1) = f(x1) —c <0 a H'(z9) = f(x2) — ¢ > 0. To znamend, Ze pro
malé § > 0 plati, ze z € (z1,21+ ) = H(z) < H(x1) a x € (x2 — d,22) =
H(z) < H(xs). Krajni body z;7 a x5 tedy nejsou body minima a z* € (x1, x2).
Pak (Tvrzeni 4.5) nutné H'(z*) = 0, ¢ili

f(@*) —e=0
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a f(z*) = c. Cislo ¢ je tedy také hodnotou funkce f a proto f zobrazuje I
opét na interval. O

Poznamka. Darbouxova vlastnost (nabyvani vSech mezihodnot) funkce f
je tedy nutnou podminkou pro to, aby f méla primitivni funkci. Ted je jasné,
pro¢ funkce jako tieba sgn(z) na intervalu (—1, 1) nemaji primitivni funkci.

Pocéitani primitivnich funkci

Uvedeme dvé pocetni techniky pro urc¢eni primitivni funkce. Prvni z nich je
odvozena ze vzorce pro derivaci slozené funkce a druha ze vzorce pro derivaci
soucinu.

Véta 5.4 (o substituci)
Budte dany funkce ¢ : (a,3) — (a,b) a f: (a,b) — R, pficemZ ¢ ma na
(e, B) vlastni prvni derivaci.

1. Necht je funkce F : (a,b) — R na intervalu (a,b) primitivni k funkci
f(z). Pak na intervalu («, 3) plati, Ze

[ e0) - ey de = Flote)) +

2. Necht je funkce G : («, 3) — R na intervalu («, 3) primitivni k funkci
)

F(o(6))-¢/(t) a navic plat, ze p((a. 8)) = (ab) a @' # 0 na (o, 5). Pak
na intervalu (a,b) plati, ze

/ f(z) dz = G(g™\(z)) + c.

Diikaz. 1. Staci zpétné precist vzorec pro derivaci slozené funkce:
(F(e(1)) = F'(e() - ¢'(t) = fle(t)) - (D),

takze F'(¢(t)) je na (o, B) primitivni k f(p(t)) - ¢'(1).

2. Dodatecny predpoklad o funkci ¢ ¥ika, Ze jeji derivace je na («,3)
bud stéle kladna nebo stéle zaporna (kdyby ¢’ na («, 3) ménila znaménko,
podle Véty 5.3 by na tomto intervalu musela nabyt hodnotu 0). Funkce ¢
je tedy na (a, ) rostouci nebo klesajici (Véta 4.11) a ma inverzni funkci
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o' (a,b) — (o, 8). Vzorce pro derivovani slozené funkce a pro derivovani
inverzni funkce davaji

(Gle™(@))) = Ge (@) (¢ (@)

Funkce G(¢(x)) je tedy na (a,b) primitivni k f(z). O

Piiklady. Z primitivni funkce [ f(x) dz maZzeme tedy vypocitat primi-
tivnf funkei [ f(¢(t))¢’(t) dt a naopak. Uvedeme dva pifklady, na oba sméry

vypoctu.
/f(a:) dx = F(x)+c¢

1. Necht
na intervalu I a a,b € R, kde a # 0. Pak, podle bodu 1 predchozi véty,

F(ax +b)
="t
a

flaz +b)d flaz +b) - (az + b)Y dz
/ -2/

2. Chceme nalézt primitivni funkeci k \/1 — 22 na intervalu z € (—1,1).
Pouzijeme substituci x = sint, kde t € (=% 3 7). Inverzni funkce zde je t =
arcsin x. Podle bodu 2 ptfedchozi véty tim nas problém pfevedeme na

/ V1 —sin®t- (sint) dt = /coszt dt.

Protoze plati rovnost cos?t = (1 4 cos(2t)), na R mame

/COSQt dt = /(1/2 + cos(2t)/2) dt = % + sini?t) +ec.

Celkem, na intervalu (—1,1),

: 1(2 ares
/ VI dy — Mesinz sin(2 arcsin z) e

2 4
arcsinz  zv1 — 22
- T T e

kde jsme pouzili vztah sin(2z) = 2(sinx)(cos z) = 2(sinz)/1 — sin’® z.
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Véta 5.5 (integrace per partes)

Necht jsou funkce f a g spojité na intervalu (a,b) a funkce F' a G jsou k nim
na (a, b) primitivni. Potom i funkce fG a F'g maji na (a,b) primitivni funkce
a na (a,b) plati identita

/ F@)G () do + / F(2)g(z) dz = P()G(z) + ¢,

tj. soucet funkce primitivni k fG a funkce primitivni k Fg je az na aditivni
konstantu roven funkci FG.

Diikaz. Funkce fG a Fg jsou na (a,b) spojité a existence funkei k nim pri-
mitivnich plyne z Véty 5.2 (kterou jsme zatim nedokézali). Identita vyplyva
z Leibnizovy formule pro derivaci souc¢inu: z

(FG) = fG+ Fyg
plyne, ze F'G je na (a,b) primitivni k fG + Fg, takze
/f(ﬂf)G(I) dx + /F(x)g(ﬂf) dr = /(f(ﬂi)G(x) + F(z)g(x)) da
= F(z)G(z) +c.
O

Pifiklady. Pokud tedy zndme primitivni funkei [ F(z)g(z) dz, miZeme
vypoéitat i primitivni funkei [ f(z)G(x) da:

/ J(2)G(z) de = F(2)G(z) - / Fo)g(x) dz.

Uvedeme dva priklady. V obou pracujeme na celém R.

1. Pro n € N oznaéme
I = / _dz
(1+ 22)n

Vime, ze I; = arctan x+c. Odvodime rekurentni vzorec pro primitivni funkce
I,. Funkci (1 + 22)™" napiSeme jako ' - (1 + 2%)™™. Takze

[ T —/m —2nx
noo (1_{_$2)n (1+x2)n+1
T 1 1
- 7 19 _
1+ a2 n/<(1+:c2)" (1+x2)”+1) e

s
= m —'— 27[,([” — In+1).

118



Dostavame rekurenci

1

m +(1—-1/2n)1,.

InJrl =

Odtud mame I; = arctanx + ¢, I, = 57 + %arctanx + ¢ atd.

1
1+x2)
2. Abychom spocetli

/ex sinz dzx,

opakované piseme e” jako (e”)’. Tedy
/exsin$ der = e"sinx — /ew cosx dx

= e’sinx — (ex cos T — /e‘”(— sin x) dx) :

Odtud dostédvadme rovnici
2/ex sinz dr = e*(sinz — cosx) + ¢,

takze

. ef(sinx — cosx
/exsmxdx: ( 5 )—l—c.

Integrace racionalnich funkci

Raciondlni funkce f(z) je podil dvou redlnych polynomt,

_ P(a)

Chépeme ji jako zobrazeni f : R\K — R, kde K = {a € R: Q(a) = 0} je
mnozina (redlnych) kofeni polynomu @) ve jmenovateli f. Pro a € K neni
hodnota f(«) definovana.

Priklad. Raciondlni funkce

2 —2r+1 rz—1

1 : R\{1} =R a =r—1: R—>R
I —

se shoduji jako zobrazeni vSude s vyjimkou bodu 1, kde prvni z nich neni
definovana.
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Budeme hledat primitivni funkci k obecné racionalni funkci

Plx) o I =(a,b) = R,
Q(z)
kde interval I neobsahuje zZadny kofen jmenovatele ). Funkce f(z) je na I
spojitd a podle Véty 5.2 tam méa primitivni funkci. D4 se tato primitivni
funkce vyjadrit vzoreckem? ANO, ale tento vzorecek dokazeme napsat, jen
kdyz zname realné i komplexni kofeny polynomu ().

fx) =
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