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Prednaska pokryva v letnim semestru nasledujici latku:
1. Riemanniv integral.
2. Posloupnosti a fady funkci, mocninné fady a Fourierovy fady.

3. Metrické prostory.

1 Riemannuv integral

Vypocet plochy a dvé zakladni véty analyzy. V prvni kapitole pred-
nasky se sezndmime se zaklady integralu, ktery vymyslel Bernhard Riemann
(1826-1866). Integraly slouzi k pocitani ploch, objemt, energie a prace a
dalsich fyzikalnich veli¢in, pro odhadovani kone¢nych i nekone¢nych soucti,
definuji se pomoci nich nové funkce s pozoruhodnymi vlastnostmi atd.

e Uz v antice, ale jisté i diive, lidé uméli pocitat plochy i objemy. Napfti-
klad Archimedes se proslavil vypoc¢tem plochy parabolické tsece.

e Ale az kolem roku 1670 Newton a Leibniz nezavisle na sobé objevili
uzkou souvislost mezi plochou a derivaci.

Necht —co < a < b < 400 a funkee f : [a,b] — R je na intervalu [a, b]
nezdporna a spojitd (to ted predpokladdme pro jednoduchost, aby se dal



namalovat hezky obrazek; pozdéji uvidime, ze po f staci poZzadovat méné).
Uvazme rovinny atvar

Ula,b f) = {(.y) € B*: a <z <b0<y< fla)}
—je to ¢ast roviny lezici mezi intervalem [a, b] na ose = a grafem funkce f.
Zde bude casem obrazek.

Plochu atvaru U(a, b, f) (af je to cokoli) oznacime jako

b b
/ f(z)dx nebo struénéjijako/ /.

Funkce f je integrand, = je integracni proménnd (muZe byt oznacend libo-
volné, tfeba t,y,...). Je to tzv. Riemanniv integrdl funkce f na intervalu
[a, b]. Jeho pfesnou definici podame za chvili.

Uvedeme dva hlavni vysledky spojujici integral s derivaci, ke kterym bu-
deme smeétovat. Uvazme funkci

F(z) := /ﬂﬁ f(t) dt = plocha(U(a, z, f)).

Proni zakladni véta analyzy ¥iké, zhruba feceno, ze F'(x) = f(x) na [a, b], to

" ([ roa) = s

Podle Druhé zdkladni véty analyzy pro kazdou funkci g, ktera je na [a,b]
primitivni k f (¢ili ¢’'(x) = f(z) pro kazdé z € [a, b]) plati

[ =00t

V dalsich prednaskach dokazeme presné verze obou vét.

Jaké jsou aplikace integralu? Muzeme pomoci néj (pomoci 1. ZVA) vy-
rabét primitivni funkce. Ukazeme napiiklad, ze kazda funkce spojita na in-
tervalu na ném ma primitivni funkci. Déale, pomoci 2. ZVA, kdyz zname
primitivni funkci (a spoustu jich uz ze ZS zname), mizeme pocitat plochy
rovinnych utvari (jakoz i spoustu dalsich matematickych i fyzikdlnich veli-
¢in). Napiiklad plocha utvaru U(0, 1, 2%) neboli

Zde bude ¢asem obrazek



je podle 2. ZVA rovna %13 1O3 3, protoze (;):E?’)’ = 22

Ale co to tedy je ta plocha7 Riemann navrhl rozdélit atvar Ul(a,b, f)
na uzké pasky P, P, ..., P;,_1 s pfiblizné obdélnikovym tvarem (horni okraj
pasku neni typicky rovny, ale je zakiiveny podle grafu funkce f). Soucet ploch
paskt je plocha tutvaru U(a, b, f). Plochu pasku P; navrhl aproximovat plo-
chou obdélniku, jehoz $itka je rovna Sifce P; a vyska je rovna vysce nékterého
z bodi leziciho na hornim okraji pasku.

Zde bude ¢asem obrazek

Riemann tedy navrhl approximovat plochu atvaru U(a, b, f) sou¢tem ploch
téchto obdélniki:
/ fla

kde a = a9 < a1 < -+ < a = b a ¢; € [a;,a;41]. Oznadime-li jako A
nejvetsi sitku obdélnika, to jest A = maxo<i<g—1(a;+1 — a;), dostaneme podle
Riemanna plochu utvaru Uf(a,b, f) pfesné jako limitu téchto souctt pro A
jdouci k nule,

k‘
,_.

(Gi+1 - ai)f(ci)>

I§
=)

7

b k-1

fla)dx=1lim > (air1 —a;)f(ci)-

Trochu jiny pfistup k integralu navrhl v r. 1875 Gaston Darboux (1842—
1917). Navrhl odhadnout plochu pasku P; zdola a shora pomoci ploch dvou
obdélniki s sitkou rovnou Sitce pasku P; a s vyskou rovnou nejvétsimu dol-
nimu a nejmensimu hornimu odhadu vysek bodi lezicich na hornim okraji
pasku. Tyto obdélniky maji vysky

m;:= inf f(z) a M;:= sup f(x).

z€[ai,ai+1] xe[ai,ai_,_l]

Protoze prvni z nich je cely obsazen v P; a druhy obsahuje cely pasek P;,
urcité (at je plocha pasku P; cokoli) plati

mi(ait1 — a;) < plocha(P;) < M;(ai+1 — a;).
Se¢tenim dostaneme horni a dolni odhad plochy celého atvaru U(a, b, f):

(aiy1 — / f(x kZ(@m — a;) M;.

N
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To je vyhoda Darbouxovy definice ve srovnani s Riemannovou—pro plochu
dostavame vzdy dolni a horni odhad, kdezto Riemannovy sumy ji jen néjak
aproximuji. Pokud pro A — 0 oba odhady splynou, definujeme fab f jako
jejich spole¢nou hodnotu. Pozdéji dokézeme, Ze obé definice, Riemannova
i Darbouxova, vedou ke stejnému pojmu integralu a davaji pro néj tutéz
hodnotu.

Nyni uvedeme presné definice. Necht —co < a < b < 400 jsou dvé
redlnd ¢isla a f : [a,b] — R je libovolna funkce (nemusi byt ani spojita ani
omezend). Koneéna k + 1-tice bodt D = (ag, ay,...,a;) z intervalu [a, ] je
jeho délenim, pokud

a=ayg<ar <ay<---<a,=>o.

Tyto body déli interval [a,b] na intervaly I; = [a;, a;y1]. Délku intervalu
ozna¢ime pomoci absolutni hodnoty, takze |I;| = a;11 — a; a |[a,b]| = b — a.
Je jasné, ze

Zm\ = (ay —ap) + (ag —a1) + -+ (ax — ax_1) = b —a = |[a,b]|.

Normou déleni A rozumime nejvétsi délku intervali déleni:

A=AD)= max |[[]
0<i<k—1
Délenim intervalu [a,b] s body rozumime dvojici (D,C), kde D =
(ag,as, . ..,ax) je déleni tohoto intervalu a k-tice C' = (cg,c1,...,Cr_1) se
sklada z néjakych bodu ¢; € I; (tj. a; < ¢; < a;41). Riemannovu sumu odpo-
vidajici funkci f a déleni s body (D, C') definujeme jako

k—1

R(f,D,C) le\f i) = Z(ai—H —a;) f(ci).

=0

Prvni definice Riemannova integralu (Riemannova). Rekneme, Ze
funkce f : [a,b] — R mé na intervalu [a, b] Riemanniv integrdl I € R, pokud
pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni intervalu [a,b] s
body (D, C) plati, ze

AND)<d=1|I—-R(f,D,C)| <e.
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Pozadujeme tedy I € R, nevlastni hodnoty 0o nejsou povoleny (pozdéji
ale zavedeme i nevlastni integraly, podobné jako nevlastni limity). Pokud
takové cislo I existuje, piSeme

I:/abf(x)dx:/abf

a Tfekneme, zZe f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a,b]. Budeme
pracovat s tfidou vSech riemannovsky integrovatelnych funkci

Rla,b] :={f : [ je definovana a riemannovsky integrovatelna na [a, b]}.

Prvni definici Riemannova integralu tedy mtizeme shrnout vzorcem

b
= lim R(f,D,C)eR.
/a f=lm E(f,D,C)

Pro druhou definici integralu budeme potiebovat par dalsich pojmi. Pro
funkei f: [a,b] — R a déleni D = (ag, a1, ... ,a;) intervalu [a, b] definujeme
dolnt, respektive horni Riemannovu sumu (budeme jim tak fikat, i kdyz by
se mély jmenovat po Darbouxovi) jako

k—1 k-1
s(f,D) =Y _|L|mi, respektive S(f,D) =" |L|M;.
i=0 =0

Pripominame, ze

m; = inf f(z) a M;=sup f(z), kde I; = [a;, ai+1].

z€l; zel;

Tyto soucty jsou vzdy definované, s(f,D) € RU {—o0} a S(f,D) € RU
{+o0}. Dolni, respektive horni Riemanniv integrdl funkce f na intervalu
la, b] definujeme jako

/ (@) dx == sup({s(f, D) : D je déleni [a, 8]})

/ f(z)dx :=1inf({S(f, D) : D je déleni [a,b]}).



Jsou opét vzdy definované, pro kazdou funkci f mame f; feRU{—o0} a
[P feRU{+00}.

Druh4a definice Riemannova integralu (Darbouxova). Rekneme, Ze
funkce f: [a,b] — R mé na intervalu [a, b] Riemanniv integrdl, pokud

/abf(x)dx:/abf(x)dxeR

Tuto spolec¢nou hodnotu, kdyz existuje, znacime

/abf(w)dX=/abf

a nazyvame Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a, b].
Za chvili dokézeme, ze vzdy

/abfﬁ/abf-

Dokézeme také, ze obé definice jsou ekvivalentni (dévaji stejné tiidy rie-
mannovsky integrovatelnych funkci) a davaji stejnou hodnotu Riemannova
integralu.

Tvrzeni 1.1 (neomezené funkce nejsou integrovatelné)
Kdyz funkce f : [a,b] — R neni omezend, potom nema na [a,b] Riemanniiv
integral (ani podle jedné definice).

Dukaz.

Cvicdeni 1

O

Kdyz D = (ag, a1, ...,a;) a D" = (bo, by, ..., b) jsou déleni intervalu [a, b] a
D C D', to jest pro kazdé ¢« = 0,1,...,k existuje j, Ze a; = b;, Tekneme, zZe
D’ je zjemnéni D nebo ze D' zjemniuje D.

Tvrzeni 1.2 (nerovnosti pro s(f,D) a S(f, D))

Necht f : [a,b] — R je funkce, D' a D jsou déleni intervalu [a,b], m =
infxe[a,b} f(l’) alM = SUPge(a,b] f(l')



1. Kdyz D' zjemnuje D, pak s(f,D) < s(f,D') a S(f,D) > S(f,D’).

2. Plati nerovnost s(f,D) < S(f,D’) (kazda dolni suma je mensi nebo
rovna kazdé horni sumé).

3. Plati nerovnost

b b
m(b—a>sS<f,D>s/ fs/ F<S(f.D) < M(b—a).

Diikaz. 1. Necht D = (ag,ay,...,a;) a D' = (bo,by,...,b) jsou dvé déleni
la, b], pficemz D’ zjemniuje D. Existuje tedy posloupnost jo =0 < j; < ja <
<o < gk = | takova, ze (Io:bjo (: bo :a), a1 :bjl,...,(lk:bjk (: b :b)
Kazdy interval I; = [a;, a;11] déleni D je rozdélen body déleni D’ na intervaly

']i,r = I:bjiJrr, bj¢+r+1]7 r = 0, 1, PN 7ji+1 — jz —1.
Intervaly J;, vyCerpavaji vSechny intervaly J; = [b;, bj;1] déleni D'. Patrné
] = Jiol + [Jial + - + | Jigipr—ji—1l-

Dokazeme prvni nerovnost s(f, D) < s(f,D’), druha se dokazuje podobné.
Mame
inf f(l') S inf f(x)v r= 0717"'7ji+1 - 17

zel; IEJZ',T

protoze J;,, C I; a po zmenseni mnoziny se jeji infimum nezmeéni nebo vzroste.
Proto

k—1 k=1 /[Ji+1—Ji—1
S(/,D) — Zuigg;f(x):Z( ) rJz-,r|) inf f(z)
i=0 ’ ‘

r=0

1=

k=1 ji+1—7i—1

= > ) |Jiir| inf f(2)
=0 r=0
k—1 ji+1—Ji—1

<SS il g s
=0 r=0 ’

= s(f,D").

2. D a D’ budte dvé libovolna déleni intervalu [a,b]. Jejich sjednoceni
E = DU D' (body obou déleni sjednotime dohromady a uspotadame podle
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velikosti) je zjemnénim jak D tak D’. Podle prvni ¢asti a trivialni nerovnosti

s(f, E) < S(f, E) mame

s(f.D) < s(f, E) < S(f, E) < 5(f, D),
takze s(f, D) < S(f,D').

3. Prvni a patd nerovnost jsou zvlastni pripady nerovnosti v prvni c¢asti
(pro zjemnéni déleni sestavajiciho se pouze z intervalu [a, b]). Druhé a étvrta
nerovnost plynou z definice horniho a dolniho integralu. Tteti, nejzajima-
véjsi nerovnost plyne z nerovnosti v druhé ¢asti—dolni integral je supremum
mnoziny ¢isel, jejiz kazdy prvek je mensi nebo roven kazdému ¢islu z druhé
mnoziny, jejimz infimem je horni integral. a

Piiklad 1. Spoéteme podle Darbouxovy definice plochu tutvaru U(0, 1, x),
tj. plochu trojuhelnika

Zde bude ¢asem obrazek.

to jest integrél folxdx. Pro n € N vezmeme déleni intervalu [0,1] rovné

D,= (0,12 ... 2=11) Pak
n—1 ' 1 1
s(f.Dn) = ZW;QI{I—Z— Lo (l424e4n—1) =5 - o
S(f, D) = Z\HSHP%—Z— 1(1+2+ -+ ):%+2i,
z€el; n

protoze 1 +2+---+n =n(n+1)/2. Pro n — oo dolni i horni suma jdou k
1/2, takze podle ¢asti 3 posledniho tvrzeni méame

1
1

/ rdx = =
; 2

Piiklad 2. Dirichletova funkce definovand na R jako f(z) = 0 pro ira-
ciondlni z a f(z) = 1 pro racionalni x nema na [0, 1] Riemanniv integral,

protoze
1 1
/f:O a /le.
0 0



Plati totiz s(f,D) = 0 a S(f,D) = 1 pro kazdé déleni D intervalu [0, 1].
Riemannova funkce definovana na R jako f(x) = 0 pro iraciondlni = a
f(m/n) = 1/n pro zlomek m/n v zékladnim tvaru mé na [0, 1] ze stejného
divodu dolni integral rovny nule,

/Olf:o.

A co horni integral? S trochou Sikovnosti se pro kazdé ¢ > 0 da nalézt déleni
D intervalu [0, 1] takové, ze S(f, D) < €. (Rozmyslete si jak.) Takze

1 1
/f:O a celkem /f:().
0 0
Cviceni 2

Spocitejte horni a dolni integral na [0, 1| pro funkci definovanou jako f(z) =
1/x proxz € (0,1] a f(0) = 0.

Cviceni 3

Necht se hodnoty funkci f,g : [a,b] — R lisi jen v kone¢né mnoha bodech.
Dokazte, ze pak

b b
f € Rla,b] <= g € Rla,b] a / f:/ g (existuji-li).

Nésledujici nerovnost ukazuje, ze pro pevné déleni D a omezenou funkci
f kazdé dostatecné jemné déleni D' dava skoro stejné dobrou (tj. jen o mélo
mensi) dolni sumu jako D a podobné pro horni sumy.

Tvrzeni 1.3 (rafinovana nerovnost pro s(f,D) a S(f,D))

Necht je funkce f : [a,b] — R omezend, |f(z)| < ¢ pro kazdé x € [a,b] pro
néjakou konstantu ¢ > 0. Necht D a D’ jsou déleni intervalu |a,b], pfic¢emz
|D| =k +1, tj. D ma k intervalki, a A(D') < §. Pak

s(f,D") > s(f,D) —3ked a S(f,D") <S(f,D)+ 3kco.

Diikaz. Dokazeme jen prvni nerovnost, diikkaz druhé je podobny. Na déleni
intervalu [a, b] se ted budeme divat jako na mnoziny jejich intervalkt a D’ si
vyjadrime jako
D' = {I'eD': I'C Jprongaky J € D} U {zbylé intervaly D’}
EUF.



Vsimnéte si, Zze v F' je méné neZ k intervalli, protoze kazdy I’ € F ve svém
vnittku obsahuje neéktery krajni bod nékterého intervalu J € D, tyto body
jsou pro ruzné intervaly I’ € F rizné a neni mezi nimi ani a ani b. Mame

no_ s _ s /
s(f,D) =" '] inf f = Z|]|1§1/ff+2|[|1§1/ff.

I'eD’ I'eE I'er

Prvni sumu rozdélime na podsumy podle intervali J:
/- o /-
Z|I|1111/ff—z Z \I|1111/ff.
I'eE JeD 1'ep’
I'cy

Jak vime, inf f > inf; f pro I’ C J. Takze prvni suma spliiuje

Db f > inff Yy (1> inf f(|] - 20),

I'eE JeD I'eD’ JeD
'cy
protoZe pro pevny interval J € D intervaly I’ € D’ v ném obsazené pokryvaji
cely J aZ snad na pocateéni a koncovy tusek o délce méné nez 6 (v tiseku s
délkou ¢ a vice by uz musel byt obsazen néjaky I’ € D’). Prvni suma je tedy
velika alespon jako

> 1] inf f 25Zir}ff > s(f, D) — 2kée,
JeD JeD

protoze posledni suma mé k s¢itanci a |inf; f| < sup; |f| < ¢. Druhéd suma
pfes F' mé méné nez k séitancd, |I'| < 0 pro kazdy I’ € D’ a |infy f| <
supy | f] < ¢, tudiz je malé:

I -
Z|I|1§1/ff

I'eF

< XF: || - | inf f| < k.

Celkem

s(f,D') = Z + Z > s(f, D) — 2kdc — kéc = s(f, D) — 3kdc.

I'eE I'eF

Véta 1.4 (kritéria integrovatelnosti)
Necht f : [a,b] — R. Pak
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1. feR|a,b] <= VYe>03dD: 0<S(f,D)—s(f,D) <e.
2. f € Rla,b] <= Ve > 036 > 0, ze pro kazdé déleni D intervalu |a, b]
s A(D) < ¢ plati 0 < S(f, D) — s(f, D) < e.

Diikaz. 1. Implikace <. Pro € > 0 vezmeme déleni D takové, ze S(f, D) —
s(f, D) < €. Z definice dolniho a horniho integrélu dostavame nerovnost.

/abf_/abfgs(f’D)—S(f,D)<s.

To plati pro kazdé € > 0, a tak

/abf—/abféo, tedy /abfgfabf-

Z c¢asti 3 Tvrzeni 1.2 vime, ze soucasné plati opacna nerovnost. Dolni a horni
integrél si jsou rovny a f € R[a, b].

Implikace =. Necht fab f = f: f = I. Bud ddno € > 0. Podle definice
dolniho a horniho integralu jako infima, respektive suprema, nalezneme dvé
déleni D; a D, takova, ze

]—E<S<f,D1)§] S(f,D2><]+E.

Pro jejich spolecné zjemnéni £ = Dy U Dy podle ¢asti 1 Tvrzeni 1.2 plati
s(f,D1) <s(f,E) <S(f,E) < S(f,Ds). Takze
0 < S(f, E) —s(f, E) < S(f,D2) — s(f, D1) < 2e.

2. Implikace < plati podle prvni ¢asti, protoze tato silnéjsi podminka
implikuje splnéni podminky v prvni ¢asti, a tak f € Rla,b].

Implikace =. Necht f € R[a,b]. Bud ddno ¢ > 0. Podle prvni ¢asti
existuje déleni D takové, ze S(f,D) — s(f,D) < £/2. Pocet intervalka v
D ozna¢ime k. Protoze f € Rla,b], je funkce f omezend (Tvrzeni 1.1) a
|f(z)|] < ¢ pro kazdé x € [a,b] pro néjakou konstantu ¢ > 0. Zvolime ¢ > 0

tak malé, ze 6kdc < /2. Necht D’ je libovolné déleni s A(D') < 4. Podle
Tvrzeni 1.3 mame

S(f,D")—s(f,D) < S(f,D)+ 3kéc— (s(f, D) — 3kdc)
= S(f,D)—s(f, D)+ 6kéc
< €/24¢/2

£.
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Tedy S(f,D') — s(f, D) < e. O

Nyni dokazeme ekvivalenci obou definic Riemannova integralu. Pfipomenme
si jednoduché nerovnosti

s(f. D) < R(f,D,C) < S(f,D)
a rovnosti

s(f,D) = iréfR(f, D,C), S(f,D) = sng(f,D,C’).

Véta 1.5 (ekvivalence Riemannovy a Darbouxovy definice)
Obé definice Riemannova integralu jsou ekvivalentni a davaji pro néj tutéz
hodnotu.

Diikaz. Bud déna funkce f : [a,b] — R. Necht

b b b
/ f=1¢€eR podle druhé definice, tedy I :/ f :/ f.

Bud déno & > 0. Vezmeme pro né&j 0 > 0 zajisténé podle ¢asti 2 piedchozi
véty. Kazdé déleni D s A\(D) < § pak spliuje S(f, D) — s(f, D) < e. Dale
mame

s(f, D) <1 <S(f, D) as(f,D) < R(f,D,C) <S5(f, D).

Tudiz
- R(/,D,C)| <<
TakZze ,
/ f =1 1ipodle prvni definice.
Necht

b
/ f=1¢€eR podle prvni definice, tedy
Ve>030 >0V(D,C): N(D)<d=1|I—-R(f,D,C)| <e.

Pro dané £/2 > 0 nyni vezmeme odpovidajici 6 > 0 a libovolné déleni D s
A(D) < 6. Protoze s(f,D) = infe R(f, D,C) a podobné pro horni soucet,
mame

C
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Podle trojuhelnikové nerovnosti dostavame

e €
To plati pro kazdé € > 0. Podle Véty 1.4 (¢ast 1 nebo 2) mame f € R[a,b]
podle druhé definice. Z poslednich nerovnosti dale plyne, Ze supp, s(f, D) =
infp s(f, D) = I. Takie I = [ f i podle druhé definice. O

Vyhodou druhé definice Riemannova integralu pomoci dolnich a hornich sum
je jeji praktic¢nost, dobfe se s ni pracuje. Nevyhodou je, Ze pro zavedeni ¢i-
sel m; a M;, coz jsou infima a suprema funk¢énich hodnot na intervalcich I;,
potfebujeme linearni usporadani na oboru hodnot funkce. Chceme-li integro-
vat funkce s hodnotami v mnozinach bez linearniho usporadani, jako jsou C
nebo R", prestava druha definice fungovat. Zde ma vyhodu prvni definice
Riemannova integralu, kterd linearni usporadéni nepotiebuje. (Pro C ¢ R”
si mizeme pomoci tim, Ze obé mnoziny tvoii vektorovy prostor nad R s ko-
necnou dimenzi, v pifipadé C rovnou dvéma. I pro tyto obory hodnot funkce
pak muzeme pocitat integral podle druhé definice rozkladem na slozky, napft.
funkei f : [a,b] — C rozlozime na f = f; +ifs, kde fi1, fo : [a,0] — R, a

integral fab f pocitame jako fab fi+i f: fa.)

Véta 1.6 (monotonie = integrovatelnost)
Kdyz je funkce f : [a,b] — R monoténni (je nerostouci nebo neklesajici),
potom je na [a, b] riemannovsky integrovatelna.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f : [a,b] — R je neklesajici, pro nerostouci f se
g

postupuje podobné. Bud déno € > 0. Vezmeme § tak, 7ze 0 < § < HOBIo)

(pokud f(b) = f(a), tj. f je konstantni, vezmeme 6 > 0 libovolné), a vezmeme
libovolné déleni D intervalu [a,b] s A(D) < . Potom

S(f,D)—s(f,D) = Z_:(am — ai)(sup f — inf f)
= i(aH»l a;)(flaiz1) — f(ai))
< 52_:(f(az‘+1) — f(ai))
= 0(f(ax) — f(ao)) = o(f(b) — f(a))
< €
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Podle Véty 1.4 tedy f € Rla,b]. O
Dokéazeme, ze také spojitost f je postacujici podminkou pro integrovatelnost.

Véta 1.7 (spojitost = integrovatelnost)
Kdyz je funkce f : [a,b] — R spojita, potom je na [a,b] riemannovsky
integrovatelna.

Pro dtikaz budeme potfebovat pojem stejnomérné spojitosti. Jak vime,
[+ J — R je spojita na intervalu J, kdyz

Vee JVe>030>0: 2’ € J|z—2|<d=|f(z)— f(a)] <e.

Rekneme, 7e f : J — R (J je interval nebo i libovolnd mnozina reilnych
Cisel) je na J stejnomerné spojitd, kdyz

Ve>030>0: z,2' € J |z —2'|<d=|f(x)— f(a')] <e.

U spojité f mize § zaviset ne jenom na ¢, ale také na bodu x. U stejnomérné
spojité f jedno § musi fungovat pro vsechny body x z J (srovnej s pozdéjsi
definici stejnomérné konvergence). Je-li f stejnomérné spojita, je i spojita, ale
naopak to obecné (pro Spatné intervaly .J) neplati. Napfiklad funkce f(z) =
1/z : (0,1] — R je na (0, 1] spojitd, ale neni tam stejnomérné spojita: pro
pevné 0 > 0 pro kazdé x,x + ¢ € (0,1] mame

1 1 o

o) = o= = o35 = 2w+ 9)

— +o00, © — 0T,

Nicméné pro dobré (kompaktni) intervaly J jsou spojitost a stejnomérna
spojitost ekvivalentni pojmy.

Tvrzeni 1.7 % (na kompaktnim intervalu: spojitost = stejnomérna
spojitost)

Je-li f : [a,b] — R na kompaktnim intervalu [a,b] spojitd, je na |a,b] i
stejnomérné spojita.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze f je na kompaktnim intervalu [a,d]
spojita, ale neni na ném stejnomérné spojita. Existuje tedy ¢ > 0 takové,
ze pro kazdé § > 0 mame dva body x,2’ € [a,b] splijici |z — 2/| < ¢
a|f(x) — f(z')| > e. Mame tedy dvé posloupnosti (z,) a (z,) bodu z [a, b]
takové, Ze |z, —a},| < = a |f(z)— f(2')| > €. Protoze kazdé posloupnost bod
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v kompaktnim intervalu méa podposloupnost konvergujici k néjakému bodu
intervalu (véta ze ZS), mtzeme vzit nekonecnou posloupnost 1 < k; < kg <

. pfirozenych ¢isel takovou, ze podposloupnosti (zx,) a (z}, ) konverguji
k bodu zy € [a,b], respektive z;, € [a,b]. Protoze |z, — 2} | < 1/k, pro
vSechny n € N, nutné zy = . Takze x;, — 29 1 7}, — 29 pron — oo. Ale
pro kazdé n € N mame i |f(zy,) — f(z), )| > €. V kazdém okoli z tedy lezi
dva body, v nichz se funkéni hodnoty f lisi alespon o £. To znamena, ze f
neni v xy spojita, coz je spor s predpokladem. O

Cviceni 4
Naleznéte funkci f : (0,1) — R, kterd je omezena a spojita, ale neni stejno-
mérné spojita.

Diikaz Véty 1.7. Necht je f : [a,b] — R spojitd a je dané ¢ > 0. Podle
predchoziho tvrzeni zvolime § > 0 tak malé, ze z, x’ € [a,b), |z —2'| <=
|f(z) — f(a")] < 35y~ Tedy sup; f —inf; f < 555 pro kaZdy interval I s
délkou mensi nez § (rozdil sup; f —inf; f mohu libovolné presné aproximovat
rozdilem |f(z) — f(2)| pro né&jaké x,a’ € I). Pak, pro libovolné déleni D
intervalu [a, b] s \(D) < 4, plati

S(f. D) =s(f;D) = > |- (sup f —inf f)

IeD
< Z 1]
IeD
5
et —_— b —_
2(b—a) (b-a)
< E&.
Takze f € Rla,b] podle Véty 1.4. O

Nésledujici vétu dokézal Henri Lebesgue (1877-1941), my ji zde dokazovat
nebudeme. Mnozina M C R méa (Lebesgueovu) miru nula, kdyz pro kazdé
€ > (0 existuje posloupnost intervalt Iy, Io, ... takova, ze

i|]n| <ea MC Ofn.
n=1 n=1

M se tedy da pokryt intervaly libovolné malé celkové délky.
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Véta 1.8 (Lebesgueova, charakterizace integrovatelnych funkci)
Funkce f : [a,b] — R je riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz je na [a, b]
omezena a mnozina jejich bodi nespojitosti ma miru nula.

Uvedeme nékolik vlastnosti mnozin realnych ¢isel s nulovou mirou. Du-
kazy si rozmyslete jako cviceni.

e Kazda konecna nebo spocetna mnozina mé nulovou miru.
e Podmnozina mnoziny s nulovou mirou méa také nulovou miru.

e Ma-li kazda z mnozin A;, As, ... nulovou miru, ma i jejich sjednoceni
o0
U4
n=1
nulovou miru.

e Interval s kladnou délkou nem4a miru nula.

Napriklad celd mnozina racionalnich ¢isel Q ma miru nula. Kombinaci Vét
1.6 a 1.8 dostavame, ze mnozina bodl nespojitosti kazdé monoténni funkce
ma miru nula. Neni tézké dokazat primo, ze mnozina bodd nespojitosti mo-
noténni funkce je dokonce spocetna.

Cviceni 5

Sestrojte rostouci funkci f : [0,1] — R, kterd mé nekonecnou mnozinu bodii
nespojitosti.

Cviceni 6

(tézsi) Sestrojte rostouci funkci f : [0,1] — R, jejiz mnozina bodi nespoji-

tosti je Q N[0, 1].

Véta 1.9 (lin. kombinace a skladani zachovavaji integrovatelnost)
1. Necht f,g € Rla,b] a a, 3 € R. Pak af + g € Rla,b] a

/ab(afwg):a/abfw/abg

2. Necht f : |a,b] — [ d], f € Rla,b] ag:[c,d] — R je na intervalu [c, d]
spojita. Potom f o g = g(f(z)) € Rla,b.
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Diikaz. 1. Pro kazdé déleni (C, D) intervalu [a, b] s body mame rovnost

R(af + Bg,D,C) = i(ai—i-l —a;) - (aof + Bg)(cs)

1=

k—1
OZZ a1 —a;) f(c) + ﬁz Qi1 — (¢i)

=

= (f D,C)+ BR(g, D, C)

Diky existenci integali fab fa fab g tak mame

b b
a/f—l—ﬁ/g = « lim R(f,D C)—i—ﬁ hm R(g,D )

(D)=

— M%I)E O(aR( f,D,C)+ 53(9, D,0))

A(lljr)gOR(af + B9, D, C)

-/ (af + Bo).

(Rozmyslete si, pro¢ plati druhd rovnost.)

2.7 f € Ra,b] podle Véty 1.8 plyne, Ze f je na [a, b] omezend a mé mno-
zinu bodi nespojitosti s nulovou mirou. Kdyz je funkce f v bodé zy € [a, b]
spojita, je i slozend funkce f o g v tomto bodé spojita (protoze vnéjsi funkce
g je spojitd v kazdém bodé). Odtud plyne, Ze mnozina bod nespojitosti
funkce f o g je obsazena v mnoziné bodu nespojitosti funkce f a ma proto
také nulovou miru. Vnéjsi funkce g je omezena (je to spojita funkce na kom-
paktnim intervalu), takze i slozena funkce f o g je na [a,b] omezend. Podle
Véty 1.8 je fog € Ra,b]. O

Disledky. Uvedeme nékolik operaci, které zachovavaji tfidu riemannovsky
integrovatelnych funkci. Dikazy si rozmyslete jako cviceni.

e Podle ¢asti 2 predchozi véty dostéavame, Ze pro f € Ra,b] i funkce
12,1 f] atd. maji na [a, b] Riemanntv integral.

e Proto z f,g € Rla,b] plyne fg € R|a,b]—diky identité

(f+9? (-9

fg= 1 1
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e Necht f € Rla,b] aa < ¢ < d < b. Zuzeni funkce f na interval
[c,d] oznac¢ime rovnéz jako f a jako x[.q : [a,b] — {0,1} oznacime
charakteristickou funkci podintervalu [c,d], tj. X[cq(z) = 1 pro z €
[c,d] a X[e,q(x) = 0 pro x € [a,b]\[c,d]. Potom i f € R|c,d] a

d b
/ﬂfZ/mey
Cvifeni 7

Necht f,g € R. Dokazte, ze i max(f,g) i min(f, g) jsou riemannovsky inte-
grovatelné na |a, b|.

Prvni ¢ast Véty 1.9 1ik4, ze mnozina funkei R]a, b] tvofi vektorovy prostor
nad télesem R a Ze zobrazeni
b
e[
a

je linearni zobrazeni z tohoto vektorového prostoru do (vektorového prostoru)
R. Rikdme, Ze f: je linedrni funkciondl (tj. funkce na funkcich) na Rla, b].

Definujeme ,
/a“f:o a /baf:—/a 2

Véta 1.10 (integral je aditivni funkce integra¢niho intervalu)
Necht f : [a,b] — R ac € [a,b]. Potom f € R[a,b] <= f € Rla,c]& f €
Rlc,b] a, kdyz prislusné integraly existuji, mame

b c b
=[]
Diikaz. Zuzené funkce oznacime g = f|[a, ] a h = f|[c, b]. Pro mnoziny bodu
nespojitosti plati N(f) = N(g) U N(h) (rozmyslete si pro¢). Takze N(f)
mé miru nula, pravé kdyz obé mnoziny N(g) a N(h) maji miru nula. Také je
jasné, ze f je omezena, prave kdyz jsou obé funkce g a h omezené. Ekvivalence
integrovatelnosti tedy plyne z Véty 1.8. (Neni tézké ji dokdzat bez pouziti
Lebesgueovy véty piimo z definice integralu.)

Necht tedy f € R[a,b] (nebo, ekvivalentné, obé ztzeni f na intervaly
la, c] a [c,b] maji Riemannuv integral). ProtoZze pro kazdy bod x € [a,b] az
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na c plati rovnost f(z) = f()X[a,q(®) + f(2)X[cp(2) a na hodnoté funkce
v jediném bodé prii integrovani nezalezi, podle c¢asti 1 Véty 1.9 a hotejsiho

dusledku mame
b b b b
/ f / (fXfae + fXlet) = / IX[ad +/ IX[eb)
a CLC b a a
- [

Dusledek. Necht a,b, c jsou tii libovolnd redlnd ¢isla, d = min(a, b, c), e =
max(a,b,c) a f € Rld,e]. Pak

/abf+/bcf+/caf:0.

Dikaz. Vime, ze f ma Riemanniv integral na libovolném podintervalu inter-
valu [d, €], takZe tyto ti integraly existuji. Necht napiiklad a < b < ¢, pak
(podle rozsifené definice integralu a Véty 1.10)

frefrefr=[refr]
AR
0.

Podobné postupujeme pfi jiném uspotradani bodi a, b, c. O

O

Véta 1.11 (Prvni zakladni véta analyzy)
Pro f € Rla,b] definujeme funkci F : [a,b] — R pomoci

F(x):/azf.

Funkce F je spojita na |a,b| a pro kazdy bod spojitosti xy € |[a,b] funkce f
platf F/(Q?()) = f(l'o)
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Diikaz. Necht f € Rla,b], F(z) := [’ f pro x € [a,b] a zy € [a,b]. Funkce f
je na [a, b] omezend (protoze je integrovatelnd), takze pro néjakou konstantu
¢ > 0 plati |f(x)| < ¢ pro kazdé = € [a,b]. Bud ddno € > 0. Vezmeme ¢ > 0
tak malé, Ze cd < e. Pro x € R spliujici |z — x¢| < 6 pak méme

-]
[

< (st 3V.1.2) |z — xo| sup | f ()|
zel

|F(x) = F(xo)] =

= (dtisledek V. 1.10)

< oc,
kde I je interval s krajnimi body x a xy. Tedy
|z — x| < § = |F(z) — F(x)| < dc < g,

takze F' je spojita v xy.

Necht je navic f spojita v xg. Pro dané ¢ > 0 pak existuje § > 0 takové, ze
r—0| < 8= |f(x)— f(z0)] < &, tedy iinfy f > f(ro)—c asup, f < f(wo)+e.
Pro x € [a,b], x > z( (pfipad = < x¢ je analogicky) mame

(x—az:o)infffS 1 /xfg(x—xo)supjf
T — X T =0 Jg, Tr — 2o
—_———

_ F(2)=F(z0)
(1}7(1/'0

(I je interval s krajnimi body x a x). Takze, pro z € P(zo,0),

flao) = < inf g < DLW <y < fag) 42,
T — o I
Tedy

O

Dusledek. Je-li funkce f : [a,b] — R spojitd na [a,b], md na |a,b] primitivni
funkci a kazZdd primitivnt funkce F' k f je tvaru

F(w)chr/xf,
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kde c je konstanta.

Diikaz. Podle Véty 1.7 je spojita funkce riemannovsky integrovatelna, takze
funkce F(z) = [T f je dobfe definovana a podle Véty 1.11 je na intervalu
la,b] primitivni k f. Ze ZS vime, Ze kazdé dvé funkce, primitivni k dané
funkci na intervalu, se lisi o konstantu. O

Véta 1.12 (Druha zakladni véta analyzy)

Necht ma funkce f : [a,b] — R na intervalu [a,b] Riemanniv integral a
primitivni funkci F (tj. F'(z) = f(x) pro kazdé x € la,b]). Potom, pro
kazdou primitivni funkci F', plati

b
/ f=F() - Fl(a).

Dikaz. D = (ag,a1,...,a;), a =ag < a; < --- < a; = b, bud déleni intervalu
la,b] a F bud primitivni funkce k f na [a, b]. Podle Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté na kazdém intervalu I; = [a;, a;11] méme

Fair1) — Fla;) = F'(c) - (aip1 — @) = f(e) - (@i — i)
pro néjaké ¢; € (a;, a;41). Tedy

(aip1 — a;) i?_ff < F(aiy1) — F(a;) < (aiy1 — a;)sup f.

I;

Sectenim pres i = 0,1,...,k — 1 dostaneme nerovnosti

E

-1

s(,D) < ) Flaiy) = Fla;) = F(b) — F(a) < (£, D),

s
Il
<)

které plati pro kazdé déleni D. Protoze f € R[a,b], mame supj, s(f, D) =
infp S(f, D) = [ f, tedy i

/ f=F(b) - F(a).
O

Rozdil funkénich hodnot, respektive rozdil jednostrannych limit budeme
oznacovat symbolem [F]°:

[F)? := F(b) — F(a), respektive [F]? := lim F(z) — lim F(z).

z—b— z—at
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Rekneme, 7e F : [a,b] — R je zobecnénd primitivni funkce k funkci f :
la,b] — R, kdyz je F na [a,b] spojitd a s moznou vyjimkou koneéné mnoha
bodt intervalu [a, b] plati rovnost F'(z) = f(x). Zobecnéna primitivni funkce
je opét urCena jednoznaéné az na aditivni konstantu (rozmyslete si pro¢ a
také, ze to prestava platit, nepozaduje-li se spojitost F').

Véta 1.12° (jina forma 2. ZVA)
1. Je-li funkce f : [a,b] — R na [a,b] spojitd, md na |a,b] Riemanniv integrdl
a primitioni funkci a pro kaZdou primitivni funkci F' plati

AU:F@_F@.

2. Je-li funkce f : [a,b] — R na [a,b] omezend a spojitd aZ na konecné mnoho
bodi, md na [a,b] Riemanniv integrdl a zobecnénou primitivni funkci a pro
kazdou zobecnénou primitivni funkci F plati

l%:p@-p@.

Diikaz. 1. To plyne hned z Véty 1.7, z disledku Véty 1.11 a z Véty 1.12.
2. Integrovatelnost f plyne z Lebesgueovy véty. Z Véty 1.11 plyne, zZe
Fy(xz) = [ f je zobecnénou primitivni funkef k f na [a, b]. Trivialné,

R -f@=[ 1~ [1=[r-0=[s

Protoze kazdéa zobecnéna primitivni funkce F' k f se od Fj lisi jen o aditivni
konstantu, to jest F(x) = Fy(z) + ¢ pro kazdé x € [a, b], plati tato rovnost i
pro F. O

Newtonuv integral. Funkce f : (a,b) — R m4 na intervalu (a,b) New-
tonuv integrdl, kdyZ ma na (a,b) primitivni funkci F' a ta ma vlastni jedno-
stranné limity

L= lim F(z) a K= lim F(x).

T—b— z—a™t

Tento integral pak definujeme jako

b
(N)/ f=[F)=L—-K= lim F(z) — lim F(z).

z—b— z—a™t
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Protoze kazdé dvé funkce primitivni k f na (a,b) se lisi jen o aditivni kon-
stantu, rozdil limit L. — K na volbé F' nezavisi a definice Newtonova integralu
je korektni.

Porovname mnozinu newtonovsky integrovatelnych funkci

N(a,b) ={f: f ména (a,b) Newtonlv integral}

s mnozinou riemannovsky integrovatelnych funkei Rla,b] a s mnozinou spo-
jitych funkeci
Cla,b] = {f : f je na [a,b] spojita},

a porovname hodnoty pfislusnych integrald.

e Plati, ze Ca,b] C Rla,b] NN (a,b) a

recun=w [ 1= [s

to jest kazdé funkce spojita na [a, b] méa na tomto intervalu Riemanntv
a (na (a,b)) Newtontv integral a ty se rovnaji.

e Ma-li funkce f : [a,b] — R na [a,b] Riemanniv integral a na (a,b)
Newtonuv integral, maji oba integraly stejnou hodnotu.

e Mnoziny N (a,b)\R[a,b] a R[a,b]\N (a,b) jsou neprazdné.

Prvni tvrzeni plyne z ¢asti 1 Véty 1.12. Co se tyce druhého tvrzeni, z f €
Rla,b] a existence primitivni funkce F' k f na (a,b) diky Vété 1.12 plyne, ze
pro kazdé 6 > 0 plati rovnost

®) [ f=Fb—6) — Flats)

Pro § — 0 leva strana jde k (R) fabf a prava jde podle definice k (V) fabf
Tteti tvrzeni i1k, Ze existuji funkce definované na [a, b], které maji jeden in-
tegral, ale ne druhy. Napf. funkce sgn(z) : [-1,1] — {—1,0,1} ma na [—1,1]
jen jeden bod nespojitosti a je omezend, takze ma Riemanniiv integral. Na
intervalu (—1,1) ale nem4 primitivni funkei (jak jsme vidéli v ZS, protoze
nemd Darbouxovu vlastnost, nenabyva vSech mezihodnot), takZe nem4 ani
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Newtontiv integral. Naopak funkce /2 : (0,1] — R (v nule libovoln& do-
definovana) mé na (0,1) Newtoniv integral

1
(N)/ eV dx = 2217} = 2,
0

ale nema na [0, 1] Riemanniv integral, protoze neni omezena. Lze sestrojit i
omezenou funkei f: [0,1] — R takovou, ze f € N(a,b)\R]a,b].

V dalsim uz budeme opét terminem ,integral® a symbolem [ rozumét
vyhradné Riemanntv integral.

Véta 1.13 (integrace per partes a substituci)
(integrace per partes). Necht funkce f,g : [a,b] — R maji na |a,b] spojité
derivace (v krajnich bodech jednostranné). Potom

b b
/ f'g =114l —/ /g
(integrace substituci). Necht ¢ : [, 5] — [a,b] a f : [a,b] — R jsou funkce,
pricemz p(a) = a, p(3) = b nebo p(a) = b, ¢(8) = a.

1. Necht mé ¢ na [a, 3] spojitou derivaci ¢’ a funkce f je spojita na |a, b].
Potom

b
p o(8) [ f
| steoy-wya= [ fax-
@ p(e) fba f.

2. Necht je ¢ na [a, (3] rostouci nebo klesajici, ma na [«, 3] spojitou deri-
vaci ¢’ a f € Rla,b|. Pak opét plati rovnost integralii v ¢asti 1.

Diikaz. Dokazeme vzorec pro integraci per partes. Podle predpokladi jsou
v8echny ¢tyfi funkee f, g, f’, ¢’ na [a, b] spojité, takze funkce f'g, f¢' a (fg) =
f'g+ fg’ (Leibnizova formule pro derivaci souinu) jsou rovnéz spojité a tedy
integrovatelné. Podle Véty 1.12 mame

[ ras [(1d= [or s =isals

coZ je vzorec pro integraci per partes v jiné podobé.
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DokéaZeme vzorec pro integraci substituci. 1. Protoze je f na [a, b] spojit4,
ma na tomto intervalu primitivni funkci F'. Podle formule pro derivaci slozené
funkce méme na intervalu [«, 5] rovnost

(F(e(1)) = F'(@(t) - () = fe(1)) - (1)

Dvojim pouzitim Véty 1.12 dostavame

B L B oo ©(B)
/a F(9) ¢ = [F(@) = [FIF?) = / i

Cést 2 1ze dokézat z definice Riemannova integralu pomoci Riemannovych
sum R(f(p) - ¢, D,C), nebudeme to podrobné délat. O

Aplikace Riemannova integralu. Nejdrive se podivame, jak se pomoci
integralu daji odhadovat nekonecné i konecné soucty. Necht a € R a funkce
f : [a,+00) — R ma Riemannuv integral na kazdém intervalu [a,b] pro
b > a, budeme struc¢né psat f € Rla, +00). Nevlastni (Riemanniv) integrdl
funkce f na intervalu [a, +oo) definujeme jako limitu

a - bginoo / f

Tvrzeni 1.14 (integralni kritérium konvergence fad)
Necht a € N a funkce f : [a,+00) — R je na intervalu [a, +00) nezdporna a
nerostouci, tedy i f € Rla,+00) (podle Véty 1.6). Pak

d fn) = fla)+ fla+1)+ fla+2)+... konverguje

“+o00
— f < +oo0.

a

Dikaz. Necht b € N, b > a. Dolni a horni suma funkce f pro déleni D =

(a,a+1,a+2,...,b) davaji nerovnosti
b—1
s(f, D) :Zl- mf f fla+1)+ fla+2)+ /f
a

S0 sup £ = f(@) 4 a1+ S 1) /f

[1,i+1]

i=a
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Dokézeme implikaci =. Protoze fada »_ ., f(n) konverguje, jsou ¢dstetné
soucty qu@:a f(n) shora omezené a tedy, podle druhé nerovnosti, je i funkce

Foy= [ 1

shora omezena pro b € [a, +00). Funkce F' je dale na tomto intervalu nekle-
sajici (protoze je f nezdpornd). Proto existuje vlastni limita lim,_, ., F'(b).
Implikace < (dokdzeme kontrapozici implikace). Kdyz ), ., f(n) diver-

guje, to jest limy_, | Zz:a f(n) = 400, ukazuje prvni nerovnost, ze i

O
Priklady. Uvazme nekonec¢né ¢iselné rady
= 1 = 1
— (>0 .
n=1 n=2
Mame
. [logz]{>® =+00—-0=+0c0 pros=1
0 dx
/1v F B zl s too
[1—3}1 pro s # 1.
Ovsem .
217 [ +oo—1=+400 pro0<s<l1
1-s/, | 0-i5=77 opros>1L
Podle integralniho kritéria tedy prvni fada konverguje pro s > 1 a diverguje
pro 0 < s < 1.

Druha rada podle integralniho kritéria diverguje, protoze

o dx oo
Tlogz [log(log )]3>° = +00 — log(log 2) = +o0.
2

Cviceni 8
Rozhodnéte o konvergenci rady

- 1
Z —n(logn)57 s> 0.

n=2
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Odhady kone¢nych sum pomoci integrali. Ukéazeme, jak se pomoci
integraltl daji odhadnout soucty

"1 11 1
Hniz -—=1 — — —
Zk +otg ot

Ly:=) logk =1log2+log3+ - +logn.
k=2

Prvni z nich—tzv. harmonické ¢islo—je castecny soucet divergentni harmo-
nické fady > >~ 1/n. Odhad druhého pouzijeme pro odhad ristu funkce
faktorial.

Zactneme s H,. S¢itanec 1/k aproximujeme integralem a vyuzijeme toho,
zZe integral je aditivni funkce integrac¢niho intervalu. Podle Taylorova rozvoje
logaritmu mame

1 k+1dx 1 1 1
g logz]f¥* =log(1 +1/k) = = — — + — — ...
s / = flogal{™ =log(1+ /) = 1 — 515+ =22

T

Pro kazdé k € N tak plati nerovnosti

(I} je souctem leibnizovské st¥idavé fady) a

1 1
I — < 1 —
k<]€< k+2]€2

Podle Véty 1.10 mame

n n k+1 n+1
L= Z/ & / B flogalz*t = log(n + 1).
k=1 k=1 7k 1

i X

Sec¢tenim poslednich nerovnosti pro kK =1,2,...,n tak dostavame

log(n+1) < H, = Zk<logn+1 Zk2'
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Protoze podle prvni nerovnosti v dikazu Tvrzeni 1.14

"1 " dx 1
— <1 — =1 —1/z|t =2 — — <2,
;k2— +/1 72 +[ /‘T]l n

dostavame odhad harmonickych cisel

log(n+1) < H, <1+log(n+ 1) pro kazdé n € N .

Stejnou metodou odhadneme soucet L,. Podle Taylorova rozvoje loga-
ritmu opét mame (k > 2)

k
log k ;/ logrdx = [zlogz — 2]f_,
k

— hlogh— k- (k— Dlog(k— 1)+ (k1)
= (k—1)log(1+1/(k—1)) +1logk —1
1 1 1
- (k_1)<k;—1_2(k;—1)2+3(k—1)3_”'>+10gk_1
1 1
20— 1) " 3(k_17

= logk —

Pro kazdé k € N, k > 2, tak plati nerovnosti

1 F 1 1
logh— ———— < I,:= | logzdx<logh —
BN T o1 =" /kl 0BT X< BN T o ) T3 — 1)

1 1
I _ logh < I
FTO -1 3k—1p S BF ST

Protoze (Véta 1.10)

2k — 1)

Zlk :/ logxdx = [zlogx — z]] =nlogn —n + 1,
k=2 !

sectenim poslednich nerovnosti pro k = 2, 3,...,n dostavame

n

Hn,1 1 1 anl
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Déle, podle hotejstho odhadu harmonickych ¢isel,

n—1

1 1
< -+ —logn

2

a, podle horejsiho odhadu souctu prevracenych ctverct,
1 ¢ 1 2
=y <
3 Z (k—1)2 3
k=2

Celkem mame

nlogn—n—l—%logn—i—%<Ln<nlogn—n+%logn+%Vn22.

Protoze

log 2+1og 3+---+logn Ly,

n'=1-2-3-...-n=e =e™m,

po odlogaritmovani dostavame pro kazdé n > 2 odhad faktorialu

et3y/n <E>n <nl <e’?/n <E>
e e

n
I

tedy

1.39y/n (2)" < n! < 4.49/n (2)" Vn > 2.

Odlogaritmovanim se chyba dosti zvétsila—zatimco dolni a horni odhad pro
H,, se lisi o méné nez 1 a pro L, o méné nez 1.3, horni odhad pro n! je
néco mezi troj- az ¢tyrnasobkem dolniho. Dimyslnéjsim pocitanim s integraly
se da odvodit mnohem presnéjsi odhad, tzv. Stirlingova formule: pro kazdé
n € N plati

nl=(1+0,)v2m ()", 0< 0, < &
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Definovani funkci pomoci integrala. Funkcilogz : (0,400) — R jsme
zavedli jako inverzni funkci k exponenciéle exp(z) : R — (0,+00), kterou
jsme definovali pomoci limity

exp(r) = nll_{glo (1 + %) nebo fadou exp(x) = Z %
n=0

Je ale mozny a pro nékteré ucely vyhodny i opac¢ny postup, od logaritmu k
exponencidle. Logaritmus ma pfirozenou definici pomoci integralu: mizeme
ho definovat také vzorcem

T dt
logx::/ —, z>0.
1t

Odvodme pro zajimavost z integralni definice logaritmu jeho zakladni
vlastnosti: rovnost log 1 = 0, limitu lim,_ W = 1 a identitu log(xy) =
log x + logy. Rovnost je ziejmé, protoze integral kazdé funkce pies degene-
rovany jednoprvkovy interval je nula. Limita plyne z odhadi integralu (Cast
3 Tvrzeni 1.2)

1+Z‘dt
<log(1—|—x):/ — <z pro x>0
1

1+

1+xdt 1 dt
L<log(1—|—9c)—/ ———/ — <z pro —1<z<0.
1+ 1 t 1iz b

Identitu dokdzeme pomoci substituce (Véta 1.13) a aditivity integralu (Véta
1.10). Pro z,y > 0 mame

log(ay) — /xydt_/“dtJr/mydt
S\ = Lt )t .t

Y rdu Y du

= logx + — =logz+ —

1 Tu L u
—_——

substituce t = zu

= logx + logy.

Ukazeme, jak se pomoci integralu da rozsifit funkce faktorial z Ny na
[0, 4+00). Chceme definovat funkei f : [0, +00) — R s vlastnosti, ze f(0) =1
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a pro kazdé redlné x > 1 plati identita f(z) = zf(x — 1). Pak pro kazdé
n € Ny bude platit f(n) = n!. Tuto vlastnost ma funkce

flz) = /{:OO t"e " dt.

Pro x = 0 skutetnd f(0) = [;" e *dt = [~e "]§> = 1. Pro kazdé pevné

x > 0 tento nevlastni integral konverguje (napf. diky nerovnosti 0 < e~ <
e~*/2 platné pro kazdé t >ty = to(x)) a funkee f je definovana. Integrace per
partes (Véta 1.13) pro z > 1 dava

+o0
f2) = /0 £ (e ) dt
+oo
= [—tf‘fe—t}g“’—/o (") (—e7") dt
+oo
= 0—0—1—1:/0 et dt
= zf(x—1).

Tato funkce je tzv. gama funkce zavedena FEulerem,

+oo
[(x) = / t" te Tt dt
0
(posun argumentu o —1 je z historickych divodit).

Plocha, délka kiivky a objem rotac¢niho télesa. Vratme se k rovinnému
utvaru

U=U(a,b f)={(z,y) €R*: a <2 <b,0<y < f(z)},
kde f : [a,b] — R je nezdporna funkce. Pro f € R]a,b] je rozumné definovat
b
plocha(U) = / f.
Horni hranici atvaru U tvorii kiivka

k=k(a,b, f)={(z, f(z)) € R*: a < x < b}.
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Jaka je jeji délka? Predpokladejme, Ze funkce f mé na intervalu [a, b] spojitou
prvni derivaci f’'. Pro « € [a,b] a A > 0, pro néz x + A € [a, b], ma tsecka
spojujici body (z, f(z)) a (z + A, f(x + A)) délku

\/A2+(f(a:+A)—f(x))2:A\/1+ (ﬂ“AA)_f(””)) .

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté se posledni vyraz rovna
AV1+(f(0))?

kde bod ¢ lezici mezi x a x + A. Odtud se da odvodit, ze rozumnéa definice
délky krivky k je

délka(k) = /b V14 (f/(1)2dt.

Integrand je funkce spojité na [a, b] (pFedpokladame spojitost prvni derivace),
takze integral je dobfe definovan.

Cviceni 9
Co se stane, kdyz takto budeme pocitat délku pulkruznice
k={(z,V1-22)eR*: -1 <2 <1}7?

Pro nezépornou a integrovatelnou funkci f : [a,b] — R uvazme rotacni
téleso

T =T(a,b, f)={(z,y,2) ER*: a <2 < b\/y2+ 22 < f()},

které vznikne rotaci rovinného ttvaru U(a,b, f) v R? kolem osy z. Objem
T aproximujeme souctem objemu plochych valct o poloméru f(z) a tloustce
dx. Objem takového vélce je 7 f(x)? dx. TakZe je rozumné definovat

objem(T) = 7 / (F(2)? dx.

2 Posloupnosti a fady funkci

V dalsim f a f,, kde n = 1,2,..., jsou néjaké funkce definované na (ne-
prazdné) mnoziné M C R. Co to znamena, Ze

lim f, = f nebo, ze » fo=f7

n=1
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Zavedeme tii druhy konvergence posloupnosti a fad funkci. Za¢neme s po-
sloupnostmi a k faddm prejdeme pozdéji.

bodova konvergence. Rekneme, e posloupnost funkci (f,) bodové
konverguje k funkci f na mnoziné M, symbolicky

Jn— [ na M,
kdyz pro kazdé x € M mame rovnost lim,, . f,(x) = f(z). Explicitné,

Ve >0Vex e M 3ng e N: n>ng=|fu(z)— flz)] <e.

stejnomérna konvergence. Rekneme, 7e posloupnost funkei (f,)
stejnomeérné konverguje k funkci f na mnoziné M, symbolicky

fn = f na M,
kdyz

Ve>0dno e N: n>ngy, v€M=|f.(x)— f(z)| <e.

lokalné stejnomérna konvergence. Rekneme, Ze posloupnost funkeci
(fn) lokdlné stejnomérné konverguje k funkci f na mnoziné M, symbo-
licky
loc
fn =3 [ na M,
kdyz kazdé x € M ma okoli U = (x — §, 2+ 0), kde § > 0 mize zaviset
nazx,ze f, = fnaMNU.

Vsimnéte si rozdilu mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci. V bodové
konvergenci pro dané € > 0 mize ngy zaviset na bodu x, v némz konvergenci
posloupnosti funkénich hodnot (f,(z)) uvazujeme. Ve stejnomérné konver-
genci vSak pro dané ¢ > 0 index ny na x zaviset nesmi, jediné ny musi
fungovat pro vsechny body z € M.

Nejsiln€jsi z téchto pojmu je stejnomérna konvergence, lokalné stejno-
meérné konvergence je prostiedni a bodova konvergence je nejslabsi: z definic
plyne, ze

loc
fm=fnaM = f,= fnaM = f,— fnalM.
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Piiklady. 1. Necht M = [0, 1] a f,, = ™. Posloupnost funkeci ( f,,) konverguje
na intervalu [0, 1] bodové k funkei f spliiujici

[0 prozel01),
f<x)_{1 prox = 1.

Je to stejnomérnad konvergence? Neni. Pomoci Bernoulliovy nerovnosti
snadno ukazeme, ze

fn-i—l(l B 1/(” + 1))
fu(L=1/n)

Posloupnost funkénich hodnot (f,(1 — 1/n)) je tedy rostouci a pro kazdé
n > 2 mame

>1 pro n > 2.

fa(1—=1/n) = (1 - %)n > fo(1-1/2) = }L.

Pro kazdé n > 2 jsme nalezli v mnoziné M ,$patny“ bod x,, = 1 —1/n, ktery
splnuje

| fo(@n) = f(@0)] = fulzn) > 1/4,
coz vylucuje stejnomérnou konvergenci. Konvergence neni ani lokalné stej-
nomérna. Body z,, zleva konverguji k 1, a bod z = 1 tak nemé& okoli U, na
némz by f, = f.

Vsimnéte si, ze funkce f neni zleva spojita v x = 1, ackoli kazda funkce
fn je spojita na celém intervalu [0, 1]. Bodova limita spojitych funkci tedy
miize byt nespojita. Jak se konvergence této posloupnosti funkci zmeéni, kdyz
interval M = |0, 1] zmensime, tfeba na M = [0,1 — d] pro pevné é > 0?7 Pro
kazdé = € [0,1 — ¢] mame 0 < f,(z) = 2" < (1 —0)™. Protoze (1 —J)" — 0
pro n. — oo, dostavame horni odhad |f,(x) — f(x)|, ktery jde k nule pro
n — oo a nezavisi na x € [0,1 — J]. Takze

fo=2f na M=1[0,1-90].

Pro M = [0, 1) konvergence stejnomérnd neni, kvili bodim z,, ale je lokalné
stejnomérnd, protoze kazdy bod a € [0,1) je obsazen v intervalu typu M =
0,1 —0]sd >0, totiz v [0, al.

2. Posloupnost funkci
. nx
14 n2a?

fn()
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na mnozin€é M = R bodové konverguje k identicky nulové funkci f = 0.
Spatné body w,, = 1/n, v nichZ f,(x,) = f.(1/n) = 1/2, jdou v limité k nule.
Konvergence neni proto ani lokalné stejnomérna. Je lokalné stejnomérna na
kazdé mnoziné M, ktera neobsahuje nulu. Rozmyslete si, zZe na kazdé mnoziné
M C R, ktera neobsahuje néjaké okoli nuly, je konvergence stejnomérné.

3. Plati, ze
_ sin(nx)

fn(z) =0 na M =R,
n

protoze | f,(z)| < 1/n pro kazdé x € R.
Pro funkci f: M — R definujeme oznaceni

[fllo == sup [f(z)]
zeM

(,el-nekoneéno norma*). Z definice plyne, Ze ||cf||ooc = |¢| - || f||o Pro kazdou
konstantu ¢ € R a Ze plati trojihelnikova nerovnost || f+9lco < [|.f]lco+ 9]l 0o
Z definice stejnomérné spojitosti a z predchozich prikladi by mélo byt jasné,
ze

fn=f na M < lim ||f, — fll« =0.

Tvrzeni 2.1 (Bolzanova—Cauchyova (stejnomérna) podminka)
Posloupnost funkci (f,) konverguje na mnoziné M stejnomérné k néjaké
funkci f, pravé kdyz

Ve >03ng: m,n>ng, v € M =|fn(z)— fu(z)] <e.

Diikaz. Necht f, = f na M. Prodané e > 0 tedy mame ny, ze | f,(z)—f(z)| <
e pro kazdé n > ng a kazdé x € M. Pro kazdé m,n > ng a x € M tak (diky
trojuhelnikové nerovnosti) mame

(@) = fo(@)] < |fn(@) = f(@)| + |f(2) = fulz)| < e+e = 2e.

Je tedy splnéna B.—C. podminka.

Naopak, necht posloupnost funkci (f,,) spliiuje B.-C. podminku. Pro
kazdé pevné ¢islo a € M to znamend, Ze posloupnost ¢isel (f,,(a)) je cauchy-
ovska. Podle véty ze zimniho semestru ma tato posloupnost vlastni limitu,
kterou si oznac¢ime f(a): lim, .o fn(a) = f(a). Dostali jsme funkeci f, k niz
funkce f,, na M bodové konverguji. Zbyva dokazat, ze k f konverguji stej-
nomérné. Bud déno € > 0. Podle B.—C. podminky existuje ng, Ze pro kazdé
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m,n > ng a kazdé x € M mame |f,,(v) — f.(z)] < e. Cislo a € M bud
libovolné. Vezmeme N € N tak, ze N > ng a |fy(a) — f(a)] < € (to lze
diky lim, . fn(a) = f(a)). B.~C. podminka dava, ze pro pro n > ng plati
|fn(a) — fn(a)] < e. Podle trojuhelnikové nerovnosti pro kazdé n > ny mame

|fula) = fla)] < |fula) = fn(a)] +[fn(a) = fla)] < e+e=2e.

Protoze ng nezavisi na a, mame f, = f na M. a

Bolzanova—Cauchyova podminka nam umoznuje testovat stejnomérnou kon-

vergenci posloupnosti ( f,,) bez pfitomnosti (a znalosti) limitni funkce f. Kdyz
loc
je splnéna, miZzeme a budeme psat f,, = na M, resp. f, = na M. Pozname-

nejme jesté, ze limitni funkce je samoziejmé urcena jednoznacné. Kdyz tedy
odnékud vime, ze f, — f na M a soucasné podle Bolzanovy—Cauchyovy
podminky vime, ze f, = na M, automaticky dostavame f, = f na M, a
podobné pro lokalné stejnomérnou konvergenci.

Rekneme, ze bodova konvergence f,, — f na M je monotonni, kdyZ pro
kazdy bod a € M je posloupnost ¢isel (f,,(a)) neklesajici nebo kdyz pro kazdy
bod a € M je tato posloupnost nerostouci.

loc
Tvrzeni 2.2 (situace, kdy = = =, respektive — = =)
Plati nasledujici tvrzeni.

loc
1. Kdyz f, = f na (a,b), kde —o0o < a < b < +o0, potom f, = f na
¢, d] pro kazdy kompaktni podinterval [c,d] C (a,b).

2. (Diniho véta) Necht f, — f na kompaktnim intervalu I, funkce f,, i f

jsou spojité a konvergence je monotonni. Pak f, = f na I.
Diikaz. Nebudeme délat. O
V nésledujicich tfech vétach zjistime, v jakych situacich miizeme zameéno-

vat potfadi operace limity posloupnosti funkci s operaci limity funkce v bodé,
respektive integrovani, respektive derivovani, to jest, kdy plati rovnosti

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)
n—00 T—XQ T—Tg N—00
b b
a a ,
lim f/(z) = ( lim fn(x)) :



V ptipadé prvnich dvou rovnosti véty fikaji, ze kdyz jsou vnitini vyrazy
(limy sy fn(x) a lim, .o fn(x), resp. f; fn a lim, . f,) definované a kon-
vergence posloupnosti funkci v nich je stejnomérné, jsou i vnéjsi vyrazy de-
finované a maji stejnou hodnotu. Tteti rovnost takto nefunguje (a jak na
ptikladech uvidime, ani fungovat nemtze). Tteti véta o derivovani zhruba
fikd (pomineme ted technické detaily), ze kdyZ je cela leva strana definovana
a konvergence posloupnosti derivaci v ni je stejnomérna, je i prava strana
definovana, konvergence posloupnosti funkci v ni je stejnomérna a rovna se
levé strane€.

Véta 2.3 (Mooreova—Osgoodova, zaména poradi lim, .., a lim, .,,)
Necht jsou funkce f, a [ definované na néjakém prstencovém okoli M =
P(x9,0) bodu xy € R*, ktery muze byt i nevlastni, existuji vliastni limity

a, = lim f,(x) addle f, = f na P(xo,9).
T—T0

Potom existuji vlastni limity lim,, . a, alim, ., f(z) a rovnaji se.

Diikaz. Protoze f, = f na M, spliuje podle Tvrzeni 2.1 posloupnost funkci
(fn) stejnomérnou Bolzanovu—Cauchyovu podminku: pro dané € > 0 existuje
no, e | fm(z) — fu(x)] < € plati pro kazdé = € M a kazdé m,n > ng. Pro
pevné indexy m,n > ng limitni pfechod x — zy dava nerovnost

|\, — a,| < e.

Posloupnost ¢isel (a,) je tedy cauchyovskd a podle véty ze ZS ma vlastni
limitu A € R:
lim a, = A.

n—oo

Zbyvé ukazat, ze lim, ., f(z) = A. Vzdélenost |f(z) — A| pro z blizké k
odhadneme pomoci trojuhelnikové nerovnosti jako

——

-~

—
1% Va V3

coz plati pro kazdé n € N a kazdé x € M.

Bud nyni ddno ¢ > 0. Protoze a,, — A pro n — oo, existuje ng, ze pro
n > ng je V3 < e/3. Protoze f, = f na M, existuje ny, ze n > ny,x € M =
Vi < €/3. Vezmeme N € N vétsi nez ng i ny. Protoze lim, ., fy(z) = ay,
existuje &g > 0 takové, ze

x € P(xg,60) = |fn(z) —an| <e/3, tojest Vo <e/3.
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Pro toto dp a n = N nam hotejsi nerovnost dava
x € Prg,d0) = |f(x) — Al <Vi+Va+ Vs <s4+545=
Takze lim, ., f(z) = A. 0

Neni-li konvergence stejnomérnd, zaménu poradi limit lim, .., a lim, ..,
nelze obecné provést (beze zmény vysledku), jak jsme uz vlastné vidéli v
ptikladu s funkcemi f,(z) = 2™

lim lim 2" = lim 1 =1, ale lim lim 2" = lim 0 =0.

n—oo r—1— n—oo r—1— n—oo rx—1—

loc
Dusledek. Necht I C R je interval a f, = [ na I, pficemz funkce f, jsou
na I spojité. Potom i limitni funkce f je na I spojita.

Diikaz. Necht zy € I je libovolny bod intervalu I, feknéme vnitini (pro krajni
body je postup s jednostrannymi limitami prakticky stejny). Podle pfedchozi
véty zameéna poradi limit neméni vysledek a mame

lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim fu(z) = lim fu(z0) = f(z0),

T—T0 T—To N—00 n—00 T—xQ

takze f je spojitd v bodé xy. (Rozmyslete si pfesné, pro¢ plati kazda z pred-
chozich ¢tyfech rovnosti.) O

Lokalné stejnomérné (a tim spise stejnomérna) konvergence tedy zachovava
spojitost funkce.

Cviceni 10

Zjistéte, jak se bodova a stejnomérna konvergence posloupnosti funkci chovaji
k omezenosti funkce.

Véta 2.4 (zaména poradi lim, .., a integrovani)
Funkce f,,n=1,2,..., a f budte definované na (omezeném) intervalu [a, b],
fn € Rla,b] a f, = f nala,b]. Paki f € Rla,b] a

[r=pm [
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Diikaz. Bud dano € > 0. ProtoZze f, = f na [a, b], existuje ng, ze pro kazdé
n > ng a kazdé x € [a, b] mame

fa(x) —e < f(x) < fulx) +e.

Necht D = (ag,a1,...,a;), a = ap < a; < --- < ay = b, je libovolné déleni
intervalu [a,b] a n > ng je pevné. Na intervalcich I; = [a;, a;11] pak mame
nerovnosti

mi—&T:i?ffn—éSiIIlff a sup f <supf,+ec=M +e¢.
i i I; I;
Protoze e(|Io| + |[1] + - - + |Ix—1]) = €(b — a), pro dolni Riemannovy soucty
funkci f,, a f dostavame nerovnost

k-1 k—1

$(fn, D) —e(b—a) = Z £i|m; —e(b—a) = Z |£;|(mi — €)

< 1
< D |hlinff

1=0

= s(f, D),

¢ili s(fn, D) —e(b — a) < s(f, D). Stejné se dokdze nerovnost S(f, D) <
S(fn, D)+ (b — a) pro horni sou¢ty. Dokézali jsme tedy, Ze pro kazdé ¢ > 0
existuje ng tak, ze pro kazdé n > ng a kazdé déleni D intervalu [a, b] plati
nerovnosti

s(fn, D) —e < s(f,D) < S(f,D) < S(fn,D) +e¢.

Necht je ddno € > 0. Vezmeme odpovidajici ng. Necht n > ng je libovolné,
ale pevné. Protoze f, mé na [a,b] Riemanntv integral, mizeme vzit takové
déleni Dy, ze 0 < S(f,, Do) — s(fn, Do) < €. Pro toto déleni pak

0 < S(f, Do) —s(f, Do) < S(fn, Do)+~ (5(fn, Do) —€)
= S(fnaDO)_S(fn7D0)+2€
< 3e.

Proto ma podle Véty 1.4 funkce f na [a,b] Riemanntv integral. Protoze
fabf lezi v intervalu [s(f, Dy), S(f, Do)] obsazeném v intervalu [s(f,, Do) —

39



£,5(fns Do) + €] o délce 3¢ a fab fn lezi v intervalu [s(f,, Do), S(fn, Do)] také
obsazeném v [s(f, Do) — €, S(fn, Do) + €], méme

< 3e.

b
Ja
a

Dokézali jsme tedy, ze pro kazdé € > 0 existuje ng tak, ze pro kazdé n > n

b
fol <e
a

Tudiz
/ /= lim fn
O

Nez se pustime do zamény lim,, .., a derivovani, podivame se na tii pri-
klady.
Priklad 1. Pro posloupnost funkci

sin(nx)

fn(x) =

n

a M = R méme f, = 0 na M. Posloupnost derivaci f/ (x) = cos(nz) v8ak
nekonverguje na M ani bodové, napiiklad pro z = (2k + 1)7 je posloupnost
jejich hodnot (—1,1,—1,1,...).

Priklad 2. Posloupnost funkci

/ 1
fn(x) = x2+ﬁ

na mnoziné M = R konverguje stejnomérné k funkci f(z) = Va2 = |z|; pro
kazdé r € R plati nerovnost

@gf;(@g@ﬁ.

Kazda funkce f, ma na M vlastni derivaci (rovnou x(x? 4+ 1/n?)~/2), ale
limitni funkce f(x) = || nem4 derivaci v bodé nula.

Piiklad 3. Nechtf f,(x) = na M = R. Pak f/ =0 = 0 na M, ale
posloupnost (f,,) nekonverguje bodové pro zadné z € M.
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Vidime, Ze stejnomérna konvergence posloupnosti (f,,) nefikd nic o konver-
genci derivaci (f!) ani o moznosti zdmény potadi lim, .., a derivovani—
posloupnost derivaci nemusi konvergovat ani bodové nebo limitni funkce
f nemusi mit vibec derivaci. Naopak, treti priklad ukazuje, ze stejno-
mérna konvergence derivaci také nezarucuje konvergenci ptivodni posloup-
nosti funkei (to se vsak spravi, kdyz (f,,) konverguje alespon v jednom bodé).

Véta 2.5 (zaména poradi lim, .., a derivovani)
Necht f, : (a,b) — R, n = 1,2,..., je posloupnost funkci definovand na
omezeném otevieném intervalu. Predpokladame, ze kazda funkce f, ma na

loc
(a,b) vlastni derivaci, ze f, = ¢ na (a,b) a Ze posloupnost cisel (f,(zo))

loc
konverguje pro alespori jeden bod xy € (a,b). Potom f, = [ na (a,b) pro
néjakou funkci f : (a,b) - R a f' = g na (a,b).

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze f, lo:c; na (a,b). Pak pomoci Véty 2.3 spocteme,
Ze limitni funkce f méa derivaci a ta se rovna g. Nakonec ovétime predpoklady
uziti Véty 2.3 v tomto vypoctu. Dikaz bude trochu delsi.

Necht x; € (a,b) je libovolny bod. Mame nalézt jeho okoli U takové, ze
fn = na (a,b)NU. Staci dokézat, Ze f,, = na [c, d] pro libovolny (kompaktni)
interval [c,d] C (a,b) obsahujici ,zachytny“ bod xy—takovy interval lze totiz
zvolit tak, Ze oba body x¢ a 1 lezi v (¢, d), a pak U = (¢, d).

Necht tedy interval [c,d] C (a,b) spliiuje, Ze xg,z1 € (c,d). Ovéfime,
ze posloupnost (f,,) spliiuje na [c, d] Bolzanovu—Cauchyovu podminku (viz
Tvrzeni 2.1). Pro kazdé m,n € N a = € [¢,d] mame nerovnost

[fm(2) = fn(@)] < |fm(@) = fn(x) = (fm(20) = fu(w0))] + | fm(20) — fn(xo)]

J .
-~ -~

|41 Va

Bud déno € > 0. Protoze posloupnost ¢isel (f,,(xg)) konverguje, existuje ny,
ze m,n > nyg = V5 < e. Vyraz V; odhadneme Lagrangeovou vétou o stiedni
hodnoté, pouzitou na funkci f,, — f, na intervalu s krajnimi body x( a x:

Vi= Iz —=x0) - (fm = fn) (O = & = ol - [/5,(C) = fo(O)],

loc
kde ( lezi mezi body zg a = (bod ( obecné zavisi na m,n ina z, ale diky f =

loc
nam to nevadi). Protoze f/, =2 na (a,b), mame f; = na [c,d] (podle ¢asti
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1 Tvrzeni 2.2). Existuje tedy ni, ze pro kazdé m,n > n; a kazdé x € [c,d|
plati [ f},(x) — f ()] < e. Tedy

m,n>ny, € [c,d = V; < (d—c)e < (b—a)e.
Celkem pro m,n > max(ng,n;) a kazdé = € [c, d] mame
|[fm(x) = fu(z)| <Vi+ Vo< (b—a)e+e=(b—a+ 1.

Posloupnost (f,,) tak na [c,d] spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku a
fn = na [c,d]. Limitni funkci oznacime jako f, méme f, = f na [c,d] a
loc
fn = f na (a,b).
Nyni spo¢teme derivaci funkce f v libovolném bodé x; € (a,b) a ukdzeme,
ze f'(x1) = g(x1). Vskutku, podle Véty 2.3 mame

Pla = tim 2L
= lim lim fn(#) = fn(21)
T—T1 N—00 r — T
= lim lim fn(#) = fn(21)

n—oo r—=I1 Tr — ,’L’l

n—oo

= g(x).

Vétu 2.3 jsme pouzili pii zaméné potradi limit ve tfeti rovnosti. Musime vsak
jesté ovérit, ze jsou splnéné jeji predpoklady. Aplikujeme ji na posloupnost
funkei (h,,) (a na bod z1), kde

() — fulz

r — T

Funkce h,, jsou definované na néjakém prstencovém okoli P(x1,6) bodu z; a
vlastni limity lim,_.,, h,(z) existuji podle pfedpokladu a rovnaji se f/(z1).
Zbyvé ukazat, ze pro néjaké 6y > 0 mame h, = h na P(z1,d), kde

r — I

Je jasné, ze h, — h na P(x1,0) (protoze f, — f na U(xy,0)). Sta¢i uka-
zat, Ze na n&jakém P(z1,dg) posloupnost (h,,) spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku.
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Zvolme 0y > 0 tak malé, ze 6y < 0 a ze f), =2 na U(xy, ) (coz lze podle

loc
¢asti 1 Tvrzeni 2.2, protoze f! = na (a,b)). Podle Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté pro kazdé = € P(x1,0¢) a kazdé m,n € N existuje bod A lezici mezi
xr1 a x takovy, ze

| () — ho(2)] = fm(2) —fn(x)x—_(i,,;(xl) — fulz1))

= /) = £

Bud déno £ > 0. Protoze f! = na U(xy,dy), existuje ng, Ze

m,n > ng, * € P(x1,00) = |hm(z) — ho(x)| = |f1.(N) — (V)] < e.

Bolzanova—Cauchyova podminka je tedy pro posloupnost (h,) na prstenco-
vém okoli P(x1,do) splnéna. O

Poznamenejme, Ze pii silngjsim piedpokladu f = ¢ na (a,b) miZzeme misto
na [c,d] pracovat na celém intervalu (a,b) a dostavame silngjsi zéveér, ze i

fn = f na (a,b).

Véta 2.6 (Weierstrassova véta o aproximaci polynomy)
Necht f : [a,b] — R je funkce spojita na kompaktnim intervalu. Pak p, = f
na [a, b] pro né&jakou posloupnost polynomii (p,). Jinak feceno,

Ve > 0 dpolynom p Vx € [a,b] : |p(z) — f(x)] < e.

Diikaz. Nebudeme délat. a
Cviceni 11

Dokazte Weierstrassovu vétu misto pro polynomy pro tiidu po castech li-
nearnich a spojitych funkci. To jest, dokazte, ze graf kazdé spojité funkce
na kompaktnim intervalu se da libovolné piesné aproximovat lomenou carou
(kterd se ve svislém sméru nikdy od grafu funkce neodchyluje o vice nez ¢).

Rady funkci. Pro funkce f, : M — R symbol nekonecné fady (neko-
na¢ného souctu)
2t
n=1
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chapeme, stejné jako v pripadé ¢iselnych rad, jako zptisob zapisu posloupnosti
¢asteénych souctu (s,) = (f1, f1 + fo, fi + fo+ f5,...). Pak

aniif na M
n=1

chapeme jako s, = fi +---+ f, = f na M. Podobné pro bodovou a lokalni

loc
konvergenci a pro zapisy typu > ., fn =.
Nasledujici ti véty pro fady funkci jsou disledky odpovidajicich vét pro
posloupnosti funkci.

Véta 2.3’ (zaména poradi sumace a limity v bodé)

Rovnost N -~
> (1 501) = 1 (350

n=1 n=1

plati za téchto predpokladi: pro néjaké § > 0 mdme f, : P(x9,0) — R
pro kazdé n € N, pro kazdé n € N ezistuje vlastni limita lim, ., f.(z) a
> ey fn = na P(x0,0).

Véta 2.4’ (zaména poradi sumace a integrovani)

Rownost i ( / b fn) = /ab (i fn)

plati za téchto predpokladi: pro kazdé n € N mame f, € Rla,b] a Y ", [ =
na [a,b].

Véta 2.5’ (zaména poradi sumace a derivovani)
Necht f, © (a,b) — R, n = 1,2,..., je posloupnost funkci definovand na
omezeném otevreneém intervalu. Predpokldddme, Ze kaZdd funkce f, md na

loc
(a,b) vlastni derivact, Ze Y-, fr =2 g na (a,b) a Ze fada éisel Y~ | fn(zo)

n=1

loc
konverguje pro alespori jeden bod xy € (a,b). Potom Y>>, f, = f na (a,b)
pro néjakou funkci f: (a,b) = R a f' = g na (a,b).

Ze silngjsiho predpokladu Y ° | f/ =2 g na (a,b) plyne opét i Y >° | f, = f
na (a,b).
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Véta 2.7 (kritéria stejnomérné konvergence Fad)
1. (Weierstrassovo kritérium) Necht f, : M — R, n = 1,2,..., jsou
takové funkce, ze fada nezapornych cisel

D Malloe =D sup [ ful2)]
n=1 n=1 zeM

konverguje. Potom Y~ | f, = na M.

2. (Dusledek Diniho véty) Jsou-li funkce f, : [a,b] — R na kompaktnim
intervalu [a,b] spojité a nezdporné a > -, f, — f na [a,b], kde f je
téZ spojitd, potom y o~ f, = f na [a,b].

Diikaz. 1. Bud dano € > 0. Protoze > 7 sup,cy, | fn(2)] konverguje, splituje
Cauchyovu podminku pro ¢iselné rady a existuje ng, ze pro kazdé n > m > nyg

mame
n

S sup |fie)] <<

i1 zeM

Pak ale pro kazdé n > m > ng a kazdé xr € M mame
|fm+1(x> + fm+2(x) + e+ fn(x)| < |fm+1(x)| + |fm+2(x)| +oeee At |fn(x)|

< > sup|fi(w)l
i—ma1 zeM

< €.

Posloupnost ¢asteénych soucti (f1, f1 + fo, f1 + fo + f3,...) tedy spliuje

Bolzanovu-Cauchyovu podminku a podle Tvrzeni 2.1 mame >~ f, = na

M.
2. Plyne pouzitim Diniho véty (¢ast 2 Tvrzeni 2.2) na posloupnost ¢as-
tecnych souctt. a

Véta 2.8 (Abelovo a Dirichletovo kritérium)
Budte déany dvé posloupnosti funkci f,, g, : M — R. Rada > > | f.gn = na
M, kdyz jsou splnény podminky 1 nebo podminky 2.

1. (Abelovo kritérium) > >, f, = na M; existuje konstanta ¢ > 0 ta-
kovd, ze pro kazdé n € N a kazdé x € M plati |g,(z)| < ¢ (fikdme,
Ze posloupnost (g,) je stejné omezend); pro kazdé x € M je c¢iselnd
posloupnost (g,(z)) monoténni.

45



2. (Dirichletovo kriterium) existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze pro kazdé
n € N a kazdé v € M plati |f1(x) + fo(x) +- -+ fu(2)| < c (fikdme, ze
Fada Y| f, m& stejné omezené ¢dstecné soucty); g, = 0 na M; pro
kazdé v € M je ¢iselna posloupnost (g,(x)) monoténni.

Dikaz. Nebudeme délat. O

Priklady. 1. Odvodime jinym zptsobem Taylortv rozvoj logaritmu. Podle
Weierstrassova kritéria

Zx” = na [—r,r| pro kazdé 0 <r < 1.

n=1

Geometrickou fadu tedy mtzeme (podle Véty 2.4’) integrovat ¢len po ¢lenu:

log(1/(1—7r)) = / 1%( :/ Zx”dx
0 z 0 o
= Z/ " dx
n=0 0

Takze
r2 g3
10g(1/(1—r))=r+3+§+..., re(—1,1).
2. Podle Weierstrassova kritéria
> %= na[-R,R] prokazdé 0 < R.
n!
n=0

Formalnim zderivovanim c¢len po ¢lenu dostavame stejnou tadu, protoze
(z"/n!) = 2" 1/(n — 1)! pro n € N a (2°/0!) = 0. Podle Véty 2.5 se
tedy funkce, jez je (lokélné stejnomérnym) souctem této fady na R, rovna
své vlastni derivaci. Tato funkce je ovsem e”, takze jsme jinym zptisobem
dokazali zakladni vlastnost exponencialy (e*) = e.

3. Opét podle Weierstrassova kritéria,

Z 47" cos((32)"mz) = na R.

n=1
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Podle Véty 2.3" a jejiho disledku je souc¢tem fady funkce f : R — R, ktera je
v8ude spojita. Na druhou stranu se da ale dokazat (nebudeme to zde délat),
ze tato funkce pro zadné r € R nema derivaci.

Mocninné fady. Mocninnou radou rozumime nekone¢nou fadu funkci

o0
Z an(x — x0)".
n=0

Cisla a, € R jsou koeficienty a ¢islo o € R je stred mocninné fady. Pro
jednoduchost znaceni se v dalsim omezime na mocninné fady se stfedem v

nule, to jest na rady tvaru
oo

5 anx".
n=0

Vsechny vysledky se ale jednoduse pfenaseji na fady s obecnym stfedem.

Véta 2.9 (o poloméru konvergence m. rady)
Necht' )", a,x” je mocninna fada a R € [0,+00) U {400} (R je nezdporné
realné ¢islo nebo +o00) je definovdno vztahem

1

" limsup, ___ |an|/"

(kde 1/0 =400 al/+00=0).

Potom pro kazdé x € R s |z| < R mocninng rada absolutné konverguje a pro
kazdé x € R s |x| > R mocninna fada diverguje.

Diikaz. Necht nejprve 0 < R < +o0o. Pak pro kazdé x € R mame

lim sup |a,z"|Y" = |z|lim sup |a, |/ = m

n—oo n—oo R
Podle Cauchyova odmocninového kritéria ze ZS vidime, ze mocninna fada
pro |z| < R absolutné konverguje a pro |z| > R diverguje. Pokud R = +o0,
je limsup,, . |a,|*" = 0 a pro kazdé x € R mame

lim sup |a,2"|"" = |z|lim sup |a,|"/™ = 0.

n—oo n—oo

Podle Cauchyova odmocninového kritéria mocninné fada absolutné konver-
guje pro kazdé z € R. Pokud R = 0, je limsup,,_.__|a,|"/" = +oo a pro kazdé
x € R\{0} mame
n|1/n

lim sup |a,z = |z|lim sup |a,|"™ = +oc.

n—oo n—oo
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Mocninna fada tedy pro kazdé x € R\{0} diverguje O

Cislu R iikdme polomér konvergence mocninné tady a intervalu (—R, R)
interval konvergence. Pro R = 0 je interval konvergence prazdny, ovSem
kazda mocninnd fada konverguje pro x = 0 (k souctu ag). Pro |z| = R, to
jest x = =R, véta o konvergenci nefika nic.

Priklady polomérii konvergence. Mocninné fady >_ 2", > (n®—n?+1)a"
a > x"/n* maji vSechny polomér konvergence rovny 1. Mocninnd rada defi-
nujici exponencialu, Y " /n!, ma polomér konvergence rovny +o0o. Naopak

oo
g nlz"
n=0

méa polomér konvergence rovny nule.

Tvrzeni 2.10 (lokalné stejnomérna konvergence m. Fady)
Necht )~ a,z™ mé polomér konvergence R > 0. Potom

)
loc

Zana:” = na (—R,R).

n=0

Ekvivalentné feceno (viz ¢ast 1 Tvrzeni 2.2), mocninng fada stejnomérné
konverguje na kazdém kompaktnim podintervalu intervalu konvergence.

Diikaz. Stacéi se omezit na kompaktni podintervaly [—S, 5], kde 0 < S < R.
Na [—S, S| mame

o0 [e.9]
Z |anz"||oo = Z |an|S™.
n=0 n=0

Cauchyovo odmocninové kritérium opét dava konvergenci této ciselné rady,
takze podle Weierstrassova kritéria y > ; a,z” =3 na [—S, S]. O

Dusledky. Podle predchoziho tvrzeni a Vét 2.3°, 2.4’ a 2.5’ mizeme na
intervalu konvergence mocninnou fadu limitit v bodé, integrovat a derivovat
¢len po ¢lenu. Necht mé
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kladny polomér konvergence R > 0. Pak tedy

[o¢] (e.)
. n n . _
xlgl;o Z apx" = nz% anry pro kazdé xy € (—R, R),

takze funkce f(z) = >~ a,2" je na (—R, R) spojita. Dale, mocninné fady

) o0
an$n+1 n—1
E a E na,x
n+1
n=1

n=0

maji polomér konvergence rovnéz R a na (—R, R) jsou funkce jimi urcené (tj.
jejich soucty) primitivni funkei, respektive derivaci funkce f(z) = >~ ja,a™.
Tuto derivaci miizeme opét ¢len po ¢lenu derivovat a vidime, Ze f(z) méa na
(—R, R) derivace vSech fadi, uréené mocninnymi fadami ziskanymi derivo-
vanim ptvodni mocninné fady ¢len po ¢lenu. VSechny tyto mocninné rady
maji stejny polomér konvergence R.

Véta 2.11 (Abelova véta o m. radé)
Necht mé »" 7 a,x™ kladny a konecny polomér konvergence R a ¢iselnd Fada
Yoo o anR" konverguje, ¢ili mocninna fada konverguje pro x = R. Potom

ianx" = nal0,R] a lirlr%l iana: ZanR”
n=0 e n=0

Diikaz. Je to diisledek Abelova kritéria a Véty 2.3”. Pro = € [0, R] piSeme

0 [e¢] T n
> e = - (3)
—~— \R
n=0 n=0 fn N———
gn

Predpoklady Abelova kritéria (¢ast 1 Véty 2.8) jsou splnény: > f, je podle
predpokladu konvergentni ¢iselnéd fada nezavisla na = a proto »_ f,, konver-
guje stejnomérné na kazdé mnozing, |g,(z)| = |(x/R)"| < 1 pro kazdé n € N
a kazdé x € [0, R] a kazda ¢iselnd posloupnost (g,(x)) = ((z/R)") je ne-
rostouci (pro 0 < x < R je klesajici a pro x = 0, R je konstantni). Tedy
> fagn = D a,x™ = na [0, R]. Podle Véty 2.3’ o limiténi nekone¢né fady
¢len po ¢lenu mame

(0.) oo o]
: n : n n
lim g apx” = g lim a,z" = E a,R".
r—R~ r—R~
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Pro zajimavost nyni uvedeme dikaz Abelovy véty bez pouziti Vety 2.8.
(Dokazeme tak Abelovo kritérium ve specidlni piipadé.) Stac¢i dokazat, ze
Yoo o anx™ =3 na [0, R], druhd ¢ast je disledek Véty 2.3’. Bez Gjmy na obec-
nosti lze predpokladat, ze R = 1 (pouZijeme substituci x = Ry). Mame tedy
mocninnou fadu

f: a,x" splnujici i a,=A€eR
n=0

n=0

a chceme dokazat, ze >~ a,z™ = na [0, 1]. Ukdzeme, ze na [0, 1] je splnéna
Bolzanova—Cauchyova podminka.

Bud déno ¢ > 0. Protoze )~ a, konverguje (podminka ) f, =2 v
Abelové kritériu), splituje Cauchyovu podminku pro fady a existuje N € N
takové, ze n > m > N = |ay + amy1 + -+ + a,] < €. Fixujeme N a pro
n > N vezmeme soucty

An:aN+aN+1+"’+an-

Vime, ze |A,| < € pro kazdé n > N. Pron > m > N rozdil 7y, ., = Sy, — Sm—1
¢astecnych soucti fady > -, a,z" napiSeme jako

= A"+ A"+ a2”
(Am — Am_l)xm + (Am+1 — Am)lL‘m+1 + -+ (An - An_l)[En

= Am(ﬂjm — xm+1) —+ Am+1(xm+1 _ xm+2) 4+t An71<xn71 o xn)

J

Tn,m

-~

Vi
+ A" — A, _x™.
N Vv

Vs

Pro kazdé k € N a z € [0,1] je ¥ — 2" = 2¥(1 — 2) > 0 (podminka
monotonie posloupnosti (g, (z)) v Abelové kritériu). Vyraz V] proto miuzeme
pro n > m > N zdola odhadnout jako

—_

n— n—1

3 O e D LR B

]
3
o
3

a shora uplné stejné jako



Protoze 0 < x* < 1 pro kazdé k € N a kazdé = € [0,1] (podminka stejné
omezenosti posloupnosti (g,) v Abelové kritériu), mame

Vi <le(a™ — )] < efa™] + elz"] < 2¢
a uplné stejné
\Va| = |Apa" — Apor2™| < JApa"| + |Ap—12™] < 2e.
Takze
n>m>N,x € [0,1] = [r,n| < |Vi|+ |Va| <2+ 2 = 4e.
Podle Tvrzeni 2.1 tedy Y~ a,z" =% na [0, 1]. O

Priklad. S pouzitim Abelovy véty secteme fadu 1 — % + % — }L + ..., ktera
konverguje (neabsolutné) podle Leibnizova kritéria. Podle Taylorova rozvoje
logaritmu méame

0 —1)n1 e —1)n—1
log2 = lim log(l +z) = lim Z()—x = ZL
n

rz—1- r—1— n
n=1 n=1

Rada m4 tedy soucet log 2. (V ZS jsme to uz dokézali jingm zptisobem, nebot
jsme dokézali konvergenci Taylorova rozvoje funkce log(1l + z) na intervalu

Uvedeme nyni tii pfiklady pouziti mocninnych fad v kombinatorice a
teorii Cisel.
Rozklady na licha éisla a na ruzna éisla. Necht [(n) je pocet vyjadieni
¢isla n € N jako souctu lichych ¢isel a r(n) je pocet jeho vyjadieni jako souctu
riznych cisel, pricemz vyjadieni liSici se jen poradim sc¢itancti nepovazujeme
za ruzna. Takze
l(n) = #{<m17"'7mk)€Nk:n:m1+"'+mk7
my > mg > -+ > my > 1, kazdé m; je liché}
r(n) = #{(m1,....,mp) ENF:n=mq - +my,
m1>m2>~~>mk21}.

Napiiklad [(7) = r(7) = 5, protoze mame rozklady 7,5+1+1,3+3+ 1,3+
14141+ 10,141 41 4+14+141+1a7,6+1,5+2,4+34+2+1.
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Tvrzeni. Pro kaZdé n € N plati I(n) = r(n).

Diikaz. Uvazime mocninné fady (klademe [(0) = r(0) = 1)

L(z) = Zl(n)x” a R(x)= Zr(n)x”.

n=0

Roznéasobenim se presvédc¢ime, ze plati rovnosti

Liz) = A+ 422 287+ A+ 4223+ 2%3 4+ )
A+ 42?5+ 4 )+ 2T+ 2T+ 2T )
1 1 1 1

l—2 1—a3 1—2°% 1—27

R(r)=(1+2)1+2*)(1+2¥)1+2H(1+2°)....

Napftiklad po roznasobeni prvniho nekone¢ného soucinu dostaneme koeficent

u 2% ze soudinu pouze prvnich tii zavorek jako

(T-1-2" 11 )+ (@211 )+ (@™ 1-1...) = 32°,

coz souhlasi s [(5) = 3 (rozklady 5,3+ 1+ 1,14+ 1+ 1+ 1+ 1). Pro kazdé
n € N mame

B
142" = 1
Zkracenim dvojclenti v nichz ma x sudy exponent dostavame
"~ o (=21 —a2H) (1 —a%)(1—2a®)...
R(z) = nHl(l A A ey e e v e v
B 1
(=21 —23) (1 —25)...
= L(x).

Obé mocninné fady se tudiz rovnaji—maji shodné koeficienty a r(n) = l(n)
pro kazdé n € N. O

D4 se dokazat, ze L(z) a R(x) maji polomér konvergence rovny 1.
Vzorec pro Fibonacciova ¢isla. Posloupnost Fibonacciovych ¢isel

(F)nso = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..)
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je definovana rekurenci Fy = Fy =1a F, = F,_1+F,_ pron > 2. Odvodime
pro né explicitni vzorec.
Uvéazime mocninnou fadu

F:F(x):ZFnLE”:1—|—a:—|—2:c2+33:3+5a:4+... :
n=0

Indukei se lehce dokaze, ze F, < 2" pro kazdé n € N. F(x) proto urcité
konverguje na intervalu (—1/2,1/2). (Ve skutec¢nosti, jak hned uvidime, ma
F(x) jesté vétsi polomér konvergence, rovny (v/5—1)/2 = 0.61803.. .. ). Mame

o] oo oo
F—2F —2°F = E F.a" —x g Fa" — x? g E,z"
n=0 n=0 n=0
(o] (0.0 0
= E F,z" — E F o™t — E F a2
n=0 n=0 n=0
o0 (o.) o0
= E Foa™ — g EF,_ 1z — E F,_ox™
n=0 n=1 n=2

= foﬂUO + Fz' — Foxi-l— Z(Fn — Foq — Fhp)a"

=1 n=2

=0, podle rekurence

= 1

Tedy (1—2z—2*)F=1a
1
Tuto racionalni funkci rozlozime na parcialni zlomky:
1 1 a b
T (1—az)(1-pz) —ar 1— gz’
kde a, (3, a, b jsou jisté konstanty. Pak

- a b
F = Fx" =
(z) Z nt 1—ax+1—ﬁ:v

1—2—22

n=0

= a) (ar)"+0b Z(ﬁx)”

[
(2 -

(aa™ + bp™)z"

3
Il
o
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F, =aa™ 4+ b3".
Zbyva urcit a, B,a,b. Z1—x —2*> = (1 —ax)(l — Bz) mdme a + 3 =1 a
af = —1. Cisla a a 3 jsou tedy kofeny polynomu (x —a)(z—3) = 22—z —1,
Gli o = (14++/5)/2 a = (1 —+/5)/2. Z rovnic
1 = F0:a+b
1 = F1:G04+bﬁ

dostavame (s vyuzitim vztahu o + § = 1)

oo 1B _
B
- l—a__ﬁ
 B-a 5

Takze F, = aa™ + b3" = (" — "*1)/\/5 a celkem
n+1 n+1
1 1+5 1-5
F=— -
V5 2 2

Rozklady Ny = {0, 1,2, 3, ...} na disjunktni aritmetické posloupnosti.
Mnozinu Ny nezapornych celych ¢isel mtizeme rozlozit na suda a licha ¢isla:

No={0,2,4,6,...}U{1,3,5,7,... }.

Obé mnoziny jsou disjunktni (tj. kazdé ¢islo z Ny lezi pravé v jedné z nich a
zadné v obou) a jsou to vlastné nekonecéné aritmetické posloupnosti se stejnou
diferenci 2. Obecnd AP (aritmetickd posloupnost) v Ny je mnozina

a+dNg:={a,a+d,a+2d,a+3d,...} ={a+kd: k=0,1,2,...},

kde a € Ny je prvni ¢len a d € N (nechceme d = 0) je diference. Jiny rozklad
Ny na disjunktni AP-i je

No = (0 + 2Ng) U (1 + 4No) U (3 + 4Np),

kde mame jednu AP s diferenci 2 a dvé AP-i s diferenci 4. D4 se ale Ny rozlozit
na (alespon dvé) disjunktni AP-i, aniZ by se néjakéa diference opakovala?
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Tvrzeni. Rozklad Ny na alesponi dvée disjunktni aritmetické posloupnosti se
vzdajemne ruznymi diferencemi neexistuje. Jinak teceno, v kazdém rozkladu
Ny na dvé a vice disjunktnich aritmetickych posloupnosti se alespon jedna
diference musi opakovat.

Dikaz. Pro mnozinu X C Ny uvazime mocninnou fadu
Fx(2) =) x(n)2",
n=0
kde y je charakteristicka funkce X, to jest
(n) = 1 ...neX
X=%0 ...on ZX.

Napriklad

Fy,(2) = 1424224 = a Fyiang(2) = 20420ty 02d . =

1—2 1 —zd
Predpokladejme nyni pro spor, ze
No = (a1 + leo) U (CLQ + dzNQ) U---u (ak + deo)

je rozklad na k > 2 disjunktnich AP-i s riiznymi diferencemi 1 < d; < dy <
-+« < dj. Pro odpovidajici mocninné fady to znamend (disjunktni sjednoceni
mnozin se preklada do sou¢tu mocninnych fad), ze

FNO (Z) = Fa1+d1No (Z) + Fa2+d2N0 (Z) et Fak+deO (Z)
¢ili
1 B z% n 292 n n 20k
1—z  1—zd 1k 1— 2%’

kde d; < dy < -+ < dj. Uvedené mocninné fady konverguji pro |z| < 1iv
oboru komplexnich ¢isel. Komplexni ¢islo

2 = 2™/ = cos(2m /dy,) + isin(27/dy,),

coz je jedna z dy di-tych odmocnin z jedné (lezi na jednotkové kruznici),
mé tu vlastnost, ze po dosazeni za z se posledni jmenovatel anuluje (protoze
zg’“ = 1), ale vSechny ostatni zustavaji nenulové (protoze z§ # 1 pro kazdé
e € N, e < dj). Pro posloupnost komplexnich ¢isel (z,,) takovou, ze z, — 2
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pro n — oo, ale |z,| < 1 pro kazdé n (aby mocninné fady konvergovaly,
ale da se ukéazat, Ze tuto podminku lze vynechat) jdou vSechny zlomky v
posledni rovnosti kromé posledniho ke koneénym limitdm (totiz k hodnotam
vzniklym dosazenim zp za z), ale posledni zlomek jde do nekonecna, sice

2%
— 400, pro z — zy.
1— de + , P 0
Proto rovnost nemuze platit a dostavame spor. O

Fourierovy rady. Trigonometrickou radou budeme rozumét nekonecnou
fadu funkci
o0
EO Z a, cos(nx) + b, sin(nzx)),

kde ag,a;,... a by, by, ... jsou pevné dané realné koeficienty a proménné x
probiha R. Pro danou funkci f : R — R budeme zkoumat otazku, kdy se da
vyjadrit jako soucet takové fady funkci a jaké povahy je konvergence. Oproti
mocninnym fadam lze trigonometrickymi fadami vyjadfit sirsi tfidu funkei.
Jak jsme vidéli, soucet mocninné fady s kladnym polomérem konvergence
je spojitd funkce, kterda ma na intervalu konvergence derivace vSech rad.
Funkce, kterd v néjakém bodé nema derivaci viibec nebo ji nemé vlastni
(napf. |z| na intervalu (—1, 1)), nefkuli nespojita funkce, se proto nedé vy-
jadrit sou¢tem mocninné fady. Uvidime, ze mnoho takovych funkei (napf.
zminénda |x| na intervalu (—1,1) nebo i rizné nespojité funkce) lze vyjadrit
souctem vhodné trigonometrické fady, tzv. Fourierovy rady dané funkce.

Protoze cos(nx) a sin(nz) jsou 2m-periodické funkce, je jasné, Ze kazdy
bodovy soucet trigonometrické rfady je také 2m-periodicka funkce. Musime se
proto omezit na tiidu téchto funkci, jejichz mnozinu oznac¢ime Ps,, to jest

»={f: f je funkce z R do R spliujici f(z + 27) = f(z) Vo € R}.

Kazda funkce f € P, je jednoznac¢né urcend svymi hodnotami na intervalu
[—m,7) (nebo jakémkoli jiném intervalu tvaru [a,a + 27)).
Pro f,g € R[—m, 7], tj. funkce s Riemannovym integralem na [—m, 7|,

definujeme znaceni
)= / fg.

Z vlastnosti integralu snadno plyne, ze V fi, fo,g € R[—m, 7] aV a1,a93 € R
plati:
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o (symetrie) (fi, f2) = (f2, f1);

e (bilinearita) (a1 f1 + aafa, g) = a1(f1,9) + az(f2, g) a stejné (diky syme-
trii) ve druhé soutadnici;

e (positivni semidefinitnost) (g, g) > 0.

Mame tak skoro vSechny vlastnosti skaldrniho sou¢inu, kromé (g,¢g) = 0 =
g = 0, ktera neni splnéna (z nulovosti integralu neplyne nulovost integrandu,
i kdyz je nezaporny).

Tvrzeni 2.12 (ortogonalni systém sint a cosini)
Pro kazda dvé cisla m,n € Ny mame

(sin(max), cos(nzx)) = 0.
Pro kazda dve cisla m,n € Ny, pokud nejsou soucasné nulova, mame

T prom=n

(sin(mx), sin(nz)) = (cos(mz), cos(nx)) = { 0 prom #n.

Prom =n = 0 mame (sin(0z), sin(0z)) = 0 a (cos(0z), cos(0z)) = 27.

Diikaz. Posledni ¢ast tvrzeni je ziejma. Dokézeme prvni rovnost. Oznacime
si integral
s
I = (sin(maz), cos(nx)) = / sin(max) cos(nz) dx.
Mizeme predpokladat, ze m # 0 (pro m = 0 dokazovand rovnost jisté plati).
. / ’ ,
Integrace per partes se sin(ma) = (—= cos(mx))" davé

™ s
n
I= {—— cos(mz) cos(mc)} —— cos(mz) sin(nx) dx.
m —x M J_x
=0, funkce v [. .Tje 2m-periodicka
Pokud m = n, dostali jsme tyz integrand a mame vztah I = —I, takze 2/ =0

a I = 0. Pokud m # n, posledni integral jesté jednou stejnym zptisobem
transformujeme pomoci per partes a dostaneme vychozi integrand:

/ cos(ma) sin(nz)dx =0 — L sin(maz) cos(nz) dx = I
m

-7 m —T
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Takze
2

n

a(l— 21 =0, ¢l (diky 1 — 25 #0) I = 0.

Dokazeme druhou rovnost. Pro m # n a m # 0 stejnym vypoctem
dostaneme dvojim per partes pro I = (sin(mz),sin(nx)), respektive [ =
(cos(mz), cos(nx)), opét vztah [ = %I al =0. Prom =n # 0 mame

rovnost - -
/ sin®(mx) dx —/ cos?(mx) dx.

—T —T

Ta plyne z posunu argumentii sinu a cosinu
cos(maz) = sin(ma + 7/2) = sin(m(z + 7/2m))

(potifebujeme m # 0) a faktu, Ze integrace 2m-periodické funkce ptes kazdy
interval délky 27 dava tutéz hodnotu (jednoduché substituce). Ale také

/ " gin2(ma) dx + / " cost(ma)dx — / " (sin?(ma) + cos?(ma)) dx

—T —T —T

:/1dx

= 2.

Takze pro m = n # 0 mame

/ sin?(mx) dx = / cos?(mx) dx = 7.

O
Fourierovy koeficienty ag,ay,... a by, by,... funkce f € R[—m, 7] jsou
definovany jako
1 ™
" (f,cos(nz)) _ _/ () cos(nz) dx, n=0,1,2,. ..
s T J—x
. 1 ™
b, — M:_/ f(z)sin(nr)dx, n=1,2,... .
T ™ J_x

Pro¢ jsou tak definované? Predpoklddejme, Ze funkce f € R[—m, 7] je na
[—7, 7] stejnomérnym souctem trigonometrické Fady

% + Z(an cos(nx) + by, sin(nx)).

n=1
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Z vlastnosti soucinu (-, -) plyne, Ze pak a, a b, museji byt rovny Fourierovym
koeficienttim funkce f. Napftiklad, pro k € N,

(f, cos(kz)) = <% + i(an cos(nz) + by sin(nz)), cos(k:x)>
_ (a0/2)<ggsl(0x),cos(kx))
+ i(an@os(m), cos(kz)) + bu(sin(n), cos(kz)))
— ak(;(:);(lm), cos(kz)) pro k > 0
a (a0/2){cos(0z), cos(0z)) pro k = 0

= Tay,

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili stejnomérnou konvergenci (umoziiujici
zaménit poradi integrace a nekonecné sumace, Véta 2.4’) a vlastnosti ska-
larniho soucinu a ve tfeti a ¢tvrté rovnosti jsme pouzili Tvrzeni 2.12. Takze
ap = (f,cos(kx))/m a podobné pro by, k € N.

Fourierovou fadou funkce f € R[—m, 7] rozumime trigonometrickou fadu,
jejiz koeficienty a,, a b, jsou rovny Fourierovym koeficientiim funkce f. Jak
jsme vidéli, pokud néjaka trigonometricka fada stejnomérné konverguje k f,
musi to byt jeji Fourierova fada. Ukazeme postacujici podminky na funkci
f, aby jeji Fourierova fada k ni konvergovala.

Véta 2.13 (Besselova nerovnost a R.-L. lemma)
Necht f € R|—m, 7] a ¢isla ag,aq,...,b1,ba, ... jsou Fourierovy koeficienty
funkce f.

1. (Besselova nerovnost). Plati nerovnost

2 C 2 ff 2
Eogaij_ /f

Specialné, rada ¢tvercii Fourierovych koeficienti funkce f konverguje.

2. (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Pro n — oo plati, ze a,, — 0 a
b, — 0, tedy

lim f( Jeos(nx)dx =0 a lim f( ) sin(nx) dx = 0.

n—oo n—o0o
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Diikaz. 1. Pro n € N ozna¢ime s,, = s,(x) ¢asteény soucet Fourierovy rady
funkce f:

(f, cos(/m;)>’ by — (f, sin(k:c)>.

ag B :
S, = 5> + ;(ak cos(kxz) + by sin(kx)), ap = T T

Diky vlastnostem skalarniho sou¢inu mame nerovnost

0 < (f = 8n, f—50) = ([, f) = 2(f, 50) + (5, Sn),
tudiz
2(f, sn) — (snssn) < ([, f)-
Ale

(fysn) = %(f, cos(0x)) + Z(ak<f, cos(kx)) + b (f,sin(kz)))

k=1

(B N~ e

=7 2+Z(ak+bk) ,
k=1

diky linearité skalarniho soucinu a diky definici ¢isel a; a by. Pro jednodussi
znaceni si zavedeme symboly a} a by, kde ay = ao/2, aj, = a), pro k > 0,
by = 0 a bj, = b, pro k& > 0. Pak diky linearité skalarniho soucinu a diky
Tvrzeni 2.12 mame

(Sp, Spn) = <Z(a§C cos(kx) + b, sin(kx)), Z(ag cos(lz) + b sin(lx))>

= Z (aya;{cos(kx), cos(lx)) + 2a;bj{cos(kz),sin(lz))

+b.b) (sin(kx), sin(lx)))

n

= Y ((a})*(cos(kx), cos(kx)) + (by,)*(sin(kx), sin(kz)))

k=0
ag - 2, 12
k=1
Celkem, pro kazdé n € N,

m (% > +bi>> < (£.9):

k=1
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Cislo (f, f)/m je tedy hornim odhadem vsech ¢4ste¢nych souctt fady a2/2 +
S>> (a2 + b2), kterd mé nezdporné ¢leny. Tato fada tedy konverguje a
, [)/7 je hornim odhadem i pro jeji soucet.
je horni dhadem i jeji et
2. Z konvergence tady ctverct Fourierovych koeficient plyne, ze

lim,, oo (a24b2) = 0 (nutnd podminka konvergence ¢iselné fady). Tedy (napf.
diky nerovnosti |a,|, |b,| < /a2 + b2) i lim, o a, = lim,, o b, = 0. a

Rekneme, 7e funkee f : [a,b] — R je na intervalu [a, b] po édstech hladkd,
kdyz existuje koneénd mnozina A C |a, b] takova, ze f ma na mnoziné |a, b\ A
spojitou prvni derivaci f’ a v kazdém bodu a € A ma f i jeji derivace f’
vlastni jednostranné limity. Tyto jednostranné limity budeme znacit f(a+0)
a f(a—0), tedy

fla+0) := lim+f(a:) a f(a—0):= lim f(z).

r—a Tr—a~

Jinak feceno, f je na [a,b] po ¢astech hladké, kdyz existuje déleni
a=ay<ar<ay<---<ap=>0

intervalu [a, b] takové, Ze f ma na kazdém intervalu (a;, a;;1) spojitou prvni
derivaci (sama f je tedy na tomto intervalu také spojitd) a v délicich bodech
existuji vlastni jednostranné limity f(a; +0), f(a; —0), f'(a; +0), f'(a; — 0).
(Staci predpokladat existenci vlastnich limit f’(a; + 0), f'(a; — 0), existence
vlastnich limit f(a; + 0), f(a; — 0) pak plyne Lagrangeovou vétou o stfedni
hodnoté.) Tato vlastnost funkce f uz staci k tomu, aby jeji Fourierova fada
bodové konvergovala, v bodech spojitosti k funkéni hodnoté a v délicich bo-
dech a; k aritmetickému primeéru jednostrannych limit. Po castech hladka
funkce je zfejmé integrovatelna (podle Véty 1.8), protoze je na [a, b] omezena
(pro¢?) a mnozina jejich bodl nespojitosti je obsazena v A a je tedy konecéna.

Véta 2.14 (Dirichletova o bodové konvergenci F. fady)
Necht funkce f: R — R je 2w-periodicka a jeji zizeni na interval [—m, 7] je
po castech hladké. Jeji Fourierova fada pak na R bodové konverguje k funkci

flz+0)+ fx—0)
: :

V kazdém bodu spojitosti x funkce f tedy jeji Fourierova rada konverguje k
cislu f(z).
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K diikazu Dirichletovy véty budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma (o Dirichletové jadie)
Nechtn € N a

1
Jn(x) = 3 + cosx + cos(2z) + - - - + cos(nz).

Pak pro kazdé v € R, x # 2knw s k € Z, mdme

Jo(x) = sin((n +1/2)z)

2sin(x/2)
a takée o
1 1 (7 1

Diikaz. Pro q := €™ (i = v/—1, x € R) mame
J%C%)==%(Q‘"—%q_”+1+—~-—%q‘1+—q°+-q1+-~-—kq"‘l+-q")7
protoZe ¢ % + ¢* = cos(kx) + isin(kz) 4 cos(—kz) + isin(—kz) = 2 cos(kz).

Takze
Jo(z) = % (T4+q+- 4+ "+

—-n

2n+1 __ 1

LS

4
2 qg—1
qn+l_q—n

qg—1

n+1/2 _ ,—n—1/2

q
G2 — 172
2isin((n +1/2)x)
2isin(z/2)
sin((n + 1/2)z)
2sin(z/2)

q

N = N~ N =

Co se tyce integralti, mame

/7T Jo=(Jn, 1) = (1/2,1) + (cosx,1) + - + (cos(nx), 1)

—T

= 740440

™
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podle Tvrzeni 2.12. Proto fir Jo+ g Jo=["_Jn = m. Funkee J, je soucet
sudych funkci a je tedy také sudd, z ¢ehoz plyne rovnost ffﬂ Jo =[5 T
Takze [° J, = [ J, =7/2. O

Diikaz Véty 2.14. Necht x € R je pevné. Funkci G : [—m, 7] — R definu-
jeme jako G(0) = 0 (na této hodnoté nezalezi, mize to byt cokoli) a jinak

predpisem
f(z+u)—f(z—0)

2sin(u/2) pro u & [_71-7 0)

G(u) =
z4u)—f(x40
fatu)—f(z+0) 2531(5/(2) ) pro u € (0, 7).
(G(u) zavisi i na parametru x, ale pro jednodussi zapis to ve znaceni pomi-

neme.) Podle 'Hospitalova pravidla spo¢itame limitu

. _ o St
ulg(gl— Glu) = ulir(r)l— cos(u/2)

= f(z—0).

(Pro u — 0~ méme, at je z délici bod a; nebo ne, f(x +u) — f(x —0) — 0
diky predpokladu o f a také i 2sin(u/2) — 0. Diky pfedpokladu o f také pro
kazdé r au — 07 existuje vlastni limita podilu derivaci c¢itatele a jmenovatele
f'(x 4 u)/ cos(u/2).) Uplné stejné
lirg)l+ G(u) = f'(x+0).

Odtud vyplyvéa, ze G(u) je na intervalu [—m, 7| omezend. (Mimo prstencové
okoli P(0,d) se jmenovatel 2sin(u/2) nepfiblizuje k nule a ¢itatel je ome-
zend funkce, protoze f je omezend. Na P(0,d) omezenost plyne z existence
pravé spocitanych vlastnich jednostrannych limit.) Dale ma G(u) na [, 7]
jen kone¢né mnoho bodi nespojitosti, protoze miize byt nespojita pouze v
bodech a; — x, kde a; jsou body déleni intervalu [—m, 7] pro po ¢astech hlad-
kou f, a pfipadné v nule. Podle Véty 1.8 je tedy G na [—m, 7| riemannovsky
integrovatelna.

Necht s, = s,(x) je n-ty ¢asteény soucet Fourierovy fady funkce f v
daném bodu z:

a a :
Sp = ?0 + ;(ak cos(kx) + by sin(kx)),

kde
(f(#), cos(kt)) (f(2),sin(kt))

ap = ~———"- a b= —"-—"".
s s
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Rozdil s,(x) a (f(z+0)+ f(x —0))/2, ktery nés zajimd, vyjadiime za chvili
pomoci funkce G(u) jako
fle+0)+ flz—0)  (G(u),sin((n+1/2)u))

2 B T '

sn(T) —
Souc¢tovy vzorec pro sinus (sin(a & ) = sinacos f + cos asin 3) dava

fz+0)+ flx—-0)

sn(z) — 9

% <<G(u) cos(u/2),sin(nu)) +
(G(u)sin(u/2), cos(nu)>) :

Funkce G(u)cos(u/2) a G(u)sin(u/2) jsou na [—m,n| riemannovsky inte-
grovatelné (protoze G je a soucin zachovava integrovatelnost). Podle R.-L.
lematu (¢ast 2 Véty 2.13) tedy pro n — oo oba predchozi skalarni souciny
jdou k nule. Proto také

fz+0)+ f(z—-0)
2

Sn(x) -

a véta je dokazana.

Zbyva ovéem odvodit vyjadieni tohoto rozdilu pomoci G(u). Diky linea-
rité skalarniho soucinu a definici koeficientti a; a by a podle souc¢tového vzorce
pro cosinus (cos(a £ 3) = cos acos  F sin asin ) mame

— 0 pro n — o

3| -

sp(x) =

<f(t), % + Z(Cos(k:t) cos(kx) + sin(kt) sin(k;x))>

k=1

_ 71T<f(t),%+2cos(k(t—x))>
< T+ u), +Zcos ku>

(f@ +u), Jn(w)),

</ fla+u)J )dU+/07rf($—l—u)Jn(u)du)

(ve tfeti rovnosti jsme za t dosadili x+wu a v indexu vyznac¢ujeme proménnou,
podle niz se ve skalarnim souéinu integruje). Podle piedchoziho lemmatu

e T N
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mame

@:% " Fe = 0)du(u) du 2 LEFY “0 /fx+0 (u) du

Takze rozdil
flx+0)+ f(x—0)
2

Sn(x) -
T2 (fz +u) — fz—0))Ju(u) du+ [7(f(x +u) — f(z +0))J(u) du.

Podle lemmatu mame J,(u) = sin((n + 1/2)u)/2sin(u/2). Podle definice
funkce G(u) pfedchozi vyraz upravime na

sn(x)_f(x+0);f(:v—0) _ l(/ G(u) sin((n +1/2)u) du +

/OG sin((n + 1/2)u)d )

= %/ G(u)sin((n + 1/2)u) du
(G(u), sm((n+1/2) ))

O

Pouze bodova konvergence Fourierovy fady je slaba vlastnost, protoze, jak
vime, obecné neumoznuje limiténi, derivovani a integrovani fady clen po
¢lenu. Pokud je funkce f na [—m, 7] po ¢astech hladkd a soucasné nespojita
v alespoii jednom bodé, konvergence jeji Fourierovy fady k (f(x+0)+ f(z —
0))/2 neni na [—, 7| stejnomérnd (kdyby byla, funkce (f(z+40)+ f(x—0))/2
by jako stejnomérny soucet spojitych funkci musela byt spojitd, coz neni).
Nyni ukazeme, Ze pro po ¢astech hladkou a spojitou f jeji Fourierovy fada
konverguje stejnomérné.

Véta 2.15 (o stejnomérné konvergenci F. Fady)

Necht funkce f: R — R je 2w-periodicka a jeji ziZeni na interval [—m, 7] je
po ¢astech hladké. Necht je navic [ spojitd na R. Pak je f na R stejnomérnym
souctem své Fourierovy fady.
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Diikaz. Podle predeslé véty je f na R bodovym souctem své Fourierovy rady:

?0 Z a, cos(nz) + by sin(nx)) — f(x) na R,
kde a, a b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Kdyz dokazeme, zZe ¢iselna

rfada
(o)

Z(|an| + [bnl)

n=1

konverguje, budeme hotovi. Pak totiz (zde M = R, resp. M = [—7, 7))

Z ||a, cos(nz) + b, sin(nz)|| < Z(lan| + |by]) < +00

n=1 n=1

a podle Weierstrassova kritéria (¢ast 1 Véty 2.7) Fourierova fada konverguje
na R stejnomérné.

Podle Besselovy nerovnosti vime, ze Y 7 (a2 +02) konverguje ale to ndm
neni nic platné (|a,| € [0,1) je typicky mnohem vétsi nez a2). Pomohou ndm
Fourierovy koeficienty derivace funkce f. Oznacime je jako a,, a (3, to jest

= %/: f'(z)cos(nx)dx a (3, = %/: f'(z) sin(nx) dx

(Derivace f’ neni obecné definované v délicich bodech. Té&ch je ale jen ko-
necné mnoho, takze ji mizeme v nich libovolné dodefinovat. Dostaneme
f' € R|—m, 7] podle Véty 1.8, protoze f’ pak bude omezené a spojita az
na kone¢né mnoho bodi.) Integraci per partes (Véta 1.13) dostaneme vztah

Ty, = /_7r f'(z) cos(nz) dx
= [f(z) cos(nx)]:rg—i—n _ﬂ f(z) sin(nz) dx

.

v~

=c—c=0
= nnb,.
Podobné se per partes spocita, ze 73, = —nma,. Pro kazdé n € N tak mame
15} !
ap=—" a b, =—
n n
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Podle Besselovy nerovnosti (¢ast 1 Véty 2.13) fada > -, 32 konverguje
k souttu ¢ > 0. Rada pfevracenych ¢tverctt > 7, 1/n? téZ konverguje, k
souctu d > 0 (pozd&ji ukdzeme, %e d = 72/6). Podle Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti tedy pro kazdé n € N mame horni odhad

k=1 k=1

E)E
_ e

Tudiz fada ) ;- |ax| konverguje a Gplné stejné se ukaze, ze i fada Y ., |l
konverguje. Jejich soucet " (|a,| + |b,|) také konverguje a jsme hotovi. O

Jsme opravdu hotovi? Kde jsme v ditkazu podstatnym zptisobem pouzili spo-
jitost f? Ktery jeho krok selze pro nespojitou f? (Jak vime, pro nespojitou f
jeji Fourierova fada nekonverguje stejnomérné, tudiz néco selhat musi.) Je to
integrace per partes funkce f’(z) cos(nx). V tomto kroku jsme dokonce, jak si
pozorny ¢tenaf vsiml, podvadéli (v zajmu plynulosti vykladu, samoziejmé!),
protoze predpoklady Véty 1.13 nejsou pro nase funkce f(z) a g(z) = cos(nx)
splnéné. Véta 1.13 pozaduje vSude spojitost derivaci [’ a ¢', coz f nespliuje,
nebof f/ mize byt i po dodefinovani v koneéné mnoha bodech nespojita.

Je dikaz vibec spravné? Ano, je, ale musime pouzit obecnéjsi verzi in-
tegrovani per partes, kterou ted vyslovime a dokézeme a ktera oziejmi roli
spojitosti f v dikazu.

Tvrzeni (obecnéjsi verze prvni ¢asti Véty 1.13 o per partes)

Necht jsou funkce f,g: [a,b] — R na [a,b] spojité, maji s moznou vyjimkou
konecné mnoha bodi intervalu [a,b] spojité derivace f' a g a tyto derivace
jsou na |a,b] omezené. Potom

/a " Fa= el - / N7

Diikaz. Derivace ' a ¢’ v onéch konecné mnoha bodech libovolné dodefi-
nujeme, ¢imz se omezenost neporusi. Funkce f, g jsou na [a, b] spojité, tedy
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omezené. Funkce f'g, fg' a f'g+ fg' jsou tedy na [a,b] omezené a spojité s
moznou vyjimkou kone¢né mnoha bodii, specialné jsou integrovatelné. Podle
Leibnizovy formule pro derivaci soucinu plati az na kone¢né mnoho bodi
intervalu [a, b] rovnost (fg) = f'g + f¢'. Funkce fg je také na [a, b] spojité.
Je tedy zobecnénou primitivni funkci k funkci f'g + f¢’' a podle ¢asti 1 Véty
1.9 a hlavné podle ¢asti 2 Véty 1.127 plati

/abf'g+/abfg'= /ab(f’ngfg’) = [f4)".

coZ je az na upravu vzorec pro integraci per partes. O

Podle tohoto tvrzeni uz miizeme bez obav pro spojitou a po ¢astech hladkou
funkci f integrovat per partes funkei f'(z)g(x) = f'(x) cos(nz). Bez spojitosti
f ale vzorec pro integraci per partes nefunguje, protoze zobecnéna primitivni
funkce fg pak neni jednozna¢né az na aditivni konstantu (viz dikaz ¢asti 2
Véty 1.127).

Priklady. 1. Rozvineme funkci f(z) = 2%, definovanou na intervalu [—, )
a 2m-periodicky rozsitenou na R, do Fourierovy fady. Je to suda funkce, tudiz
jsou jeji sinové Fourierovy koeficienty b, nulové (integral liché funkce pfes
[—7, ] je nula). Cosinové Fourierovy koeficienty jsou (integral sudé funkce
pfes [—m, 7| je dvojnéasobek integralu pfes [0, 7))

2 (7 272
aoz—/ 2rdx = 2
0 3

T
a, pron € N,

=(sin(nz)/n)’
2/7r y
a, = — [ x° cos(nz) dx
T Jo
2 ~ 4 [7
= — [2”sin(na)] ——/ x sin(nz) dx
0

e 20 7n
=0
4 4 T
= — [zcos(nx)]; ——/ cos(nx) dx
TN e —— ™2 J,
=r(~1)n —
4
ﬁ.

= 1
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ProtoZe dan4 funkce f(x) = z? je spojita a po ¢astech hladka, podle Véty 2.15

mame

_+4Z ncos(n :gf(x) na R.

Dosazenim z =« dostavame

0 2

W2=%2+4i(— tedy ﬁ:%
n=1 n=1
Podobné pro z = 0 mame
00 1)+l g2
-5

n=1
2. Rozvineme funkei f(x) = m—x, definovanou na intervalu [—m, ) a 27-
periodicky rozsitenou na R, do Fourierovy fady. Nulty cosinovy F. koeficient
je
1 " 1 2 2 ™
ap== [ (m—z)dx== (27— [2%/2]",) = 2.
T ) ™

Dalsi cosinové koeficinty uz jsou nulové, protoze pro n € N mame
(f(x),cos(nz)) = (1, cos(nx)) — (x,cos(nx)) =0—-0=0

(prvni nulu méme podle Tvrzeni 2.12 a druhou diky integraci liché funkce
pfes [—m,7]). Sinové F. koeficienty pro n € N jsou

b, = l/_7r (m — x) sin(nz) dx

Q T

_ %([(w_@( 1/n) cos(rna)]” e /_:rrcos(nm)dx>
=2r(-1)"/n —

- (_1)"%.

Dané funkce je po ¢astech hladka, ale v bodech (2k+1)m, k € Z, je nespojita.
Podle Véty 2.14 mame

+2Z

sin(nz) — f(z) na R\{..., =37, —m,m3m,... }.
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V bodech z = (2k + 1)w, k € Z, tato Fourierova fada konverguje k hod-
noté (0 + 27)/2 = « (zatimco f((2k + 1)w) = 2m). Dosazenim = = 7/2 po
jednoduchych tpravach dostaneme rovnost

. 1+1 1+ oo
3 5 7 4

3 Metrické prostory

Metricky prostor je dvojice (M, d), kde M je mnozina a
d: M xM — R

je funkce, zvana metrika, spliujici tii axiomy:

a) d(z,y) = d(y, ) (symetrie),

b) d(z,y) =0 <= z=ya
c) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (trojihelnikova nerovnost).

IAI

Metrické prostory jsou abstrakci jevu vzdalenosti. Poznamenejme, Ze neza-
pornost hodnot metriky se nemusi predpokladat, vyplyva uz z axiomi b) a
c).

Izometrie je bijekce f : M; — Ms mezi metrickymi prostory (My,d;) a
(Ms, ds), kterd zachovava vzdélenosti: di(z,y) = do(f(z), f(y)) pro vSechny
x,y € M. Existuje-li takova bijekce, jsou prostory M; a My izometricke, to
jest prakticky nerozliSitelné, izomorfni.

Priklady metrickych prostoru. 1. Necht M = R"™ a p > 1 je realné ¢islo.
Na M definujeme metriky (z = (1,22, ..., 2,), ¥ = (Y1,Y2, - -, Yn))

Axiomy a) a b) se ovéfi lehce, ovsem diikaz trojihelnikové nerovnosti je netri-
vialni. Pro n = 1 dostdvame metriku |x — y| a pro p = 2,n > 2 euklidovskou
metriku

da(w,y) = v =yl = V(@1 = 91)? + (22 = 92)* + -+ (20 — ya)*.
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Euklidovskymi prostory budeme nadale rozumét metrické prostory (R”,ds).
Pro p = 1,n > 2 dostavame tzv. postackou metriku a pro p — 0o mazimovou
metriku
(dokazte jako cviceni).

2. Jako M vezmeme mnozinu vSech omezenych funkci f : X — R, kde
X je néjakd mnozina, a pak na M mame supremovou metriku

d(f,9) = sup |f(z) = g(z)|.
zeX
Pokud M = Cla, b] (mnozina vSech redlnych funkci definovanych a spojitych
na intervalu [a, b]), supremum se vzdy nabyva a mame mazimovou metriku

d(f,9) = max |f(z) — g(z)|.
z€[a,b]
3. Vezméme M = Cla,b] a redlné ¢islo p > 1. Podobné jako v prvnim
prikladu méame na M metriky

0y(f.9) = ( / @) — o) dx) "

Hodnota p = 1 dava integrdalni metriku a p — oo davad maximovou metriku
z druhého piikladu (dokazte jako cvifeni). DileZity je opét piipad p = 2.
Co je na exponentu p = 2 zvlastniho? Ukazuje se, Ze metrika dy(-,-) (zde i
v prvnim piikladu) je odvozena ze skaldrniho soucinu na jistém vektorovém
prostoru, a proto ma fadu péknych a dulezitych vlastnosti.

Vezmeme-li M = R]a, b] (mnozina vSech funci majicich na [a, b] Rieman-
niv integral), je d,(f, g) definovana, ale nespliluje axiom b) a nedostavame
metriku. Zménime-li napfiklad hodnotu funkce f € R(a,b) v jediném bodé,
dostaneme odlisnou funkci fy € R(a,b), ale d,(f, fo) = 0. Tato potiz se od-
strani tak, Ze misto R(a,b) pracujeme s R(a,b)/ ~, kde ~ je vhodna relace
ekvivalence; nebudeme se poustét do podrobnosti.

4. Souvisly graf G = (M, E) s mnozinou vrcholtt M definuje metriku

d(u,v) = # hran na (né&jaké) nejkratsi cesté v G spojujici u a v.

5. Polozme M = 7Z (mnoZina celych ¢isel) a vezméme néjaké prvocislo
p (tfeba p = 29). Pro z € Z jako m,(z) ozna¢ime nejvétsi celé ¢islo e > 0
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takové, ze p© déli z; m,(0) := oo. Na M definujeme tzv. p-adickou metriku
(2= =0)
dy(a,) =27

Dokazte jako cviceni, ze p-adicka metrika splnuje toto zesileni trojuhelnikové
nerovnosti:

dy(z,y) < max(dy(z, 2), dp(2,9)).

Metrikam spliujicim tuto siln€jsi verzi trojihelnikové nerovnosti se fiké ultra-
metriky nebo také nearchimédovské metriky. Ukazte jako cviceni, ze v ultra-
metrickém prostoru jsou vSechny trojihelniky rovnoramenné a ze v libovolné
kouli (definici viz nize) je kazdy bod jejim stfedem.
6. Necht
S={(z,y,2) eR®: 2? + ¢y + 22 =1}

je jednotkové sféra v R3. Necht a,b € S jsou dva body na sféie a ¢ € [0, 7]
je uhel, ktery sviraji usecky spojujici oba body se stredem sféry S, jimz je
pocatek souradnic. Funkce
d(a,b) = ¢

je rovnéz metrika—budeme ji tikat sfericka metrika. Je to délka kratsiho z
oblouki, na néz oba body déli hlavni kruznici na S, ktera jimi prochézi. (Pro
a = b mame samoziejmé d(a,b) = 0. Jsou-li a a b antipoddlni, je téchto
hlavnich kruznic a pfislusnych obloukii nekonecné mnoho, ale kazdy dava
d(a,b) =.)

Pro ilustraci pojmu izometrie a pro zajimavost si nyni dokazeme, ze zadna
netrivialni ¢ast sféry S se neda ,splacnout® do roviny (ani do zadného jiného
euklidovského prostoru) tak, aby se zachovala vzdalenost (tj. aby sféricka me-
trika pfesla na metriku euklidovskou). Mapy zemského povrchu proto museji
vzdy vzdalenosti zkreslovat. Pro jednoduchost se omezime na horni polosféru

T={(x,y,2) € S: z >0},

ale ditkaz se d4a rozsifit na libovolnou otevienou (definici viz nize) podmno-
zinu sféry S.

Tvrzeni (sféra neni plocha)
Zadné prosté zobrazent

f:T—R"
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z hornt polosféry se sférickou metrikou d do R™ s euklidovskou metrikou dy
neni izometrie mezi metrickymi prostory (T,d) a (f(T),ds).

Dikaz. Uvazme tyto ¢tyfi body na T': severni pol s, néjaké dva body a a
b na rovniku 7" se vzdalenosti 7/2 a bod ¢ také na rovniku uprostied mezi
nimi, takze d(a,c) = d(c,b) = /4. Bod s mé od kazdého bodu na rovniku
vzdélenost /2, takze d(s,a) = d(s,c) = d(s,b) = 7/2. Mezi body s,a,b,c
tak ve sférické metrice mame vzdalenosti

d(s,a) =d(s,c) =d(s,b) =d(a,b) =m/2, d(a,c) =d(c,b) = /4.

Pro spor predpokladejme, zZe prosté zobrazeni f : T'— R" je izometrie. Mezi
body f(s), f(a), f(b), f(c) jsou pak tytéz euklidovské vzdalenosti. TFi body
f(s), f(a), f(b) nutné tvofi rovnostranny trojihelnik se stranou délky 7 /2.
Protoze bod f(¢) ma od f(a)i f(b) poloviéni vzdéalenost /4, je nutné stiedem
usecky spojujici f(a) s f(b). Jeho euklidovskd vzdélenost od f(s) je tedy
rovna délce visky tohoto rovnostranného trojihelnika, coz je (7/2)(v/3/2) =
V3 /4. To je ale spor, podle izometrie tato vzdalenost ma byt stejna jako
délka strany trojtahelnika, 7/2. O

V dalgim textu (M, d) oznac¢uje metricky prostor. Pro a € M a redlné r > 0
se (otevienou) kouli (se stredem a a polomérem r) rozumi mnozina

B(a,r) ={x € M| d(a,x) <r}.
Uzaviend koule (se stredem a a polomérem r) je
Bla,r) = {x € M | d(a,x) <r}.

Podmnozina X C M je oteviend, pokud Va € X Ir > 0 : B(a,r) C X,
a je uzaviend, pokud jeji doplnék M\X je oteviend mnozina. Dokazte si
jako cviceni, Ze kazda koule B(a,r) je oteviena mnozina a ze kazda konecna
mnozina je uzaviena.

Véta 3.1 (vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin)

V metrickém prostoru (M, d) jsou mnoziny () a M oteviené i uzaviené. Sjed-
noceni libovolné mnoha otevienych mnozin je oteviena mnozina a prunik
konecné mnoha otevienych mnozin je oteviena mnozina. Sjednoceni konecné
mnoha uzavienych mnozin je uzaviena mnozina a prinik libovolné mnoha
uzavfenych mnozin je uzaviena mnozina.
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Diikaz. Mnoziny () a M jsou zjevné oteviené a tedy (jsou dopliikem jedna
druhé) i uzaviené. Necht G, ¢ € I jsou oteviené mnoziny a a € G = | J,.; Gi.
Pak a lezi v néjaké G; a tedy, pro néjaké » > 0, B(a,r) C G; C G a
G je oteviena. Necht je indexovd mnozina I koneénd a a € G = (,; Gi.
To znamend, ze a € G; pro kazdé i € I, a tak B(a,r;) C G; pro n&jaka
¢isla r; > 0. Protoze jich je jen kone¢né mnoho, miizeme vzit r > 0, ze
r < min(r; : i € I), amame B(a,r) C B(a,r;) C G; pro vSechna i € I. Tedy
B(a,r) C G a G je otevienad. Tvrzeni o uzavienych mnozinach vyplyvaji
pomoci de Morganovych identit pfechodem k doplnktm. O

Posloupnost (z,) = (x1,x2,...) C M bodu v metrickém prostoru (M, d)
je konvergentni a ma limitu L € M, pokud

lim d(a,, L) = 0.

n—oo

D4 se ukazat, ze mnozina je uzaviena, pravé kdyz s kazdou konvergentni
posloupnosti obsahuje i jeji limitu.
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