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Vim, ze Cisla jsou krasnd. A jestlize krasnd nejsou, pak neni krasné nic.

(Paul Erdés, Sunday Times Magazine, 27. listopadu 1988.)

Analogicky prozival pan S. &slice.

“Pro mne 2, 4, 6, 5 nejsou pouhd cisla. Maji tvar ...

1 — to je ostré cislo, nezavisle na jeho grafickém vyjadreni,

je to néco ukonceného, tvrdého.

2 — to je plossi, ctverhranné, bélavé, byva trochu nasedlé . ..

3 — to je zaostfeny ulomek a toci se.

4 — to je opét Ctvercové, tupé, podobné 2, ale mohutnéjsi, tlusté ...
5 — plné zakonceni v podobé kuzele, véze, masivni.

6 — to nasleduje prvni za “5”, je bélavé.

8 — to je nevinné, modravé mlééné, podobné vapnu.”

(A. R. Lurija, Mald Knizka o Velké Paméti.)



Toto je predbézny text 7. kapitoly o Ciselnych rozkladech ze skript k
mé piednasce Uvod do teorie c¢isel, kterou jsem konal na MFF UK v Praze
v zimnich semestrech $kolnich roku 1996/97, 1998/99, 1999/00, 2000/01 a
2001/02. Zatim v preprintové fadé KAM-DIMATIA Series vysly kapitoly 1
(zdkladni pojmy a obraty), 2 (diofantické aproximace), 3 (diofantické rov-
nice), 4 (kongruence) a 5 (prvocisla) a budou v ni postupné vyddny zbylé ka-
pitoly 6 (geometrie ¢isel), 8 (medailony matematiki) a 9 (ndvody k Fesenim
tloh). Obtiznost uloh je bodovana 0 (nejlehci) az 5 (nejtézsi).

fijen 2002 Martin Klazar
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Kapitola 7

Ciselné rozklady

Kolika zpusoby lze dané pfirozené Cislo rozlozit na soucet pfirozenych ¢isel,
nezalezi-li na poradi s¢itancu? G. W. Leibniz se na to zeptal J. Bernoulliho v
dopisu v r. 1674. Zkusmo zjistil, ze zpocatku jsou pocty rozkladu prvociselné:
3 ma tii rozklady (3, 2+ 1al+4+1+41), 4 pét, 5 sedm a 6 jedendct. Vse
kazi 7 s patnacti rozklady. Existuje nekonecné mmnoho pfirozenych ¢isel s
prvociselnym poctem rozkladu? Andrews uvadi, ze tento problém naznaceny
Leibnizovymi tvahami je stdle otevieny. Z vysledki o kongruencich par-
titni funkce, které dokazeme v této kapitole, plyne, Ze naopak pro nekonecné
mnoho n je pocet rozkladu slozené cislo.

Kapitolu 7 vénujeme Ciselnym rozkladum a piibuznym otdzkam. Jejich
teorie je soucasti aditivni teorie cisel, kterd zkoumad aritmetické vlastnosti
operace sCitani. Prvni etapa rozvoje aditivni teorie cisel probéhla po po-
loviné 18. stoleti, kdy L. Euler zkoumal ciselné rozklady a partitni funkci
a kdy byly zformulovany jeji nejznaméjsi problémy, které patii soucasné k
nejslavnéjsim matematickym problémium: Goldbachuv (kazdé sudé ptirozené
¢islo vétsi nez 2 je souctem dvou prvocisel) a Waringuv (kazdé pfirozené ¢islo
je souctem omezené mnoha ¢tvercu, omezené mnoha tietich mocnin, omezené
mnoha ¢tvrtych mocnin, atd.). Zatimco Goldbachuv problém zustavd stéle
otevieny, Waringtv byl ve své puvodni formulaci uplné vyreSen, ale jeho
nékteré aspekty stale matematiky zaméstnavaji.

V ptedchozich kapitolach jsme se uz s fadou vysledku aditivni teo-
rie Cisel setkali. Pati{ k nim Eulerova véta 20 o dvou c¢tvercich (kapitola
2), Lagrangeova véta 55 o ¢tyfech Ctvercich (kapitola 3), Erdés—Ginzburg—
Zivova véta 97 a vysledky o Sidonovych mnozindch (kapitola 4), samoziejmé
Snirelmanova véta 150 (kapitola 5), visledky o funkci 75(n) (. fakticky cely



kruhovy problém) a zejména Erdés—Fuchsova véta 209 (kapitola 6).

V oddilu 7.1 zavedeme klasické Ciselné rozklady a pomoci Ferrersovych
diagramu dokdzeme dvé pozoruhodné identity: Eulerovu pentagonalni iden-
titu (véta 215) a Jacobiho tfisou¢inovou identitu (véta 216). Z Jacobiho
identity odvodime fadu dusledki, které pouzijeme dale. Dokdzeme Rama-
nujanovu vétu 224 o kongruencich partitni funkce p(n) modulo 5, 7 a 11.
V oddilu 7.2 odvodime dvé znamé Jacobiho formule pro pocty vyjadieni
prirozenych cisel souctem dvou a ctyt celoCiselnych ¢tverci. Oddil 7.3 ob-
sahuje jeden klasicky a dva neklasické vysledky o rozkladovych identitach:
Rogers—Ramanujanovy identity (véta 227), identitu pro divické rozklady
(véta 228) a kombinatorickou metaidentitu zalozenou na principu inkluze
a exkluze (véta 232). V oddilu 7.4 odvodime ve vété 237 asymptotiku par-
titni funkce. Oddil 7.5 je vénovan Linnikovu elementdrnimu feSeni Waringova
problému — ukézeme, ze pro kazdé ptirozené cislo k existuje pocet g = g(k)
tak, ze kazdé prirozené cislo je souctem nejvyse g k-tych mocnin piirozenych
Cisel.

7.1 Klasické ciselné rozklady

Uspofddanym k-ticim pfirozenych éisel A\ = (Ag, Ao, ..., A\x) budeme fikat
kompozice. Pokud Ay > Ay > ... > Ay > 1, fikdme jim rozklady. Sumu
A1 + Ay + -+ - 4+ A znacéime jako |A|. Pokud |\| = n, fekneme, ze A\ je kom-
pozici, popiipadé rozkladem, ¢isla n. Cislaim )\; fikdme édsti kompozice ¢
rozkladu. Césti jsou obvykle kladné, ale nékdy (tfeba v divackych rozkla-
dech v oddilu 7.3) povolujeme i nulové ¢asti. Budeme se zabyvat enumeraci
rozkladi. Enumeraci kompozic, kterd je vétSinou snazsi a vice zdalezitosti
kombinatoriky, vénujeme pouze tlohu 1. Napiiklad ¢islo 6 méa 11 rozkladu,
jak védeél uz Leibniz:

6, 5+1,4+2,4+1+1,3+3,3+2+1,3+1+1+1,
242+2,24+24+14+1,24+1+14+1+1 a 14+1+1+1+1+1.

Skute¢nost, ze A = (A1, A2, ..., Ax) je rozkladem n se zapisuje znacenim
AbEn.

Opakovani ¢asti se zachycuje pomoci exponentu. Zavorky a oddélujici ¢arky
se pro stru¢nost vynechdvaji (pokud ¢dsti nepiesahuji 9, nemuze dojit k ne-
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dorozuméni). Rozklady ¢isla 6 v tomto zapisu jsou:
6, 51, 42, 412, 3%, 321, 313, 23, 221% 21* a 15.

Pocet v8ech rozkladu ¢isla n se oznacuje p(n) a funkce p(n) se nazyva par-
titni funkci. Ptedchozi ptiklad ukazuje, ze p(6) = 11. Prvni hodnoty partitni
funkce jsou:

2 |56 |7 |8 |9 [10]11]12
E

n_[1]2]3]4]5
| 711 15[22|30]42 |56 |77

|1
p(n) [|1]2]3]

Roznésobenim nekone¢né mnoha zévorek (1 + ! + 2% + 2% +2* +--)(1 +
24ttt +at 4+ )1+ 2 + 28+ 2%+ 22+ - 1) ... dostaneme mocninnou
fadu, v niz koeficient u " je roven poctu nezapornych celociselnych feseni
rovnice

34
3195

TL:CC1+2562+3563+"' .

Tato feSeni odpovidaji vzdjemné jednoznacné rozkladum cisla n, protoze x;
je pocet ¢asti ¢ v rozkladu n. Koeficient u 2" se tedy rovnd p(n). Protoze

1+t + 2%+ 2% +... = 1/(1 — 2%), dostdvadme soucinovy tvar (klademe
p(0)=1)
S pn)a” = 11 1=
p(n)z" = .
n>0 nep L — 2"

Néazornym prostiedkem pro praci s rozklady jsou Ferrersovy diagramy.
Ferrersuv diagram rozkladu (A1, Ag, ..., Ap) I n je maticové schéma s p fadky
a A; sloupci, v némz i-ty faddek (pocitdno shora) obsahuje \; tecek a tecky v
fadcich jsou zarovnany vlevo. Napiiklad rozklady 2212 - 6, 321 - 6 a 5%2 - 17
se Ferrersovymi diagramy zaznamenaji jako

Néasledujici véta je snad prvni zndmou rozkladovou identitou. V oddilu
7.3 ji dvéma netrivialnimi zplsoby rozvineme.

Véta 213 (Euler, 1748). Kazdé n € N md tolik rozkladi na vzdjemné
ruzné ¢dsti jako rozkladiu na liché ¢dsti.



DUKAZ. Uvadime dva diikazy. Prvni pouzivd generujici funkce. Jako p,(n)
a pi(n) ozna¢ime pocty rozkladu éisla n na ruzné Casti a na liché ¢asti.
Podobné jako jsme odvodili vyjadieni generujici funkce hodnot p(n) ne-
kone¢nym soucinem, mame i

dop(m)a” = [[(+2") a 3 pn)a" = [[ ;==
n>0 n—=1 n>0 il
kde opét p,(0) = p;(0) = 1. Protoze
- 1—
"= —
1—zn’

dostdvame zkrdcenim faktori 1 — 22", Ze se oba nekone¢né souéiny rovnaji:

o] 2n o]
H(l-'-!l? ):nl;[l 1 — xn :nl;[l]__xZn—l '

n=1

V druhém dikazu sestrojime bijekci mezi rozklady obou druht. Necht
ap > as > --- > ap > 1 je rozklad n na ruzné casti. Cislo a; ma jedno-
znacné vyjadieni a; = 2%¢;, kde b; € Ny a ¢; € N je liché. Kazdou ¢ést a;
nahradime 2% ¢4stmi ¢; a vie uspoirdddme sestupné podle velikosti. Vysledny
rozklad je rozkladem n na liché casti. Naopak, méjme rozklad n na liché
casti. Jako d,,, € N, m € N liché, oznacime pocet casti m. Kazdé ¢islov € N
md jednoznacny rozklad na soucet riuznych mocnin ¢isla 2 (dany bindrnim
rozvojem v). Ozna¢me mnozinu téchto mocnin 2 jako S(v). Nyni d,, ¢asti m
v rozkladu n nahradime ¢astmi xm, kde x probihd S(d,,). Vznikne rozklad
n na ruzné ¢asti. Obé transformace jsou vzdjemné inverzni a tvoii hledanou
bijekci. Naptiklad, pro n = 185 si v ni odpovidaji rozklady

(80,40,32,12,10,5,3,2,1) a (5*7,3% 1°).
¢

Necht p(n;k) je pocet rozkladl &isla n na ¢4sti nepiesahujici k. Stejné
snadno, jako jsme nahlédli soucinové formule pro 3-,,~op(n)z", 3,50 p1(n)2"
a Y50 Pr(n)z”, vidime, ze i

. 1
D e s oy ey

n>0
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Operace konjugace Ferrersova diagramu rozkladu znamend jeho trans-
ponovani podle uhlopiicky; prosté zaménime rfadky a sloupce. Rozklady,
které se konjugaci neméni, jako tieba 521 - 10, se nazyvaji samokonjugo-
vané (viz uloha 4b). Konjugace je bijekce (dokonce involuce) mnoziny vSech
rozkladi n na sebe a prevadi pocet ¢asti na velikost nejvétsi Casti a nao-
pak. Pocet rozkladi n na nejvyse k césti se tedy také rovnd p(n; k). Obé
podminky soucasné definuji pocet p(n;k,l) rozkladi n na nejvyse [ ¢ésti,
které nepiesahuji k. Nazorné, p(n;k,l) je pocet rozkladu cisla n, jejichz
Ferrersovy diagramy se vejdou do obdélniku k x [ (vzhledem ke konjugaci
je jedno, co je délka a co sifka). Je pozoruhodné, ze i generujici polynom éisel
p(n; k,1) ma jednoduchy soucinovy tvar, uvedeme ho nésledujicim tvrzeni.
Jednd se o polynom, protoze p(n;k,l) = 0, jakmile n > kl.

Proa,b € Ny, a > b, definujeme g-binomicky koeficient (nebo téz Gaussiv
koeficient) jako raciondlni funkci

<a> _ (A=) (g

b 1-9)(1—-¢)...(1-¢")

<Z>q - B

kde pro n € N znacime (q), = (1 —¢)(1 —¢*)...(1 —¢") a (¢)o = 1. Odtud
je ziejmé, ze (afb)q = (Z)q. Z tieti ekvivalentni formy

Je jasné, ze i

<a> = L+ g+d+ g
b), M(l+q+@+-+¢ VI A+q+@+--+¢1)’

kterou dostaneme z druhé zkracenim faktoru (1 —q)?, plyne, ze (‘Z) e (‘Z)

Z rekurence odvozené v diukazu nasledujiciho tvrzeni plyne, ze (a) je vlastné
q

b
polynom stupné b(a — b), jehoz koeficienty jsou kladnd celd ¢isla. Tato ¢isla
jsou praveé pocty p(n; k,1).

Tvrzeni 214 (vyznam g-binomického koeficientu). Necht p(n;k,l) je
pocet rozkladu ¢isla n na nejvyse I ¢dsti nepresahugicich k. Pak

kl
S plnsk, 1)g" = (k ,_: l) :
n=0 q



DUKAZ. Oznacme b(k, 1)
vSechna k,l € Nj a

(’“,jl)q. Podle definic b(k,0) = 1 a b(0,1) = 1 pro

bk, 1) — b(k,1—1) = L (g gkt g g

U1k (Q)k+l—1 I, (Q)k+l—1
= 0= 0 T Weala
= ¢ -bk-1,0

Rekurence b(k,l) — b(k,l — 1) = ¢' - b(k — 1,1) urcuje b(k,l) jednoznaéné
pro vSechna k,l € Ny a ukazuje, ze b(k,l) jsou polynomy. Generujici poly-
nom ¢isel p(n; k, 1) si oznac¢ime c(k,l). Staci ukdzat, ze c(k,l) spliuje tutéz
rekurenci jako b(k,l). Okrajové podminky c(k,0) = ¢(0,1) = 1 jsou jasné z
definice. Rozdil ¢(k,l) — c(k,l — 1) je generujici polynom poctu rozklada na
prdvé | casti nepresahujicich k. Staci nalézt bijekci mezi témito rozklady cisla
n a rozklady ¢isla n — [ na nejvysSe [ ¢asti nepresahujicich £ — 1. Tato bijekce
je dana vypusténim ¢asti rovnych jedné a zmensenim ostatnich ¢asti o jednu.
Takize c(k,l) — c(k,l — 1) = ¢' - ¢(k — 1,1) a tvrzen{ je dokazano. %

a

Pro dalsi kombinatorickou interpretaci (b

6.

Cislo n € N se nazyvé pentagondini (¢i pétiihelnikové), pokud n =
(3m? — m)/2 pro vhodné m € Z\{0}. Trochu jinak Feceno, jsou to ¢isla
(3m? 4+ m)/2, kde m € N. Posloupnost pentagonélnich &fsel zacind

) adalsf g-zobecnéni viz tilohy 5 a
q

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, ...

Terminologie ma geometricky puvod. Trojihelnikovd éisla 1,3 =1+2, 6 =
1+2+3,... a c¢tvercovd ¢isla 1,4 =1+3,9 =1+ 3+5,... vzniknou z
trojuhelnikovych a ¢tvercovych schémat:

o O O
o
o O O O ©O
o o O
©] o O o O O . @) o O o O O

Pétithelnikové cisla (pfesnéji, polovina jejich posloupnosti) 1,5 = 1+4, 12 =
14+4+47,... vzniknou z podobnych pétithelnikovych schémat. Nasledujici
véta je znama jako Eulerova pentagondlni identita.
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Véta 215 (Euler, 1748). Oznacme w(m) = (3m? — m)/2. Ndsledugjici tri
tvrzend jsou vzdjemné ekvivalentni.

1.
[Ma-25=1+% ()@ £ 24Cm) = 5 (—1)megv™ |
k=1 m=1 m=—00

2. Pro nepentagondlnin € N je pocet jeho rozkladu na sudy pocet riznijch
casti tyz jako pocet rozkladi na lichy pocet ruznijch cdsti. Pro penta-
gondlni n = w(£m) presahuje proni pocet druhiy o (—1)™.

3. Pro kazdé n € N plati rekurence
p(n) = > (=)™ (p(n —w(m)) +p(n — w(—m)))
m>1
= p(n—1)+p(n—2)—p(n—>5)—p(n—7)
+p(n—12)+p(n —15) — ... |
kde klademe p(0) =1 a p(k) =0 pro k < 0.

DUKAZ. (Franklin, 1881). Nejprve ukdzeme, Ze viechny tii formulace ¥ikaji
totéz, a pak dokdzeme druhou z nich. Ze 1 < 2 je jasné z rozvoje nekonecného
soucinu v mocninnou fadu: koeficient u z" je pravé rozdil poctu rozkladu
popsanych v druhé formulaci. Ze 1 < 3 plyne z porovnéni koeficientd u z"

v identité
0

(S pma) T -am =1,

n>0 n=1
kterd je dasledkem souc¢inové formule pro Y, p(n)z™.

Necht A = (A1, Ao, ..., A) By Ay > Ay > --- > A, je rozklad n na
ruzné ¢asti. Zdakladnou Ferrersova diagramu A rozumime posledni iddek a jeho
sklonem rozumime nejdelsi souvisly tsek tecek jdouci jihozapadnim smérem
a zacinajici v posledni tecce prvniho fddku. Oznacime-li velikosti zdkladny a
sklonu z a s, mame 2 = \y a s =maxj, ze A;, \y — L,LA\1 —2,..., A\ —j+1
jsou ¢asti A. V nasledujicich diagramech jsme vyznacili sklon a zédkladnu pro
rozklady (7,6,4,3,2) F 22 a (8,7,6,4) - 25:

e 6 o o o o O e 6 o o o o o O
e o o o o O e 6 o o o o O
e o o o e o6 o o o O

e o o o O O O

o O



Z rozkladu A F n vytvorime novy rozklad p F n tak, ze v piipadé z < s
zakladnu pfesuneme na misto nového sklonu a v pripadé z > s presuneme
sklon na misto nové zdkladny. Napiiklad z A = (7,6,4,3,2) vznikne p =
(8,7,4,3) az A= (8,7,6,4) vznikne u = (7,6,5,4, 3):

e 6 o o o o O O e 6 o o o o o
e o6 o o o O O e 6 o o o o
e o o o e o6 o o o
e o o o O O O
o O O

Podivejme se na situace, kdy transformace A — p nefunguje. Prvni pfipad
nefunguje (nevznikne Ferrersuv diagram), pravé kdyz z = s = k a zékladna
a sklon se protinaji:

O e e©
o e e
O e e©

Pakn=k+(k+1)+---+(2k—1) = w(k). Druhy piipad nefunguje (vznikne
Ferrersuv diagram, ale ne s riznymi ¢dstmi), pravé kdyz s =k, z=k+1 a
zakladna a sklon se protinaji:

Pakn=(k+1)+ (k+2)+ -+ 2k =w(—k).

Transformace A — g je involuci na mnoziné rozkladu n na ruzné casti.
Meéni pocet ¢asti o 1, pro nepentagondlni n je definovana pro kazdé A a pro
n = w(xk) neni definovdna pro jediny rozklad. Tato involuce vzdy paruje
rozklad se sudym poctem ruznych ¢asti s rozkladem s lichym poctem ruznych
casti. Parita poctu casti jediného nesparovaného rozkladu pentagonalniho n
je rovna parité k. Druhé tvrzeni je dokazano. %

Nésledujici identita je zndma jako Jacobiho trisoucinovd identita (Jacobi
triple product identity), déle stru¢né JTI.

Véta 216 (Jacobi, 1829).

[Ta-2™)+a™ )1+t = 3 2™,
n=1 n=—oo



DUKAz. (Wright, 1965). Poddme kombinatoricky dikaz pomoci Ferrer-
sovych diagrami. Faktor 1 — z?" pfevedeme na druhou stranu a substituci
u =z a v = x/z zavedeme nové proménné u a v. Dostaneme ekvivalentni

tvar JTI:

o0 o o 1
H (1 + Unvn_l)(l + Un_l’Un) — Z ur(r+1)/2vr(r—1)/2 H —
n=1 — oy I —ufv

Vlevo po roznasobeni dostaneme mocninnou fadu o dvou proménnych

> a(n,m)uv™ ,

n,m>0

kde koeficient a(n, m) je roven poé¢tu rozkladu ¢isla n + m+/—1 na vzdjemné
riuzné ¢asti tvaru

a+(a—1)v=1 a (b—1)+by/—1

(a,b € N). Vpravo nekone¢ny soucin nahradime > ;o p(k)z*. Vidime, ze
potiebujeme dokazat rovnost

a(n,m)=p(k), kde n=k+7r(r+1)/2 a m=k+r(r—1)/2.

Cisla k € Ng a r € Z jsou &isly n,m € N jednoznaéné uréena. Bez Gjmy na
obecnosti lze vzit n > m (to je ekvivalentni s r > 0). Bijekci mezi rozklady
n+m+y/—1 na rizné ¢asti tvaru a+(a—1)y/—1 a (b—1)+by/—1 a obycejnymi
rozklady k popiSeme na konkrétnim piikladu n = 43 a m = 39. Pak k = 33
a r = 4. Vezmeme rozklad

k= (10,7,5,4,3% 1) F 33 .

Na Ferrersuv diagram rozkladu A - n pfilozime na prvni fddek pravouhlé
trojihelnikové schéma slozené z r novych fadka s 1,2,...,r novymi teckami.
Celkem dostaneme n tecek. Posloupnost r tecek zacinajici v prvni (a je-
diné) tecce v novém prvnim fddku a jdouci jihovychodné prodlouzime na
maximalni délku starymi teCkami. Vzniklou posloupnost tecek nazveme hra-
nici. Pro nas konkrétni rozklad x + 33 dostaneme (na obrdzku jsou nové



tecky oznaceny krouzky a hranice je oznacCena asterixy):

® 6 6 ¢ ¢ ¢ ¢ O O O ¥
® 6 ¢ ¢ ¢ ¢ O O x
® 6 6 ¢ & & O x
e 0 & o x

Cést diagramu lezici nad hranici a étend po Fadcich d4va hodnoty ¢isel b— 1
(mtize byt i b— 1 = 0). V nasem pifkladu b — 1 = 5, 1. Cast diagramu lezic{
na hranici a pod ni a ¢tend po sloupcich dava hodnoty a. V nasem ptikladu
a = 11,9,8,5,3,1. Obé posloupnosti jsou klesajici. Je evidentni, Ze soucet
vSech hodnot a a b — 1 je n. Protoze hodnot a je o r vice nez hodnot b, je
soudet viech hodnot @ — 1 a b roven n — 7 = m. Séitance a + (a — 1)v/—1 a
(b — 1) + bv/—1 tvoii rozklad n + m+/—1 na rizné ¢asti. V nasem piikladu

43439y —1 = (114+10v/—=1) + (9 +8V—1) + (8 + 7Tv/—1) + (5 + 4v/—-1)
+(B342V/-1) +1+(5+6vV-1)+(1+2v-1).

Popsana korespondence je hledanou bijekeci. &

Jiny dukaz JTI je popsdn v tloze 7.

Nésledujici identity, zejména vyjadieni soucint [],,~;(1—2")" pror = 3,6
a 10 sumami (pro » = 1 viz 1 véty 215), budeme potiebovat k ditkaziim
Ramanujanovych kongruenci pro hodnoty partitni funkce, k dikazim Jaco-
biho ¢tvercovych identit v nasledujicim oddilu a konecné k dukazu Rogers—
Ramanujanovych identit v oddilu 7.3.

Tvrzeni 217 (dusledek JTI).

X1 —a" ad n_n2
Hl—l—a:"_ 2 (=1

n=1 n=-—00

10



DUKAZ. Souéin vlevo mirné upravime na

0o (1 _ $2n—1)(1 _ $2n)

[o.0)
11 1+an = M- -2

n=1 n=1
— H 2n 1 xQn—l)(l _ xQn)
n=1
a pouzijeme JTI se z = —1. &
Tvrzeni 218 (dusledek JTT).
H (1 _ :l?5n)(]. _ :l?5n_2)(1 _ 335"_3) — Z (_1)nxn(5n+1)/2
n=1 n=—oo
H (1 _ $5n)(1 . $5n—1)(1 . .’135n_4) — Z (_1)nxn(5n+3)/2
n=1 n=—oo

DUKAzZ. V JTI provedeme substituci ¢ — z* a z — —2! a dostaneme

(1 _ :Uan)(]. B kan—k—l)(l . x2kn—k+l) _ Z (_1)nxkn2+ln )

n=—oo

=

N4

volbuk—5/2,l—1/2ak—5/2,l_3/2. &

Lemma 219.

(z . z—l) ﬁ(l . .’Iin)(l o anQ)(l o .’an_2) — i (_l)nxn(n—i—l)/zzzn—i—l )

n=1 n=-—00

DUKAzZ. Tato identita plyne z JTI (véta 216) postupnymi substitucemi z

—22% a 2% — x a vyndsobenim z. O

Tvrzeni 220 (tfeti mocnina).

[T -2 =S (~-1)"(2n + 1)z"D/2
n=1 n=0

11



DUKAZ. Identitu v piedchozim lemmatu zderivujeme podle z, polozime z = 1
a vysledek vydélime dvéma. Derivaci nekone¢ného soucinu nemusime pocitat,
protoze ma vysledné beztak nulovy koeficient. %

Tvrzeni 221 (Sesta mocnina).
(o0} 1 (o0}

[[a-2"" = 5 ¥ ((2r 4+ 1)% — (25)2)a" +" 4

n=1 r,§=—00

DUKAZ. Identitu tvrzeni 220 piepiseme pro sumaci pies Z a umocnime na
druhou. Dostaneme

ﬁ(l — "0 =

Hkll—‘

Z m-l—n 2m+ 1)(2n+ 1) (m24+n2+m+n)/2

Sumu vpravo rozdélime na dvé podle parity m + n. Pro sudé m + n polozime
r=(m+mn)/2as=(m—n)/2apro liché m+n polozime r = (m—n—1)/2
as=(m-+n+1)/2. Snadno se ovéii, ze v prvnim piipadé (2m + 1)(2n +
1) =2r+12—-2s)2am?+n*+m+n=2r*+s>+r)av druhém
—2m+1)2n+1)=2r+1)2—-2s5)2am?+n2+m+n=20r>+s>+r).
Sudé a lichd suma po piechodu k 7 a s splynou, ¢imz dostavame dokazovanou
identitu. &

Tvrzeni 222 (desdtd mocnina podle Winquista).

H(l—x")w

n=1

X X 3t+1)(3t+2)—35(37+1
IR ETLERIRSUCAL LA EIUE
=0 j=—o0

kde k = k(i,j) = 3i(i +1)/2 + (3 + 1)/2.

DUKAZ. Dokazovand identita je specializaci obecnéjsi veleidentity

f[l(l —az" V(1 —at2™)(1 —bz" N (1 — b 2™)(1 — ab t2" )
(1- a_lba:“)( - abx”_l)(l —a o ta")(1 — 2™)?

[ee)

Z Z ]+z< . b3j+1)(a—3i . a3i+3)

j=—0o0i=0

n (b3i+2 _ b—3i—1)(a—3j+1 _ a3j+2)>xj(3j+1)/2+i(3i+1)/2

12



Dokazme ji. Desetic¢lenny soucin vlevo si oznacime F(a, b, ). Snadno se ovéii,
ze

F(az,b,x) = —F(a,b,z)-a™® a F(a',b,z) = —F(a,b,z)-a>.

Necht [a"]F pro r € Z oznacuje koeficient u a” v rozndsobeném soucinu F'.
Podle prvni rovnice mame pro kazdé k € Ny

[ar+3k]F — (_1)Icx(r+3k—3)+(r+3k—6)+~~+r[ar]F _ (_1>kxkr+3k(k—1)/2[ar]F )

Podle druhé médme [a®"]F = —[a"]F. Polozime-lir = 0 a r = 2 a ozna¢ime-li
[a°]F = Ay(b,z) a [a']F = A;(b, z), dostdvadme

F(a,b,z) = i a3 a3i+3)x3i(i+1)/2
=0
+ A; (b, x) i (_1)j(a—3j+1 _ a3j+2)xj(3j+1)/2
j=—00

Pro dikaz veleidentity staci nalézt Ay a Aj.
Substituce z — 2% a a — = d4va na levé strané posledni rovnosti

F(z,b,2*) = J[@—-2*) - J[Q—2")(1 —bz""")(1—b"a")
n=1

n=1

(1— 2 i i i/

n=1 i=0

I
’,:18

pri¢emz posledni uprava, podobnd lemmatu 219, plyne z JTT (substituci z —
22 a b+ —bzx). Vpravo dostaneme

o(b, & i PHIGID/2  (3i2)(3i43)/2)

+ z A (b, :133) i (_1)]‘(3:31'(3]‘—1)/2 _ w(3j+2)(3]‘+1)/2) '

j=—00

Neni tézké se presvédcit, ze obé sumy se rovnaji sumé

1+i(_1)i(x3i(3i—1)/2+x3i(3i+1)/2) _ i (—1)ig¥E-D/2
i=1 j=—00

13



kterd se ovsem podle 1 véty 215 rovnd IJ,;(1 — 23"). Zkrdcenim tohoto
spolecného faktoru dostaneme rovnost

ST(=1)ib = b2 D2 = Ay (b, 2®) + 2 Ay (b, 2%) .
i=0

Nyni uz porovnani koeficientii u mocnin z na obou stranach dava

Ag(b,z) = i (_1)j(b—3j _ b3j+1)xj(37+1)/2
j=—o0

Ai(byz) = Z(_l)i(b3i+2 _ b—3z’—1)x3i(i+1)/2 ,
=0

¢imz je veleidentita dokazéana.
V F(a,b,x) mame faktor 1 —b a b =1 je jednoduchou nulou obou stran.
Veleidentitu zderivujeme podle b a polozime b = 1. Dostaneme

H (1 . a:l?n_l)3(1 . a_lx")?’(l . :l?n)4
n=1
= i (_1)J’(6j + 1)$j(3j+1)/2 i(—l)i(a‘?’i _ a3i+3)x3z’(i+1)/2
_ 3%(_1)%22 + 1)$3i(i+1)/2 i (_l)j(a—?)j-l-l _ a3j+2)xj(3j+1)/2 )
120 j:—oo

Nyni je a = 1 trojnasobnou nulou obou stran. Posledni identitu tfikrat zderi-
vujeme podle a a polozime a = 1. Dostaneme dokazovanou identitu. %

Pfipomindme, ze pro mocninnou fadu f oznacuje [2"]f koeficient u z".
Pro dvé mocninné fady f,g € Z[[z]] a m € N znaceni f = g mod m zna-
mend, ze [z"]f = [¢"]g mod m pro kazdé n € Ny.

Lemma 223. Pro kazZdé prvocislo p plati kongruence mezi mocninnymi

Tadamsi
1 1 d
(1 — x)P = 1 —p mo D .

DUKAZ. Podle binomické véty (1—x)? = 1— 2P — h(z), kde h(z) m4 viechny
koeficienty délitelné p. Tedy 1/(1—z)P = 1+ (2P +h(z))+ (2P +h(z))?+--- =
1+ 2P + 2% + -+ mod p. %

14



Véta 224 (Ramanujan, 1919). Pro kazdé m € Ny plati kongruence

p(bm+4) = 0 mod 5
p(Tm +5) 0 mod 7
p(1lm+6) = 0mod 11 .

DUKAZ. 1. Dokdzeme kongruenci p(5m + 4) = 0 mod 5. Podle 1 véty 215 a
tvrzeni 220 mame

e [JA-2")t=zJ[1-2") - J](Q - 2") ZZ )7+ (2s + 1)z*
n=1 n=1 n=1 r=—00 s=0

kde k = k(r,s) =1+7(3r+1)/2+ s(s+ 1)/2. Protoze
8k=8k—10r" —5=2(r+1)*+(2s+1)*mod 5,

z k =0 mod 5 plyne 2(r +1)2+ (25 + 1)2 = 0 mod 5. Ctverce modulo 5 jsou
0 a +1, a tak £k = 0 mod 5 implikuje 2s + 1 = 0 mod 5. Tedy

[°™] z ﬁ (1—2")*=0mod 5

n=1

pro kazdé m € Ny. Podle lemmatu 223

L s+ 02% 4. = 1mod 5
(1—2an)> N
pro kazdé n € Ny, a tak
[e'e} 5n
[:csm]:cH (1—2") H = =0mod 5
n—l
pro kazdé m € Ny. Tudiz
p(5m+4) = [°™F°
( | ]<1—a:>( >(1 ).
H (142 + 21 ..
n=1
= 0 mod 5 .

15



2. Dokézeme kongruenci p(7m + 5) = 0 mod 7. Umocnénim identity tvr-
zeni 220 na druhou mame

z? lo_j[l(l — )b = io(—l)”’s(% +1)(2s + 1)z*

kde k = k(r,s) =2+ r(r+1)/2+ s(s+ 1)/2. Protoze
E=2+r(r+1)/2+s(s+1)/2=2r+1)>+ (2s+1)> mod 7 ,

k = 0 mod 7 implikuje (2r + 1) + (25 + 1)2 = 0 mod 7. To implikuje 2r + 1
i 2s+ 1 délitelné 7, protoze ctverce modulo 7 jsou 0,1,2 a —3. Tedy

[z 2* JT] (1 — 2™)° = 0 mod 7

n=1

pro kazdé m € Ny. Déle dikaz postupuje analogicky modulu 5.
3. (Winquist, 1969). Dokdzeme kongruenci p(11m + 6) = 0 mod 11.
Podle tvrzeni 222

5

T (1 - xn)lO

—8

Il
—_

n

(3r+1)(3r+2) —3s(3s+ 1) 2k
2 M

I
||M8

Z 1)"*(2r +1)(6s + 1)

kde k = k(r,s) = 3r(r+1)/2+ s(3s+1)/2 + 5. Protoze
E=3r(r+1)/24+5(3s4+1)/2+5=2(5(2r +1)* + 3(6s + 1)*) mod 11,
k = 0 mod 11 implikuje 5(2r + 1)? + 3(6s + 1) = 0 mod 11. Zbytky 5z? i

322 modulo 11 jsou 0,1, —2,3,4 a 5, a tak k¥ = 0 mod 11 implikuje 2r + 1 i
6s + 1 délitelné 11. Tedy

[z 2® JT (1 — 2™)" = 0 mod 11
n=1
pro kazdé m € Ny. Déle dukaz postupuje analogicky modulu 5. O
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7.2 Soucty dvou a ¢tyr ¢tvercu

Pro g € N a n € Ny definujeme r,(n) jako pocet celociselnych feseni x; € Z
rovnice
x%+x§+---+x§:n.

Aritmetickd funkce r, : Ng — Ny tedy udavad pocet vyjadieni ¢isla n jako
souctu g ¢tvercu, pricemz vyjadreni lisici se znaménky nebo pofadim bereme
jako ruznd. Ve vétach 225 a 226 odvodime pfesné formule pro hodnoty r3(n)
a rq(n).

Véta 225 (Gauss, 1801; Jacobi, 1829). Necht d;(n) je pocet téch
délitelu d ¢islam € N, Ze d =i mod 4. Pak pro kazdé n € N plati

ro(n) = 4(dy(n) — dz(n)) .

DUKAzZ. (Hirschhorn, 1985). Pravou stranu identity lemmatu 219
rozdélime podle parity n na dvé sumy a ty nahradime souciny podle JTI

(x— 2% a 2 2F124):

Z x(2n2+n)z4n+1 _ Z x(2n2_n)z4n_1 =z H Pn(]_,?)) — Z_l H Pn(3) 1)
n=1

n=-—00 n=-—00 n=1

kde P,(a,b) = (1 — z*)(1 + 2" 92%)(1 + 2% ~°2~1). Posledni rozdil zderi-
vujeme podle z, polozime z = 1, vysledek vydélime dvéma a po upravach
dostaneme

() x4n—3 x4n—1
1-4 —
e (145 (1w - i)
kde Q, = (1 —z*)(1+2*3)(1+24"1); nekonecné souciny jsme zderivovali
podle pravidla ([T,>1un) = ([Ty>1Un) - Tns1 o> Na levé strané identity

lemmatu 219 dostaneme (jak uz vime z tvrzeni 220) [In>1(1 — 2™). Celkem
mame rovnost

00 w4n—3 :C4n—1
nl;[ll—x HQ“( 4Z<1+x4"3_1+x4" 1))

n>1

17



Tu vydélime identitou

(14 2™)(1 — 2*)

—8

101(1 + 22 (1 —-2") =

3
Il
—

(142> (1 + 22)(1 — )

Il
—8

3
Il
—

(1 4 x2"_1)(1 - x4n)

Il
—8

3
Il
—

I
—8
O
N

3
Il
—

a dostaneme
4n—1

e8] — " 2 x4n—3 T
U () 1 E (s )
S \1+zn S\l 4gin=3 14 gin-l

Podle tvrzeni 217 mame

[e'e) 9 2 x4n—3 :C4n—1
(nzz_oo(—l)”x” ) B 1_47;<1+a:4"—3 a 1+ZL‘4"_1)
Substituce x — —x dava
0 ) n—3 x4n—1
(nzz_oox"> _1+4,§1< — xin— 3_1—334”_1)

Pro r € Ny je koeficient u z" vlevo ro(r). Koeficient u 2", r > 1, vpravo je
4(dy(r) — ds(r)), protoze koeficient u " v

an—|—b

Z W Z wm(an-l—b

n>1 n,m>1

je pocet délitelu d ¢isla r tvaru d = an + b, n € N. Tim je identita ro(n) =
4(dy(n) — d3(n)) dokazéna. O

Bezprostiednim dusledkem piredchozi véty je, ze pro kazdé prvocislo p =
1 mod 4 méme r5(p) = 4(d1(p) — ds(p)) = 8 > 0. Jinym zptsobem jsme tak
dokazali vétu 20 z 2. kapitoly. Navic vidime, ze pii ignorovani znamének a
poradi je vyjadieni prvocisla p souctem dvou ¢tvercu jednoznacné.
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Véta 226 (Jacobi, 1829). Pro kazdé n € N plati

n)=8Y"d,

d\n
kde ¢arka oznacuje vynechdni déliteli, které jsou ndsobky ctyr.

DUKAZ. (Hirschhorn, 1987). Sumu na pravé strané identity tvrzeni 221

rozdélime na

( O Z (2r +1)%" " — i a i (23)%52)

r=—00 §=—00

(; x““?1+4x_> S S et 4:13— T o )

§=—00 r=—0o0 r=—0o0 §=—00

a viechny ¢tyfi sumy nahradime souciny podle JTI (z — 1 a z — x):

%( loj(l + x2n—1)2(1 _ x2n) . (1 + 4‘%%)2}1(1 + x2n)2(1 _ $2n)

n=1
—2J[@+2>)*(1 -2 ~4xdi I+ (1 - x2")) :
n=1 n=1

"= (HnZI Up) -

Nekonecné souciny zderivujeme podle pravidla (IT,>1 un)

I

Zn>1 . a po upravach obdrzime identitu

(2n — 1)z?~1  2pg? ))

g(l_xn)6 = HQ“(1_82< 1+ g2n-1 _1+$2n

n>1

= (1+ 2 1)2(1 + 22")2(1 — 2°™)%. Obé strany vydélime identitou

kde @
ﬁ L+a2")* (1 —2")* = ﬁ(1+x")2(1—x2")2

n=1 n=1

n=1

a dostaneme

[ (55) 1o (-
S \1+an) 1+ 201 1+ a2

n=1 >




Podle tvrzeni 217 mame

> (2n — 1)z ! 2nan )

(Z (_1)%”2)4:1_82( 14+a21 1+ g2n

n=—00 n>1

Substituci  — —x se zbavime faktoru (—1)" vlevo a pravd strana piejde na

(2n — 1)z*~1  2pa?
182 ( 1— g2t i 1—|—x2">

n>1
(2n — 1)a®1  2pa?n ) ( 2nx?" 2nx®" )
=1+8 -8 _
* ,;( 1— g2n-1 +1—:L‘2" 7; 1—22 14 22
na" 4ngin
=1+8) -8)" :
s l—an el xin

Takze

o0

4 n
n2 . , nx
(Z ¢ ) _1+82 1—an’

n=-—00 n>1

kde ¢arka oznacuje vynechani n délitelnych ¢tyfmi. Pro » € Ny je koeficient
u z" vlevo r4(r). Koeficient u 2", r > 1, vpravo je 8 ij\r d, protoze

Z/ nz" _ Zlnaznm‘

_ pen
e Sl nm>1

Tim je véta dokdzéana. &

Kazdé n € N ma alespon jednoho délitele, ktery neni nasobkem Ctyft, totiz
¢islo 1. Posledni véta tak ddva ry(n) > 8 > 0 pro kazdé n € N. Dostdvame
tfeti dukaz véty 55 z 3. kapitoly.

7.3 Dalsi rozkladové identity

Véta 227 (Rogers, 1894; Ramanujan, 1916; Schur, 1917). Plat{
ndsledugjici identity.

2

0o 1 M
nl;ll (1 — x5n=1)(1 — gon—4) go (1—z)(1—2a2)...(1—zm)
00 1 wm(m—f—l)

nl;[l (1 _ :c5"—2)(1 _ xSn—3) - n;(] (1 _ :L‘)(l _ xz) o (1 — :cm) .
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Prong identita pravi, Ze pocet rozkladi ¢isla n na édsti kongruentni 1 nebo 4
modulo 5 je tyZ jako pocet rozkladu na ¢dsti lisici se vzdjemné alespon o 2.
Druhd identita pravi, Ze pocet rozkladu c¢isla n na édsti kongruentni 2 nebo 3
modulo 5 je tyz jako pocet rozkladi na édsti vétsi neZ 1 a lisici se vzdjemné
alesporni o 2.

Koeficient u 2™ na levé strané prvni identity je zjevné roven poctu rozkladu
n na Casti = 1,4 mod 5. Koeficient u 2™ na pravé strané je roven poctu
celociselnych feseni rovnice

m>+xy + 204+ maryp=n m,x; >0,
ktera je ekvivalentni rovnici
(I4+zp)+B+zpg+an)+--+((Cm—-1)+z1+22+ -+ 2p) =n.

Scitance vlevo davaji presné vSechny rozklady n na ¢asti s rozdily alespon
2. Podobné odvodime rozkladové vyjadieni druhé identity pomoci rozvoje
m(m—+1)=2+4+ .-+ 2m. Zbyva vsak obé identity dokézat.

DUKAZ VETY 227. Polozime Py =1apror € N
Pr = ﬁ = a Qr r lo_o[
s=1 1- x? =

Dale necht A\(r) = r(5r +1)/2. Pro m = 0, 1,2 polozime

1—aa:3'

Hm — Hm(a) — Z(_l)ra%x)\(r)—mr(l - amx2mr)PrQr )

Nasim cilem je rozvinout H; a Hs do mocninné fady v a. Protoze
(]- - axr)Qr - Qr—l—l ) (]- - xr)Pr - Pr—l

o

Hm_ m—1 :Z( 1)r 2r )\ CmrPQra

r=0
kde
Cor = a™ 12" V(1 —az") + 2™ (1 —a") ,
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mame

Hm . Hm—l — Z(_1)raZH—m—l:l:,)\(7’)—|—7’('m—1)-PrCQH_1
r=0
+ Z(_l)rGer)\(r)—mr r—lQr )
r=1

Ve druhé sumé r nahradime r» +1 a dostaneme

[e.e]

Hm - Hm—l — Z(_l)rDmrPrQr—H )

r=0

kde
D,y = a2r+m—1x>\(r)+r(m—1)(1 _ a3—mx(2r+1)(3—m)) '

S pouzitim operatoru nf(a) = f(ax) méme nQ, = Q,,1 a
D,,. = am—1n<a2rx>\(r)—r(3—m)(1 _ a3—mx2r(3—m))> ’
a tak
Hp —Hp o = am_l'f]H;g_m .

Polozime-li v posledni identité m = 1,2 a vyuzijeme-li Hy, = 0, mame
Hy =nH; a
H, = H, + anH, = nH, + an*H, .

Pro hledany rozvoj Hy = Y,5qcsa® (cg = 1) posledni transformace dava
rovnici

Z c,a’ = Z csx’a’ + Z csr?attt

s>0 s>0 s>0
Porovndnim koeficientu u a® dostdvame

25—2 2H4++2(s—1
1 a ¢, = A e z (1) — g*6-Vp
1—2z 1— a8 (1-—2z)(1—2%)...(1—2%)

C1 =

Dostali jsme rozvoj
Hy(a) =Y a*z* VP, .

s>0
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Takze Hs(z) je suma na pravé strané prvni dokazované identity. Z druhé

strany, v definici Hy(a) polozime a = z a dostaneme (P, = P, - Q,(x))
Hy(z) = Po- Y (=1)72*0)(1 — g2@r+D)
r>0
= Poo.<z M) £ 3 (—1)rgAr-D20r- 1)))
r>0 r>1
= P.- (1 +3 (- r(5r+1)/2 | (51— 1)/2)) .

r>1

Pomoci tvrzeni 218 dostavame

Hy(x) = Py [[(1— 2™ 2)(1— 2" 9)(1 2™

(1 _ .%‘5"_1)(1 _ .%‘5"_4) '

Tim je prvni identita dokazana.
Hi(x) je suma na pravé strané druhé dokazované identity, protoze (podle
transformace 1 a hofejstho rozvoje Hs(a))

Hi(a) = nHy(a) = Ha(ax) Zasxs P, .

s>0

V definici Hy(a) nyni polozime a = z a dukaz dokon¢ime pomoci tvrzeni 218
stejnym zpusobem. &

Ve zbytku tohoto oddilu dvéma zpusoby rozvineme “praméati” rozkla-
dovych identit z véty 213. Nejprve uvedeme jedno jeji pozoruhodné
zjemnéni. Divdcky rozklad (lecture hall partition) délky k& € N je rozklad
(A1, A2, ..., Ax), jehoz €asti se mohou rovnat i nule a spliiuji nerovnosti

Proc¢ zrovna “divacky”? Maji-li sedacky na stupnich amfitedtru postaveného
v prvnim kvadrantu roviny soufadnice (1, Ax), (2, A1), .-, (k, A1), Ai € Ny,
je z kazdé z nich vidét do pocatku, pravé kdyz (Ai, As, ..., Ag) tvoii divacky
rozklad.
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Véta 228 (Bousquet-Mélou a Eriksson, 1997). Necht k € N. Kazdé
neN mciv tolik divackijch rozkladu délky k jako rozkladu na liché édsti mensgi
neZ 2k. Receno gemerujicimi funkcemi, oznacuje-li L mnoZinu divdckiych
rozkladu délky k,
A 1
T o - .
(1—2z)(1—a%)(1—2%)...(1—a2*1)

AEL,

Napftiklad ¢islo 10 ma sedm divackych rozklada délky 3,
(10,0,0), (9,1,0), (8,2,0), (7,3,0), (6,4,0), (7,2,1) a (6,3,1),

a rovnéz sedm rozkladu na liché ¢asti mensi nez 6,
5%, 5317, 51°, 3%1, 3%1* 317 a 1'0.

Pro kazdy rozklad A = (A1, Ag,..., \;) s ruznymi ¢dstmi existuje k, k > r,
tak, ze (A1, A2,..., A, 0,0,...,0) (na konci je k — r nul) je divacky rozklad
délky k. Pro pevné n tak z véty 228 sumaci ptes vSechna k plyne, ze n mé tolik
rozkladl na razné césti jako rozkladi na liché casti. Véta 228 predstavuje
zjemnéni (¢i snad “zkonecnéni”) véty 213.

Namisto véty 228 dokazeme o néco obecnéjsi a jemnéjsi vysledek. Pro
¢islo m € N, m > 2, definujeme posloupnost a(m) = (ag, ay, as, . ..) jako
ayp =0, a; =1 a pro i > 2 rekurenci

a; = ma;—1 — Gj—2 .
Napftiklad a(2) = (0,1,2,3,4,...).

Lemma 229. Necht m € N a a(m) = (ag, a1, as,...). Pak pro kazdé i > 1
av € Ng plati
lai—l'UJ n [%‘HU-‘ —
a; a;

DUKAZ. Proi = 1 to plati a pro i > 2 podle definice posloupnosti a(m) méame
la;_1v/a;| + [ai1v/a;] = |a;_1v/a;| + [mv —a;_1v/a;] = |ai_1v/a;] +mo+
[—a;_1v/a;] = mo. ¢

Pro rozklad A = (A(, Ay, ...) (nulové ¢asti jsou povoleny) polozime N =
(A, A3, A5, .. .) @ A® = (Ag, Ag, Ag, - . .). Prom > 2 jako L ozna¢ime mnozinu
vSech rozkladl s k nezdpornymi castmi A;, které pro 1 < i < k spliuji

Ar—i+1
Ai > A1 s
A—;
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pficemz a; jsou ¢leny posloupnosti a(m). Patrné L2 = Ly, kde L je mnoZina
divackych rozkladu délky k. Véta 228 je specidlnim piipadem m =2 az =y
nésledujiciho tvrzeni. (Pro jeho dalsi pouziti viz tloha 12.)

Tvrzeni 230 (zobecnéni a zjemnéni véty 228). Necht m > 2 a k > 1
jsou celd ¢isla a a(m) = (ag, ay,as,...). Pak

S oIy = ﬁ 1
1

— pGigai—1
AeLm =1 L T Ty
DUKAZ. Pro k € N oznacime

Gz, y) = Y syl

AeL
Patrné G*(z,y) = 1/(1 — z). Pro k > 1 dokdzememe rekurenci

G (z™y, ")

Zl-l-].(a:’ y) = 1 —r

Odtud a z definice ¢isel a; uz indukci podle k plyne dokazovany soucinovy
tvar.
Pro i € Ny definujeme

Zz,i = {)\ S LG : )\1 - [ak)\z/ak_ﬂ = Z} .

Patrné U;>o Ly; = Lj'. ZmensSeni prvni ¢dsti o ¢ dava bijekci mezi Ly, a
L7, kterd zmensuje [A'| o i a nemén{ |A*|. Pro ditkaz rekurence proto stacf
sestrojit takovou bijekci ¢ : L — Ly, 4, A — 7, ze vady plati [y*| = [A] a
|¥Y| = m|A!| — |X*|. Zobrazeni ¢ definujeme piedpisem (1 <i <k +1)

[agt1A1/ak] pokud i =1
) A pokud ¢ je sudé
v [@k—2j 112511/ ar—2;]
+[ak+1_2j)\2j_1/ak+2_2jj - )\2]‘ pokud 1= 2] +1 Z 3.

Z definice a ptechoztho lemmatu plyne, 7e |y°| a |y!| z4visi na |\*| a |\!| tak,
jak je pozadovéno. Ukazeme, ze v € L}, ,. Nerovnost v; > [aﬁa';:#] je
pro ¢ = 1 podle definice splnéna s rovnosti. Protoze Ay; > =2 )y, mame

ap—25
G41-2jA2j417  y i .
[—#_2]_ ] — A2 <0 a podle definice ys;41

VYoj+1 S ak—2j+1)\2j—1/ak+2—2j = ak—2j+1’72j/ak+2—2j )
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> > > ‘ C 9 > Ap42-2;A2;
z ¢ehoz plyne pozadovand nerovnost pro ¢ = 2j. Protoze Agj_ > =227

Ak+1-—25
‘ Af41-2jA25—1 | ] . ]
mame L—f—ak+2_2j | = A2 > 0 a podle definice ys;41

Y2j4+1 = ak—2j+1)\2j+1/ak—2j = ak—2j+1’72j+2/ak—2j )

coz je pozadovand nerovnost pro i = 2j + 1. Tedy #(A) € LT ;. Inverzni
zobrazeni ¢ : L7, o — Li*, v + A, definujeme ptedpisem (1 <i < k)

Vit1 pokud ¢ je liché
Ai =S [ar—gjp172j42/ 0k—25]
+|@rt1-2j72j/Ahr2-2i] — V2j41  pokud i =2j .

Podobnym zptsobem jako pted chvili ovéiime, ze ¥(vy) € L. Necht \ € L™,
d(A) = v a () = p. Podle definice ¢ a 1 mame poji1 = Y242 = Agji1 @

. — [k—2j+172j+2 Ak+1-25725 | . — ap—2j+1A254+1 ap+1-2jA25—1 o
H2j [ ag_2; ] L 22 J _72“'1 [ ap—2; ] _ L Ok+2-2; J
Y2j+1 = Agj. Zobrazeni 1o ¢ je identické. Podobné se ukdze identi¢nost ¢ o).
Takze ¢ je bijekce. &

Druhé zobecnéni véty 213 predstavuje véta 232, kterd ji obsahuje jako
jeden z mnoha specidlnich pifpadii. Nejprve dokdzeme princip involuce. Necht
A= AT UA" jerozklad mnoziny A. Rekneme, ze zobrazeni o : A — A méni
znaménko, kdyz pro a € A, a # a(a), mdme a € AT <= afa) € A~ a pro
a€ A a=ala), mdme a € AT. Necht f: A — B a B = Bt UB™ je téz
rozklad. Rekneme, 7e zobrazeni f zachovdvd znaménko, kdyz f(AT) c Bt
a f(A7) C B~. Pro a : A — A symbolem F, ozna¢ime mnozinu pevnych
bodu a:

Fo,={a€ A: a(a) =a}.

Tvrzeni 231 (princip involuce). Nechf A a B jsou koneéné mmoziny,
A=AYUA a B = B"UB"™ jsou rozklady, « : A - Aaf : B — B
jsou znaménko ménici bijekce a f : A — B je znaménko zachovdvajici bi-
jekce. Potom |F,| = |Fp|.

DUKAZ. Z vlastnosti a a 8 plyne, ze |A~|+|F,| = |AT| a |B~|+|Fs| = |BT|.
Z vlastnosti f plyne, ze |A~| = |B~| a |At| = |BT|. Tedy |F,| = |F3|. %

Zobrazeni « a 3 jsou podle predpokladu takové permutace mnozin A a B,

které kromé pevnych bodu nemaji zddné cykly liché délky. Tvrzeni svij ndzev
dostalo proto, ze v konkrétnich aplikacich jsou « a [ obvykle involuce —
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permutace s cykly délek pouze 1 a 2. Rozklad A = AT U A~ se casto definuje
ziejmym zpusobem pomoci znaménkové funkce s : A — {41, —1}. Bijekci
mezi F,, a Fj lze konkrétné definovat z bijekci o, 8 a f, viz tloha 13.

MultimnoZina je dvojice A = (A',v) = (A',v4), kde A’ je mnozina
av: A — Njp je zobrazeni urcujici ndsobnosti prvku A'. A si muzeme
predstavovat jako seznam, v némz nezdlezi na poradi a opakovani prvku
je dovoleno. Pottebujeme-li hodnotu v4(z) pro néjaky prvek x ¢ A’ do-
definujeme ji jako 0. A je konecnd, je-li A’ koneénd. Pro konec¢nou mul-
tipodmnozinu N, to jest pro A = (A',v) s konetnou A’ C N, definu-
jeme ||Al| = Yseav(a)a. A je pak rozkladem éisla ||A||. A = (4 v4)
a B = (B',vg) budte dvé multimnoziny. Relace A C B znamend, Ze
va(a) < vg(a) pro viechny a € A'. (Nemusi platit, ze A’ C B’, ovem
nutné va(z) = 0 pro vechny =z € A'"\B'.) Sjednoceni A a B definujeme
jako AUB = (A'"U B',v), kde v(z) = max(va(x),vg(z)). Podobné definu-
jeme sjednoceni kone¢né mnoha multimnozin. Rozdil A a B definujeme jako
A—B=({x e A : valz) > vp(x)},v), kde v(z) = va(z) — vp(z). Soucet
A a B definujeme jako A+ B = (A" U B',v), kde v(z) = va(z) + vp(x).

Ciselny rozklad A = (1%,...,2%,1%)  n chipeme jako multimnozinu
({1,2,...,1},v) s v(i) = a;. Patrné ||A]| = |A| = n. Necht A = (Ai)i>1 =
((AL,v4;))i>1 je posloupnost kone¢nych multipodmnozin N a n je pfirozené
¢islo. Definujeme

P,(A)={AFn: A; ¢ X pro Vi} a p(n,A) =|P,(A)|.

Muzeme piedpoklddat, ze A je prosta posloupnost, protoze opakovani jejich
¢lentt nemé na P, (A) vliv.

Véta 232 (Cohen, 1981; Remmel, 1982). A = (4;)i>1 a B = (B;)i>1
bud'te takové dvé prosté posloupnosti konecénijch multipodmnozin N, Ze pro
kazdou konecénou podmnozZinu S C N plati

|Ua]=]Us
i€S i€S

Potom pro kazdé ¢islo n € N plati p(n, A) = p(n, B).

DUKAZ. Pro rozklad A polozime Sy(A\) ={i € N: A; C A\} a Sz(\) ={i €
N : B; C A\}. Obé mnoziny jsou kone¢né. Pro pevné n € N uvdzime konecné
mnoziny

A={(\,S): AFn&SCSaN)} a B={(\S): AFrn&ScC Ss(\)}.
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A a Brozlozime na dvé ¢asti znaménkovou funkei (A, S) — (—1)I5. Zobrazeni
a: A — A definujeme jako (A, 0) — (A, 0) pro Sa(A) =0 a jako

L S\(a}) ... a €S
(A’S)H{(A,Su{m}) g S

pro S4(A) # 0, kde ay = maxS4()). Zobrazeni § : B — B definujeme zcela
analogicky. Zobrazeni « a  jsou zfejmé involuce na A, respektive na B, a
jejich mnoziny pevnych bodu jsou

Fu={(\0): Sa(\) =0} a Fy={(10): Ss(\)=0}.

Je zfejmé, ze av a B méni znaménko. Vsimnéme si, ze |F,| = p(n,.A) a |Fs| =

p(n, B).
Zobrazeni f : A — B definujeme predpisem

(A, S) = (A = Uies Ai) +Uses By, S) .

Podle definic mnozin A a B a operaci s multimnozinami a podle predpokladu
oAaBjepro A\Fni(A—Ucg Ai)+Uses Bi F n ajednd se vskutku o zobra-
zeni z A do B. Navic to je bijekce, protoze (A, S) — (A—U,ecs Bi)+Uics Ai, S)
je inverzni zobrazeni. Z definice f plyne, ze f zachovavd znaménko. Podle
pfedchoziho tvrzeni méme |F,| = |Fj| a véta je dokdzana. &

Piedpoklad piedchozi véty o A a B je ziejmé splnén, pokud obé posloupnosti
jsou disjunktni (4 N A} = 0 a B; N B} = () pro kazdé i # j) a ||As]] = || Bl
pro kazdé ¢ € N. Pak fekneme, ze predpoklad véty je disjunktné splnén.

7 nepieberného mnozstvi identit, které se z véty daji odvodit, vybirame
ctyti priklady.

Tvrzeni 233 (zakdzané ¢tverce). Kazdé n € N md tolik rozkladi na
éasti, mezi nimiz neni cétverec, jako rozkladi, v michZ je kazZdd cdst k € N
pouzita méné neZ k krdt.

DUKAZ. Specialni piipad véty 232 pro posloupnosti

A= ({1}, {4},{9},...) a B=({1},{2,2},{3,3,3},...) .

Predpoklad véty je ziejmé disjunktné splnén. %
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Tvrzeni 234 (Glaisherova identita). Necht d € N. Pro kazdé n € N se
pocéet rozkladi n na édsti nedélitelné cislem d rovnd poctu rozkladu na cédsti
s mdsobnostmi nepresahugicimi d — 1.

DUKAZ. Specialni piipad véty 232 pro posloupnosti

A = ({d},{2d},{3d},...)
B = ({1,1,...,1,{2,2,...,2},{3,3,...,3},...) |

kde v kazdé B; = {i,4,...,1} mdme d opakovani. Pfedpoklad véty je ziejmé
disjunktné splnén. %

Véta 213 je specialni piipad posledni identity pro d = 2.

Tvrzeni 235 (Schurova identita). KaZdé n € N md tolik rozkladi n na
¢dsti = £1 mod 6 jako rozkladu na vzdjemné rizné édstt = +1 mod 3.

DUKAZ. Specialni piipad véty 232 pro posloupnosti

A = ({2}, {3}, {4}, {6}, {8}, {9}, {10}, {12}, {14}, .. )
B = ({1,1},{3},{2,2}, {6}, {4,4},{9},{5,5}, {12}, {7,7},...) .

Predpoklad véty je ziejmé disjunktné splnén. %
Tvrzeni 236 (jesté jedna identita). Pro kazdé n € N se pocet rozkladi
na cdsti, které se opakuji nejvyse trikrdt a pro dvé po sobé jdouci cdsti se

vZdy alespon jedna z mich meopakuje, rovnd poétu rozkladu, v nichZ se sudé
casti vidy lisi alespon o 4 (a neopakuji se, liché édsti nejsou nijak omezeny).

DUKAZ. Specialni piipad véty 232 pro posloupnosti

A = ({1,1,1,1},{1,1,2,2},{2,2,2,2},{2,2,3,3},{3,3,3,3},...)
B = ({2,2},{2,4},{4,4},{4,6},{6,6},...) .

Predpoklad véty je splnén, ale ne disjunktné. %
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7.4 Asymptotika partitni funkce
V tomto oddilu odvodime asymptotiku funkce p(n) pro n — oo.

Véta 237 (Hardy a Ramanujan, 1918; Uspensky, 1920). Partitni
funkce p(n) poéitajici rozklady ¢isla n € N md pro n — oo asymptotiku

1 e7r(2n/3)1/2 )

p(n) ~ 4n\/§'

K dukazu véty budeme potiebovat dvé tvrzeni a pét lemmat. Pro z € C,

|z| < 1, polozime
1—z\1/2 7 142z
®(2) = cexp (L .
) ( o ) eXp(12 1—z)

Nalezneme asymptotiku koeficientu ¢(n) rozvoje funkce ®(z) do mocninné
fady a ukdzeme, ze dobfe aproximuji hodnoty p(n).

Tvrzeni 238 (rist koeficientit q(n)). Necht ®(z) = Y,50q(n)z". Pro
n — oo plati
1 .eﬂ'(2n/3)1/2 '

q(n) ~ m

DUKAZ. Vyjdeme ze znamé identity [ e™*" dt = /m. Linedrni substituce
tat —b dava [ e @0 gt = /T /a, a tak

© 9.9 T 2
/ eate2abtdt:\/_.eb.
—00

a

Polozime a®> = 1 — z, b? = 6(sz) (nyni je z redlnd konstanta) a dostaneme
” exp(at? 0273 - 2) dt = ()" T
/_ooexp(z ) -exp (wty/2/3 — ) dt = (1—z> FxP (6(1—z)> '

Odtud

e—7r2/12

d(2) = s (1-2) /_O:O exp(2t?) - exp (Wt\/% - t2) dt .
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Porovnéni koeficientu u z" vede k integralni reprezentaci

e—7r2/12 0o [2n $2n—2
= —F —_—— t4/2 3—t%) dt
1) ™2 J-oo (n! (n — 1)!) *Xp (W / ) ’
kterd substituci ¢t = s + y/n a tpravami prechdzi v
(o0}
q(n) = Cn/ Kp(s) - 2s - e 26-m/2V0) gg

kde
B e7r(2n/3)1/2 nn+1/2 1 e71'(2n/3)1/2

"T a2 el ~onsz n

pro n — oo diky Stirlingové formuli n! ~ (27n)Y2(n/e)" a
1+ 5= s —s 2\
K,(s) = i((l + —) - eXp (— + —)) .
(1 n ﬁf NG Vnoo2n

Vzhledem k rozvoji 1+ = = exp(log(l + J5)) = exp(sn~/? — s?n1/2 +

O,(n=3/?)) mame lim,_ K,(s) = 1 pro kazdé s € R. Pro zdivodnéni
zamény potradi limity a integrace ukazeme, ze integrand v poslednim
vyjadieni ¢(n) ma integrabilni majorantu.

Funkce xe™® nabyva v x > 0 maxima pro z = 1. Pro s > 0 tedy plati
(14 %) -e~$/V" < 1 (polozili jsme z = 1 + =) apro z < 0 plati [1+ =
e~s/vVr < e’/ (polozili jsme z = (1 + “=)?). Takze

|Kn(s)| < e’ pro s> 0

apros<0
2n—2
Ka(s)| < (1—8).e82—2s/ﬁ( 142 'e—s/ﬁ) "
p— \/ﬁ
S (1 — 8) . es2_2s/\/ﬁ . e(n_l)SQ/n
= (1—3s)- 282 +1—(1-5/v/n)?
< (1—s)-e® .

Integrand ve vyjadieni ¢(n) je tedy v absolutni hodnoté shora omezen

258 27T/ g >0 a 2s- (1—3s)- 28”2 2s—m/2VEPHL iy s < ().
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Tato majoranta ma na (—oo, 00) koneény integral.
Pro n — oo tak ve vyjadieni ¢(n) muzeme K,(s) nahradit konstantou 1.
Pomoci substituce s = % + 2”% dostavame

g(n) ~ Cn/ 2s - e 27T/2VE)? g

00 s —u? . L 2
- Cn/_oo<u+ﬁ>e du_cnwg/_ooe du

eﬂ'(2n/3)1/2
44/3n

Na druhém fadku jsme vyuzili lichost funkce ue™ * a na tietim znovu identitu

[ e du = /7. O

Necht I C C je orientovand tsecka, polopiimka ¢i piimka a f : I — C je
funkce. Totdlni variac? f na I rozumime supremum

u

n—1
sup Z | f(ais1) — f(ai)]
=1
brané pies vSechny konec¢né posloupnosti a; < as < ... < a, bodu na I, kde
< je usporadani dané orientaci I.
Lemma 239. Necht L C C je poloprimka vychdzejici z poédtku, w € L,

w # 0 a funkce g : L — C je na L integrovatelnd a md na ni totdalni variaci

V. Potom
w ¥ glmw) [ gw) du

n>1 L

< |wlV .

DUKAZ. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze L = [0, 00). Necht
Nw

w > 0 je redlné ¢islo a N € N. Pak ‘w SN g(nw) — [ g(u) du‘ se rovna
N-1
> g(nw + w) — g(nw + uw)) du

Iz

< w/ol (jg:lg(nw—l-w) —g(nw+uw)|> du

w

1
Sw/ Vdu=wV.
0

Limitnim pfechodem N — oo dostdvame dokazovanou nerovnost. &
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Lemma 240. Necht

1 1 e

)= e 2w

a L C {z € C: Re(z) > 0} U{0} je libovolnd polopiimka vychdzejici z
pocdtku. Pak

o0 1
/LQ(JJ) dr = /O g(z) dor = —§log27r .

DUKAZ. Prvni rovnost plyne z Cauchyho véty. Podle véty o konvergenci s
majorantou mame [;°g(z) dr = limy_ o [7°(1 — e N%)g(z) dz. Posledni
integral se rovna

[o-eleb- 5 [ e

N . _ —(N+1)z
1 1
=) / e ke +:z: e —/ dx
0 2

k=1
N

o] 1 1 o] N+1
= — Z/ e_k’”/ tel=0% gt dg + 5/ / e %% ds dx
= Jo 0 0o J1

N

1 o] 1 N+1 [e's)
=—Z// tel=t=k)z qq dt—|——/ / e % dz ds
2N 0
__Z/ tdt E/N-I—lﬁ
k+t—1 " 2./ S

k log(N +1)
_Z( ~Dlos (5= 1>_1>+ 2
log(N + 1
:NlogN—Zlogk—N—i—w
k=1
log(N +1)

= Nlog N —logN!— N + 5

Podle Stirlingovy formule N! ~ (2rN)/2(N/e)N posledni vyraz pro N — oo
konverguje k log(1/+/2m). &

Lemma 241. Necht g(x) a L jsou jako v predchozim lemmatu, pricemz pro
z € L\{0} plati |arg(z)| < K < /2. Pak totdini variace funkce g(z) na L
spliiuje odhad Vi, <k 1.
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DUKAZ. Z definice totdlni variace plyne, Ze ji spo¢teme z formule

Ve= [ lg(=)] - Jaz|
L
Pro z € L, |z| > 1, mdme odhad
l9(2)'| < |27

Funkce g(z) je holomorfni v kruhu |z| < 27, a tak |g(z)'| < 1 pro |z] < 1.

Ptedchozi integral tedy konverguje a V; omezena konstantou zavisejici jen
na K. &

Pro z € C, |z| < 1, polozime

o0
1
F(z)=> pn)" =] T
n>0 n=1
Logaritmovanim dostaneme identitu
znm zm
log F(2) = = _ .
nmz>1 m mz>1 m(1— zm)
Lemma 242. Pro vsechna z € C, |z| < 1, plati
1 1
F(z)| <e ( + ) :
POl <en (2 + s

DUKAZ. Podle hoiejsi identity pro log F(2) méme

|[log F(z)] < 12 + > B
N m>2 m(1 — |z[™)
< 1 n 1 1 m
1=z 11—zl gzom? 27N 4[24+ 2™
1 1 1 1 1
< + — < +
|1 — 2] 1—|Z|n§2m2 11—z  1-]|z
a lemma je dokéazano. &
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Lemma 243. Pro viechna z € C splnujici |z| <1 a |1 —z| < 2(1—|z|) plat{
Fz)=®(2)-(1+0(1—-2)) (z—1).

DUKAZ. Polozime z = e~ %, kde |Im(w)| < m. Podle piredpokladi o z méme
|arg(w)| < K < m/2 pro néjakou konstantu K. Hotejsi vyjddieni log F'(2)
pak piejde v

1

log F(z) = _ .

& Fe) n;1 m(em™ — 1)
S pouzitim rozvoju 72 /6 = 3,5, n ? alog(l—x) = — 3,5, ™ /n tuto rovnost
prepiseme jako

71'2 1 1 1 e~ mw

log F(z) = 4 ~log(1—e® ( _ )
og F(2) 6w 2 og(l —e™) + wgl mw(e™ —1)  m2w?  2mw

2

1
= g—w +5 log(l —e™) + wnglg(mw) ,

kde g(z) je funkce z lematu 240. Vezmeme polopiimku L vychdazejici z
pocatku a jdouci ve sméru arg(w). Podle lemmat 239, 240 a 241 méame pro
Im(w)| <7 a |arg(w)| < K < m/2 odhad

1
w Y g(mw) = —§log27r + O(Jw]) .
m>1

Tudiz, s vyuzitim w™' = (~log2)™' = (log ;=) " = (1 —2)"(1+ (1 -
2)/24+0((1-2)?2)1=0-2)"1-1/2+0(1 - 2),

T 1 1—e™™
log F' = — 4+ =1
og F(z) 6w + 5108 — + O(w)
2 2 1 —
= - _1 - 1 _
6i—2 12 2% 5 002
= log®(z) +O0(1—2z) .
Tim je lemma dokézano. &

Tvrzeni 244 (p(n) ~ q(n)). Koeficienty rozvoji ®(z) = ¥,50q(n)z" a
F(z) = X ,50p(n)2" pron — oo spliuji

p(n) = g(n) + 0 (0" exp(r(2n/3)"/%)) .
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DUKAZ. Podle Cauchyho véty

1 F(z) — ®(z)
p(n) —q(n) = o /C i dz ,
kde C je kruznice |z| =1 — w/v/6n. C rozdélime na dva oblouky

A={zeC: |1—z <n(2/(3n)/?*} a B=C\A.

Pro z € C méme |z| ™ = e nos(-(1=[D)) — ¢n(n/6)*+0(1) 4 |21 < 2. Podle
definice ®(z), lemmatu 242 a trojihelnikové nerovnosti plati

Fz) - 2(2) .. < |z|—n<e|l—z|_1+(1—|z|)_1 +eﬂ'2/(6|1—z|)) dz|
< IO (GO o(r/6)n/207)

en/ (/612 +((3/2)/261/2) /)y menl 2 (3/8)1/2

1/2

<< eﬂ'n a

kde 0 < a < (2/3)'/2 (to se vidi z odhadu 1/7 < m/9). Podle definice ®(z),
lemmatu 243 (jehoz pfedpoklad je pro nasi volbu oblouku A splnén) a odhadu

|A| < n~Y/? plati

F(z)—®
LR e < [ e s ol gy
A zZ A

< (/62 =8/4  m(n/6)V/? o —1/2

— o4 eﬂ'(2n/3)l/2 '

Spojeni obou odhadu dévé dokazovanou asymptotiku p(n) — g(n). %

DUKAZ VETY 237. (Newman, 1962). Asymptotika partitni funkce p(n)
bezprostiredné plyne z tvrzeni 238 a 244. &

7.5 Linnikovo rfeSeni Waringova problému

ResSenim rovnic v tomto oddilu rozumime celoCiselnd feSeni. Pro ¢islan € Ny
a g,d € N oznacime W (n, g, d) pocet feseni rovnice

a:‘li+a:g+~~+a:3=n z; > 0.
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Waringuv problém pozaduje dokdzat, ze pro kazdé d € N existuje ¢ € N
tak, ze W(n,g,d) > 1 pro vSechna n € Njy. Jinak feceno, pro kazdé pevné
d > 1 lze kazdé prirozené Cislo vyjadrit jako soucet nejvyse g d-tych mocnin
piirozenych cisel. Nejmensi takové g se oznacuje g(d). Jako G(d) oznacime
nejmensi takové g, ze existuje ng € N tak, ze kazdé n > ng je souCtem
nejvyse g d-tych mocnin pfirozenych ¢isel. Patrné G(d) < g(d). Na druhou
stranu z G(d) < oo plyne, ze i g(d) < oo. Véta 246, kterou dokdzeme, Fika,
ze g(d) < oo pro kazdé d € N. Véta 55 a skutecnost, ze ¢isla tvaru 8n + 7
nejsou souctem tif ¢vercu, ukazuji, ze g(2) = G(2) = 4. Jednoduché dikazy
odhadu G(3) < 13 a g(4) < 53 obsahuje tloha 20.
Podivejme se nyni na horni odhady pro W(n, g,d). Je jasné, ze

W(n,g,d) < (nl/d +1)97t < onle—1)/d (n>ng) ,

protoze pro kazdou slozku feseni mame nejvyse 1 + n'/¢ hodnot a pii zvo-
lenych z,...,24-1 uz pro x4, mame nejvyse jednu hodnotu. Klicem k feSeni
Waringova problému pomoci Snirelmanovského obratu je skutecnost, ze tento
trividlni horni odhad lze zesilit na W(n, g,d) <4 n9/%'. Poznamenejme, ze
obtizny je piipad d > 2, W(n, g,1) lze snadno spocitat presné (iloha 1b).

Tvrzeni 245 (netrividlni odhad W (n, g,d)). Pro kazdé d € N ezistuje
g0 = go(d) € N tak, Ze pro kazZdé pevné g > go a m probihajici N plati

Wi(n,g,d) <qnddt.

Tento odhad staci dokazat pro jediné gy a pro g > go uz plyne trivialné. Pro
kazdé pevné g > go totiz

W(n,g,d) = > Win— a2 — ~'—xg_go,go,d)
931,...,939_9020

< (@l max Wim, go,d)

0<m<n

< Qn(g_gO)/d ' W(M7 907 d) 3

kde n > nga 0 < M < n. Oviem W (M, go,d) <g4 Moo/d=1 < pgo/d—1 4 tak
W(n,g,d) <4 n9? " s konstantou nezavisejici na g. Dikaz tvrzen{ na chvili
odsuneme a pfejdeme hned k feSeni Waringova problému.

Véta 246 (Hilbert, 1909). Pro kazdé d € N ezistuje g = g(d) € N tak,

ze rovnice
d d d
$1+x2+-~+xg——n $i>0
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md pro kaZdé n € Ny alespon jedno teseni. Jinak Teceno, kazdé prirozené
¢islo je souctem mejvyse g d-tyych mocnin prirozenych cisel.

DUKAZ. (Linnik, 1943). Necht d € N je pevné. Pro kazdé g e Naz > 0
soucet d-tych mocnin libovolnych g &isel vybranych z {1,2,...,|(z/g)"?¢|}
nepiesahuje . Odtud méme pro z > 1 trividlni odhad

S W(n,g,d) 2 ([(x/9)"¢]) > 277

n<z

Na druhou stranu existuje go € N tak, ze W(n, go, d) mdme shora odhadnuto
tvrzenim 245. Z obou odhadu plyne existence konstanty ¢ > 0 zavisejici jen
na d takové, ze

%-#{ngx: W(n, go,d) > 1} > ¢

pro vSechna x > 1. Mnozina X téch pfirozenych cisel, kterd jsou souctem
nejvyse go d-tych mocnin, ma proto kladnou Snirelmanovu hustotu (patrné
1 € X). Podle Snirelmanovy véty 152 z 5. kapitoly je X aditivni bézi N.
Kazdé n € N je souctem omezené mnoha séitanci z X a tudiz i omezené
mnoha d-tych mocnin prirozenych cisel. %

Zbyva ovSem dokazat tvrzeni 245. Nasledujici elementarni dikaz nélezi
Linnikovi. Sestava z péti lemmat a dvou tvrzeni.

Lemma 247. Necht aq,as,...,a; € Z, 1 > 2, jsou vesmés nesoudélnd cisla,
m € Z, A >0 je redlné ¢islo a maxy<;<; |a;| = H < A. Pak rovnice

a1x1 + asty + -+ ar;=m |z < A
md <; A7/ H fesent.

DUKAZ. Nejprve ukdzeme, Ze pro [ = 2 odhad plati s konstantou 3. Mizeme
predpokladat, ze |a1| > |az|. Jsou-li (x1,22) a (zf,x)) dvé ruznd feSeni,
odectenim dostaneme a;(x; — x}) = as(xh — x5). Tedy a;y déli zy — 2. Slozky
xo TeSeni jsou obsazeny v jisté aritmetické posloupnosti X s diferenci |ay|,
pricemz celd X lezi v intervalu délky 2A. Proto

2A 3A 34

X|< 22 g2t 22
PR i

Slozka x, jednoznacné urcuje zi, a tak 3A/H odhaduje i pocet feSeni.
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Pro [ > 2 budeme postupovat indukci podle I. Muzeme piedpoklddat, ze

laj) = H > 1. Pokud a; = as = -+ = a;_1; = 0, mdme |q;| = H = 1. Slozky
x1,...,2;—1 pak mohou byt libovolné a pro x; mame nejvyse jednu hodnotu.
Méme nejvyse
1 Al—l
(3A) K T

feSeni. Muzeme tedy ptredpokladat, ze alespon jedno a;, 1 < i <[ — 1, je
nenulové. Puvodni rovnice pak je ekvivalentni soustavé dvou rovnic

%x1+%x2+---+%xl_1 =m' a dm' +aqx; =m,

kde d = (a1, as,...,a;_1). Podle indukéniho pfedpokladu mé pro pevné
m' prvni rovnice <; A'"2/H' fefeni v oboru |z;] < A, kde H' =
maxi<;<;—1 |a;|/d > 1. Koeficienty d a a; v druhé rovnici jsou nesoudélnd
¢isla a d < |ay]. Déle |a;] < A implikuje |m'| < [H'A. Pocet feseni (m/', ;)
druhé rovnice v oboru |m/|, |z;| < IH'A podle piipadu I = 2 nepiesahuje
3IH'A/|ay|. Celkem m4 soustava nejvyse

A QA A
H o ' H

feSeni. &

<

Lemma 248. Necht l € N, | >3 am € Z. Necht A>0a B = B(l) >0
jsou redlnd ¢isla, pricems A < B <; A1, Rovnice

Y11+ Yo+ Fym=mo |yl <A w| < B
md <; (AB)!™1 fesend.

DUKAZ. Reseni rozdélime do t¥{ skupin podle y-ové slozky a ukazeme, 7e v
kazdé skupiné je <; (AB)'"! feseni.
1.y =y, = --- =y, = 0. Téchto feSeni je

< (2B+1) <« B'=BB"!' <, (AB)""* .

2. Alespon jedno y; # 0 a ¢isla y; jsou vesmés nesoudélnd. Fixujeme

jednu takovou I-tici ¥ = (y1, y2, . .., y1) a polozime max;<;<; |y;| = H, patrné
H < A. Vezmeme jednoznacné r € Ny urcené z
A A
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Podle ptredchoziho lemmatu pocet I-tic (z1,xs,...,2;) odpovidajicich y
nepresahuje
Bl—l Bl—12r—|—1 Bl—12r

H = A < A
Pocet I-tic 7, pro néz H < A/2", je < (24/2" + 1)} <; A127". Celkem méme
ve skupiné 2

<<1§:

r>0

<

Bl—12r
A

. AlQ—rl — (AB)I—I Z 2—r(l—1) < (AB)I—I

r>0

feSeni.
3. Alespon jedno y; # 0 a (y1,¥s,...,y) = d > 1. Fixujeme d, ptuvodni
rovnici nahradime rovnici

Yz +ysze + - +yx; =0 |yl <A/d x| < B,

kde y; = y;/d, a postupujeme podle 2. A jsme nahradili ¢islem A/d, ¢imz se
podminka B <; A""! mohla porusit. OvSem tu jsme v piipadu 2, ktery nyni
aplikujeme, nepouzili (pouzili jsme ji jen v piipadu 1). Ve skupiné 3 tedy
méme celkem (I > 3)

< Y(AB/d)! = (AB)1 Y. % < (AB)"!

a>1 a>1
feSeni. &

Multimnoziny jsme uvazovali jiz v 7.3. Pfipomindme, Ze multimnozina
celych ¢isel je dvojice U = (U, k), kde U C Z a k : U — Ny. Multimnozinu
vykldddme jako mmnozinu s opakujicimi se prvky: x(a) je ndsobnost prvku
a € U (k(a) = 0 pro viechny a € Z\U). Pfi poé¢itani feSeni rovnic nad mul-
timnozinami bereme v ivahu nasobnosti: Pocet feseni néjaké rovnice Ci sou-
stavy s m nezndmymi 1, ..., Z, v oboru x; € U;, kde (U, K1), ..., (Un, Km)
jsou dané multimnoziny celych ¢isel, je roven Y k1 (ay)kz2(az) ... km(an), kde
sCitame pies vSechna celociselna fesSeni aq,...,a,, dané rovnice ¢i soustavy.
Pro k konec¢nych multimnozin celych cisel Uy,...,U; a libovolnou funkci
f: ZF — Z znacenim

UZ{f(xi,2,...,05): x; €U}

rozumime multimnozinu, v niz nasobnost prvku y je rovna poctu feseni rov-
nice y = f(x1,xa,...,2x), ; € Uj.
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Lemma 249. U a V bud'te dvé konecéné multimnoziny celych éisel a ¢ € Z.
Jako P, Py a Py oznacime postupmé pocty teSeni rovnic

r+y = ¢ zelUyeV
r—y = 0 =z,yeU
xr—y = 0 x,yeV.

Potom

P<(Py+PFy)/2.
Specidlné, pokud U =V (véetné ndsobnosti), potom P < Py = Py.

DUKAZ. Necht kK : U — Ny a A : V — Ny jsou nasobnosti prvkia v U a V.
Pro kazdé x € U existuje nejvyse jedno y, € V, ze x + y, = c. Pocet feseni
rovnice x +y=csx €U ay €V jeroven >, e k(2)\(y,) (pro neexistujici
Y, klademe A(y,) = 0). Patrné z # 2’ = y, # y». Mdme

1 1
> @A) < 5 X +Aw)) < 5 (3 8P + T AwP?)
zeU zcU zcU yev
Posledni dvé sumy jsou pfesné pocty feSeni rovnice x —y = 0 pro z,y € U a
pro x,y € V. Dodatek je ziejmy. %

Lemma 250. Nechf | = k2%, kde k,s € N, c € Z a U,U,,...,U; jsou
konecné multimnoZiny celych cisel. Necht P je pocet Teseni rovnice (s 1
nezndmyms)

ri+ax+--F+ax;=c, z; €U
a pro kazdé m, 0 < m < 2% — 1, je P, pocet Teseni rovnice (také s I
nezndmgymsi)

k
Z(ym + o F Y1 — Yigs-1pp — 0 — yz’,23) =0, Yij € Umk+i -

P<(Po+ P+ +Py_1)/2°.
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DUKAZ. Pro k libovolné a s = 1 tvrzeni plyne z lemmatu 249, kdyz polozime
UZ{z1+-+ayp: zeUlaV 2 {zypn+ - +x: x €U}
Necht tvrzeni plati pro | = k2%, P,, = P,(k, s) jsou piislusné pocty teSeni,
a k je sudé. Ukdzeme, ze tvrzeni plati i pro rozklad | = k2% = (k/2)25*1.
Tim bude indukci dokdzana platnost tvrzeni pro vSechna k a s. Pro kazdé
m, 0 < m < 2% — 1, polozime

k/2 s—1 s
Um UL {Z / (Z? 1 yz,] Z?:gs—l_i_]_ y‘],z> : yz,] & Umk'-i—z}
s—1 8
Vi = {ZLW?H (23? 1 Yij — Z§:23_1+1 yj,i) Y Yig € Umk-l—i} :

Podle lemmatu 249 (nyni ¢ = 0) méme P, < 1(P), + P»), kde P, a Py, jsou
pocty feSeni rovnice x —y =0 pro z,y € U,, a pro x,y € V,,. Tedy

12
2_2 25+1 PI+PII et P+ Py
3=0

Pocty P! a P! nejsou nic jiného nez pocty P, = P, (k/2,s+ 1). %
Pro celoéiselny polynom f(z) = agz®+- - -+ay_17+ag stupné d > 1 je jeho

pridruzeny polynom ¢(h, ) definovan vztahem f(x+h) — f(z) = h-@(h, z).
Jednd se o celoc¢iselny polynom

W(h,x)=ibi(h)xd‘i:§(§% (d J) pi-ie 1> i

i—j
Pro kazdé nenulové hy € Z ma ¢(hg, z) stupen d — 1.
Lemma 251. Necht f(x) = apz® + - -+ + aqg_17 + aq je celociselny polynom
stupné d > 1, jeho3 koeficienty splniuji odhady a; <q %, éisla hy,zo € Z
splriugi ho, g <qgnM?® a o(h,x) = by (h)x® '+ - 4-bg_1x+bg(h) je pridruzeny
polynom f. Pak, pro1 <1 <d,

bi(ho) <a nV/ o (hg, xy) < g nldV/d

DUKAzZ. Podle predpokladi ajhf,_j_l <gnli=V/d g g~ «; pld=0/d Tyudiz

bi(ho) <4 n=1) /dz <2 _:77) <4 pli-1)/d
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a také )
lo(ho, z0)| < 3 [bi(he)zd | <y n(@ /4
i=1

&

Tvrzeni 252 (indukéni krok). Necht k,s € N, [ = k2°T!, m e Z, A >0
je redlné éislo, f(x) je celociselny polynom stupné d > 1 a @(h,z) je jeho
pridruzeny polynom. Necht P a Q jsou postupné pocty veseni dvou rovnic (s
l, resp. k +1/2 nezndmgmi)

fle) + flz) +--+flr) = m || <A

k 2s—1
> hi > (0(hiyyig) — o(hiy Yijros-1)) = 0 Jhal, |yiy] <24 .
=1 =1

P < (14 4A)Y*7kQ .

DUKAZ. Podle dodatku lemmatu 249 plati P < Qi, kde Q; je pocet feSeni

rovnice
1/2

D (f(@) = fw:) =0 |al, |ws| <A

i=1
(lemma aplikujeme na multimnozinu U 2 {f(z1)+- -+ f(z2) : |z < A}).
Polozime z; = y; + h;. Nerovnosti |z;|, |y;] < A implikuji |h;| < 2A. Takze
Q1 < Q-, kde Q5 je pocet feSeni rovnice
2t zat o +20=0, z€UZ{h-ohy): ||y <24}.

Pro kazdou [/2-tici h = (hy, ha, ..., ki), |hi| < 2A, oznacime Ukt 2 {h; -
o(hi,y) |yl < 2A}. Q7 je pocet feSeni rovnice

Z1+22+"'+Zl/2=0, ZiEUiE.

Patrné

Q2 = ZQz,E .
h
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Podle lemmatu 250 mdme Q,7 < (Qf ¢+ Qfy +++ + Qf_1)/2°, kde Q5 ,
je pocet FeSeni rovnice (s [/2 nezndmymi)

k

_ R
Do(zia e ziger = zigemig = = 2ipe) =0, 215 € Upyy
i=1

Pro kazdé pevné m, 0 < m < 2°, plati

> Qnm < (1+44)274Q .
P

Vektory h délky 1/2 totiz mizeme rozlozit na tiidy tak, Ze vektory v jedné
tfidé se mohou lisit pouze v soufadnicich mk + 1,mk + 2,...,mk +k a v
ostatnich [/2 — k soufadnicich se museji shodovat. Soucet hodnot Q7 v

jedné tiideé je presné @ a tifd je nejvyse (1 +4A4)Y27%. Celkem

P<Qy= ZQQ,E < D Qo+ Qi+ + Qpaey)/2°
h

h
2-1 2-1 1

= gZQﬁ,m <> % (1 +44)77FQ
m=0 h m=0

= (14+4A4)Y27*Q .
%

Pristoupime k dikazu klicového tvrzeni 245. Budeme postupovat indukci
podle exponentu d. Indukce nas nuti dokdzat obecnéjsi tvrzeni — misto x¢
budeme muset pracovat se systémy celociselnych polynomu. Pro celociselny
polynom f stupné d a ¢isla n,g € N a N € Z oznac¢ime w(n, N, g, f) pocet
feSeni rovnice

f@) 4+ flza) + -+ flz,) =N ;| < nV/e.

Nasledujici tvrzeni kvuli jasnosti formulujeme explicitné pomoci konstant ¢;
a ¢ zdvisejicich jen na parametru d. V diukazu pouzivime kompaktnéjsi (v
tomto piipadé ovéem méné jasné) znaceni <.

Tvrzeni 253 (induktivni zobecnéni tvrzeni 245). Pro kazdé ¢islo d €
N ezistuje go(d) € N tak, Ze plati ndsledujici. Necht je dinod € N a d+ 1
libovolngch konstant c; > 0, 0 < i < d. Pak existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze
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pro kazdé n € N, N € Z a kazdyj celociselnsj polynom f = f(z) = aox? +
o4 ag1x + ag stupné d, jehoZ koeficienty spliiugi nerovnosti |a;| < cnt/?,
pro g = go(d) plati

w(n, N, g, f) < end/4t

DUKAz. (Linnik, 1943). Postupujeme indukci podle stupné d. Pro d = 1
tvrzeni plati s g = go(1) = 1: f(z1) = apx1 +a; = N ma pro |z1| < n nejvyse
jedno feseni. Necht d > 1 a tvrzeni plati pro stupenn d — 1. PoloZime

g = go(d) = 2d2°™, kde s = [log,go(d—1)]+2.

Bud dén celoéiselny polynom f(z) = aoz? + -+ + ag_17 + ag stupné d,
jehoz koeficienty splituji a; <4 n?/4. Cislo n € N bud libovolné pevné. Po-
dle pfedchoziho tvrzeni, pouzitého s | = ¢, k = 2d a A = n'/% mime
w(n, N, g, f) < (1 +4A4)9272Q <4 n9/?2Q, kde Q je pocet Feseni rovnice

2d
Sohizi =0 |k, |yij| < 2n'4
i=1
pricemz
23—1
zi = Y (p(hisyig) — o(hiy Yijyas-1))
j=1
a @ je polynom pfidruzeny k f.
Pro fixované hodnoty nezndmych hq, ..., hog a libovolné pevné i, 1 < ¢ <
2d, nyni shora odhadneme nasobnost ¢isla z = z; € Z. Je rovna poctu feSeni

rovnice
28— 1

Z (@(hi,yi,j) - Qo(hi7yi,j+25—1)) =z |yi,j| < ant/d

j=1

Polozime t = go(d — 1) — patrné t < 25~! — a rovnici pfepiSeme ve tvaru
soustavy dvou rovnic

t 23—1 23—1
Z (p(hz’:yi,j) =m ,kde m=2z— Z (p(hz’:yi,j) + Z W(hi,yi,jﬂs—l) .
Jj=1 j=t+1 j=1

Pocet feSeni prvni rovnice odhadneme z indukéniho predpokladu a pocet
feSeni druhé trividlné. Hodnoty neznamych y;;, ¢ < j < 2° lze zafixovat
nejvyse (2n'/? + 1)t <4 n®*~9/4 zpisoby. Tim je uréeno m. Polynomy
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o(h;,y) stupné d — 1, kde h; je parametr, spliuji pfedpoklady tvrzeni pro
d—1, ovéem s n nahrazenym ¢islem [n(?~1/4]: Pro |h;| < 2n'/? pro koeficienty
v o(hi,y) = bi(hy)y?t + -+ + bg_1(hs)y + bg(h;) podle lemmatu 251 plati
b (hi) <gq n*-D/d = (pld-1)/d)(k=1)/(d=1) Diky indukénimu piedpokladu mé
proto rovnice

t
d—
Z So(h“ yz’]) =m |y7,,]| S 2n1/d — 2(n(d—1)/d>1/( 1)
=1

nejvyse g4 (n(@D/d/(d-1)-1 — pt-d+1)/d jegeni. Nasobnost ¢isla z = 2
proto pfi fixovanych ¢ a hq, ..., hog nepresahuje

<yl HD/d | @ =0/d _ (20 =dt1)/d
Lemma 251 té7 vzhledem k |h;], |y;;| < 2n'/¢ implikuje, ze vidy z; <4
nld=1/d (1 < < 2d).

Rekapitulujme: Pro uvedenou volbu g = go(d) médme w(n, N, g, f) <4
n9/24-2R kde R je pocet feseni rovnice

2d

Z hizi =0 |hz| S 2n1/d, |ZZ| <4 n(d_l)/d y

i=1
v niz se pii pevnych hq,..., heyy kazdé z; vybird s jistou nasobnosti
nepfesahujici <4 n®*~4t1/4_ Jako S oznacime pocet Fedeni této rovnice pro

z; bez nasobnosti. S odhadneme pomoci lemmatu 248, pouzitého pro [ = 2d,
A =2n'? a3 B <4 nl4 1/ (horni mez pro |z|). Celkem dostavame

s 2d
w(n,N,g,f) <q n9? 2R <4 n9/?2 (n(z —d+1)/d> s
<y n22 2R (p1/dy(d-1)/dy2d-1

n25+2—1 _ ng/d—l ‘

Tvrzeni 253 je dokdzano. O

Uvazme polynom z?. Podle definic veli¢in W (n, g,d) a w(n, N, g, f) a podle
predchoziho tvrzeni, pro g = go(d) mame

W(n,g,d) < w(n,n,g,z%) <4 n94" .

Tim jsou tvrzeni 245 a véta 246 dokazany.
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7.6 Poznamky

7.1. Klasické &iselné rozklady. Literatura: Hardy a Wright [47], Andrews
[4], van Lint a Wilson [62] a Winquist [96].

O vysledcich a problémech aditivni teorie Cisel podavaji dobry piehled
Nathansonovy monografie [66, 67, 68] a Halberstam a Roth [42]. Ruzné
aspekty analytické kruhové metody probird Vaughan [91]. Zakladni litera-
turou o ¢iselnych rozkladech je Andrewsova monografie [4], jejiz autor sdm
vénoval teorii rozkladl vice nez 200 ¢lankd.

Mistrem kombinatoriky a ¢iselnych rozkladu byl na prelomu 19. a 20. sto-
leti major britské armady P. MacMahon. Andrews se spoluautory rehabilituji
v rozsdhlé sérii ¢ldnka [5]-[13] MacMahonovy pozoruhodné avsak pozapome-
nuté vysledky. MacMahon v [63] mimo jiné zkoumal r-rozmérné rozklady.
To jsou zobrazeni f : N” — Ny, kterd maji jen konetné mnoho nenulovych
hodnot a splﬁujl’ f(z'l,.. i) > f(jl,...,j,) vzdy, kdyi i < jl,.. z'r < jr
pripady jsou r = 1, kdy dostavame klas1cke Ciselné rozklady, ar =2, kdy
dostdvame rovinné rozklady (plane partitions). Rovinny rozklad n si mizeme
predstavovat jako “tfirozmeérny Ferrersuv diagram”, coz je takové umisténi
n jednotkovych kostek v oktantu K = {(z,y,2) e R®*: >0,y <0,z > 0}
(z = 0 je vodorovna rovina), ze hrany kostek jsou rovnobézné s osami a
kazda kostka se celou levou, spodni a zadni sténou dotyka hranice K nebo
jiné kostky. Napftiklad, ¢islo 3 ma Sest rovinnych rozkladu, které popiseme
pocty kostek v jednotlivych sloupcich stojicich na roviné z = 0:

3, 21, 2, 111, 11 a 1.
1 1 1
1

Necht pp(n) je pocet rovinnych rozklada ¢isla n. MacMahon dokdzal, ze

S = Il o

n>0

Na rozdil od 1-rozmérnych rozkladi neni vibec jednoduché tento soucCinovy
tvar odvodit a pro r > 2 obdobné formule selhdvaji. Kombinatoricky dikaz
podali Knuth a Bender [56]. Dalsi informace o rovinnych rozkladech lze nalézt
v [4, kap. 11] a Stanleym [85, 86]. Pro dalsi kombinatorické souvislosti ro-
vinnych rozkladu viz Bressoud [25].
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a+b
b

p(n;a,b) = p(ab — n;a,b), kterd se lehce vidi, a unimodalitu p(0;a,b) <
p(1;a,b) < ... < p(lab/2];a,b) > p(|lab/2] +1;a,b) > ... > p(ab;a,b), kterd
se dlouho uméla dokdzat jen algebraicky, napf. pomoci teorie invariantu (Syl-
vester, 1878). Cisté kombinatoricky dikaz podal O’Hara [73].

V oddilu 7.1 jsme pro r = 1, 3,6 a 10 nalezli souctové vyjadieni soucinu
[T,>:(1 — 2™)". Nejslavnéjsi hodnotou r v tomto kontextu vsak je 24. Tehdy
se dostane Ramanujanova tau funkce (n):

S kombina¢nimi ¢isly sdileji koeficienty polynomu ( ) symetrii
q

z [I[(1—2)* =" 7(n)a" = v — 24a® + 2552° — 14722 + 48302° + - - - .
n=1 n>1

Ramanujan se domnival, ze 7(n) je multiplikativni, a Mordell to v r. 1917

dokézal. Jinou Ramanujanovu domnénku, ze vidy |7(n)| < n''/2d(n), kde

d(n) je pocet déliteli n, dokdzal v r. 1974 Deligne [31] jako dusledek svého

feseni Weilovy hypotézy. Viz Apostol [14], Katz [54], Koblitz [57] a Serre [82].

Lehmerova domnénka z r. 1947, ze 7(n) neni nikdy nulové, je stéle oteviend.

Ramanujan puvodné vyslovil tuto hypotézu o kongruencnich vlastnos-
tech p(n): Je-li m tvaru 5%7°11¢ a 24k = 1 mod m, potom p(mn + k) =
0 mod m pro kazdé n € Ny. Véta 224 je specidlnim piipadem pro m =
5,7 a 11. Ve tiicatych letech 20. stoleti vsak Chowla nalezl protiptiklad:
24 - 243 = 1mod 73, ale p(243) = 133978259344888 #* 0 mod 7>. V r.
1967 Atkin [16] dokézal spravnou verzi Ramanujanovy domnénky: Pokud
m 537°11¢ (a,b,c € Ng) a 24k = 1mod m (k € N), pak p(mn +
k) = 0mod 5°71%/214111¢ pro kazdé n € Ny. Atkin [17] téz dokazal, ze
p(206839n + 2623) = 0 mod 17.

Vyznamné nové vysledky v teorii kongruenc¢nich vlastnosti p(n) ziskal
Omno [74]. V [1] spolu s Ahlgrenem oznamuji nésledujici rozsdhlou t¥idu kon-
gruenci. Pro prvoéislo I > 5 oznaéme §; = (1> —1)/24 a S; bud mnozina téch
k,0 <k <, ze k+6 =0 mod [ nebo (@) = — (‘Tﬁ> (uzivdme Legendreuv
symbol). Potom pro kazdé prvocislo I > 5, m € N a k € S; mé kladnd frakce
prvocisel ¢ = —1 mod 24l tu vlastnost, ze

p((¢*n +1)/24) = 0 mod I™

pro vSechna n € N takova, zen 1L g an =1 — 24k mod 241.

7.2. Soutty dvou a ¢tyf ¢tvercu. Literatura: Hirschhorn [49, 50].

V tloze 10 reprodukujeme Zagieruv dikaz [101] toho, ze kazdé prvocislo
p =4n + 1 je souctem dvou ¢tvercu. Veli¢iny r,(n) vzhledem k zapocitavani
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viech poradi a znamének zahrnuji velikou redundanci. Naptiklad r4(30) =
8(1+2+34+5+6+10+ 15+ 30) = 576, i kdyz 30 m4 jen dva rozklady na
¢tyfi nezdporné étvercové ¢dsti: 30 = 42+32+22+12a 30 = 52422 +124+ 0%
Hirschhorn [51] odvodil formule pro psn(n), pso(n) a psn(n), pocty rozkladu
n na dvé, t¥i a Ctyfi nezaporné ctvercové casti. Napriklad

pas(n) = %(dl(n) ~ dy(n) + 6(n) + 5(n/2)> ,

kde d;(n) jsou jako ve vété 225 a 6(n) = 1 pokud je n ¢tverec a 0 jinak.

Formule pro rs(n) a r4(n) odvodil Jacobi ve spisu Fundamenta Nova
Theoriae Functionum FEllipticarum (1829) pomoci eliptickych funkci. Prvni
z nich se implicitné nachdzi uz v Gaussovych Disquisitiones Arithmeticae
(1801). Formule

7“6(7?/) = 16¥X(n/d)d2 — 4¥X(d)d2 a 7’8(71) — 16 g(_l)n—i—dd?’ ,

kde x(d) = (—1)1/2 pro liché d a x(d) = 0 pro sudé d, byly odvozeny
rovnéz v Jacobiho spisu. Pro sudé g > 10 plati komplikovanéjsi formule,
napiiklad

rio(n) = %(Z D + 16 v(n/d)d +4 Y (a* - 3a2b2)> |

d\n d\n a?+b2=n

Pro liché g je problém uréit r,(n) obtiznéjsi. (Formule pro rs(n) sehrala
dulezitou tlohu v kariére H. Minkowskiho, viz kapitola 8.) Pro dalsi informace
o reprezentacich ¢isel ¢tverci viz Grosswald [41]. Vyznamné nové vysledky
o r4(n) ziskal neddvno v rozsdhlém memodru Milne [65]. Jacobiho klasické
identity pro 7,(n) s g = 4 a 8 rozsifil na nekonecné rodiny identit pro g = 412
ag=4l(l+1),1 € N. Napiiklad pro g = 24 Milneho identita pravi, ze

ros(n) = (—1)"%(170—;(71) +80i(n) +20}(n)
# (1 5 (lmoktn - m) = obm)oin —m)

kde
ol(n) = S (-1)%" .

d\n
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“Podivnou a mocnou” ([68]) elementdrni metodu, kterou v sérii osmnécti
clanku vyvinul v letech 185865 Liouville a kterou odvozoval formule pro
rq(n) (g sudé), vysvétluje Nathanson [68, kap. 13 a 14] na hodnotdch g =
2,4,6,8a 10. Metoda spociva zhruba fecCeno v ovéreni, ze dokazovana formule
a ry(n) spliuji tutéz rekurenci (uvedenou v uloze 11).

Reprezentace prvku souctem Ctvercu se zkoumaji i v jinych okruzich nez
Z. Naprtiklad Landau v r. 1906 dokézal, ze kazdy nezaporny raciondlni po-
lynom P € QJz] (tj. P(z) > 0 pro vSechna z € R) je v Q[z]| souttem
osmi ¢tvercu. Kdy je nezdporny polynom P € Rzy,zo,...,2,] souttem
(néjakého poctu) ¢tvercu v Rlxy, xo,...,z,]7 (Stupen deg(P) = d je nutné
sudy.) Hilbert v r. 1888 dokézal, 7e odpovéd zni “ano” pouze v piipadech
(n,d) € {(1,2¢) : e € N}U{(n,2): n e N}U{(2,4)}. Pro ostatni dvoj-
ice (n,d), d sudé, existuje redlny polynom stupné d v n proménnych, ktery
je vzdy nezdporny, ale neni souctem zadného poctu ctverci. Viz tloha 9 a
Rudin [81]. Analogickd otdzka v télese raciondlnich funkei R(z1, z, ..., zy)
predstavuje Hilbertuv 17. problém. Ten v r. 1927 vyfesil Artin [15], kdyz
dokédzal, ze kazdd nezdpornd raciondlni funkce P € R(zy,a,...,2,) je Vv
tomto télese souCtem ctvercu, a ze totéz plati i v Q(z1,s,...,2,). Viz
Rajwade [76] a Taussky [89].

7.3. Dalsi rozkladové identity. Literatura: Hardy a Wright [47], Cor-
teel a Savage [29], Bousquet-Mélou a Eriksson [23] a Remmel [77].

Identity ve vété 227, nyni nazyvané Rogers—Ramanujanovymi, objevil a
dokézal jako prvni Rogers [80]. Hardy o nich a o ném v knize [43] napsal:

They were found first in 1894 by Rogers, a mathematician of
great talent but comparatively little reputation, now remembered
mainly from Ramanujan’s rediscovery of his work. Rogers was
a fine analyst, whose gifts were, on a smaller scale, not unlike
Ramanujan’s; but no one paid much attention to anything he
did, and the particular paper in which he proved the formulae
was quite neglected.

vvvvvv

stavam piribéhu matematiky, identity objevil nezavisle v Indii nékdy pired
r. 1913. Neumél je vSak dokdzat a neumél to ani Hardy, kterému je poslal,
ani Littlewood, MacMahon a Perron, které Hardy konzultoval. Byly uvedeny
bez dikazu v druhém dilu MacMahonova spisu [63]. V r. 1917 sdm Ramanu-
jan, pobyvajici nyni uz v Cambridge a intenzivné spolupracujici s Hardym,
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nahodou narazil na Rogersuv ¢lanek. V néasledné korespondenci Rogers zjed-
nodusil svuj pies 20 let stary dukaz. Zhruba ve stejné dobé identity nezavisle
znovu objevil Schur [83], izolovany v Némecku vélkou.

Rogers—Ramanujanovy identity inspirovaly mnohd zobecnéni a mnohé
piibuzné identity. Uvadime tii ptiklady. Gordon [40] dokézal, ze pro pevné
a,k € N, a <k, md kazdé n € N tolik rozkladu na ¢asti Z 0, =a mod 2k +1
jako rozkladi na ¢asti by > by > ... > b; > 1 spliujici b; — b1 > 1,
b — bijg—1 > 2 a bj_qy1 > 2. Pro dikaz a dalsi zobecnéni viz [4, kap.
7). Andrews [3] dokédzal, ze kazdé n € N md tolik rozkladi na Casti
= 1,9,11 mod 14 jako rozkladu (A1, Aa, . .., Ax) splitujicich A\; — A\j;1 > 7 pro
)‘H-l = 1, 2,4 mod 7, )\i_)\i—i-l > 10 pro )‘H-l = 5, 6 mod 7, )\i_)\i—i-l > 12 pro
Air1 =3mod 7a X — Ay > 15 pro A\j; 1 = 0 mod 7. Andrews [2] dokézal
i toto “zkonecnéni” Rogers-Ramanujanovych identit: Pro kazdé m € N a
a = 0,1 plati

.- n(nta) (M — N — a’) _ .- n_n(5n+2a+1)/2 < m )
q = (=1)"q :
I (R} [m 50— a)/21),

(Rogers—Ramanujanovy identity odtud plynou limitnim pfechodem m — oo
a pomoci JTI.) Rogers-Ramanujanovy a jim piibuzné identity maji dulezité
misto pii studiu modelu statistické fyziky, hlavné v tzv. “hard hexagon mo-
del”, viz Baxter [19, 20]. O téchto pouzitich ¢iselnych rozklada ve fyzice viz
napi. Berkoich a McCoy [21].

Identitu pro divacké rozklady objevili a dokazali Bousquet-Mélou a Erik-
sson [22] (v [23] je dokdzdna obecnéjsi verze tvrzeni 230). Jiny dukaz podal
brzy Andrews [5]. Zde sledujeme podani Corteelové a Savageové [29]. Viz téz
Bousquet-Mélou a Eriksson [24].

Vétu 232 dokdzal Remmel v [77], jeji disjunktni forma se v jiné formu-
laci objevuje uz u Cohena [28] a celd véta je implicitné obsazena v Co-
henové piistupu. Princip involuce pouzili Garsia a Milne [37] ke kombina-
torickému dukazu Rogers—Ramanujanovych identit. Mnohem kratsi kombi-
natoricky dikaz podali Bressoud a Zeilberger [26]. Glaisherova identita je z
r. 1883 ([39]) a Schurova z r. 1926 ([84]).

7.4. Asymptotika partitni funkce. Literatura: Newman [71, 72].

Po Hardym a Ramanujanovi [46] asymptotiku p(n) nalezl nezdvisle
Uspensky [90]. Hardy a Ramanujan vSak v [46] dokonce nalezli asympto-
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ticky rozvoj p(n), ktery Rademacher [75] vylepsil na konvergentni fadu:

& w0

p(n) = B > Ap(n)k!/?

k=1 dx (x — 21—4)1/2 - ’
kde
Ak(n) = Z e—27ri-nh/k+7ri-s(h,k) ,
hmod k, h Lk
pricemz
k—1
poo || W\ hpo |hp| 1
=B
(k) ,; k k 2/\ k k 2

Toto je slavnd Hardy—Ramanujan-Rademacherova formule (HRR formule)
pro p(n). Rademacher v [75] téz ukdzal, ze po ukonéeni nekonec¢né fady po
k = r ¢lenech se soucet 1isi od p(n) nejvyse o
272
—exp((2n/3) %7 /(r + 1)) -+~ Y2 .
S exp((2n/3)"2x/(r + 1)
Asymptotika véty 237 se dostane hned z prvniho clenu k = 1 fady. Dikaz
HRR formule, ptesnéji jeho druhou polovinu, lze nalézt v [4, kap. 5]. Prvni
polovinu dikazu pfedstavuje skute¢nost, ze po zméné proménné z = e?™¥,
|z| < 1 a (ekvivalentné) Im(y) > 0, se ze soucinu [J,>;(1 — 2") dostane
modularni forma -
n(y) == T —2"),
n=1
tzv. Dedekindova eta funkce. Jeji modularita se projevuje funkcionalnimi rov-
nicemi 7(y+1) = e™/1(y) a n(=1/y) = /=iy-n(y) (bere se , /s nezdpornou
redlnou ¢asti). O moduldrnich funkcich a forméch viz [14, 57, 82].
Erdés [35] skoro celou asymptotiku p(n) odvodil elementarné. Jeho postup
vychazi z rekurence uvedené v 1loze 3. Dokazal, ze pro n — oo

p(n) ~ = - e
n

s nezndmou konstantou ¢ > 0. Newman [69] ji elementdrné dopocital jako ¢ =
1/4+/3. Erdds a Lehner [36] dokézali, ze pro hodnotu k = cy/n - logn + z4/n
(c,z > 0 jsou konstanty) pocet rozkladu ¢isla n na nejvyse k ¢ésti splituje

i P F)

= exp ( —2c- e_x/(zc)) .
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Témér vechny rozklady n tedy maji zhruba cy/n - logn ¢ésti.

Szekeres [87, 88] rozsitil Hardyho-Ramanujanovu asymptotiku na asym-
ptotiku poc¢tu p*(n; k) rozkladu n na piesné k Casti, pficemz k,n — oo a
k > n'/S. Canfield [27] podal elementérni diikaz Szekeresovy asymptotiky bez
pouziti komplexni analyzy. Szekeresova asymptotika je jediny znamy zpusob,
jak pro dostate¢né velké n dokdzat unimodalitu posloupnosti (p*(n;k))7_;:
p*(n;1) <p*(n;2) <...<p'(sm) > p*(nsm+1) > ... > p*(n;n).

Wright [100] zkombinoval asymptotiku p(n) s Waringovym problémem a
nalezl asymptotiku poctu rozkladu py(n) ¢isla n na k-té mocniny pfirozenych
Cisel (pocet ¢ésti neni omezen, k > 1 je pevné, pi(n) = p(n)):

A E1/2 Aood Apt /G
Pr(n) ~ @mn)ED2 (g y1pe " e ’
kde 1-1/(k+1)
A=(k+1)-((1/k)-T(1+1/k)-C(1+1/k))

(T(z) = [°e ! dt je gama funkce a ((z) = Y,-1n 7 je zeta funkce).
Wright pro pg(n) dokonce odvodil asymptoticky rozvoj, zbytek fady vsak
pro k > 1 (na rozdil od HRR formule pro & = 1) nekonverguje k nule.

7.5. Linnikovo feSeni Waringova problému. Literatura: Gelfond a
Linnik [38].

Waringuv problém se tésil a tési velkému zdjmu matematiku. Kvanti-
tativné to znamend, ze tfeba bibliografie knihy [91] ¢itd ptes 700 polozek.
Zajimavy ptehledovy ¢lanek sepsal Ellison [34]. Puvodni Waringova formu-
lace v [93, str. 203—204] znf:

Omnis integer numerus vel est cubus; vel e duobus, tribus, 4, 5, 6,
7, 8, vel novem cubus compositus: est etiam quadratoquadratus;
vel e duobus, tribus &c. usque at novemdecim compositus &sic
deinceps.

Waringovu domnénku dokdzal jako prvni Hilbert [48] v r. 1909. Zjed-
nodusené verze jeho dukazu zalozeného na algebraickych identitach lze nalézt
v [34] a [66]. Rieger [78] ukézal, ze Hilbertova metoda vede na odhad
g(d) < (2d + 1)20@+3°*®  Linnikiiv elementrni dikaz [60] zalozeny na
Snirelmanové metodé jsme vylozili (nikoli doslovné) podle [38, kap. 2], viz
téz Chincin [53]. Obecnéjsi verzi lze nalézt v Nathansonovi [68]. Rieger [79]
z Linnikovy metody ziskal odhad g(d) < 2216"(#+1)! Newman se pokusil o
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technicky co nejjednodussi dukaz Waringovy domnénky za pomoci kombi-
nace Snirelmanovy metody s exponencidlnimi sumami (odhad v tvrzeni 245
dokazuje pomoci jednoduché verze tzv. Weylovy nerovnosti). Bohuzel jak
dikaz v [70] tak i jeho prezentace v [72, kap. 5] obsahuji mezery.

Ve dvacédtych letech 20. stoleti Hardy a Littlewood, navazujic na [46], v
sérii ¢lanku (viz napf. [44, 45]) vyvinuli mocnou analytickou metodu, kterd
poskytuje silné horni odhady G(d) a kterou lze nasadit v mnoha dalsich
aditivnich tlohach. “Kruhovou” neboli Hardy-Littlewoodovu metodu jsme
uz v jednoduché podobé pouzili v 6.4 k dikazu véty 209 a v 7.4 k dikazu
véty 237. Hardy a Littlewood vyjadfili W (n, g, d) pomoci Cauchyho véty jako

1 g.,—n—1

W(n,g,d) = 5 /CF(:/:) 2 dz ,
kde F(2) = X m=0 z™" a C je kruznice pe?™® v niz a probihd [0,1) a polomér
p splituje 0 < p < 1. Daldi postup je v kostce ten, ze se vhodné polozi
p — 17 (napf. p = 1—1/n) ainterval [0, 1) se vhodné rozdéli na tsecky dvou
druht: na tzv. hlavni dsec¢ky (major arcs), v nichz je a dobfe aproximovéno
zlomkem s relativné malym (v zdvislosti na n) jmenovatelem, a na zbylé tzv.
vedlejsi tsecky (minor arcs). Piispévek integrélu pies hlavni tsecky vytvoii
hlavni ¢len asymtotické formule pro W (n, g, d). Piispévek pies vedlejsi usecky
se shora odhadne Weylovou nerovnosti pro exponenciadlni sumy, coz vytvori
zbytkovy ¢len. Hardy a Littlewood takto za predpokladu g > 2% + 1 odvodili
asymptotiku

F(1+1/d)?
I'(g/d)

kde 6 > 0 a S(n) je jistd aritmetickd funkce spliujici ¢; > S(n) > co > 0
(konstanty c; zavisf jen na g a d). Specialng, G(d) < 2¢ + 1. Viz [66] nebo
[91].

Vinogradov v r. 1928 zavedl fadu zlepseni kruhové metody, z nichz jedno
SpoCiva v nové reprezentaci

W(n7 g, d) = S(n) . ng/d—l + O(ng/d—l—é) ’

1
Win,g,d)= [ f(a)e(~an) da,
0
kde e(z) = e¥™® f(a) = 2N _,e(am?) a N = |[n'/¢] (tato identita plyne
z ortogonality [ e(ah) da = 0 pro h # 0 a = 1 pro h = 0). Dokézal,
7e hofejsi asymptotika W (n,g,d) plati uz pro g > cd?logd. Vinogradoviv
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odhad G(d) < (24 o(1))dlogd z [92] byl neptekondn po vice nez 30 roki. V
r. 1992 rekord putoval diky Wooleymu [97] do Michiganu a soucasny nejlepsi
odhad G(d) < d(logd+loglogd+2+0O(loglogd/logd)) nalezi téz Wooleymu
[98]. Zasvéceny piehled o klasickém i modernim rozvoji kruhové metody (s
dirazem na Waringtv problém) poddva Vaughan [91], viz téz Wooley [99].
Silné horni odhady G(d) spolu s obtiznym vySetienim “malych” n vedly
k téméi presnému urceni funkce g(d). Je lehké dokdzat, ze g(d) > 2¢ +
|(3/2)4| -2 (tiloha 19). V sérii praci Dicksona, Pillaie, Rubugundaye a Nivena
publikovanych v letech 1928-44 bylo dokazano, ze pro d > 6 plati

24 4+ ((3/2)%] — 2 ... pokud a < 24
g(d) = { 24+ 1(3/2)4] + |(4/3)¢] —2 ... pokud a > 29 a B = 24
24+ 1(3/2)%] + |(4/3)4] —3 ... pokud a > 2% a 3 > 24
kde

a=24(3/2)" + [(3/2)"] a B=1(4/3)"1(3/2)") + 1(4/3)"] + [(3/2)"] .

(Snadno se nahlédne, 7ze vidy 8 > 29.) Kubina a Wunderlich [58] pomoci
pocitace dokdzali, ze pro kazdé 6 < d < 4.716 - 10® nastdva prvni moznost.
Mahler [64] dokédzal, ze druhd a tfeti moznost nastdvaji jen pro konecné
mnoho d. Podivejme se na zbyvajici tii hodnoty ¢(3),g(4) a g(5) (¢9(2) = 4
podle Lagrange). Vyse citovany Waringuv text ve strucné parafrézi pravi, ze
9(3) <9, g(4) <19 “atak dal”. Wieferich [95] v r. 1909 dokézal, ze g(3) = 9.
Chybu v jeho dukazu opravil Kempner [55]. Chen [52] v r. 1964 ukézal, ze
9(5) = 37. Nejdéle odoldvajici bikvadréaty se nakonec poddaly v r. 1992, kdy
spole¢nym tsilim Balasubramaniana [18] a Deshouillerse a Dresse [32] bylo
dokézano, 7e skutecné g(4) = 19. Formule g(d) = 2¢+ [(3/2)?] — 2 tedy plati
iprod<6.

V kontrastu s g(d) jsou zndmy pouze dvé presné hodnoty G(d): G(2) = 4
(Lagrange, 1770) a, ponékud paradoxné, G(4) = 16 (Davenport [30], 1939).
Landau [59] dokézal, ze G(3) < 8. Dickson [33] ukdzal, ze 23 a 239 jsou
jedind prirozend cisla, kterd nejsou souctem osmi (nezdpornych) t¥etich moc-
nin. Linnik [61] dokdzal, ze G(3) < 7. Watson [94] podal jednodussi dikaz
Linnikova vysledku. Watsonuv dikaz a dalsi vysledky o tfetich mocninéach lze
nalézt v [66, kap. 2]. Lehce se vidi, ze G(3) > 4 (tloha 20c). Ptes veskeré tusili
se 0 G(3) stale vi jen to, ze 4 < G(3) < 7. Podle [99], kde 1ze nalézt piislusné
reference, jsou nejlepsi v soucasnosti znamé horni odhady G(d) pro d < 20
tyto: G(5) < 17,G(6) < 24,G(7) < 33,G(8) < 42,G(9) < 50,G(10) <
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59,G(11) < 67, G(12) < 76,G(13) < 84,G(14) < 92, G(15) < 100, G(16) <
109, G(17) < 117, G(18) < 125, G(19) < 134 a G(20) < 142.

7.7 Ulohy

1. Necht n € N.

(a) (2) Dokazte, Ze n mé4 2"~ kompozic.

(b) (2) Naleznéte pocet kompozic n na g kladnych ¢asti, resp. na
g nezapornych c¢asti. (Druhy pocet je pravé hodnota funkce
W(n,g,1) z oddilu 7.5.)

(c) (2) Naleznéte pocet kompozic n, které nepouzivaji ¢ast 1.

(d) (2) Naleznéte rozdil mezi po¢tem kompozic n na sudy pocet ¢dsti
a poctem kompozic na lichy pocet casti.

2. Mnozinové rozklady — vyjadieni dané mnoziny ve tvaru sjednoceni
vzajemné disjunktnich neprdzdnych mnozin — maji v kombinatorice
dulezité misto. Uvedeme proto na né jednu ulohu. Pdrovdni M na
mnoziné [2n] = {1,2,...,2n} je jeji rozklad na n dvouprvkovych
mnozin, kterym fikdme hrany. Dvé razné hrany B; = {a,b}, a < b,
a By = {¢,d}, ¢ < d, parovani M se kriz{, pokud a < ¢ < b < d nebo
¢ < a<d<b. Pocet krizeni ¢(M) je pocet dvojic {By, By} kiizicich se
hran v M. Mnozinu v8ech parovani na [2n]| oznacime M (n).

) (1) Naleznéte kardinalitu mnoziny M (n).
) (3) Naleznéte pocet téch M € M(n), ze c(M) je liché.

c¢) (3) Naleznéte pocet téch M € M(n), ze ¢(M) =
) (1) Naleznéte pocet téch M € M(n), ze ¢(M) je maximalni mozné.
) (4)

Dokazte, ze

£ el g (e

MeM(n Q)" =, \n —

3. (2) Dokazte, ze partitni funkce spliiuje rekurenci



kde o(7) je soucet délitela cisla i.
4. Tti tlohy na Ferrersovy diagramy.

(a) (2) Necht a, b, c jsou pfirozend &isla, pficemz b, ¢ < a. Dokazte, Ze
¢islo @ — ¢ ma tolik rozkladu na b — 1 ¢dsti neptesahujicich ¢, jako
ma Cislo a — b rozkladu na ¢ — 1 ¢asti nepfesahujicich b.

(b) (2) Dokazte, ze kazdé n € N md tolik samokonjugovanych
rozkladu jako rozkladi na ruzné liché casti.

(c) (2) Dokazte identitu

n2

= 1 > T
nl;[ll—x" _Z(1—:13)2(1—:132)2...(1—:13")2 '

n=0

5. (a) (2) Necht p", » € N, je mocnina prvocisla, n € N a V je
n-rozmérny vektorovy prostor nad konecnym télesem GF(p").
Spoctéte, ze V ma praveé

()
L —
q=p

(b) (3) Dokazte ptedchozi vysledek prevedenim na kombinatorickou

k-rozmérnych podprostori.

interpretaci

Z v tvrzeni 214.
q

6. (2) Dokazte g-binomickou vétu

1+2)(1+29)(1+2¢°)...(1+2¢" ") = i a:'q(;) <n) :

7. (3) Dokazte Jacobiho tfisoucinovou identitu (véta 216) algebraicky
podle nésledujictho navodu. Oznacime-li nekonecny soucin vlevo jako
P(z,2), plati P(z,z) = P(z,z7') a P(z,2%2) = (z2) ' P(z, z). Odtud
plyne, ze P(z,z) = a(z) X%, z" 2" pro nezndmou mocninnou fadu
a(z). Oviem a(0) = 1 a specializace z = i ukazuje, ze a(z?) = a(x).
Proto a(x) = 1. Provedte tento dikaz podrobné bez analytické kon-
vergence jen za pomoci formalni algebraické konvergence mocninnych
fad.
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8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

(2) Odvod'te identitu 1 véty 215 z Jacobiho tifsou¢inové identity.

(3) Dokazte, ze kazdy redlny polynom, ktery na redlnych ¢islech nabyva
jen nezdpornych hodnot (a je tak nutné sudého stupné), je souctem
dvou ¢tvercu redlnych polynomu.

(2) Vyznejte se v néasledujicim textu, ktery jednou gramatickou vétou
popisuje dukaz toho, ze kazdé prvocislo p = 1 mod 4 je souctem dvou
ctverci.

The involution on the finite set S = {(x,y,2) € N®: z2 +
4yz = p} defined by

(x+2z,z,y—2z—2) fer<y—z
(x,y,2) =< Qy—z,y,c—y+z2) ify—z<z<y
(x =2y, —y+2zy ifzx>2y

has exactly one fixed point, so |S| is odd and the involution
defined by (z,y, z) — (z, z,y) also has a fixed point. O

(3) Necht g,n € N. Dokazte identitu

> (n—(g+1)m?) -ry(n —m?) =0.
Im|<v/n

(2) Necht (F,)p>1 = (1,2,3,5,8,13,21,...) je posloupnost Fibo-
nacciovych ¢isel a (Gp)n>0 = (Fan—1 + Font1)n>0 = (1,4,11,29,76, .. .),
kde F_; = 0. Dokazte, ze kazdé n € N ma tolik rozkladu na ruzné ¢asti
A1 > Ay > ... > Ap > 1 spliujici )\i/)\i—I—l > (3 + \/5)/2 jako rozkladu
na Casti lezici v posloupnosti (G, )n>o.

(2) Necht a, B a f jsou jako v tvrzeni 231. Definujte pomoci nich bijekci
mezi mnozinami pevnych bodi Fy, a Fjp.

Dveé ulohy na vétu 232.

(a) (3) Dokazte jeji obrdceni v disjunktnim piipadé: Jsou-li A =
(Ai)i>1 a B = (Bj)i>1 dvé prosté posloupnosti disjuntnich
kone¢nych multipodmnozin N a pro kazdé n € N plati p(n, A) =
p(n, B), potom se posloupnosti (||A4;]|)i>1 a (||Bil])i>1 lisi jen
prerovnanim.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(b) (1) Ukazte, ze kazdé n € N mé jednoznacny rozklad na riznd a
nesousedni Fibonacciova ¢isla (Fy,),>0 = (1,1,2,3,5,8,13,21,...);
napiiklad 12 =8 + 3+ 1 nebo 29 =21+5+2+ 1.

Dokazte Glaisherovu identitu (tvrzeni 234) bez pouziti véty 232
(a) (2) bijekci
(b) (2) pomoci generujicich funkci.

(3) Pfipomindme, ze p*(n; k) je pocet rozkladu n na pravé k ¢dsti. Pro
pevné k a n — oo dokazte asymptotiku

nk—l

(k) ~
(k) ~ T
Pfipomindme, ze p(n; k) je pocet rozkladi n na nejvyse k casti. Od-
vod'te nésledujici formule.

(a) (1) p(n;1) =1 ap(n;2) =1+ |n/2].

(b) (2) p(n;3) = ||[(n+3)%/12|| (|| - || oznacuje nejblizsi celé &islo).
(c) (8) p(n;4) = ||(n+5)(n® + n + 22 + 18|n/2])/144]].

(d) (3) p(n;5) = ||(n + 8)(n® + 22n? + 44n + 248 + 180|n/2])/2880]].

Pro redlné ¢islo ¢,0 < t < 1, oznacime f(t) = log (ano p(n)t").

(a) (2) Dokaite, 7e f(t) < = - L.

(b) (3) Odvod'te z predchozi nerovnosti, ze pro n > 2

™ 1/2
ot w(2n/3)
< . .
p(n) (6n — 6)1/2

1) Dokazte, ze pro kazdé d € N plati
(1) Dok kazdé d € N plati
3d
g(d)22d+{(§)J—2.

(a) (2) Necht n,z € N, 2 =1 mod 6, a cel4 ¢isla r, s jsou definovana
vztahy n = 6r mod 22,1 <r <2}, an=s+4mod 6,0 <s <5.
Dokazte, ze (r+1)>+(r—1)>4+2(2%—7)*+(s2)> = n—82° mod 623.
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(b) (3) Pomoci ptedchozi kongruence a identity
4
8% +62° (yf +y3 + 3 +ui) = D _(2° +3:)’ + (2 — )’
i=1
odvodte, ze G(3) < 13.
(c) (3) Ukazte, ze G(3) > 4.
(d) (2) Pomoci identity

6(cf +a3+z3+z)’ = D (zi+z)" + (z — ;)

odvodte, ze g(4) < 53.
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