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PØEDMLUVA i
PøedmluvaPøedkládaná skripta jsou záznamem pøedná¹ky þÚvod do analýzy na varietáchÿ, kterou mìl v létech1990 { 1995 na MFF UK jeden z autorù. V souèasných studijních pøedpisech patøí tato pøedná¹ka dostudijních plánù nìkolika studijních smìrù. Je proto u¾iteèné mít k dispozici text pøedná¹ky ve tvaru,v jakém se nyní pøedná¹í. Text skript se sna¾í zároveò zachovat styl pøedná¹ky, vèetnì úvodní neformálníkapitoly, kterou pøedná¹ka zaèíná.Tato skripta nejsou jediná, která obsahují základní pojmy týkající se variet a diferenciálních forem.Star¹í skripta O. Kowalského [13] a jejich nìmecká verze [14] tuto a dal¹í látku obsahuje, èásteènì jepokryta i v nových skriptech O. Kowalského o Riemannovì geometrii [15]. Krátké shrnutí z úplnì jinéhopohledu lze najít také ve skriptech J. Luke¹e a J. Malého [16] a v pøipravovaných skriptech J. Malého[17]. Struèný výèet základních de�nic a vìt vèetnì mnoha pøíkladù je mo¾no také nalézt ve skriptechPøíklady z matematiky pro fyziky III [12].Teorie variet a diferenciálních forem je základní souèást diferenciální geometrie, která se dlouhovyvíjela od klasického souøadnicového popisu a¾ k souèasnému bezsouøadnicovému jazyku. Ten je posvém pochopení a za¾ití velmi elegantní a úèinný, ale na první poslech nesnadno srozumitelný. Ve vìt¹inìsouèasných textù je od zaèátku výklad veden pomocí bezsouøadnicových de�nic; navíc se souèasnì zavádìjídva obtí¾né pojmy { varieta, resp. její teèný prostor a diferenciální formy. K tomu je je¹tì tøeba souèasnìvylo¾it základy multilineární algebry (která v souèasné není souèástí základního kurzu lineární algebryv prvních dvou roènících). Výsledkem èasto bývá dojem obtí¾nosti a tì¾ké pochopitelnosti.Tato skripta se li¹í od vý¹e zmínìných textù tím, ¾e nejdøíve ètenáøe seznámí s kalkulem diferenci-álních forem na Rn a pak teprve zavádí pojem variety a u¾ívá multilineární algebru k bezsouøadnicovéde�nici diferenciálních forem a jejich integrace na varietách. Ètenáø (resp. posluchaè) si tak mù¾e nejdøívezvyknout na poèítání s diferenciálními formami v souøadnicích a je pak pro nìj lehèí s porozumìnímpøijmout abstraktnìj¹í výklad v následující kapitole. Dokázané vlastnosti diferenciálních forem na Rn(vèetnì Stokesovy vìty) pak v následující kapitole umo¾ní snadno dokázat analogická tvrzení pro formyna varietách.Úvodní kapitola skript je odli¹ná od ostatních. Pou¾itý zpùsob výkladu se li¹í od ostatních kapitol apøipomíná spí¹ styl pou¾ívaný bì¾nì v matematické fyzice (pøedpoklady vìt nejsou formulovány, dùkazynejsou formálnì oddìleny a jsou souèásti výkladu). Jejím cílem je ukázat ètenáøi, jaké dùvody vedouk pojmùm studovaným v dal¹ích kapitolách, proè jsou pøirozené a jak se dají odvodit postupy bì¾nýmiv matematice, resp. fyzice.Bì¾ná precizní formulace matematických textù je obvykle závìreèným stádiem vývoje, který vedek nejlépe formulovaným pojmùm a k nejkrat¹ímu a nejelegantnìj¹ímu zpùsobu dokazování jejich vlast-ností. Výsledek je sice formálnì dokonalý a esteticky velice pùsobivý, ale velmi èasto neobsahuje podstatnéèásti intuitivního pochopení, které bylo nutné pøi vytváøení odpovídající teorie. Ètenáøi je obvykle pøiprvním seznámení s oborem nepochopitelné, jak vlastnì taková teorie mohla vùbec vzniknout. Hlavnímcílem úvodní kapitoly je tedy ilustrovat, jak je mo¾né teorii diferenciálních forem a obecnou Stokesovuvìtu vyvodit z nìkolika jednoduchých a názorných geometrických obrázkù. Na konci této kapitoly by mìlètenáø intuitivnì chápat, jak musí de�nice diferenciálních forem vypadat, jaké oznaèení je výhodné (toje velmi dùle¾itá souèást teorie!) a které jsou nejdùle¾itìj¹í vlastnosti zavádìných symbolù a pojmù. For-malizmus diferenciálních forem v Rn a de�nice jejich integrace je zøejmá realizace programu vysvìtlenéhov úvodní kapitole. Tøetí kapitola se svým formálnì perfektním (ale u¾ abstraktním) výkladem pak ètenáøiposkytne tu správnou matematickou formulaci celé teorie nejen na Rn ; ale i na obecných varietách a zá-roveò pøidá pøesný matematický smysl formálním symbolùm (þdxiÿ) u¾ívaným v pøedchozích kapitolách.Výsledná elegantní teorie diferenciálních forem na varietách je v souèasné dobì standardnì a bez dal¹íhokomentáøe pou¾ívaná ve vìt¹inì matematické literatury a patøí mezi základní kameny matematickéhovzdìlání.Skripta obsahují mnoho pøíkladù spolu s návody, výsledky, ev. øe¹eními. Úvodní dvì kapitoly atyto pøíklady snad pøispìjí k tomu, aby formální konstrukce prezentovaná ve tøetí kapitole nebyla jen



iinesrozumitelnými, formálními þpísmenkyÿ, ale aby se spojila ètenáøi s pøedchozím intuitivním vysvìtlenímv jeden srozumitelný celek.Skripta jsou opravdu jen úvodem do analýzy na varietách a z celé teorie je zde vylo¾eno nezbytnéminimum; obsahují jen tolik látky, kolik je mo¾né srozumitelnì vylo¾it bìhem jednoho semestru (dvìhodiny týdnì). Celá teorie existuje za obecnìj¹ích pøedpokladù (zde jsou v¹echny formy hladké, integraceje de�nována jen pøes kompaktní variety). Mnoho dal¹ích dùle¾itých pojmù a vlastností (napø. Lieovyderivace tenzorových polí, distribuce a jejich integrabilita) zde chybí. Dal¹í krásné partie z diferenciálnígeometrie (Riemannovy variety, �brované prostory, konexe) nebo z globální analýzy (eliptické operátoryna kompaktních varietách, Atiyah-Singerova vìta o indexu) nebo z harmonické analýzy na homogenníchprostorech èekají na zájemce v dal¹í literatuøe (napø. viz [6], [9], [11], [13], [14], [18], [21]). Leden 1998L. Krump, V. Souèek, J. A. Tì¹ínskýPøedmluva ke druhému vydáníDruhé vydání skript je opravenou verzí vydání prvního. Text byl zachován bez vìt¹ích zmìn, byly v¹akdo nìj zapracovány zejména opravy drobných i vìt¹ích chyb a nedodìlkù, na které jsme bìhem pou¾ívánískript pøi¹li buï sami nebo nás na nì upozornili na¹i studenti nìkolika rùzných roèníkù. Dìkujeme tìmtostudentùm za výraznou pomoc, která svìdèí o tom, ¾e skripta dùkladnì ètou a jsou jim tedy dobrýmpomocníkem ve studiu.Na konci skript jsme rovnì¾ doplnili nìkolik nových bibliogra�ckých odkazù, z nich¾ bychom rádiupozornili zejmnéna na nové vydání klasické Conlonovy knihy [5], které je na¹emu pojetí velice blízké,av¹ak má ¹ir¹í zábìr. Rovnì¾ upozoròujeme na anglickou verzi Jänichovy knihy [10] a nové vydánínKowalského skript [15].Doufáme, ¾e skripta zùstanou i nadále kvalitním prùvodcem studentù po analýze na varietách.Záøí 2002autoøi
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Kapitola IÚvod



1. Stokesova vìta v R 3Newtonùv vzorec v R1Dùle¾ité matematické teorie mívají obvykle základ v nìkolika jednoduchých, intuitivnì pochopi-telných a názorných my¹lenkách. Nìkdy se dokonce stává, ¾e takováto základní idea je vodítkem provytvoøení takovéto teorie. Tak se vlastnì tvoøí vìt¹ina zajímavé matematiky. Hledat tyto ideje, nacházetneèekané souvislosti a pracovat na intuitivní úrovni patøí mezi zábavu a potì¹ení matematikù. Vypraco-vat z jádra matematické my¹lenky pøesné de�nice pojmù, tvrzení a vìty o nich je spí¹ práce jako ka¾dájiná. Kalkulus diferenciálních forem je pøíkladem, na kterém se vý¹e uvedená tvrzení dají velmi dobøeilustrovat. Cílem tohoto úvodu je ukázat, ¾e staèí znát základní informace o integraci funkcí a nechat siklidnou chvíli na pøemý¹lení o mo¾ných analogiích integrace funkcí ve vy¹¹ích dimenzích. Výsledek mù¾epøi tro¹e ¹tìstí a matematické intuici být velmi zajímavý { nìkolik obrázkù, ze kterých v¹e ostatní (pøivynalo¾ení pøíslu¹né práce a úsilí) ji¾ více ménì plyne.Zaènìme tedy popisem toho, co je netriviální matematický nápad, záblesk analogie èi systému, roz¹i-øujícího ji¾ známé vìci. Z integrálního poètu je potøeba jen to základní { Newtonova formule pro výpoèeturèitého integrálu pomocí primitivní funkce:Z ba f 0(x)dx = f(b)� f(a):Tahle formulka se dá obracet z mnoha stran. Zkusme to geometricky. Na levé stranì rovnice je integrálz derivace funkce f ve v¹ech bodech úseèky ha; bi: Napravo hodnoty funkce f v krajních bodech úseèky.To v¹e pro funkce na úseèce, tj. podmno¾inì R: Je mo¾né najít nìco analogického také pro funkce na R2?Analogie Newtonova vzorce v R2Co kdy¾ èlovìka tøeba napadne, ¾e mno¾ina fa; bg; v ní¾ uva¾ujeme hodnoty f; je právì hranicí úseèkyha; bi? V R2 je místa dost hned na dvì analogie { první je otevøená mno¾ina 
 � R2 a køivka <'> = @
;která tvoøí hranici 
; druhou je køivka <'> a její okraj, tj. její koncové body (viz obr. 1). V Newtonovìvìtì jsou potøeba tyto pojmy { þfunkceÿ f; její þderivaceÿ f 0; integrál f 0 pøes úseèku a þhodnotyÿ fv bodech hranice. Je mo¾né de�novat analogie tìchto ètyø pojmù tak aby platila analogie Newtonovavzorce pro '; @'; resp. 
; @
?1.1. Køivka a její hranice v R2 .To nejjednodu¹¹í, co lze zkusit je køivka ' a její dvoubodová hranice. Nejdøív je¹tì kontrolní otázku{ co je to vlastnì køivka. Intuitivní odpovìï je jasná { prostì køivá èára v rovinì, jednodimenzionálnípodmno¾ina R2 : Trochu pøesnìj¹í vyjádøení mù¾e být, ¾e køivka <'> je obraz '(ha; bi) jednodimenzio-nálního intervalu ha; bi pøi (hladkém) zobrazení ' : ha; bi ! R2 (viz obr. 2). Aby se vylouèil degenerovanýpøípad (napø. konstantního zobrazení), je tøeba pøidat nìjakou podmínku regularity pro ': To je velmiuspokojivé, ale má to jednu vadu { mnoho zobrazení ' má tentý¾ obraz; jedna podmno¾ina <'> má ne-koneènì mnoho parametrizací. Pro tuto chvíli v¹ak akceptujeme právì uvedenou de�nici køivky a k otázceparametrizací se vrátíme pozdìji. Jen si zapamatujeme, ¾e na¹e hledané pojmy by pokud mo¾no nemìlyzáviset na volbì parametrizace køivky, aby výsledné tvrzení mìlo opravdu geometrický obsah.Na zaèátku úvahy je tedy jasné, ¾e køivka ' : ha; bi ! R2 je analogií intervalu a její koncové body'(a); '(b) analogií koncových bodù ha; bi � R: Funkce f na okolí U ; ha; bi � U � R lze zøejmì nahraditfunkcí f na okolí U ;<'> � U � R2 : To co zbývá, je nalézt, co je to þderivaceDfÿ a jak je tøeba de�novatintegrál R'Df tak, aby platilo Z'Df = f('(b))� f('(a)):Tady by ná¹ zvìdavý matematik asi strávil krat¹í èi del¹í dobu pøemý¹lením, aby ho nakonec napadlopou¾ít parametrizaci ' na¹í køivky a pøenést problém do R; kde ho u¾ vyøe¹il Newton. Vskutku, prozobrazení f � ' na ha; bi platí Zha;bi(f � ')0 = f('(b))� f('(a)) (1)a tak staèí vzít levou stranu jako de�nici R'Df (co¾ zároveò naznaèuje velmi dobøe, co Df musí být)a hledané tvrzení platí.
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Obrázek 1. Køivka a její okraj { koncové body, otevøená mno¾ina a její okraj { køivka

Obrázek 2. Køivka a její parametrizaceUvedený první pøíklad dobøe ilustruje obecný postup. Ji¾ známé vìty v dimenzi 1 vyu¾itím parame-trizace jako pøechod z vy¹¹ích dimenzí do ni¾¹ích vedou pøirozenì k nalezení správné analogie i toho, coje þderivace funkceÿ i toho, co je integrál z této derivace. Navíc máme zadarmo návrh dùkazu této novévìty.V na¹em pøípadì køivky v R2 staèí podívat se na závìr na levou stranu vztahu (1):Zha;bi(f � ')0 dt = Z ba 2Xi=1 @f@xi ('(t))d'idt (t) dt:Z ní je vidìt, ¾e správná analogie þderivace fÿ je gradient rf = ( @f@x1 ; @f@x2 ); a je to tedy vektorové polev R2 a ne funkce jako v dimenzi 1:Dále je také ihned vidìt, ¾e správná de�nice þintegráluÿ R' ~Fd~s vektorového pole ~F = (F1; F2) podélkøivky <'> je Z' ~Fd~s � Z' F1dx1 + F2dx2 := Z ba [ 2Xi=1 Fi('(t))d'idt (t)]dt:Výsledkem je tzv. vìta o potenciálu vektorového pole.
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Obrázek 3. Odvození Greenovy vìty1.2. Vìta [o potenciálu]. Nech» ' : ha; bi �! R2 je hladké zobrazení, nech» U je hladká funkcena okolí mno¾iny '(ha; bi): PakZ' @U@x1 dx1 + @U@x2 dx2 = U('(b))� U('(a)):Ta (podobnì jako Newtonova vìta) øíká, ¾e integrál podél <'> z vektorového pole ~F ; které jegradientem funkce U (U se obvykle nazývá potenciálem vektorového pole ~F ), se vypoète jako rozdílhodnot potenciálu U v koncových bodech køivky '.1.3. Oblast a její hranice v R2 .Zkusme, jestli nyní nebude mo¾né odvodit takovýmto zpùsobem analogii pøedchozích dvou vìt i v pøí-padì oblasti 
 � R2 a její hranice @
: Dvojný integrál z funkce pøes oblast 
 je standardní integrál. Cose týèe pravé strany budoucí rovnice, objekt za integraèním znamením (analogie þfunkceÿ) není apriorijasný.Pøirozená a nabízející se mo¾nost je pova¾ovat za þfunkciÿ vektorové pole a za její integrál právìde�novaný køivkový integrál z vektorového pole. V rovnostiZ Z
DF = Z@
 F1dx1 + F2dx2zbývá tedy zjistit, co znamená þderivaceÿ DF pod integrálem nalevo (a dokázat pak pøíslu¹nou rovnost).Nedá se pochybovat o tom, ¾e DF by mìla být jedna z myslitelných parciálních derivací komponentF1; F2 nebo jejich vhodná kombinace.Zkusme ¹tìstí a podívejme se, co se dá øíct o integráluZ Z
 @F1@x2 :Pro na¹e úèely mù¾eme pøedpokládat, ¾e oblast 
 má jednoduchý tvar { ¾e existují dvì hladké funkcef1; f2, de�nované na intervalu ha; bi takové, ¾e
 = f[x1; x2];x1 2 ha; bi; f2(x1) � x2 � f1(x1)g;jak je znázornìno na obrázku 3.Fubiniova vìta øíká, ¾eZ Z
 @F1@x2 = Z ba (Z f1(x1)f2(x1) @F1@x2 )dx2)dx1 = Z ba [F1(x1; f1(x1))� F1(x1; f2(x1))]dx1:Budeme-li de�novat køivky '1; '2 na ha; bi; pomocí'1(t) = (t; f1(t)); '2(t) = (t; f2(t));
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Obrázek 4. Orientace køivkypak þrozdílÿ '2 � '1 popisuje (aspoò intuitivnì) hranici @
 a podle de�nice køivkového integrálu z vek-torového poleZ ba [F1(x1; f1(x1))� F1(x1; f2(x1))]dx1 = Z'2 F1dx1 � Z'1 F1dx1 = Zþ'2 � '1ÿ F1dx1:Platí tedy, ¾e Z
 @F1@x2 = Z<@
> F1dx1;pokud snad v nìjakém rozumném smyslu platí @
 = '2 � '1: (Analogicky se získá vzorec pro zamìnìnésouøadnice.)Tím jsme narazili na velmi delikátní bod celé konstrukce. Pøi tro¹e pozornosti jsme si ho mohli v¹im-nout ji¾ døíve. Hranice køivky je tvoøena dvìma body. Z jakéhosi nejasného dùvodu jsme þintegrálÿ pøestuto hranici nenapsali jako souèet funkèních hodnot dané funkce, jak by bylo pøirozené, ale jako jejich roz-díl. Geometrická pøedstava køivky a její hranice tedy zøejmì není zcela pøesná. I kdy¾ se rozhodneme prorozdíl funkèních hodnot v krajích bodech místo jejich souètu, zbyde poøád je¹tì problém, který z krajníchbodù se vezme se znaménkem plus a který se znaménkem minus. To musí nìjak souviset s køivkou, pøeskterou integrujeme na levé stranì vztahu. Køivka tedy není jen nìjaká þjednodimenzionálníÿ podmno-¾ina, ale musíme mít navíc nìjakou strukturu, která by odli¹ila od sebe její koncové body. Jednoduchéøe¹ení je vzít køivky þorientovanéÿ, tj. ty které mají urèen smìr probíhání (obvykle se kreslí se ¹ipkounaznaèující smìr probíhání { viz obr. 4).Je-li ' takto orientovaná køivka, víme jednoznaènì, který bod je poèáteèní a který je koncový. V tomtosmyslu orientace køivky urèuje orientaci její hranice (kde orientací bodu myslíme pøidání znaménka �;které urèuje znaménko pøíslu¹né funkèní hodnoty). V¹imnìte si zároveò, ¾e pøi zmìnì orientace køivky sezmìní znaménko integrálu vektorového pole pøes køivku.Podobnì v pøípadì 
 a @
 se musíme rozhodnout, jak budeme de�novat orientaci @
: Pokud jibudeme de�novat proti smìru hodinových ruèièek pro vnìj¹í okraj a po smìru hodinových ruèièek provnitøní okraj (viz obr. 5) a pøidáme-li konvenci, ¾e integrál pøes opaènì orientovanou parametrizaci jeopaèný, pak jsme dokázali tvrzení1.4. Vìta [Greenova]. Nech» 
 je oblast v R2 a nech» @
 je její orientovaná hranice (viz obr.5), pak pro hladké vektorové pole ~F v okolí 
 platíZ
 �@F2@x1 � @F1@x2 � dx1dx2 = Z@
 F1dx1 + F2dx2:Analogie Newtonova vzorce v R3V trojrozmìrném prostoru je místo na tøi rùzné typy obrázkù (viz obr. 6).
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Obrázek 5. Orientace okraje oblasti 
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Obrázek 6. Køivka, plocha a oblast v R31.5. Køivka a její hranice v R3 .Zcela obdobnì jako v R2 se odvodí vìta o potenciálu v R3 :1.6. Vìta [o potenciálu]. Nech» ' : ha; bi �! R3 je hladké zobrazení, nech» U je hladká funkcena okolí U mno¾iny '(ha; bi): PakZ'� @U@x1 dx1 + @U@x2 dx2 + @U@x3 dx3� = U('(b))� U('(a)):1.7. Plocha a její hranice v R3 .Nejzajímavìj¹í je pøípad plochy v prostoru. Podobnì jako tomu bylo pro køivky, také plocha pro násbude nejen jakási podmno¾ina v prostoru mající þdimenzi 2ÿ, ale mno¾ina i s její parametrizací. Pøesnìji,øekneme, ¾e S = �(O) je dvoudimenzionální parametrická plocha, pokud O je otevøená podmno¾inav rovinì a � : O ! R3 je hladké zobrazení, de�nované v nìjakém okolí uzávìru O: Pøedpokládejmedále, ¾e hranice @O je popsána kladnì orientovanou (proti smìru hodinových ruèièek) køivkou '; tj.'(ha; bi) = @O: Zkusme opìt, jako v nahoøe, pøenést celý problém pomocí paramatrizace do rovinya pou¾ít Greenovu vìtu. Kupodivu, je to mo¾né a øekne nám to v¹e potøebné. Jen u¾ je k tomu potøebatrochu poèítání. Pro zjednodu¹ení zápisu budeme pou¾ívat vektorové oznaèení ~F ; ~x a h~F ; ~xi =P31 Fixi:Vyjdeme z toho, ¾e vhodný objekt pro integraci pøes þokrajÿ @S = ��'(ha; bi) (pozor { není to topologickáhranice!) plochy S = �(O) (viz té¾ obr. 7), tj. pøes køivku v R3 , je vektorové pole ~F .
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Obrázek 7. Plocha a její hranice v R3Z��'[F1dx1 + F2dx2 + F3dx3] = Z ba h~F ; d~xdt idt == Z ba �h~F ; @~x@u1 idu1dt + h~F ; @~x@u2 idu2dt � dt = Z' fdu1 + gdu2;kde f = h~F ; @~x@u1 i; g = h~F ; @~x@u2 i:Podle Greenovy vìty je tedy tento integrál rovenZ ZO "h @ ~F@u1 ; @~x@u2 i+ h~F ; @2~x@u1@u2 i � h @ ~F@u2 ; @~x@u1 i � h~F ; @2~x@u1@u2 i# du1 du2 == Z ZO0@Xi;j @Fj@xi @xi@u1 @xj@u2 � @Fj@xi @xi@u2 @xj@u11A du1du2 == Z ZO0@ Xi;j;i6=j @Fj@xi � @xi@u1 @xj@u2 � @xi@u2 @xj@u1�1A du1du2 == Z ZO �G1 det @(x2; x3)@(u1; u2) +G2 det @(x3; x1)@(u1; u2) +G3 det @(x1; x2)@(u1; u2)� du1du2;kde G1 := @F3@x2 � @F2@x3 ; G2 := @F1@x3 � @F3@x1 ; G3 := @F2@x1 � @F1@x2 ;det @(xi; xj)@(u1; u2) := @xi@u1 @xj@u2 � @xi@u2 @xj@u1 ; i 6= j:To vede k následující de�nici:1.8. De�nice rotace. Je-li ~F vektorové pole, pak de�nujeme rotaci rot ~F pole ~F jako vektorovépole rot ~F = �@F3@x2 � @F2@x3 ; @F1@x3 � @F3@x1 ; @F2@x1 � @F1@x2 ;� = þ @@~xÿ� ~F :Je-li S = �(O) dvoudimenzionální parametrická plocha a ~F je hladké vektorové pole na okolí uzávìruS, pak de�nujme plo¹ný integrál RS ~Fd~S z ~F pøes plochu S takto:
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Obrázek 8. Oblast 
 v R3 a její hranice @
 = S2 � S1ZS ~Fd~S � ZSF1dx2 ^ dx3 + F2dx3 ^ dx1 + F3dx1 ^ dx2 :=:= ZO �(F1 ��) det @(x2; x3)@(u1; u2) + (F2 ��) det @(x3; x1)@(u1; u2) + (F3 ��) det @(x1; x2)@(u1; u2)� du1du2Pozdìji si uká¾eme, ¾e takto de�novaný integrál nezávisí na volbì parametrizace, ale ¾e jeho znaménkozávisí na volbì orientace plochy, co¾ je pojem, který je tøeba v budoucnu pøesnìji de�novat, stejnì jakosymbol ^, který je v de�nici plo¹ného integrálu zatím bez významu.Právì uvedený výpoèet je tedy dùkazem následující vìty.1.9. Vìta [Stokes]. Je-li ~F hladké vektorové pole v okolí plochy S v R3 ; pakZS rot ~Fd~S = Z@S F1dx1 + F2dx2 + F3dx31.10. Oblast a její hranice v R3 .Zkusme si nyní rozmyslet je¹tì poslední pøípad, který mù¾e nastat v trojrozmìrném prostoru { oblast
 v R3 a její hranice @
 (viz obr. 8).Uva¾ujme jednoduchý pøípad, kdy je oblast 
 � R3 ohranièena zdola i shora grafem funkce, tj.
 = f(x1; x2; x3) 2 R3 ; f1(x1; x2) � x3 � f2(x1; x2)g:Pøedpokládejme dále, ¾e je v okolí uzávìru 
 dáno vektorové pole ~F :Pak (opìt s pou¾itím Newtonova vzoreèku) vypoèteme pomocí Fubiniho vìtyZ Z Z
 @F3@x3 = Z Z "Z f(x1;x2)f(x1;x2) @F3@x3 dx3# dx1dx2 == Z Z [F3(x1; x2; f2(x1; x2))� F3(x1; x2; f1(x1; x2))] dx1dx2 == ZS2 F3dx1 ^ dx2 � ZS1 F3dx1 ^ dx2 = Z@
 F3dx1 ^ dx2;kde jsme pou¾ili vý¹e de�novaný plo¹ný integrál z vektorového pole a vzali jsme v úvahu, ¾e plocha S2je orientována pomocí vnìj¹í normály a plocha S1 je orientována pomocí vnitøní normály. Plocha @
 jetedy orientována pomocí vnìj¹í normály v¹ude.Pøesnì stejný výpoèet lze provést pro derivace @F2@x2 a @F1@x1 :To vede k následující de�nici:



1. STOKESOVA VÌTA V R3 91.11. De�nice divergence. Je-li ~F vektorové pole, pak de�nujeme divergenci div ~F pole ~F jakofunkci div ~F = �@F1@x1 + @F2@x2 + @F3@x3� :Vý¹e uvedený výpoèet je pak dùkazem následující vìty.1.12. Vìta [Gauss-Ostrogradski]. Je-li ~F hladké vektorové pole v okolí uzávìru 
; pakZ
[div ~F ]dx1dx2dx3 = Z@
 ~Fd~S:Vy¹¹í dimenzeJe vidìt, ¾e tento zpùsob odvozování skuteènì funguje a je snadné si pøedstavit, jak postupovat dál, dodimenze 4 a vy¹¹ích. Na druhou stranu nelze takto probrat v¹echny pøípady jeden po druhém, nebo» jichje nekoneènì mnoho. To je dal¹í místo, kde má matematik pøíle¾itost projevit svoje matematické nadánía intuici. Je toti¾ teï tøeba v dosud známých pøípadech najít nìjaký systém, který by umo¾nil popsatobecný pøípad koneèné, leè libovolné dimenze. Hledání zákonitostí, struktury, vytváøení abstraktníchstruktur ze známých speciálních pøípadù { to je pravá práce (a potì¹ení) pro matematika.Pokud by snad dosud známé pøípady (dimenze 1, 2 a 3) nestaèily, je v¾dy mo¾né se je¹tì podívatna dimenzi 4, která je dal¹í na øadì. Zkusme si ale zopakovat to, co dosud víme a pøemý¹let o mo¾némsystému.Nejdøíve údaje o integrálech v jednotlivých dimenzích a objektech, stojících pod znamením integrálu.V prostoru R2 :(i) dimenze 0 { funkce f ;(ii) dimenze 1 { þvektorové poleÿ F1dx1 + F2dx2;(iii) dimenze 2 { þfunkceÿ fdx1dx2 = fdx1 ^ dx2V prostoru R3 :(i) dimenze 0 { funkce f ;(ii) dimenze 1 { þvektorové poleÿ F1dx1 + F2dx2 + F3dx3;(iii) dimenze 2 { þvektorové poleÿ F1dx2 ^ dx3 + F2dx3 ^ dx1 + F3dx1 ^ dx2;(iv) dimenze 3 { þfunkceÿ fdx1dx2dx3 = fdx1 ^ dx2 ^ dx3Jistì by ka¾dý ze ètenáøù u¾ snadno odpovìdìl na otázku, kolik komponent mají integrované objektyv R4 pro jednotlivé pøípady (postupnì 1; 4; 6; 4; 1) nebo pro Rn a dimenzi k (kombinaèní èíslo �nk�). V tomje jasný systém.Zajímavìj¹í a tì¾¹í je otázka, jaký je systém pøi de�nici þderivaceÿ objektu pod integrálem. Pro to jetøeba si vyhradit je¹tì trochu èasu, zopakovat si základní informace získané nahoøe, vzít si tu¾ku a papíra spoèítat si následujících nìkolik jednoduchých pøíkladù.Nejdøíve opakování postatných bodù:(i) Pro funkci f = f(x1; : : : ; xn) platídf = @f@x1 dx1 + : : :+ @f@xn dxn:To je þderivaceÿ funkce v Rn :(ii) Symbol ^ pro násobení diferenciálu má následující fundamentální vlastnost:dxi ^ dxj = �dxj ^ dxi;dxi ^ dxi = 0:(iii) Platí d(dxi)) = 0:(iv) V¹e je pøirozenì lineární a distributivní.Ukazuje se, ¾e tyto vlastnosti u¾ umo¾òují vypoèítat þderivaciÿ d objektù pod integraèním znamenímjednotným zpùsobem a tak, ¾e souhlasí s vý¹e uvedenými pøípady:V R2 platí d(F1dx1 + F2d2) = dF1 ^ dx1 + dF2 ^ dx2 = �@F1@x2 � @F2@x1� dx1 ^ dx2:



10V R3 platí d(F1dx1 + F2dx2 + F3dx3) = dF1 ^ dx1 + dF2 ^ dx2 + dF3 ^ dx3 ==�@F3@x2 � @F2@x3� dx2 ^ dx3 +�@F1@x3 � @F3@x1� dx3 ^ dx1 +�@F2@x1 � @F1@x2� dx1 ^ dx2:V R3 platí d(F1dx2 ^ dx3 + F2dx3 ^ dx1 + F3dx1 ^ dx2) ==dF1 ^ dx2 ^ dx3 + dF2 ^ dx3 ^ dx1 + dF3 ^ dx1 ^ dx2 ==�@F1@x1 + @F2@x2 + @F3@x3� dx1 ^ dx2 ^ dx3Je zøejmé, ¾e i ve zdánlivì nahodilé a rùznorodé de�nici þderivaceÿ objektu pod integraèním znamenímexistuje v probraných pøípadech jasná zákonitost a systém. Je z nich ji¾ snadné vyvodit obecnou abstraktníde�nici, platnou v jakékoliv dimenzi. To dává návod k de�nici de Rhamova diferenciálu d v následujícíkapitole.Vý¹e uvedené výpoèty také ukazují jednotný systém, jak de�novat integrál z diferenciálních forempomocí jejich pøenesení do prostoru parametrù. Je vidìt, ¾e základem je opìt de�nice diferenciálu funkce(pøenesení formy fdxi pomocí zobrazení ' = ('1; : : : ; 'n) je (f � ')d'i) a vlastnosti vnìj¹ího násobení:pokud xi = 'i(u1; u2); pak napø.dxi ^ dxj = det @('i; 'j)@(u1; u2)du1 ^ du2 = �@'i@u1 du1 + @'j@u2 du2� ^ �@'i@u2 du2 + @'i@u1 du1�To je zøejmá inspirace pro de�nici pøená¹ení obecných diferenciálních forem pomocí hladkých zobra-zení, zavedené v pøí¹tí kapitole.Tím ji¾ vlastnì zábavná a potì¹ení pøiná¹ející èást práce konèí. Právì uvedená cvièení jasnì ukazují,jak de�novat nový druh násobení (vnìj¹í násobení), jak de�novat objekty pod integrálem (budou se jme-novat diferenciální formy), jak de�novat jejich þderivaceÿ (tzv. vnìj¹í diferenciál) a koneènì jak de�novatintegrál z diferenciální formy (s u¾itím pøená¹ení diferenciálních forem pomocí zobrazení). Pokud nìkdoodolal poku¹ení si text pøeèíst a podaøilo se mu na uvedený systém pøijít samostatnì, jistì má za odmìnuvelmi pøíjemný pocit objevu nìèeho nového a pìkného. Dal¹í èást u¾ je technika a práce { vytvoøit zev¹eho ucelený a pøesný logický systém, napsat fungující de�nice pojmù, zvolit vhodné pøedpoklady a do-kázat pøíslu¹né vìty. Tuto èást u¾ (pøinejmen¹ím z èasových dùvodù) podrobnì popisovat nebudeme, aleuvedeme ji¾ v pøí¹tí kapitole rovnou hotový výsledek { teorii diferenciálních forem na Rn ; kterou pro náspøipravili na¹i pøedchùdci. Po pøeètení tohoto úvodu se snad budou zdát zavádìné pojmy srozumitelnéa výsti¾né. Vrátíme-li se nazpìt k zaèátku této kapitoly, je na ètenáøi, aby posoudil, zda tvrzení tam uve-dené (¾e nápad dívat se na Newtonovu formuli jako na integrál pøes podmno¾inu a její hranici a z tohovyplývající vícedimenzionální geometrické obrázky vedou v podstatì jednoznaènì k teorii diferenciálníchforem) je pøehnané èi nikoliv.Pokud je toto ukázka, jak odvodí obecnou Stokesovu vìtu matematik, je tøeba se zmínit, ¾e takéfyzikové odvodili svým zpùsobem tyté¾ pojmy a vìty v trojdimenzionálním prostoru. Jejich motivace bylaumìt vypoèítat práci vykonanou silou po zakøivené dráze èi tok vektorového pole plochou. Podrobnostije mo¾né najít v následujích cvièeních.Pøirozených a struktuøe odpovídajích pojmù a tvrzení není obvykle v dané struktuøe pøíli¹ a tak nenífakt, ¾e odli¹né zpùsoby odvozování pøivedly i matematiky i fyziky k tému¾, neobvyklý. Je to spí¹ vìc,která se bì¾nì stává. Pøíklady, úlohy a cvièeníV následujících pøíkladech se podíváme na køivkový a plo¹ný integrál prvního a druhého druhuzpùsobem, jakým se chápou a odvozují ve fyzice.1.13. Práce síly podél dráhy.Èastou fyzikální úlohou je spoèítat práci, kterou vykoná jistá (promìnlivá) síla ~F po jisté (zakøivené)dráze ' v prostoru Rn . Je-li dráha pøímá (a rovna vektoru ~v) a síla konstantní, øekne nám støedo¹kolskáfyzika, ¾e práce je rovna W = h~F ;~vi;kde závorka znaèí skalární souèin v Rn .



1. STOKESOVA VÌTA V R3 11V pøípadì zakøivené dráhy pøedpokládejme, ¾e ' je regulární zobrazení z intervalu ha; bi do Rn(tj. '0 je v¹ude v ha; bi de�nována a rùzná od nuly) a pro jednoduchost pøedpokládejme rovnì¾, ¾ezobrazení ' je prosté. Køivku ' aproximujeme lomenou èárou procházející hodnotami ' v bodech dìlení� : a = a0; a1; : : : ; aN = b. Potom pøibli¾ná práce jeW� = NXi=1h~Fi; ~vii = NXi=1h~F ('(ai)); '(ai)� '(ai�1)i = NXi=1 nXj=1 Fj('(ai))('j(ai)� 'j(ai�1)):Podle vìty o støední hodnotì existují èísla �ji v intervalech hai�1; aii tak, ¾e'j(ai)� 'j(ai�1) = '0j(�ji )(ai � ai�1)a tedy W� = NXi=1 nXj=1 Fj('(ai))'0j(�ji )(ai � ai�1):Nyní si v¹imnìme, ¾e tento výraz je vlastnì tzv. Riemannova suma pøíslu¹ná k integrálunXj=1 Z ba Fj('(t))'0j (t) dt: (2)De�nujeme tedy nyní køivkový integrál druhého druhu z vektorového pole ~F podél køivky' pøedpisem (2) a oznaèíme jej symbolemZ' ~F d~s � Z' F1 dx1 + � � �+ Fn dxn:Práce síly ~F podél dráhy ' se tedy spoèítá jakoW = Z' ~F d~s:Poznámka: Riemannova suma integrálu (2) je ve skuteènosti de�nována jakoNXi=1 nXj=1 Fj('(�ji ))'0j(�ji )(ai � ai�1);v na¹em pøípadì je tedy hodnota funkce Fj �' v bodì �ji nahrazena hodnotou v bodì ai. To v¹ak nemìníhodnotu limity této sumy pro k�k ! 0 (rozmyslete si!).1.14. Hmotnost nehomogenního drátu s lineární hustotou %.Jinou obvyklou úlohou je spoèítat hmotnost drátu Rn . Je-li drát úseèka (rovná vektoru ~v) a hustotakonstantní, je hmotnost rovna m = %k~vk;kde k~vk znaèí euklidovskou normu v Rn .V pøípadì zakøiveného drátu aproximujeme ' stejnì jako v pøedchozím pøípadì lomenou èárou pro-cházející hodnotami ' v bodech dìlení �. Potom pøibli¾ná hmotnost jem� = NXi=1 %ik~vik = NXi=1 %('(ai))k'(ai)� '(ai�1)k = NXi=1 %('(ai))k'0(�ji )k(ai � ai�1)Dostáváme opìt Riemannovu sumu, tentokrát k integráluZ ba %('(t))k'0(t)k dt: (3)De�nujeme tedy nyní køivkový integrál prvního druhu z funkce % podél køivky ' pøedpisem(3) a oznaèíme jej symbolem Z' % ds:Hmotnost drátu ' s hustotou % se tedy spoèítá jakom = Z' % ds:



12 1.15. Tok vektorového pole plochou.Rozmysleme si nyní analogickou situaci v dvojrozmìrném pøípadì. Ve fyzice se de�nuje tok vekto-rového pole ~F plochou S. Je-li plocha S rovnobì¾ník urèený vektory ~v a ~w v R3 a na této plo¹e pùsobíkonstantní síla ~F , je tok de�nován pomocí smí¹eného souèinuT = h~v � ~w; ~F i = det(~v; ~w; ~F );kde � znamená vektorový souèin dvou vektorù.V zakøiveném pøípadì je opìt nutno aproximovat. Pøedpokládejme, ¾e plocha S je parametrizovánazobrazením � : ha; bi � hc; di �! R3 , které je v¹ude regulární a prosté. Dìlení � bude tentokrát obdél-níková sí» daná dìleními intervalù a = a0; a1; : : : ; aN = b a c = c0; c1; : : : ; cN = d. Chystáme se pou¾ítstejných idejí jako v jednorozmìrném pøípadì, oznaèení je zde ov¹em slo¾itìj¹í. Oznaème pro jednoduchost~vij = �(ai; cj)��(ai�1; cj); ~wij = �(ai; cj)��(ai; cj�1):Nyní T� = NXi=1 NXj=1h~vij � ~wij ; ~FijiU¾itím vìty o støední hodnotì najdeme �i a �j tak, ¾e platí ~vij = �u(�i; cj)(ai � ai�1) a ~wij =�v(ai; �j)(cj � cj�1), kde �u;�v oznaèuje derivaci zobrazení � podle první resp. druhé promìnné. Do-stáváme T� = NXi=1 NXj=1h�u(�i; cj)��v(ai; �j); ~F (�(ai; cj))i(ai � ai�1)(cj � cj�1):Obdobnou úvahou o Riemannových sumách dospíváme k integráluT = Z ba Z dc h�u(u; v)��v(u; v); ~F (�(u; v))i du dv: (4)De�nujeme plo¹ný integrál druhého druhu z vektorového pole ~F pøes plochu S pøedpisem(4) a oznaèíme jej symbolem ZS ~F d~S � ZS F1 dy dz + F2 dz dx+ F3 dx dyTok síly ~F plochou S se tedy spoèítá jakoT = ZS ~F d~S:1.16. Hmotnost nehomogenní plochy s plo¹nou hustotou %.Nyní ji¾ sami doká¾ete odvodit vzorec pro hmotnost plochy S s plo¹nou hustotou %. Obdobnouaproximací jako v pøípadì toku plochou lze dospìt k integrálum = Z ba Z dc k�u(u; v)��v(u; v)k%(�(u; v))) du dv: (5)De�nujeme plo¹ný integrál prvního druhu z funkce % pøes plochu S pøedpisem (5) a oznaèímejej symbolem ZS % dS:Hmotnost plochy S s hustotou % se tedy spoèítá jakom = ZS % dS:



Kapitola IIDiferenciální formy v R n



2. Vnìj¹í algebra R nV obecném vektorovém prostoru umíme násobit vektory èísly, ale neumíme násobit vektory mezisebou. Existuje více zpùsobù, jak roz¹íøit vektorový prostor V tak, aby na pøíslu¹nì vìt¹ím vektorovémprostoru u¾ byl de�nován souèin libovolných dvou prvkù (tj. jak vnoøit V do nìjaké asociativní, alene nutnì komutativní, algebry). Univerzální roz¹íøení v tomto smyslu je tenzorová algebra vektorovéhoprostoru (viz podkapitola 6). My bychom chtìli vnoøit Rn do algebry, její¾ násobení není nutnì komuta-tivní, ale ve které je násobení vektorù z pùvodního vektorového prostoru antikomutativní. Výslednémunásobení budeme øíkat vnìj¹í násobení a odpovídající algebra se bude nazývat vnìj¹í algebra Rn :V prostoru Rn existuje význaèná, kanonická báze. Konstrukce, která by odpovídala vlastnostem od-vozeným v pøedchozí kapitole, je mo¾ná nejen na Rn ; ale na libovolném vektorovém prostoru V s vybranouvýznaènou bází fe1; : : : ; eng:Oznaème hledané vnìj¹í násobení symbolem ^: Formální de�nice je okam¾itým dùsledkem základnívlastnosti ei ^ ej = �ej ^ ei: K bázi fe1; : : : ; eng musíme pøidat jako nové nezávislé generátory postupnìsouèiny ei ^ ej ; i < j; i; j = 1; : : : ; nei ^ ej ^ ek; i < j < k; i; j; k = 1; : : : ; natd.U¾iteèné oznaèení mù¾e být eI � ei1 ^ : : :^ eik ; kde I = fi1; : : : ; ikg; i1 < : : : < ik: Prvky roz¹íøené bázejsou tedy indexovány pomocí podmno¾in I � f1; : : : ; ng: Prvky efig se ztoto¾òují s pùvodními vektory eia e; je tøeba ztoto¾nit s jednièkou 1 2 R: Pro prvky takovéto roz¹íøené báze je tøeba de�novat násobenípøirozeným zpùsobem a to pak lineárnì roz¹íøit na odpovídající lineární obal.Popsaná konstrukce zaèínala volbou pevné báze v pøíslu¹ném vektorovém prostoru. Je otázka, zdavýsledná algebra závisí na této volbì. Dalo by se ukázat, ¾e ne, tj. ¾e v¹echny takto získané algebryjsou izomorfní. Tuto práci si u¹etøíme; v podkapitole 6 si budeme de�novat vnìj¹ího algebru obecnéhovektorového prostoru pomocí multilineární algebry bez jakékoliv volby báze a uká¾eme si zároveò, ¾epøi libovolné volbì báze je algebra de�novaná v této kapitole izomorfní vnìj¹í algebøe sestrojené pomocímultilineární algebry. V¹imnìte si, ¾e tento postup je typický pro obvyklý vývoj matematických pojmù{ na¹e nynìj¹í intuitivnì srozumitelná de�nice (která vznikla pøímým zobecnìním úvodních názornýchidejí) je po èase nahra¾ena elegantní, abstraktní de�nicí, která nejlépe odpovídá dané struktuøe, kteráv¹ak je ménì intuitivnì pochopitelná a ménì srozumitelná.2.1. De�nice vnìj¹í algebry vektorového prostoru. Nech» V je libovolný n-dimenzionálnívektorový prostor nad R a nech» fe1; : : : ; eng je pevnì zvolená báze V . Uva¾ujme koneènou mno¾inusymbolù eI ; kde I � f1; : : : ; ng; prvky mno¾iny I jsou uspoøádány vzestupnì podle velikosti a kde platíe; = 1 2 R a efig = ei 2 V: Vnìj¹í algebra vektorového prostoru V je algebra ��(V ); její¾ bází jemno¾ina symbolù feI ; I � f1; : : : ; ngg: Tedy vnìj¹í algebra je mno¾ina v¹ech formálních sum��(V ) = f XI�f1;:::;ng�IeI ; �I 2 Rg:Operace sèítání vektorù a násobení vektoru skalárem de�nujeme takto:XI�f1;:::;ng�IeI + XI�f1;:::;ng�IeI := XI�f1;:::;ng(�I + �I)eIc0@ XI�f1;:::;ng�IeI1A := XI�f1;:::;ng(c�I )eI (6)kde �I ; �I ; c 2 R. Násobení vektorù de�nujeme pro prvky báze takto:eI ^ eJ := (0 pokud I \ J 6= ;;sgn � I;JI[J� eI[J pokud I \ J = ;, (7)



2. VNÌJ©Í ALGEBRA Rn 15kde sgn znaèí znaménko permutace1. Násobení obecných vektorù je díky bilinearitì operace vektorovéhonásobení ^ jednoznaènì urèeno vztahy (7).Algebra ��(V ) je tedy jako¾to vektorový prostor (tj. a¾ na vektorové násobení ^) izomorfní s R2n .Stejnì jako R2n toti¾ obsahuje prvky tvaruP�IeI ; kde �I 2 R, eI jsou prvky báze a I je index probíhajícínìjakou 2n-prvkovou mno¾inu indexù. Operace sèítání a násobení skalárem jsou de�novány stejnì jakov R2n (viz (6)). Na rozdíl od R2n je v¹ak ��(V ) algebra; pro ka¾dé dva její prvky je de�nován jejich souèin,patøící do ��(V ). To, ¾e index I probíhá mno¾inu P(f1; : : : ; ng) v¹ech podmno¾in mno¾iny f1; : : : ; ng a nemno¾inu f1; : : : ; 2ng, je konvence, která znaènì usnadòuje de�nici vektorového násobení v ��(V ). IndexI nìkdy nazýváme té¾ multiindex a v konkrétních pøípadech vynecháváme slo¾ené závorky (tj. ef1;3;7gzkracujeme na e1;3;7) nebo dokonce i èárky (tj. pí¹eme e137). Zkracování pou¾ijeme výhradnì tam, kdenemù¾e dojít k nedorozumìní.2.2. Poznámky.(i) Pro k 2 0; : : : ; n oznaème �k(V ) = lineární obal symbolù eI , kde I je pøesnì k-prvková. Prvkùm�k(V ) øíkáme k-vektory a prostor �k(V ) se nazývá k-tá vnìj¹í mocnina prostoru V . Zøejmì ��(V ) =�nk=0�k(V ). Je-li tedy napøíklad V = R3 a e1; e2; e3 báze V, pak �0(V ) = R má bázi e; = 1 a jejednodimenzionální, �1(V ) = V je vektorový prostor s bází e1; e2; e3 a je tedy 3-dimenzionální, �2(V )má dimenzi 3 a bázi e12; e13; e23 a koneènì �3(V ) je jednodimenzionální s bází e123.(ii) Vektor e; = 1 2 ��(V ) je opravdu podle de�nice jednotkou vzhledem k násobení, nebo» prolibovolné I � f1; : : : ; ng je eI ^ e; = sgn� I; ;I [ ;�eI[; = sgn�II�eI = eI :Obdobnì e; ^ eI = eI a tedy 8! 2 ��(V ) : ! ^ e; = ! = e; ^ !. Tìleso R je tedy pøirozenì vnoøeno do��(V ) jako R ' �0(V ) � ��(V ):(iii) Podle de�nice vektorového násobení platí:eI = ei1 ^ ei2 ^ : : : ^ eik ; (8)kde I = fi1; : : : ; ikg; 1 � i1 < � � � < ik � n. Tyto dva zápisy budeme støídat dle potøeby. Vztah (8) takéukazuje, proè jsme de�novali násobení ^ právì vztahem (7).Doka¾me nyní nìkolik základních vlastností vnìj¹ího násobení ^:2.3. Vìta. Buï V vektorový prostor dimenze n nad R s bází e1; : : : ; en. Buïte k; l 2 f1; : : : ; nglibovolná, pak platí:(i) dim�k(V ) = �nk�; dim��(V ) = 2n:(ii) ^ je asociativní.(iii) Je-li ! 2 �k(V ); � 2 �l(V ), pak ! ^ � = (�1)kl� ^ !:(iv) Buïte v1; : : : ; vk 2 V vektory. Zapi¹me je ve tvaru vi = Pnj=1 vji ej , kde vji 2 R, i 2 f1; : : : ; kg,j 2 f1; : : : ; ng. Pro ka¾dou k-prvkovou podmno¾inu I � f1; : : : ; ng oznaème VI := (vji )i2f1;:::;kg;j2Imatici k � k, která vznikne z matice koe�cientù W:=(vji )i2f1;:::;kg;j2f1;:::;ng vynecháním sloupcùjejich¾ index j není v mno¾inì I. Pøi tomto oznaèení platí:2v1 ^ : : : ^ vk = XI�f1;:::;ng;jIj=k det VI � eIDùkaz. ad (i) jednoduché, viz té¾ poznámku 2.2(i).1Symbol sgn � I;JI[J� oznaèuje znaménko permutace �i1;:::;ip;j1;:::;jrk1;:::;kp+r �, kde i1 < � � � < ip jsou setøídìné prvky mno¾inyI = fi1; : : : ; ipg, j1 < � � � < jr jsou setøídìné prvky mno¾iny J = fj1; : : : ; jrg a k1 < � � � < kp+r jsou setøídìné prvkymno¾iny I [ J = fk1; : : : ; kp+rg.2Èísla fdet VIgjIj=k se obvykle nazývají Plückerovy souøadnice k-vektoru v1 ^ : : : ^ vk.



16 ad (ii) Doka¾me asociativitu nejprve pro prvky báze. Buïte I; J;K � f1; : : : ; ng. V pøípadì, ¾e jsouI; J;K po dvou disjunktní, platíeI ^ (eJ ^ eK) = eI ^ (sgn� J;KJ [K�eJ[K) = sgn� J;KJ [K�eI ^ eJ[K == sgn� J;KJ [K� sgn� I; J [KI [ J [K�eI[J[K == sgn� I; J;KI; J [K� sgn� I; J [KI [ J [K�eI[J[K == sgn� I; J;KI [ J [K�eI[J[K : (9)
V pøípadì, ¾e I; J;K nejsou po dvou disjunktní, pak buï J \ K 6= ; nebo I \ (J [ K) 6= ;, z èeho¾snadno zjistíme postupem podobným pøedchozím rovnostem, ¾e eI ^ (eJ ^ eK) = 0. (0 chápeme jako 0e;ve smyslu odstavce 2.2(iii).) Analogicky se doká¾e i(eI ^ eJ) ^ eK = sgn� I; J;KI [ J [K�eI[J[K (10)pokud jsou I; J;K po dvou disjunktní a (eI ^ eJ) ^ eK = 0 jinak. Ze vztahù (9),(10) ji¾ plyne platnosttvrzení pro prvky báze.Pro obecné prvky dostaneme tvrzení díky linearitì operace ^, nebo»XI�f1;:::;ng �IeI ^ ( XJ�f1;:::;ng�JeJ) ^ ( XK�f1;:::;ng 
KeK)! == XI�f1;:::;ng XJ�f1;:::;ng XK�f1;:::;ng �I�J
KeI ^ (eJ ^ ek) == XI�f1;:::;ng XJ�f1;:::;ng XK�f1;:::;ng �I�J
K(eI ^ eJ) ^ ek ==  XI�f1;:::;ng �IeI ^ XJ�f1;:::;ng�JeJ! ^ XK�f1;:::;ng 
KeK :Dokázav¹e, ¾e ^ je asociativní, mù¾eme na mnoha místech vynechávat závorky a psát napøíkladeI ^ eJ ^ eK .ad (iii) Stejnì jako v bodì (ii) doká¾eme tvrzení nejdøíve pro prvky báze. Je-li I; J � f1; : : : ; ng; I\J =;; jI j = k; jJ j = l; pakeI ^ eJ = sgn� I; JI [ J�eI[J = sgn�I; JJ; I� sgn� J; II [ J�eI[J = sgn�I; JJ; I�eJ ^ eIpøitom permutace �I;JJ;I� má znaménko (�1)kl.Pro obecná !; � ji¾ tvrzení plyne, obdobnì jako v (ii), z linearity násobení ^.ad (iv) Platí nXi1=1 vi11 ei1! ^ : : : ^ nXik=1 vikk eik! = nXi1=1 � � � nXik=1 vi11 � � � vikk ei1 ^ : : : ^ eik ;pøitom sèítanec na pravé stranì je nula pokud ia = ib pro nìjaká a; b 2 f1; : : : ; kg, a 6= b. Zùstanoujen ty sèítance, kde i1; : : : ; ik jsou vzájemnì rùzné a tedy fi1; : : : ; ikg je k-prvková podmno¾ina mno¾inyf1; : : : ; ng. Souèet tedy bì¾í pøes v¹echny k-prvkové podmno¾iny mno¾iny f1; : : : ; ng a jejich v¹echnymo¾né permutace. Poèítaný výraz je tedy rovenXjIj=k X�2Skvi�(1)1 � � � vi�(k)k ei�(1) ^ : : : ^ ei�(k) == XjIj=k X�2Sk sgn� vi�(1)1 � � � vi�(k)k ! ei1 ^ : : : ^ eik = XjIj=k detVI eI



2. VNÌJ©Í ALGEBRA Rn 17kde Sk je mno¾ina v¹ech permutací mno¾iny f1; : : : ; kg a I = fi1; : : : ; ikg, kde i1; : : : ; ik jsou prvky Ioznaèené tak aby i1 < � � � < ik. Poslední rovnost plyne pøímo z de�nice determinantu matice VI .2.4. Poznámky.(i) Pro vektorový prostor v dimenze n zøejmì platí dim�k(V ) = dim�n�k(V ). Izomor�smus mezitìmito dvìma prostory sestrojíme v oddíle o Hodgeovì operátoru.(ii) Z tvrzení 2.3(iv) plyne (pøi oznaèení z vìty) pro k = n vztah v1 ^ : : : ^ vn = detWe1 ^ : : : ^ en.Hodgeùv operátorUva¾ujme n-dimenzionální vektorový prostor V se zvolenou orientací (viz de�nice 8.22) a se zadanýmskalárním souèinem h ; i. Sestrojíme tzv. Hodgeùv operátor �, který bude izomor�smem mezi �k(V )a �n�k(V ).Nejprve v¹ak zavedeme skalární souèin na vnìj¹í mocninì �k(V ) prostoru V se skalárním souèinem:pro prvky tvaru eI ; eJ 2 �k(V ) polo¾meheI ; eJi = hei1 ^ : : : ^ eik ; ej1 ^ : : : ^ ejk i = hei1 ; ej1i : : : heik ; ejk i:Snadno se ovìøí, ¾e takto de�novaný souèin je pozitivnì de�nitní symetrická bilineární forma na �k(V ).2.5. Lemma. Je-li V lineární prostor se skalárním souèinem a f : V ! R lineární zobrazení,existuje právì jeden prvek u 2 V takový, ¾e f(v) = hu; vi pro v¹echna v 2 V .Dùkaz. Buï e1; : : : ; en ortonormální báze V a polo¾meu = nXi=1 f(ei)ei:Potom pro ka¾dé v =Pni=1 aiei 2 V jef(v) = nXi=1 aif(ei) = nXi=1 aihu; eii = hu; vi:Prvek u je pøitom zobrazením f zøejmì jednoznaènì urèen.Zvolme nyní kladnì orientovanou ortonormální bázi e1; : : : ; en prostoru V a oznaème � = e1^: : :^en 2�n(V ): Pro ka¾dé � 2 �k(V ) je zobrazení �n�k(V )! �n(V )� 7! � ^ �lineární. Tedy existuje právì jedno lineární zobrazení f� : �n�k(V )! R takové, ¾e� ^ � = f�(�)�:Podle lemmatu 2.5 existuje právì jeden prvek �� prostoru �n�k(V ) takový, ¾e pro v¹echna � 2�n�k(V ) je f�(�) = h��; �i neboli � ^ � = h��; �i�:2.6. De�nice. Lineární zobrazení� : �k(V )! �n�k(V )� 7! ��se nazývá Hodgeùv operátor.2.7. Poznámka. Je-li V vektorový prostor dimenze n a k � n, je Hodgeùv operátor izomor�smus�k(V ) ' �n�k(V ).Ke ka¾dému � toti¾ existuje jediné zprostøedkující lineární zobrazení f� a k nìmu opìt jediný prvek��, zobrazení � je tedy prosté, a jeliko¾ oba prostory mají stejnou dimenzi, je � izomor�smus.



18 Pøíklady, úlohy a cvièení2.8. Vnìj¹í algebra v nízkých dimenzích.Uvìdomte si, jak vypadají vnìj¹í mocniny �k(Rn ) a vnìj¹í algebra ��(Rn ) pro n = 2; 3; 4. Jakvypadají kanonické báze tìchto prostorù, jaké jsou jejich dimenze?2.9. Geometrický význam vnìj¹ího souèinu n� 1 vektorù na Rn .Buïte v1; : : : ; vn�1 vektory v Rn , e1; : : : ; en kanonická báze. Pak lze psátv1 ^ : : : ^ vn�1 = nXi=1(�1)i+1aie1 ^ : : : ^ ei�1 ^ ei+1 ^ : : : ^ enpro nìjaká a1; : : : ; an 2 R. De�nujme vektor [v1; : : : ; vn�1] 2 Rn pøedpisem[v1; : : : ; vn�1] := (a1; : : : ; an):Znaèí-li hx; yi :=Pni=1 xiyi standardní skalární souèin, uka¾te, ¾e8w 2 Rn : h[v1; : : : ; vn�1]; wi = det(w; v1; : : : ; vn�1):Speciálnì, h[v1; : : : ; vn�1]; vii = 0 pro v¹echna i = 1; : : : ; n� 1.Pro n = 3 je [u; v] = u�v = (u2v3�u3v2; u3v1�u1v3; u1v2�u2v1), co¾ je obvyklý vektorový souèinna R3 .2.10. Rozlo¾itelné k-vektory a jejich geometrická interpretace.V zde bude znaèit vektorový prostor Rn , e1; : : : ; en jeho kanonickou bázi. Rozmyslete si, která z tvr-zení lze zobecnit na pøípad obecného vektorového prostoru.(a) Dùsledek vìty 2.3(iv): pøi oznaèení z vìty platí pro k = nv1 ^ : : : ^ vn = detWe1 ^ : : : ^ en:(Viz poznámku 2.4(ii).) Analogicky se doká¾e obecnìj¹í tvrzení: jsou-li v1; : : : ; vn a v01; : : : ; v0n dvì bázeprostoru V , buï A = (aji ) regulární matice taková, ¾e vi =Pni=1 ajiv0j (tj. matice pøechodu mezi tìmitobázemi); pak platí v1 ^ : : : ^ vn = detA v01 ^ : : : ^ v0n:(b) Doka¾te: Vektory v1; : : : ; vk 2 V jsou lineárnì závislé () v1 ^ : : : ^ vk = 0.(c) De�nice: Buï k 2 f1; : : : ; ng. Øekneme, ¾e k-vektor ! 2 �k(V ) je rozlo¾itelný, existují-livektory v1; : : : ; vk 2 V takové, ¾e ! = v1 ^ : : : ^ vk. Mno¾inu v¹ech nenulových rozlo¾itelných k-vektorù(pro pevné k) oznaèíme R. Pro ! 2 R de�nujeme jádro Ker! := fv 2 V ; v ^ ! = 0g.(d) Doka¾te: Je-li ! = v1 ^ : : : ^ vk 2 R, je Ker! = LO(v1; : : : ; vk), kde LO znaèí lineární obal.(e) Doka¾te: Jsou-li !; !0 2 R, pak Ker! = Ker!0 () 9� 2 R; � 6= 0; ! = �!0.(f) De�nice: Zavedeme ekvivalenci � na R takto:! � !0 () 9� 2 R; � 6= 0; ! = �!0:Dále oznaèíme symbolem Grk;n mno¾inu v¹ech k-dimenzionálních vektorových podprostorù v Rn . Tentoobjekt se nazývá Grassmannova varieta neboli Grassmannián.Zatím máme Grassmannián popsán jen jako mno¾inu. Na Grassmanniánu v¹ak lze de�novat rovnì¾strukturu hladké variety a toto bude jeden z dùle¾itých netriviálních pøíkladù takové struktury { viz7.16(e).(g) Geometrická interpretace rozlo¾itelných k-vektorù: Z (e) a (f) plyne, ¾e pro ! � !0 jeKer! = Ker!0; tj. existuje bijekce R= �' Grk;n:(h) De�nice: Je-li ! = PjJj=k !JeJ 2 �k(V ), pak f!JgjJj=k 2 R(nk) se nazývají Plückerovysouøadnice k-vektoru !. Speciálnì, je-li ! = v1 ^ : : : ^ vk 2 R, jsou Plückerovy souøadnice vektoru! rovny fdetVJgjJj=k, kde VJ jsou k � k-podmatice matice koe�cientù W vektorù v1; : : : ; vk urèenémultiindexy J délky k (viz vìtu 2.3(iv)). Pøiøazení ! 7! fdetVJgjJj=k je tedy vnoøením R ,! R(nk).Poznámka o projektivních prostorech: De�nujme n-dimenzionální (reálný) projektivní prostortakto: RPn = P(Rn+1) := (Rn+1 � f0g)= �;
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Obrázek 9. Konstrukce projektivního prostoru RP2kde relace ekvivalence � je de�nována na Rn+1 � f0g vztahem(x1; : : : ; xn+1) � (x01; : : : ; x0n+1) () 9� 2 R; � 6= 0;8i : xi = �x0i:Ekvivalentnì lze RPn de�novat jako mno¾inu v¹ech jednodimenzionálních podprostorù v Rn+1 . Je tedyRPn ' Gr1;n+1.Dále, jsou-li ! � !0 2 R, je zøejmì fdetVJgjJj=k � fdetV 0JgjJj=k 2 R(nk). TedyGrk;n ' R= � ,! (R(nk) � f0g)= � ' RP((nk)�1):Tedy Grassmannián Grk;n je vnoøen pomocí Plückerových souøadnic do projektivního prostoru dimenze�nk�� 1.Uvìdomte si, ¾e projektivní prostor RPn lze vyjádøit rovnì¾ jako kvocient sféry:RPn = Sn= �;kde relace ekvivalence � je de�nována na sféøe Sn = fx 2 Rn ; kxk2 = 1g vztahem x � �x (viz obrázek9). Na projektivním prostoru lze rovnì¾ de�novat strukturu hladké variety (viz 7.16(d)).2.11. Dal¹í vlastnosti rozlo¾itelných k-vektorù.(a) Doka¾te: Jsou-li !1 2 �j(V ) a !2 2 �k(V ), j � k, !1 i !2 rozlo¾itelné a je-li Ker!1 � Ker!2,potom existuje � 2 �k�j(V ) taková, ¾e !2 = !1 ^ �.(b) Doka¾te: Jsou-li !1 2 �j(V ) a !2 2 �k(V ) rozlo¾itelné, pakKer!1 \Ker!2 = 0 () !1 ^ !2 6= 0:V pøípadì splnìní tìchto ekvivalentních podmínek je pak Ker(!1 ^ !2) = LO(Ker!1 [ Ker!2), kde LOznaèí lineární obal.(c) Triviálnì platí, ¾e v¹echny 1-vektory i n-vektory jsou rozlo¾itelné. Doka¾te, ¾e rovnì¾ v¹echny(n� 1)-vektory jsou rozlo¾itelné.(d) Pøíklad nerozlo¾itelného k-vektoru: Z (c) plyne, ¾e pro n = 1; 2; 3 jsou v¹echny k-vektoryrozlo¾itelné (pro v¹echna k 2 f1; : : : ; ng). Nejjednodu¹¹í pøíklad nerozlo¾itelného vektoru je tedy nutnohledat v �2(R4 ). Doka¾te, ¾e takový vektor skuteènì existuje. Na základì tohoto výsledku uka¾te, ¾e proka¾dé n � 4 a ka¾dé k = 2; : : : ; n� 2 existuje nerozlo¾itelný vektor ! 2 �k(Rn ).(e) Obecný tvar 2-vektorù: Uka¾te, ¾e pro ka¾dé nenulové ! 2 �2(V ), n � 4, existuje bázev1; : : : ; vn prostoru V a èíslo r takové, ¾e ! = v1 ^v2+ � � �+v2r�1 ^v2r. Potom zøejmì platí (pøi oznaèení!r = ! ^ : : : ^ ! r-krát), ¾e !r 6= 0 a !r+1 = 0. Èíslo r tedy nezávisí na volbì báze v1; : : : ; vn a nazýváse hodnost 2-vektoru. Je tedy ! 2 �2(V )rozlo¾itelné () r = 1.(f) Rozlo¾te dané k-vektory, tj. napi¹te je ve tvaru v1 ^ : : : ^ vk:�) (ae13 + be24) ^ (ce13 + de24) 2 �4(R4 )



20 �) (ae1 + be4) ^ (ce123 + de234) 2 �4(R4 )
) e123 + e124 + e234 2 �3(R4 )�) e12345 + e12346 + e12356 + e12456 + e13456 + e23456 2 �5(R6 )(g) Jako triviální dùsledek Vìty 2.3(iii) platí ! 2 �k(V ); k liché =) ! ^ ! = 0. Najdìte (nutné apostaèující) podmínky na k a n, aby existovalo ! 2 �k(Rn ) takové, ¾e ! ^ ! 6= 0. Jak lze potom takové! zkonstruovat?2.12. Hodgeùv operátor v dimenzi 3.(a) Zvolte orientaci R3 pomocí vektoru � = e123 2 �3(R3 ) a vypoèítejte hodnotu �� postupnì pro� = e23; e13; e12 a pro libovolný 2-vektor �.(b) Doka¾te, ¾e pro v¹echny vektory u; v 2 R3 platíu� v = �(u ^ v);kde u�v = [u; v] oznaèuje vektorový souèin na R3 (viz 2.9) a obecnìji, pro vektory u1; : : : ; un�1 2 Rn je[u1; : : : ; un�1] = (�1)n�1 � (u1 ^ : : : ^ un�1):
3. Diferenciální formy na R nDiferenciální formy3.1. De�nice diferenciální formy. Oznaème T �(Rn ) (zkrácenì T �) vektorový prostor, jeho¾bázi tvoøí symboly dx1; : : : ; dxn. Pøesnìji øeèenoT �(Rn ) := f nXi=1 �i dxi;�i 2 Rg;pøièem¾ sèítání vektorù a násobení skalárem je de�nováno þpo slo¾káchÿ, tedy takto:nXi=1 �i dxi + nXi=1 �i dxi := nXi=1(�i + �i) dxi; c � nXi=1 �i dxi := nXi=1 c�i dxi:Úmluva: Hladkou funkcí budeme v celých skriptech rozumìt v¾dy C1 funkci, tedy funkci majícíparciální derivace libovolného øádu.Diferenciální forma stupnì k (zkrácenì k-forma) na otevøené podmno¾inì 
 � Rn je hladkézobrazení 
 do �k(T �). Diferenciální forma ! : 
! �k(T �) je tedy tvaru!(x1; : : : ; xn) = XjIj=k!I(x1; : : : ; xn) dxI ;kde !I(x1; : : : ; xn) jsou hladké funkce z 
 do R.Mno¾inu v¹ech diferenciálních forem stupnì k na mno¾inì 
 budeme oznaèovat Ek(
). Dále oznaèímeE�(
) mno¾inu v¹ech diferenciálních forem na 
, tj. mno¾inu v¹ech hladkých zobrazení 
 do ��(T �).Diferenciální forma ! 2 E�(
) nemá tedy obecnì de�nován stupeò { mù¾e být souètem diferenciálníchforem rùzných stupòù. Platí v¹ak E�(
) = nMk=0 Ek(
);tedy rozklad obecné formy do homogenních sèítancù (prvkù Ek(
)) je jednoznaènì urèen.Pøipomeòme, ¾e je dxI = dxi1 ^ : : : ^ dxik , kde i1; : : : ; ik jsou prvky I setøídìné podle velikosti.



3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA Rn 213.2. De�nice vnìj¹ího diferenciálu. Buï 
 � Rn otevøená mno¾ina. Pro v¹echna p, 0 � p � nde�nujeme zobrazení d : Ep(
)! Ep+1(
) takto:(i) Je-li f 2 E0(
) (f je tedy funkce z 
 do R), pak de�nujeme df : 
! �1(T �) pøedpisemdf(a) := nXi=1 @f@xi (a) dxi; 8a 2 
:(ii) Buï ! 2 Ep(
) diferenciální forma stupnì p. Forma ! je tedy tvaru !(x) =PjIj=p !I(x) dxI ; kdex 2 
 a !I jsou hladké funkce z 
 � Rn do R. De�nujeme d! : 
! �p+1(T �) pøedpisemd!(x) := XjIj=p d!I(x) ^ dxI = XjIj=p nXi=1 @!I@xi (x) dxi ^ dxI ; 8x 2 
:3.3. Poznámka o interpretaci symbolu dxi. V de�nici diferenciálních forem se pou¾ívajízáhadné symboly dxi, které tvoøí bázi vektorového prostoru oznaèeného T �(Rn ). Z de�nice vnìj¹ího dife-renciálu d vyplývá jednoduchá interpretace tìchto symbolù { je-li 'i(x1; : : : ; xn) = xi i-tá souøadnicováfunkce na Rn , pak d'i = Pnj=1 @'i@xj dxj = 1 dxi = dxi. Je mo¾né tedy symbol dxi interpretovat jakovnìj¹í diferenciál základní souøadnicové funkce 'i a zvolené formální oznaèení se pak uká¾e jako vhodnámnemotechnická pomùcka pro zapamatování a jako pøíprava pro de�nici vnìj¹ího diferenciálu d. Lze sitaké ji¾ teï dopøedu uvìdomit, jak dobøe toto oznaèení bude souhlasit s bì¾nými konvencemi pøi oznaèeníintegrálu z funkce pøes podmno¾inu v Rn .3.4. Vìta. Vnìj¹í diferenciál má následující vlastnosti (pro p; q 2 f0; : : : ; ng):(i) 8!; � 2 E�(
) : d(! + �) = d! + d� .(ii) 8! 2 Ep(
); � 2 Eq(
) : d(! ^ �) = d! ^ � + (�1)p! ^ d� .(iii) 8! 2 Ep(
) : d( d!) = 0.Dùkaz.ad (i) Plyne pøímo z de�nice.ad (ii) Nejdøíve doka¾me tvrzení pro diferenciální formy tvaru ! = !I dxI ; � = �J dxJ , kde I jep-prvková a J q-prvková podmno¾ina mno¾iny f1; : : : ; ng a I; J jsou disjunktní.d(! ^ �) = d(!I�J � dxI ^ dxJ ) == d(!I�J ) ^ dxI ^ dxJ =  nXi=1 @(!I�J )@xi dxi! ^ dxI ^ dxJ == nXi=1 @!I@xi �J dxi ^ dxI ^ dxJ + nXi=1 !I @�J@xi dxi ^ dxI ^ dxJ ==  nXi=1 @!I@xi dxi ^ dxI! ^ (�J dxJ ) + (�1)p nXi=1 !I dxI ^ �@�J@xi dxi ^ dxJ� == d(!I dxI ) ^ �J dxJ + (�1)p!I dxI ^ nXi=1 @�J@xi dxi ^ dxJ! == d! ^ � + (�1)p! ^ d�Z postupu je té¾ vidìt, ¾e pro I \ J 6= ; jsou obì strany 0 a rovnost je tedy splnìna triviálnì.Pro obecné diferenciální formy !; � u¾ tvrzení plyne z linearity operace ^, nebo»d(! ^ �) = d� XjIj=p!I dxI ^ XjJj=q �J dxJ� = XjIj=p XjJj=q d(!I dxI ^ �J dxJ ) == XjIj=p XjJj=q � d(!I dxI ) ^ �J dxJ + (�1)p!I dxI ^ d(�J dxJ )� == d� XjIj=p!I dxI� ^ � XjJj=q �J dxJ�+ (�1)p� XjIj=p!I dxI� ^ d� XjJj=q �J dxJ� == d! ^ � + (�1)p! ^ d�;



22co¾ jsme chtìli.ad (iii) I. Doka¾me, ¾e tvrzení platí pro prvky tvaru ! = !I dxI 2 Ep(
). Postupujme indukcí.1. indukèní krok: Buï ! = f � dx; = f 2 E0(
) funkce, pak platíd( df) = d0@ nXj=1 @f@xj dxj1A = nXj=1 d� @f@xj� ^ dxj = nXi=1 nXj=1 @2f@xj@xi dxi ^ dxj == X1�i<j�n @2f@xj@xi dxi ^ dxj + X1�j<i�n @2f@xj@xi (�1) dxj ^ dxi == X1�i<j�n� @2f@xj@xi � @2f@xi@xj� dxi ^ dxj = 0kde jsme pou¾ili vztahu dxj ^ dxi = � dxi^ dxj a rovnosti @2f@xj@xi = @2f@xi@xj , která je splnìna pro v¹echnyC2 funkce a tím spí¹ pro C1 funkci f . Pro prvky E0(
) tedy tvrzení platí.Speciálnì tedy pro souøadnicovou funkci 'i(x1; : : : ; xn) = xi máme d( d'i)) = 0. Podle poznámky3.3 je d'i = dxi a tedy platí d( dxi) = d( d'i) = 0 (11)pro v¹echna i 2 f1; : : : ; ng.2. indukèní krok: Nech» tvrzení platí pro v¹echny ! tvaru ! = !I dxI 2 Ep�1(
). Nyní buï ! =!I dxI 2 Ep(
), kde I = fi1; : : : ; ipg a 1 � i1 < � � � < ip � n. Z (11) a indukèního pøedpokladu plyne:d( d!) = d( d(!I dxi1 ^ : : : ^ dxip)) = d( d!I ^ dxi1 ^ : : : ^ dxip) == d( d!I ^ dxi1 ^ : : : ^ dxip�1) ^ dxip++ (�1)p( d!I ^ dxi1 ^ : : : ^ dxip�1) ^ d( dxip) == d( d(!I dxi1 ^ : : : ^ dxip�1)) ^ dxip + 0 = 0:II. Pro libovolné p a libovolné ! 2 Ep(
) nyní dostávámed( d!) = d0@ d0@XjIj=p!I dxI1A1A = XjIj=p d ( d(!I ^ dxI )) = 0:Pøená¹ení diferenciálních forem pomocí zobrazeníV tomto paragrafu uká¾eme, jak lze diferenciální formy pøená¹et pomocí zobrazení z jedné ote-vøené mno¾iny na druhou. Inspirací pro následující de�nice budou postupy u¾ité pøi de�nici integrálùz diferenciálních forem v nízkých dimenzích, o kterých pojednává úvodní kapitola. Budeme mít hladkézobrazení � : U ! 
 z otevøené mno¾iny U � Rk do otevøené mno¾iny 
 � Rn . Oznaème souøadnicev U písmeny u1; : : : ; uk a souøadnice v 
 budeme oznaèovat x1; : : : ; xn. Je-li tedy x = �(u) pro nìjakáu 2 U � Rk ; x 2 
 � Rn ; pak xi = �i(u) = �i(u1; : : : ; uk), pøièem¾ �i je i-tá slo¾ka zobrazení �,i = 1; : : : ; n.3.5. De�nice. Buï � : U ! 
 hladké, buïte U � Rk ;
 � Rn otevøené mno¾iny. Pro ka¾dép 2 f1; : : : ; ng de�nujeme zobrazení �� : Ep(
)! Ep(U) pøedpisem��(!) := XjIj=p(!I ��) d�i1 ^ : : : ^ d�ip 2 Ep(U);kde ! = PjIj=p !I dxI = PjIj=p !I dxi1 ^ : : : ^ dxip je libovolný prvek Ep(
) a kde i1; : : : ; ip jsouvzestupnì setøídìné prvky mno¾iny I .



3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA Rn 23Pøipomínáme, ¾e d�j ; j = 1; : : : ; n jsou diferenciální formy prvního stupnì, viz de�nici vnìj¹íhodiferenciálu v odstavci 3.2. Tyto diferenciály je tøeba rozepsat podle de�nice diferenciálu funkce 3.2(i) avýsledný výraz ��(!) = XjIj=p(!I ��) kXk1=1 @�i1@uk1 duk1! ^ : : : ^0@ kXkp=1 @�ip@ukp dukp1Aupravit podle pravidel pro vnìj¹í násobení do základního tvaru ��(!) =PjIj=p  I(u) duI , kde  I(u) jsouodpovídající koe�cienty u symbolù duI .3.6. Vìta. Jsou-li !;�; U;
 jako v de�nici a � 2 Eq(
), pak(i) ��(! + �) = ��(!) + ��(�), pokud p = q.(ii) ��(! ^ �) = ��(!) ^ ��(�), p; q libovolná.(iii) ��( d!) = d(��!).(iv) Je-li zobrazení 	 : V ! U z otevøené mno¾iny V � Rs do U , pak (� �	)�(!) = (	� ���)(!).(v) Je-li k = n a ! 2 En, tedy ! = f dx1 ^ : : : ^ dxn; x = �(u), pak��(!) = det(Jac�)(f ��) du1 ^ : : : ^ dun;kde Jac� je oznaèení pro Jacobiho matici zobrazení �, tedy matici �@�i@uj �ni;j=1.Dùkaz.ad (i) Snadné, pøímo z de�nice.ad (ii) Nejdøíve doká¾eme tvrzení vìty pro !; � speciálního tvaru ! = !I dxI ; � = �J dxJ , kde!I ; �J jsou funkce a I; J po øadì p-prvková a q-prvková mno¾ina indexù. Poté pou¾ijeme distributivity ^vzhledem ke sèítání a z bodu (i) obdr¾íme po¾adované tvrzení.Doka¾me tedy tvrzení pro ! = !I dxI ; � = �J dxJ . Mù¾eme pøedpokládat, ¾e I \ J = ;, jinak jsoutoti¾ obì strany rovny 0. Platí 3��(! ^ �) = ��(!I�J dxI ^ dxJ ) == (!I ��)(�J ��) d�i1 ^ : : : ^ d�ip ^ d�j1 ^ : : : ^ d�jq == (!I ��) d�i1 ^ : : : ^ d�ip ^ (�J ��) d�j1 ^ : : : ^ d�jq = ��(!) ^��(�):Pro obecné !; � tvaru ! = PjIj=p !I dxI a � = PjJj=q �J dxI staèí pou¾ít právì dokázané tvrzeníspolu s bodem (i). Na ukázku vypí¹eme podrobnì, jak se tento dùkaz provede. V dal¹ích pøípadech ji¾takovéto pøímoèaré dùkazy necháme ètenáøi.��(! ^ �) = �� XjIj=p!I dxI ^ XjJj=q �J dxJ! == �� XjIj=p;jJj=q(!I dxI) ^ (�J dxJ )! == XjIj=p;jJj=q��((!I dxI ) ^ (�J dxJ )) == XjIj=p;jJj=q��(!I dxI ) ^ ��(�J dxJ ) == XjIj=p��(!I dxI ) ^ XjJj=q��(�J dxJ ) = ��(!) ^��(�);co¾ jsme chtìli.ad (iii) Stejnì jako v pøedchozím budeme pøedpokládat, ¾e ! = !I dxI ; pro obecné ! dostanemevztah pomocí linearity �� a vnìj¹ího diferenciálu d (viz (i) a 3.4(i)). Nech» je tedy ! = !I dxI a oznaème3Striktnì vzato by bylo v následující úpravì tøeba nejprve pøepsat dxI^ dxJ do základního tvaru setøídìného vzestupnì,pak teprve pou¾ít de�nici �� a poté pøepermutovat èleny zpìt. Takto bychom podrobnì zdùvodnili druhou rovnost (meziprvým a druhým øádkem) v této úpravì.



24i1; : : : ; ip prvky mno¾iny I uspoøádané vzestupnì podle velikosti. Pov¹imnìme si nejprve, ¾e na levé i napravé stranì rovnosti jsou diferenciální formy na mno¾inì U . Upravujme nejdøíve levou stranu rovnosti��( d!) = �� nXi=1 @!I@xi dxi ^ dxI! = nXi=1 �@!I@xi ��� d�i ^ d�i1 ^ : : : ^ d�ipNyní budeme upravovat pravou stranu rovnosti.d(��(!)) = d((!I ��) d�i1 ^ : : : ^ d�ip) = kXj=1 @(!I ��)@uj duj ^ d�i1 ^ : : : ^ d�ipKdybychom vìdìli, ¾ePni=1 �@!I@xi ��� d�i =Pnj=1 @(!I��)@uj duj , byli bychom hotovi. Tato rovnost jev¹ak dùsledkem pravidla pro derivování slo¾ené funkce, nebo» platíkXj=1 @(!I ��)@uj duj = nXi=1 kXj=1�@!I@xi �� � @�i@uj � duj ==  nXi=1 @!I@xi ��! �0@ kXj=1 @�i@uj duj1A = nXi=1 �@!I@xi ��� d�i:ad (iv) Díky ji¾ dokázaným tvrzením (i) a (ii), staèí uva¾ovat pouze tyto dva pøípady4: ! = f 2 E0(M)a pøípad ! = dxi; i = 1; : : : ; n:První pøípad plyne ihned z de�nice:(� �	)�(f) = f � (� �	) = (f ��) �	 = 	�(��(f)):Nech» tedy nyní ! = dxi: Pak(� �	)�(dxi) = sXl=1 @(� �	)i@tl dtl = kXj=1�@�i@uj �	� sXl=1 @	j@tl dtl! == 	�0@ kXj=1 @�i@uj duj1A = 	�(��(dxi)):ad (v) Nech» je v¹e oznaèeno jako ve formulaci vìty. Tedy mimo jiné ! = f dx1 ^ ::: ^ dxn a tedypodle de�nice �� platí, ��(!) = (f � �) d�1 ^ ::: ^ d�n. V ka¾dém bodì u 2 U mù¾eme d�i vyjádøitjako: d�i(u) = nXj=1 @�i@uj duj(viz de�nice 3.2). Podle 2.3(iv), pou¾ité pro n = k, je tedyd�1 ^ ::: ^ d�n(u) = det�@�i@uj (u)�ni;j=1 du1 ^ ::: ^ dun = det(Jac�(u)) du1 ^ ::: ^ dunpro libovolné u 2 U , co¾ jsme chtìli dokázat.De Rhamùv komplex3.7. De�nice de Rhamova komplexu. Forma ! 2 Ek(
) se nazývá uzavøená, pokud d! = 0,a exaktní, pokud existuje forma � 2 Ek�1(
) taková, ¾e d� = !.4Tvrzení lze té¾ dokázat stejnì pøímoèaøe jako pøedchozí body. Staèí ho dokázat pro ! = !I dxI . Tvrzení pak plynejako v pøede¹lých pøípadech z linearity �� a 	�. Dùkaz tvrzení je pak pomìrnì pøímoèarý a nepou¾ívá ¾ádných trikù, jev¹ak dosti technický. Pokud dosud nejste zbìhlí v tomto typu dùkazù, doporuèujeme si provést tento dùkaz vlastnoruènì,nauèíte se pracovat s pou¾ívanou symbolikou a získáte tím pøehled. Hlavní idea dùkazu je toto: Pov¹imneme si, ¾e si leváa pravá stranu dokazované rovnosti jsou diferenciální formy z Ep(V ), obì strany mù¾eme vyjádøit jako lineární kombinacibáze f dtKgjKj=p prostoru Ep(V ), nebo alespoò jako lineární kombinaci prvkù tvaru dtk1 ^ : : :^ dtkp ; kde k1; : : : ; kp nejsounutnì vzestupnì uspoøádaná èi vzájemnì rùzná. Pokud vyjdou stejné lineární kombinace, bude tvrzení dokázáno.



3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA Rn 253.8. De�nice. Nech» 
 je oblast v Rn : PosloupnostE0(
) d�! E1(
) d�! : : : d�! En(
)se nazývá de Rhamùv komplex.3.9. Poznámka. Vìta 3.4(iii) øíká, ¾e ka¾dá exaktní forma je uzavøená. Posloupnost prostorùa zobrazení mezi nimi se nazývá komplex, pokud má tuto vlastnost, tj. pokud slo¾ení dvou po sobìnásledujících zobrazení je triviální.Pøirozená otázka je, jestli ka¾dá uzavøená forma je exaktní, nebo jestli existují formy, které jsouuzavøené, ale nejsou exaktní. Základní informace v tomto smìru je následující Poincarého lemma.3.10. Lemma [Poincaré]. Nech» 
 je koule v Rn : Pak ka¾dá uzavøená forma stupnì k; k =1; : : : ; n; je exaktní.3.11. Poznámka. Speciální pøípad tohoto lemmatu se obvykle probírá ji¾ v analýze { jde o tzv.vìtu o potenciálu. Ta øíká, ¾e vektorové pole ~T na jednodu¹e souvislé oblasti (napø. na kouli) je gradientemfunkce, pokud platí @Tj@xi = @Ti@xj : Tato vìta je toto¾ná s pøípadem k = 1 Poincarého lemmatu.Dùkaz Poincarého lemmatu není tì¾ký. Je-li ! uzavøená forma, pak pøíslu¹nou exaktní formu � lzede�novat vhodným vzoreèkem a ovìøit pøímým výpoètem, ¾e d� = ! (viz cvièení 3.15(f)). Dùkaz obecnéhoPoincarého lemmatu (pro variety) je uveden v 12.25.Je zcela podstatné si uvìdomit, ¾e Poincarého lemma je formulováno pouze pro velmi speciální oblast{ pro kouli. Pro to jsou velmi dobré dùvody. Staèí vyjmout z koule jeden jediný bod (napø. její støed) atvrzení pøestane platit (viz napøíklad cvièení 3.15(e) a 10.13(f)). Intuitivnì lze øíci o hodnì víc. Pokudvyjmeme jeden bod z koule 
 � Rn ; bude existovat (modulo exaktní formy) jediná (a¾ na násobek)uzavøená forma stupnì n; která není exaktní. Pøesnìji øeèeno, prostor uzavøených forem stupnì n moduloprostor exaktních forem je vektorový prostor dimenze 1. Pokud bychom vyjmuli z koule 5 rùzných bodù,bude mít pøíslu¹ný faktorprostor dimenzi 5. Je tedy zøejmé, ¾e je zde velmi zajímavá souvislost mezifaktorprostorem uzavøených forem modulo exaktní formy a topologií pøíslu¹né oblasti, na které jsouuva¾ované diferenciální formy de�nované. Pøesnou formulaci této souvislosti lze nalézt v 12.20.Pøíklady, úlohy a cvièení3.12. Diferenciální formy v nízkých dimenzích, výpoèet diferenciálu.(a) Buï 
 = R2 . Napi¹te obecný tvar diferenciální formy ! 2 Ek(R2 ); k = 0; 1; 2 a vypoètìte hodnotuvnìj¹ího diferenciálu d!.(b) Buï 
 = R3 . Napi¹te obecný tvar diferenciální formy ! 2 Ek(R3 ); k = 0; 1; 2; 3 a vypoètìtehodnotu vnìj¹ího diferenciálu d!.(c) Vypoèítejte d!, je-li:�) ! = xy dz + yz dx�) ! = exy dy � eyz dz
) ! = x2 dy ^ dz + yz dx ^ dz�) ! = sin(xy) dx ^ dz + cos(xz) dx ^ dy(d) Buï 
 � Rn ; f 2 C1(
) ' E0(
). Doka¾te, ¾e df ^ df = 0, a to (a) pøímým výpoètem, (b) jakodùsledek 2.11(g).(e) Najdìte (n�1)-formu ! na Rn takovou, ¾e d! = dx1^ : : :^ dxn. Charakterizujte v¹echny takovéformy !.



26 3.13. Gradient, rotace, divergence.Je-li f 2 C1(Rn ), de�nujeme gradient f jako vektorovou funkcigrad f := � @f@x1 ; : : : ; @f@xn� :Je-li F = (F1; : : : ; Fn) hladké vektorové pole na Rn (tj. ka¾dá funkce Fi je z C1(Rn )), de�nujemedivergenci vektorového pole F jako funkcidivF := nXi=1 @Fi@xi :Je-li F = (F1; F2; F3) hladké vektorové pole na R3 , de�nujeme rotaci vektorového pole F jakopole rotF := �@F3@x2 � @F2@x3 ; @F1@x3 � @F3@x1 ; @F2@x1 � @F1@x2� :Zapí¹eme-li operátor gradientu na prostoru C1(R3 ) symbolicky jako grad = � @@x1 ; @@x2 ; @@x3�, lze psátrotF = grad�F ve smyslu obvyklého vektorového souèinu na R3 .Doka¾te, ¾e(i) rot � grad = 0,(ii) div � rot = 0a to (a) pøímým výpoètem, (b) srovnáním s výsledky 3.12(b) a u¾itím vztahu d( d!) = 0.Poznámka: operátor � de�novaný na hladkých funkcích f : Rn ! R jako �f := div(grad f) =Pni=1 @2f@x2i je takzvaný Laplaceùv operátor.3.14. Pøená¹ení diferenciálních forem.Pro danou formu ! na R3 a dané zobrazení � de�nované na vhodné podmno¾inì R2 vypoèítejtepøenesenou formu ��(!).�) ! = dx ^ dy + dy ^ dz;�(u; v) = (u+ v; u� v; uv);�) ! = xy dz ^ dy � xz dx ^ dz;�(u; v) = (u2; v � u; 2v);
) ! = cosx dy ^ dz + sin y dz ^ dx+ cos z dx ^ dy;�(u; v) = (2u; uv; 2v);�) ! = x dx+ y dy + z dz ;�(�; �) = (cos� cos �; cos� sin �; sin�);3.15. Uzavøené a exaktní formy.(a) Buï ! forma sudého stupnì. Uka¾te, ¾e forma ! ^ d! je uzavøená (bez pou¾ití bodu (b)).(b) Buï ! forma sudého stupnì. Uka¾te, ¾e forma ! ^ d! je exaktní.(c) Buïte ! a � uzavøené formy libovolného stupnì. Uka¾te, ¾e forma ! ^ � je potom také uzavøená.(d) Buïte ! a � exaktní formy libovolného stupnì. Uka¾te, ¾e ! ^ � je potom také exaktní.(e) Uka¾te, ¾e forma ! = xx2 + y2 dy � yx2 + y2 dx 2 E1(R2 � f(0; 0)g)je uzavøená, ale není exaktní.Poznámka o souvislosti s analýzou v komplexním oboru: Komplexní 1-forma dzz na C se dá vyjádøitve tvaru dzz = dz�zjzj2 = ( dx+ i dy)(x� iy)x2 + y2 = x dx + y dyx2 + y2 + i�y dx+ x dyx2 + y2 :Je tedy ! = Im dzz . Komplexní funkce 1z v¹ak nemá primitivní funkci v C �f0g, (je derivací funkce Logz,av¹ak pouze v oboru C � ((�1; 0 >) a funkce Im 1z je derivací funkce Argz v tomté¾ oboru. Funkce Logza Argz pøitom nelze spojitì roz¹íøit na C � f0g.Toto tvrzení lze dokázat i pomocí Stokesovy vìty { viz cvièení 10.13(e),(f).



4. ØETÌZCE 27(f) Dùkaz Poincarého lemmatu. Nech» 
 = K(0; R) je koule o polomìru R > 0 v Rn : Nech»! 2 Ek(
); ! = !I dxI ; I = fi1; : : : ; ikg. De�nujme formu�(x) := kXj=1(�1)j�1[Z 10 (tk�1!I(tx)) dt]xij dxi1 ^ : : : ^ dxij�1 ^ dxij+1 ^ : : : ^ dxik :Uka¾te, ¾e d� = !: 4. ØetìzcePøi integraci pøes køivky, plochy, atd. si integraèní obor ka¾dý pøedstavuje jako regulární køivkuèi plochu. Bylo by mo¾né zahrnout vhodnou de�nici regularity do de�nice integraèního oboru, kteránásleduje. Tento postup by ale vedl ke zbyteèným potí¾ím, obzvlá¹» pøi de�nici hranice oboru integracenutné pro Stokesovu vìtu. Ve skuteènosti podmínka regularity pro parametricky zadaný integraèní obornení pøi de�nici integrálu z diferenciální formy k nièemu potøebná. A intuitivnì øeèeno, pokud je oborintegrace degenerovaný (singulární { odtud název), vyjde pak hodnota integrálu automaticky nulová.Øetìzce, singulární krychle4.1. De�nice. Oznaème Ik := h0; 1ik � Rk ; I0k := (0; 1)k. Øekneme, ¾e zobrazení ' : Ik ! 
 � Rnje k-dimenzionální singulární krychle v 
, pokud existuje otevøená mno¾ina O; Ik � O � Rk taková,¾e ' je restrikcí spojitì diferencovatelného zobrazení ~' : O ! 
. (tj. 9 ~' 2 C1(O;
) : ' = ~'jIk .)Mno¾inu '(Ik) budeme oznaèovat <'>.4.2. De�nice.(i) Buï 
 � Rn otevøená, ! 2 En(
) (tj. ! = f dx1 ^ : : : ^ dxn), pak de�nujemeZ
 ! := Z
 f = Z
 f dx1 : : : dxnpokud má pravá strana smysl (tøeba jako Lebesgueùv integrál). Pro n = 0 klademe R0 = f0g a prof 2 E(f0g) ' R de�nujeme Zf0g f = f(0):(ii) Buï ' : O ! 
 � Rn spojitì diferencovatelné zobrazení, O otevøená v Rk . Buï ! 2 Ek(
).De�nujeme Z' ! := ZO '�(!):(iii) Buï ' k-dimenzionální singulární krychle, pak de�nujemeZ' ! := ZIk '�(!):Na právì de�novaný pojem se díváme jako na integrál diferenciální formy pøes singulární krychli atudí¾ se jeví pøirozeným, ¾e bychom chtìli, aby pojem nezávisel na þparametrizaciÿ. (Zmìna parametrizacebude tzv. difeomor�smus mezi de�nièními obory pøíslu¹ných mno¾in O;O0 { de�nici tohoto pojmu najdetev 7.1.) O tom mluví následující vìta.



28 4.3. Vìta. Buïte '; '0 k-dimenzionální singulární krychle takové, ¾e '0 = ' � �. Pøitom � jedifeomor�smus � : O0 ! O (kde O � Ik;O0 � Ik a � je þzmìna parametrizaceÿ) s vlastností, ¾e znaménkodet�@�i@xj �ki;j=1 je konstantní na celém O (oznaème hodnotu, kterou znaménko nabývá, � 2 f�1;+1g).Pak pro ka¾dé ! 2 Ek(
) platí Z' ! = � Z'0 !Poznámka.Místo konstantnosti � lze pøedpokládat souvislostO. Pak toti¾ z �; ��1 2 C1 a spojitostifunkce det�@�i@xj �ki;j=1, která navíc nikde nenabývá hodnoty 0, plyne, ¾e znaménko det�@�i@xj �ki;j=1 jeskuteènì konstantní na O.Dùkaz. Platí Z' ! = ZI0k '�(!) (12)a dále Z'0 ! = ZI0k ('0)�(!) = ZI0k (' � �)�! = ZI0k ��(2Ek(
)z }| {'�(!)) = � ZI0k '�(!) = � Z' !;co¾ jsme chtìli. Rovnost RI0k ��('�(!)) = � RI0k '�(!) plyne z vìty 3.6(v) a z vìty o substituci pro Lebes-gueùv integrál, proto¾e je-li x0 = �(x); '�(!) = f(x0) dx01 ^ : : : ^ dx0k; pak��('�(!)) = �j det Jac�j(f � �) dx1 ^ : : : ^ dxk:4.4. De�nice øetìzce. Buï 
 � Rn : Volnou Abelovu grupu generovanou v¹emi k-dimenzi-onálními singulárními krychlemi v 
 budeme znaèit Ck(
). Její prvky budeme nazývat øetìzce. Li-bovolný prvek c 2 Ck(
) je tedy formální suma tvaruc =Xi2I ni'i;kde I je koneèná indexová mno¾ina, ni 2 Z a 'i jsou k-dimenzionální singulární krychle v 
.4.5. Pøíklad.Nech» '1; '2; '3; '4 : I1 ! Rn jsou1-dimenzionální singulární krychle danépøedpisy '1(u) := (u; 0)'2(u) := (u; 1)'3(u) := (1; u)'4(u) := (0; u): - 66 -
'1'4 '2 '3(0; 0) (1; 0)

(1; 1)(0; 1)
Pøíklady 1-dimenzionálních øetìzcù mohou být napøíkladc1 = 3'1 + '4 + 7'2c2 = '1 + (�4)'2 = '1 � 4'2c3 = '1 + '3 � '2 � '4:



4. ØETÌZCE 29

Obrázek 10. Krychle I3 a její hranice4.6. De�nice.(i) Oznaème symbolem @Ik (k � 1)-dimenzionální øetìzec v Rk daný pøedpisem@Ik := kXj=1(�1)j(Ik(j;0) � Ik(j;1)) = kXj=1 1X�=0(�1)j+�Ik(j;�);kde Ik(j;�) : Ik�1 ! Rk (pro � = 0; 1) je (k � 1)-dimenzionální singulární krychle de�novaná pøedpisemIk(j;�)(u1; : : : ; uk�1) := (u1; : : : ; uj�1; �; uj ; : : : ; uk�1):Tento øetìzec5 budeme nazývat hranice Ik (viz obr. 10).(ii) Je-li ' : Ik ! Rn singulární krychle, pak de�nujeme (k� 1)-dimenzionální øetìzec @' (hranici ')pøedpisem @' := ' � @Ik := kXj=1(�1)j(' � Ik(j;0) � ' � Ik(j;1))(iii) Je-li c = Pni=1 ni'i k-dimenzionální øetìzec, pak jeho hranici @c de�nujeme pomocí pojmuhranice singulární krychle jako (k � 1)-dimenzionální øetìzec daný pøedpisem@c := nXi=1 ni@'i:4.7. De�nice. Je-li c =Pni=1 ni'i k-dimenzionální øetìzec v 
 a je-li ! 2 Ek(
), pak de�nujemeintegrál z diferenciální formy ! pøes øetìzec c takto:Zc ! := nXi=1 ni Z'i !(pøitom R'i ! je de�nován ve 4.2).Pøíklady, úlohy a cvièení4.8. Integrace pøes øetìzce.Vypoèítejte integrál z dané formy ! pøes danou singulární krychli (øetìzec) c:5Pozor, v¹imnìte si, ¾e symbol Ik oznaèuje podmno¾inu Rk (i kdy¾ velmi speciální), ale symboly Ik(i;�) oznaèujízobrazení a symbol @Ik oznaèuje øetìzec v Rk.



30 (a) c : 8><>:x = sin�y = cos�z = cos�+ sin� (�; �) 2 h0; �2 i2;! = z dy ^ dx+ x dz ^ dy + y dx ^ dz:(b) c : 8>>><>>>:x = (s+ t)2y = (s� t)2z = stw = 2t (s; t) 2 h0; 1i2; ! = wy dx ^ dz:(c) c : 8>>><>>>:x = r + sy = s+ tz = t+ rw = r � s+ t (r; s; t) 2 h0; 1i3; ! = w dx ^ dy ^ dz:(d) Naleznìte øetìzec parametrizující povrch ètyøstìnu s vrcholy v poèátku a v koncových bodechvektorù e1; e2; e3 2 R3 , orientovaný pomocí vektoru vnìj¹í normály (viz 8.24), a integrujte pøes nìj formu! = (x+ y)z dy ^ dz:
5. Stokesova vìtaStokesova vìta (v Rn)5.1. Vìta [Stokes]. Pro ! 2 Ek�1(
); c 2 Ck(
);
 � Rn ; k � n; platíZ@c ! = Zc d! (13)Dùkaz.(i) Doká¾eme tvrzení vìty pro k = n; c = IdIn ; ! 2 En�1(Rn ).Proto¾e je ! tvaru ! =Pni=1(�1)i+1fi dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn, platíd! = nXi=1(�1)i+1 dfi ^ dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn == nXi=1(�1)i+1 nXj=1 @fi@xj dxj ^ dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn == nXi=1(�1)i+1 @fi@xi dxi ^ dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn ==  nXi=1 @fi@xi! dx1 ^ : : : ^ dxnPravá strana dokazovaného vztahu (13) je tedy rovna (viz de�nice 4.2)Zc d! = ZIn nXi=1 @fi@xi (14)Levá strana dokazovaného vztahu (13) je podle de�nic 4.6 a 4.7 rovna



5. STOKESOVA VÌTA 31(L) = Z@c ! = nXi=1 1X�=0(�1)i+� ZIn(i;�) ! == nXi=1 1X�=0(�1)i+� ZIn(i;�) nXj=1(�1)j+1fj dx1 ^ : : : ^ dxj�1 ^ dxj+1 ^ : : : ^ dxnintegrál rozepí¹eme pomocí 4.2(iii)(L) = nXi=1 1X�=0(�1)i+� ZIn�1(In(i;�))�0@ nXj=1(�1)j+1fj dx1 ^ : : : ^ dxj�1 ^ dxj+1 ^ : : : ^ dxn1A == nXi=1 1X�=0(�1)i+� ZIn�1 nXj=1(�1)j+1(fj � In(i;�))d(In(i;�))1 ^ : : : ^ d(In(i;�))j�1 ^ d(In(i;�))j+1 ^ : : : ^ d(In(i;�))nFunkce (In(i;�))i, co¾ je i-tá slo¾ka zobrazení In(i;�), je podle de�nice konstatní (buï 0 nebo 1). Z tohoplyne d(In(i;�))i = 0. Pro i 6= j se mezi èiniteli diferenciál d(In(i;�))i vyskytne a tudí¾ je celý výraz rovennule. Tedy celý souèet se rovná(L) = nXi=1 1X�=0(�1)2i+�+1 ZIn�1(fi � In(i;�))d(In(i;�))1 ^ : : : ^ d(In(i;�))i�1 ^ d(In(i;�))i+1 ^ : : : ^ d(In(i;�))nZ de�nice I(i;�)(u1; : : : ; un�1) := (u1; : : : ; ui�1; �; ui; : : : ; un�1) a z de�nice vnìj¹ího diferenciálu 3.2 plynepo krátkém výpoètu d(In(i;�))m = dum pro 1 � m � i� 1 a d(In(i;�))m = dum�1 pro i+ 1 � m � n, kdeu1; : : : ; un�1 oznaèují souøadnice v In�1 � Rn�1 a tedy(L) = nXi=1 1X�=0(�1)�+1 ZIn�1(fi � In(i;�)) du1 ^ : : : ^ dun�1Podle de�nice 4.2(i) je tedy(L) = nXi=1 1X�=0(�1)�+1 ZIn�1(fi � In(i;�)) == nXi=1 ZIn�1(fi(u1; : : : ; ui�1; 1; ui+1; : : : ; un)� fi(u1; : : : ; ui�1; 0; ui+1; : : : ; un))a z Newtonovy formule (L) = nXi=1 ZIn @fi@xi :Tím jsme dokázali, ¾e se levá a pravá strana dokazované rovnosti (13) skuteènì rovnají.(ii) Doká¾eme tvrzení pro k-dimenzionální krychli c = ' v 
 � Rn a ! 2 Ek�1(
).Platí Zc d! 4:2= ZI0k '�( d!) 3:6(iii)= ZI0k d('�(!)) (i)= Z@Ik '�(!) 4:2;4:6= Z@c !:(iii) Doká¾eme tvrzení pro obecný øetìzec c =Pi2I ni'i 2 Ck(
).Zc d! =Xi2I ni Z'i d! (ii)= Xi2I ni Z@'i ! 4:6(iii)= Z@c !:



32 Pøíklady, úlohy a cvièení5.2. Stokesova vìta pro øetìzce.Ovìøte pøímým výpoètem Stokesovu vìtu pro danou singulární krychli (øetìzec) c a danou formu !.(Doka¾te Rc d! = R@c !.)(a) c : 8><>:x = s+ ty = s� tz = st (s; t) 2 h0; 1i2; ! = xy dx:(b) c : 8>>><>>>:x = s2 � t2y = s2 + t2z = s� tw = s+ t (s; t) 2 h0; 1i2; ! = xy dy + zw dw:(c) c : 8>>><>>>:x = rsy = stz = rtw = r + s+ t (r; s; t) 2 h0; 1i3; ! = w dx ^ dz + z dy ^ dw:



Kapitola IIIDiferenciální formy na varietách



6. Pøehled multilineární algebryV první kapitole jsme de�novali vnìj¹í algebru þklasickým zpùsobemÿ { zavedli jsme operaci vnìj¹íhonásobení na generátorech a roz¹íøili ji lineárnì na celou algebru. Tato de�nice staèila pro pochopení pojmudiferenciální formy. Nyní de�nujeme abstraktnì tenzorovou algebru { obecný pojem, jeho¾ vedlej¹ímproduktem bude i nová de�nice vnìj¹í algebry (jako podprostoru tenzorové algebry s novì de�novanýmnásobením). Tento obecný pøístup nám umo¾ní dívat se na diferenciální formy jako na speciální pøípadtenzorových polí na varietì (viz oddíl 9).Tenzorová algebra vektorového prostoruVektory daného vektorového prostoru umíme sèítat a násobit reálným èíslem, ale neumíme je násobitmezi sebou. Tenzorová algebra je roz¹íøený vektorový prostor, do kterého pùvodní vektory patøí a vekterém je jejich souèin u¾ de�nován. Zároveò je de�nován souèin libovolných prvkù tohoto roz¹íøení (tj.je to algebra). Pro jistotu zopakujme, co je to algebra.6.1. De�nice. Nech» A je (reálný) vektorový prostor, na kterém je de�nováno bilineární zobrazení(tradiènì oznaèované jako souèin), tj. zobrazení(v; w) 2 A�A 7! v � w 2 A:Nech» pro tento souèin platí obvyklé vlastnosti distributivnosti násobení vùèi sèítání v R i v A. Pakprostor A s touto strukturou nazveme algebrou (nad R). Øekneme, ¾e A je algebra s jednotkou, pokudexistuje element 1 2 A takový, ¾e 1 � v = v � 1 = v; v 2 A:Podle vlastností násobení rozli¹ujeme asociativní algebry (násobení je asociativní) nebo komutativníalgebry (násobení je asociativní a komutativní). Na rozdíl od de�nice tìlesa se nepøedpokládá existenceinverzních prvkù (vùèi násobení).6.2. Poznámka.Základní my¹lenka vnoøení vektorového prostoru do tenzorové algebry je prostá { vektory násobitneumíme, ale funkce ano. Ka¾dý vektor v 2 V je mo¾né interpretovat jako lineární funkci na duálu V �:Jejich souèin je pak bilineární funkce na V � � V �:Pøipomínáme, ¾e duálem vektorového prostoru V se rozumí vektorový prostor V � v¹ech lineárníchzobrazení � : V ! R: Druhým duálem V �� se rozumí duál V �, pøitom existuje kanonické vnoøeníV ,! V ��;které vektoru v 2 V pøiøadí zobrazení 'v 2 V �� de�nované pomocí'v(�) = �(v)pro v¹echna � 2 V �. Pro koneènì dimenzionální prostor V (jiné ani neuva¾ujeme) je toto vnoøení izo-mor�smem.6.3. De�nice. Nech» Vj ; j = 0; : : : ;1; je posloupnost vektorových prostorù. Jejich direktní souèet�1j=0Vj je vektorový prostor v¹ech posloupností(v0; v1; : : : ; vj ; : : : ); vj 2 Vj ;které mají jen koneènì mnoho nenulových prvkù. Sèítání a násobení reálným èíslem je de�nováno pokomponentách. Jednotlivé prostory Vj jsou standardnì ztoto¾òovány s odpovídajícími podprostoryfv = fvig 2 �1i=0Vi; vi = 0; i 6= jga �1j=0Vj je pak opravdu direktní souèet Vj ; tj. ka¾dý prvek v 2 �1j=0Vj lze napsat jednoznaènì ve tvaruv = 1Xj=0 vj ; vj 2 Vj :



6. PØEHLED MULTILINEÁRNÍ ALGEBRY 356.4. De�nice. Nech» V je (reálný) vektorový prostor koneèné dimenze. Oznaème V m = V 
 : : :
V (m èinitelù) vektorový prostor v¹ech multilineárních zobrazení z V � � : : : � V � (m èinitelù) do R:Multilineárním (m-lineárním) zobrazením se rozumí zobrazení lineární zvlá¹» v ka¾dé slo¾ce.V m se nazývá m-tá tenzorová mocnina prostoru V . Oznaèíme navíc V 0 = R (chápeme jej jakoprostor konstantních zobrazení) a ztoto¾níme V 1 = (V �)� s V:Tenzorová algebra je pak direktní souèet T (V ) = �1m=0V m a její prvky se nazývají tenzory.Násobení v tenzorové algebøe je de�nováno takto: jsou-li ! 2 V n; � 2 V m dva homogenní prvky, pakje jejich souèin prvek ! 
 � 2 V n+m; de�novaný pøedpisem[! 
 � ](�1; : : : ; �n; �1; : : : ; �m) = !(�1; : : : ; �n)�(�1; : : : ; �m);kde �1; : : : ; �n; �1; : : : ; �m 2 V �: Pro prvek z V 0 jde o násobení pøíslu¹nou konstantou. Je ihned vidìt,¾e tenzorové násobení je asociativní (nebo» násobení v R je asociativní), ale není komutativní. Tenzorovýsouèin koneèného poètu prvkù z T (V ) se de�nuje indukcí (díky asociativitì násobení není tøeba pou¾ívatzávorky, oznaèující poøadí násobení). Tenzorová algebra je (nekoneènì dimenzionální) asociativní algebras jednotkou (je jí prvek 1 2 V 0), obsahující V jako podprostor.6.5. Pøíklad. Nech» V má bázi e1; : : : ; en: Oznaème "1; : : : "n bázi V � duální k bázi e1; : : : ; en; tj.bázi jednoznaènì urèenou vztahy "k(ej) = �kj pro v¹echna j; k 2 f1; : : : ; ng. V dal¹ím budeme pou¾ívatk indexaci m-tice tvaru A = (a1; : : : ; am) 2 f1; : : : ; ngm, oznaème symbolem jAj poèet jejích èlenù, tj.jAj = m. Pro indexovou m-tici oznaème eA := ea1 
 : : :
 eam :Pak eA("b1 ; : : : ; "bm) = �b1a1 : : : �bmam ;kde symbol �ba, tzv. Kroneckerovo delta, je de�nován pro libovolné dva objekty (èísla, mno¾iny, atd.) a; bjako �ba = (1 pro a = b;0 pro a 6= b:Oznaème symbolem "B ; B = (b1; : : : ; bm); prvek ("b1 ; : : : ; "bm) 2 V � � : : :� V �: Pak pøedchozí vztah lzestruènì zapsat eA("B) = �BA :Podobnì jako pøi popisu duálního prostoru, nejdøíve si je tøeba rozmyslit, jak je tenzorová mocninavelká, najít její vhodnou bázi. Z multilinearity prvkù v tenzorové mocninì plyne ihned, ¾e ka¾dý prvek! 2 V m je jednoznaènì urèen svými hodnotami !(eB); jBj = m: To je podstata dùkazu následující vìty.6.6. Vìta. Nech» V má bázi fe1; : : : ; eng: Pak mno¾ina feA; jAj = mg tvoøí bázi V m: DimenzeV m je rovna nm: Obecný prvek ! 2 V m se tedy dá napsat ve tvaru! = nXa1;::: ;am=1!a1:::amea1 
 : : :
 eam :Dùkaz. Nech» "1; : : : "n je báze V �; duální k bázi e1; : : : ; en prostoru V:(i) Nejprve uká¾eme, ¾e zmínìný systém prvkù generuje V m: Je-li ! 2 V m libovolný prvek, pak pro li-bovolnoum-tici B = (b1; : : : ; bm) èísel mezi 1 a n de�nujeme èísla !B := !("B): Pak ! =PB;jBj=m !BeB;nebo» levá i pravá strana mají zøejmì tyté¾ hodnoty na prvcích "C ; jCj = m; toti¾ !c:(ii) Mno¾ina feA; jAj = mg je lineárnì nezávislá, nebo» je-li lineární kombinacePA;jAj=m �AeA;�A 2R triviální, jsou i èísla XA;jAj=m�AeA("B) = �Brovna nule.



36 6.7. Poznámka. Zobrazení' : (v1; : : : ; vm) 2 V � : : :� V 7! v1 
 : : :
 vm 2 V mje multilineární zobrazení, které má následující vlastnost:Je-li W libovolný vektorový prostor a je-li  : V � : : :�V !W libovolné m-multilineární zobrazení,pak existuje právì jedno lineární zobrazení 	 : V m !W takové, ¾e 	 � ' =  :Dokonce víc, dá se ukázat, ¾e tato vlastnost charakterizuje tenzorovou mocninu (a¾ na izomor�smus)jednoznaènì. Prostor V m je tedy univerzální objekt mající tuto vlastnost a to bývá standardní algebraickáde�nice tenzorové mocniny.Podobnì je mo¾né charakterizovat (tj. de�novat) celou tenzorovou algebru T (V ) spolu s vnoøením� : V 7! T (V ) jako univerzální objekt s vlastností:Pro ka¾dou asociativní algebru A s jednotkou a pro ka¾dé lineární zobrazení j : V ! A existujeprávì jeden homomor�smus algeber � : T (V )! A takový, ¾e j = � � �:Pøesnì stejným postupem jako se de�novala tenzorová mocnina vektorového prostoru je mo¾né takéde�novat tenzorový souèin V 
W dvou rùzných vektorových prostorù. I tento tenzorový souèin by bylomo¾no de�novat analogicky pomocí odpovídající univerzální vlastnosti.6.8. De�nice. Nech» V;W jsou dva vektorové prostory. Mno¾inu v¹ech bilineárních zobrazeníprostoru V � �W � do R oznaèíme symbolem V 
W a nazveme tenzorovým souèinem V a W: Prodvojici v 2 V;w 2 W se analogicky de�nuje tenzorový souèin v
w: Stejnì jako nahoøe se uká¾e, ¾e jsou-lie1; : : : ; em; resp. f1; : : : ; fn báze V; resp. W; pak prvky tvaru ei 
 fj ; i = 1; : : : n; j = 1; : : : ;m tvoøí báziV 
W; který má tedy dimenzi m � n:Indukcí lze opìt de�novat tenzorový souèin libovolného poètu prostorù. Následující de�nice je tohospeciálním pøípadem.6.9. De�nice. Je-li V vektorový prostor a V � jeho duál, pak prvky prostoruV 
 : : :
 V 
 V � 
 : : :
 V �(celkem s èinitelù typu V a r èinitelù typu V �) se nazývají tenzory typu �sr� nebo r-krát kovariantnía s-krát kontravariantní tenzory. Speciálnì, tenzory typu �s0� patøí do V s a tenzory typu �0r� patøído (V �)r:Tradiènì se tenzory popisovaly pomocí souøadnic. To jest, pokud e1; : : : ; en je báze V a "1; : : : ; "n jeduální báze V �; pak lze obecný tenzor � typu �sr� zapsat jednoznaènì ve tvaru� = Xi1;::: ;is;j1;::: ;jr �i1:::isj1:::jrei1 
 : : :
 eis 
 "j1 
 : : :
 "jr :Pokud e01; : : : ; e0n je jiná báze V; "01; : : : ; "0n je duální báze V � a pokud matice pøechodu mezi tìmitobázemi jsou dány pomocí e0i = Pk aki ek; "0j =Pl bjl "l (tedy matice (bji ) je inverzní k matici (aji ); dolníindex je øádkový, horní sloupcový), pak�k1:::ksl1:::lr =X�0i1:::isj1:::jrak1i1 : : : aksis bj1l1 : : : bjrlr : (15)Pod pojmem tenzor se pùvodnì rozumìl systém v¹ech souøadnicových vyjádøení �i1:::isj1:::jr pro v¹echnybáze prostoru V; které se mezi sebou transformují podle pravidla (15). Zpravidla se poèítalo v jedné danébázi a pak bylo tøeba ovìøovat nezávislost výsledku na volbì báze.Vnìj¹í algebra vektorového prostoruV pøedchozí èásti jsme zkoumali multilineární zobrazení kartézského souèinu k kopií vektorovéhoprostoru do reálných èísel. Typickým pøíkladem byl tenzorový souèin v1 
 : : : 
 vk vektorù, de�novanýjako obyèejný souèin lineárních funkcionálù vi 2 V = (V �)�: Toto násobení je (zøejmì) asociativní,ale není (zøejmì) komutativní. Velmi èasto se pou¾ívají speciální podprostory tenzorové algebry tìchmultilineárních zobrazení, které se chovají pøedepsaným zpùsobem pøi zámìnì poøadí komponent prvkùve V �� : : :�V �: Pro nás budou nejdùle¾itìj¹í tzv. antisymetrická multilineární zobrazení, o symetrickýchmultilineárních zobrazeních si øekneme jen krátkou poznámku.



6. PØEHLED MULTILINEÁRNÍ ALGEBRY 376.10. De�nice. Nech» Sk znaèí grupu v¹ech permutací mno¾iny f1; : : : ; kg: Je-li � 2 Sk; B =(b1; : : : ; bk) 2 f1; : : : ; ngk; oznaèíme �(B) = (b�(1); : : : ; b�(k)) a�B = (�b1 ; : : : ; �bk ); ��(B) = (�b�(1) ; : : : ; �b�(k) ) 2 V � � : : :� V �:Øekneme, ¾e ! 2 V k je antisymetrické multilineární zobrazení, pokud!(��(B)) = sgn� � !(�B)pro v¹echna �B 2 V � � : : :� V � a v¹echny permutace � 2 Sk: Vektorový prostor v¹ech antisymetrickýchmultilineárních zobrazení oznaèíme �k(V ) a nazveme k-tá vnìj¹í mocnina vektorového prostoru V:Direktní souèet ��(V ) = �1k=0�k(V ) � T (V )nazveme vnìj¹í algebrou vektorového prostoru V: Násobení ve vnìj¹í algebøe je de�nováno takto: je-li� 2 �k(V ); � 2 �l(V ); pak[� ^ �](�1; : : : ; �k+l) := 1k!l! X�2Sk+l sgn� � �(��(1); : : : ; ��(k))�(��(k+1); : : : ; ��(k+l)):6.11. Poznámka. Jako pro ka¾dé multilineární zobrazení, i pro prvek ' 2 �k(V ) platí, ¾e jejednoznaènì urèen svými hodnotami na k-ticích"B = ("b1 ; : : : ; "bk ); 1 � bi � n:Z antisymetrie prvkù ! 2 �k(V ) plyne, ¾e pokud se v mno¾inì B nìkterý index opakuje, je !("B) = 0 apøehodíme-li poøadí prvkù v k-tici, vynásobí se hodnota èíslem �1 podle znaménka pøíslu¹né permutace.Zobrazení ! je tedy jednoznaènì urèeno svými hodnotami na k-ticích tvaru"J ; J = (j1; : : : ; jk); 1 � j1 < : : : < jk � n:Vnìj¹í násobení má následující základní vlastnosti.6.12. Vìta.(i) Vnìj¹í násobení je asociativní.(ii) Pro v1; : : : ; vk 2 V; v1; : : : ; vk 2 V � platí[v1 ^ : : : ^ vk](v1; : : : ; vk) = det(vi(vj))ki;j=1:(iii) Nech» fe1; : : : ; eng je libovolná báze V: Pro libovolnou mno¾inuJ = (j1; : : : ; jk); 1 � j1 < : : : < jk � noznaème eJ = ej1 ^ : : : ^ ejk : Pak feJ ; jJ j = kg tvoøí bázi �k(V ):(iv) eI ^ eJ := (0; pokud I \ J 6= ;;sgn � I;JI[J�eI[J ; pokud I \ J = ;. (16)Dùkaz. (i) De�nice vnìj¹ího násobení se dá napsat je¹tì trochu jinak. Zobrazení �; � jsou antisyme-trická, tak¾e mù¾eme v de�nici slouèit sèítance, které se li¹í jen permutací prvkù uvnitø � èi � a zkrátittak faktoriály ve jmenovateli. Oznaèíme-li ~Sk+l mno¾inu permutací �; pro které platí�(1) < : : : < �(k);�(k + 1) < : : : < �(k + l);pak [� ^ �](v1; : : : ; vk+l) = X�2 ~Sk+l sgn� � �(v�(1); : : : ; v�(k))�(v�(k+1); : : : ; v�(k+l)):To lze je¹tì pøepsat takto: [� ^ �](v1; : : : ; vk+l) =XI;J sgn� I; JI [ J��(vI )�(vJ );



38kde se sèítá pøes v¹echny rozklady I [ J = f1; : : : ; k + lg; jI j = k; jJ j = l a I; J jsou uspoøádané podlevelikosti. (Pou¾íváme pøitom oznaèení � I;JI[J� z 2.1.) Pak ale(� ^ �)^
(v1; : : : ; vk+l+m) = (17)= XI;J;K sgn� I; J;KI [ J;K�� I [ J;KI [ J [K��(vI )�(vJ )
(vK) (18)a sgn� I; J;KI [ J;K�� I [ J;KI [ J [K� = sgn� I; J;KI [ J [K�;z èeho¾ ihned plyne asociativita násobení.(ii) Staèí pou¾ít právì dokázaný vztah pro souèin tøí vektorù a roz¹íøit jej indukcí na souèin k vektorù.(iii) Je-li "1; : : : ; "n duální báze V �; pak pro mno¾iny I; J ; jI j = jJ j = k uspoøádané podle velikostiplatí eI("J ) = �j1i1 : : : �jkik ;z èeho¾ ihned plyne (podobnì jako pro tenzorový souèin) po¾adované tvrzení.(iv) Pro dùkaz této èásti staèí ukázat, ¾eei ^ ej = �ej ^ ei; i 6= j; ei ^ ei = 0a pou¾ít indukci. Ale tyto vztahy jsou pøímým dùsledkem de�nice vnìj¹ího násobení, nebo»[ei ^ ej ](v1; v2) = ei(v1)ej(v2)� ei(v2)ej(v1):6.13. Dùsledek. Je-li V n-dimenzionální vektorový prostor nad R; pak platí:(i) dim�k(V ) = �nk�; dim��(V ) = 2n; �k(V ) = f0g; k > n:(ii) ^ je asociativní.(iii) Je-li ! 2 �k(V ); � 2 �l(V ) pak ! ^ � = (�1)kl� ^ !:(iv) Buïte v1; : : : ; vk 2 V vektory. Mù¾eme je napsat ve tvaru vi =Pnj=1 vji ej ; kde i 2 f1; : : : ; kg, j 2f1; : : : ; ng a vji 2 R. Pro ka¾dou k-prvkovou podmno¾inu I � f1; : : : ; ng oznaème VI := (vji )i2f1;:::;kg;j2Imatici k� k, která vznikne z matice koe�cientù (vji )i2f1;:::;kg;j2f1;:::;ng vynecháním sloupcù jejich¾ indexnení v mno¾inì I . Pøi tomto oznaèení platí, ¾ev1 ^ : : : ^ vk = XI�f1;:::;ng;jIj=k det VI � eIDùkaz. Viz vìta 2.3.6.14. Symetrická algebra. Øekneme, ¾e ! 2 V k je symetrické multilineární zobrazení,pokud !(��(B)) = !(�B)pro v¹echna �B 2 V �� : : :�V � a v¹echny permutace � 2 Sk (srovnejte s de�nicí 6.10). Vektorový prostorv¹ech symetrických k-multilineárních zobrazení oznaèíme Symk(V ) (nìkdy se znaèí i �k(V )) a nazvemek-tá symetrická mocnina vektorového prostoru V: Direktní souèetSym�(V ) = �1k=0 Symk(V ) � T (V )nazveme symetrickou algebrou vektorového prostoru V: Násobení v symetrické algebøe je de�novánotakto: je-li � 2 Symk(V ); � 2 Syml(V ); pak[�� �](�1; : : : ; �k+l) := 1k!l! X�2Sk+l �(��(1); : : : ; ��(k))�(��(k+1); : : : ; ��(k+l)):Symetrické zobrazení ! 2 Symk V je jednoznaènì urèeno svými hodnotami na k-ticích tvaru"J ; J = (j1; : : : ; jk); 1 � j1 � : : : � jk � n:Odtud podobnì jako pro vnìj¹í algebru plyne, ¾e bází Symk V jsou prvky tvarueJ ; J = (j1; : : : ; jk); 1 � j1 � : : : � jk � n:Je-li tedy V n-dimenzionální prostor, má Symk V dimenzi �n+k�1k � (spoèítejte sami!).



7. VARIETY A ZOBRAZENÍ 39Zobrazení indukované lineárním zobrazením6.15. De�nice. Nech» f : V ! W je lineární zobrazení mezi vektorovými prostory a nech»f� :W � ! V � je pøíslu¹né duální zobrazení, de�nované pøedpisem[f�(�)](v) = �(f(v)); � 2W �; v 2 V:Pak de�nujeme indukované zobrazení f� : T (V ) 7! T (W ) mezi tenzorovými algebrami pøedpisem[f�(�)](�1; : : : ; �k) = �(f�(�1); : : : ; f�(�k)); � 2 V k; �1; : : : ; �k 2 W �:Zamìníme-li prostory a jejich duály, dostaneme de�nici indukovaného zobrazení f� : T (W �) 7! T (V �):Jinak øeèeno, f� = (f�)�: Tato dvì znaèení nekolidují, nebo» zobrazení f� : W � ! V � je zú¾enímzobrazení f� : T (W �)! T (V �) na (W �)1 'W �.Z de�nice je ihned vidìt, ¾e zobrazení f� zobrazuje ��(V ) do ��(W ) a f� zobrazuje ��(W �) do��(V �): Pøíklady, úlohy a cvièení6.16. Vnìj¹í algebra.Buïte vi 2 V; ui 2 V �. Vypoètìte podle de�nice vnìj¹ího násobení hodnoty (v1 ^ v2)(u1; u2) a(v1 ^ v2 ^ v3)(u1; u2; u3) { tím vlastnì v tìchto pøípadech doká¾ete tvrzení 6.12(ii).6.17. Tenzory.Víte u¾, ¾e tenzory typu �10� jsou vlastnì vektory (prvky prostoru V ) a tenzory typu �01� jsou lineárníformy (prvky prostoru V �). Tomu odpovídají i vzorce pro zmìnu souøadnic pøi zmìnì báze { ovìøtedosazením do vzorce (15)!Proveïte obdobný výpoèet pro tenzory typu �11� a uvìdomte si, ¾e tenzory tohoto typu jsou vlastnìmatice lineárních zobrazení z V do V . Pøechod k jiné bázi toti¾ odpovídá násobeníL = A�1 � L0 �A;kde L je matice souøadnic vùèi bázím (ei) a ("j), L0 je matice souøadnic vùèi bázím (e0i) a ("0j), A jematice pøechodu od (ei) k (e0i) a A�1 je matice pøechodu mezi duálními bázemi.Odtud plyne identi�kace V 
 V � ' End(V ):7. Variety a zobrazeníNastává okam¾ik, kdy de�nujeme klíèový pojem variety, nutný k pochopení dal¹ího textu. Varieta jeþtopologický prostor lokálnì homeomorfní s Rnÿ. Tyto lokální homeomor�smy se nazývají mapy a stupeòhladkosti variety je dán stupnìm hladkosti pøechodových funkcí mezi mapami.Variety7.1. De�nice. Buï M libovolná mno¾ina, pak n-dimenzionální mapa na M je dvojice (U;'),kde U �M a ' : U ! Rn je prosté zobrazení na otevøenou podmno¾inu Rn : (Viz obr. 11.)Jsou-li (U�; '�); (U� ; '�) dvì mapy, pak se zobrazení '� � '�1� de�nované na '�(U� \ U�) nazývápøechodová funkce mezi tìmito mapami. (Viz obr. 12.)Od nynìj¹ka nebudeme odli¹ovat pøípad, kdy U� \ U� = ;; v takovém pøípadì budeme chápatpøechodovou funkci jako prázdné zobrazení, které triviálnì splòuje v¹echny podmínky kompatibility apod.U¹etøíme si tím diskusi o triviálním pøípadì.Øekneme, ¾e zobrazení  : U ! Rn , kde U � Rn , je difeomor�smus, je-li to prosté zobrazení na (U) a zobrazení  i  �1 jsou hladká, tj. tøídy C1.Øekneme, ¾e dvì mapy (U�; '�); (U� ; '�) jsou kompatibilní, pokud '�(U� \ U�) a '�(U� \ U�)jsou otevøené mno¾iny a pøechodová funkce je difeomor�smus mezi nimi.(Hladký) atlas na M je mno¾ina map f(U�; '�)g�2A takových, ¾e ka¾dé dvì mapy atlasu jsoukompatibilní a ¾e M = [�2AU�: Je-li dán atlas na M; pak v¾dy de�nujeme topologii na M takto:mno¾ina A � M je otevøená, pokud pro ka¾dou mapu (U;') z daného atlasu platí, ¾e '(A \ U) jeotevøená podmno¾ina Rn :



40 (Hladká) varieta dimenze n je mno¾ina, na které je dán atlas f(U�; '�)g�2A n-dimenzionálníchmap takový, ¾e:1) M je Hausdor�ùv topologický prostor,2) M má spoèetnou bázi otevøených mno¾in.7.2. Poznámka. Pøechodové funkce splòují tzv. kocyklové pravidlo: oznaèíme-li pøechodovoufunkci  �� = '� � '�1� ; pak pro tøi mapy s indexy �; �; 
 platí na prùniku '
(U� \ U� \ U
) (trivi-álnì i na prázdném)  �� �  �
 =  �
 :Pøechodové funkce splòující tuto podmínku a podmínku �� = Id'�(U�)zadávají naopak atlas na varietì.7.3. Poznámka. V dal¹ím budeme pracovat jen s hladkými varietami (tj. s takovými, jejich¾pøechodové funkce jsou tøídy C1) a budeme je struènì nazývat variety, stejnì jako hladké atlasy budemestruènì nazývat jen atlasy. Po zavedení topologie na varietì pomocí atlasu je zøejmé z de�nice, ¾e v¹echnazobrazení '� map daného atlasu jsou pak homeomor�smy '� : U� ! '�(U�). Velmi èasto se v¹akzadává diferencovatelná struktura na mno¾inì, která má ji¾ pøedem zadanou topologii. V tom pøípadì sezpravidla vy¾aduje, aby topologie, de�novaná pomocí daného atlasu, splývala s pùvodní topologií. To jezøejmì ekvivalentní s podmínkou, ¾e v¹echna zobrazení '� map atlasu jsou nejen vzájemnì jednoznaèná,ale dokonce ¾e to jsou homeomor�smy.7.4. De�nice. Øekneme, ¾e mapa (U;') je kompatibilní s atlasem A na varietì M , pokudA [ f(U;')g je také atlas na M, tj. pokud (U;') je kompatibilní se v¹emi mapami atlasu A. Diferenco-vatelná struktura je atlas, který je maximální ve smyslu inkluze.7.5. Poznámka. Buï M varieta s atlasem A. Na první pohled není jasné, jestli ka¾dý atlas lzeroz¹íøit na maximální atlas. Staèí si v¹ak uvìdomit, ¾e platíTvrzení. Pokud jsou mapy f(U;')g; f(U 0; '0)g kompatibilní s atlasem A, pak je i mapa f(U 0; '0)gkompatibilní s atlasem A [ f(U;')g:Z toho ihned plyne, ¾e pak A [ f(U;')g [ f(U 0; '0)g je atlas; ¾e mù¾eme tedy k atlasu A pøidatv¹echny s ním kompatibilní mapy a dostaneme hledanou diferencovatelnou strukturu.Dùkaz. Staèí ukázat, ¾e f(U;')g a f(U 0; '0)g jsou kompatibilní. Mno¾ina '(U \ U 0) je otevøená,nebo» se s pou¾itím pøedpokladù snadno napí¹e jako sjednocení otevøených mno¾in. Toté¾ pro '0(U \U 0):Odpovídající pøechodová funkce je zøejmì prostá a na, její hladkost se opìt v ka¾dém bodì dostanez hladkosti ostatních pøechodových funkcí pomocí kocyklového pravidla (7.2).Hladkou varietou budeme tedy rozumìt varietu s danou diferencovatelnou strukturou, nebo» si v¾dymù¾eme daný atlas obohatit v¹emi kompatibilními mapami.7.6. De�nice. Øekneme, ¾e dvì mapy (U�; '�); (U� ; '�); na M jsou souhlasnì orientovány,pokud determinant Jacobiho matice jejich pøechodové funkce je kladný na pøíslu¹ném de�nièním oboru.Varieta M se nazývá orientovatelná, pokud na ní existuje atlas, jeho¾ ka¾dé dvì mapy jsou souhlasnìorientovány. V opaèném pøípadì se M nazývá neorientovatelná varieta. Na obrázku 13 je pøíkladneorientovatelné variety { tzv. Möbiova listu. Jeho model si mù¾ete vyrobit sami z prou¾ku papíru,pøetoèíte-li konce prou¾ku vzájemnì o 180o a slepíte je.Orientovaná varieta je varieta, na ní¾ je dán atlas, jeho¾ ka¾dé dvì mapy jsou souhlasnì oriento-vány. Tento atlas lze opìt v¾dy roz¹íøit na maximální atlas s touto vlastností (diferencovatelná strukturase zadanou orientací).
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Obrázek 11. Mapa na mno¾inì M

Obrázek 12. Pøechodová funkce

Obrázek 13. Möbiùv list { neorientovatelná varieta



42 7.7. Pøíklady.(a) Rn a otevøená mno¾ina U � Rn jsou nejjednodu¹¹í variety dimenze n, jejich atlas se skládáz jediné mapy a identického zobrazení (viz7.15(a)). Je-li M varieta, f(U�; '�)g�2A atlas na M a M 0otevøená podmno¾ina M; pak zøejmì systémf(U 0� = U� \M 0; '�jU 0�);� 2 Agje atlas na M 0 a tento atlas de�nuje na M 0 diferencovatelnou strukturu.(b) Kru¾nice je varieta dimenze 1. Sféra je varieta dimenze 2 (viz cvièení 7.16(a)). Obecnìji, je-liM = fx 2 Rn ; f(x) = 0g; kde f je hladká funkce na Rn a gradient f je rùzný od nuly v¹ude na M ; paklze de�novat pomocí vìty o implicitní funkci pokrytí mno¾inyM mapami dimenze n�1: Stejnì je mo¾népostupovat i pro mno¾iny M popsané pomocí nìkolika rovnic. (Viz cvièení 7.15(c).)(c) Uzavøený kruh v R2 (tj. f(x; y) 2 R2 ;x2 + y2 � 1g) se standardní topologií není varieta, proto¾ebody na hranici nemají okolí homeomorfní s ¾ádnou otevøenou mno¾inou v R2 . Stejnì tak uzavøenákoule není varietou. V obou pøípadech je þna pøeká¾kuÿ hranice dané mno¾iny, proto¾e otevøený kruh(tj. f(x; y) 2 R2 ;x2 + y2 < 1g) stejnì jako otevøená koule varietami jsou. Pozdìji se budeme zabývat itìmito pøípady variety þs hranicíÿ.(d) Hranice ètverce s obvyklou topologií je varieta dimenze 1. Povrch krychle s obvyklou topologií jevarieta dimenze 2. Rohy ani hrany nám nevadí. Ve skuteènosti, je-liM varieta aM 0 je libovolná mno¾inas ní homeomorfní, pak na M 0 lze pomocí tohoto homeomor�smu pøenést strukturu variety z variety M:Takto je hranice ètverce homeomorfní se sférou S1 atd.(e) Ku¾elová plocha (tj. povrchy dvou vrcholem spojených nekoneèných rotaèních ku¾elù) s obvykloutopologií také není varieta. Spoleèný vrchol ku¾elù nemá ¾ádné okolí homeomorfní s otevøenou mno¾inouv Rn .(f) Projektivní prostor RP2 se standardními mapami a standardní pøechodovou funkcí je varietadimenze 2. (Viz obr. 9 a cvièení 7.16(d).)Variety s krajemPro úèely Stokesovy vìty roz¹íøíme uvedenou základní de�nici tak, aby variety mohly mít þhraniciÿ{ kraj.7.8. De�nice. De�nujme poloprostor Hn takto:Hn = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn ;x1 � 0g:Hranice @Hn je tvoøena v¹emi body se souøadnicí x1 rovnou nule. Topologie v Hn je dána jako restrikcetopologie Rn ; tj. mno¾ina U � Hn je otevøená, jestli¾e U = V \Hn pro nìjakou otevøenou mno¾inu Vv Rn . Øekneme, ¾e funkce f de�novaná na libovolné mno¾inì A � Hn je hladká, pokud existuje okolíU � Rn ; A � U a hladká funkce f na U taková, ¾e f jA = f: Zobrazení F z A do Rn je hladké, pokud jsouv¹echny jeho slo¾ky hladké funkce na A: Derivace f v libovolném bodì Hn jsou de�novány jako derivacepøíslu¹ného roz¹íøení f: V¹imnìte si, ¾e tato derivace nezávisí na volbì roz¹íøení, nebo» z existence derivaceplyne, ¾e je u¾ jednoznaènì urèena z hodnot funkce f na Hn:Jsou-li U;U 0 � Hn otevøené, pak f : U ! U 0 nazveme difeomor�smem U na U 0; pokud f je prostézobrazení U na U 0 a zobrazení f i f�1 jsou hladké na svých de�nièních oborech.V následujících de�nicích zobecníme pojmy u¾ívané v de�nici variety (a ponecháme jim jejich starájména).7.9. De�nice. Nech» M je mno¾ina. Pak n-dimenzionální mapa na M je dvojice (U;') kdeU �M a ' : U ! Hn je prosté zobrazení na otevøenou podmno¾inu Hn. (Viz obr. 14.)Jsou-li (U�; '�); (U� ; '�) dvì mapy, pak se zobrazení '� � '�1� de�nované na '�(U� \ U�) nazývápøechodová funkce mezi tìmito mapami.Øekneme, ¾e dvì mapy jsou kompatibilní, pokud '�(U� \ U�) a '�(U� \ U�) jsou otevøené v Hna pøechodová funkce je difeomeor�smus.(Hladký) atlas na M je mno¾ina map f(U�; '�)g�2A takových, ¾e ka¾dé dvì mapy atlasu jsoukompatibilní a ¾e M = [�2AU�: Je-li dán atlas na M; pak opìt de�nujeme topologii na M takto:mno¾ina A � M je otevøená, pokud pro ka¾dou mapu (U;') z daného atlasu platí, ¾e '(A \ U) jeotevøená podmno¾ina Hn:(Hladká) varieta dimenze n s krajem je mno¾ina, na které je dán atlas f(U�; '�)g�2A n-di-menzionálních map takový, ¾e:
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Obrázek 14. Mapa pro varietu s krajem

Obrázek 15. K Lemmatu 7.101) M je Hausdor�ùv topologický prostor,2) M má spoèetnou bázi otevøených mno¾in.Øekneme, ¾e bod m 2 M je bod kraje (hranice) M; pokud pro nìjakou mapu (U;') platí, ¾e'(m) 2 @Hn: Mno¾inu v¹ech bodù kraje (hranice)M oznaèíme @M a nazveme krajem (hranicí) M .V¹imnìte si, ¾e varieta bez kraje (tj. varieta pro kterou @M = ;) je toté¾ jako varieta de�novanáv první sekci této podkapitoly.7.10. Lemma. De�nice bodu kraje M nezávisí na volbì mapy.Dùkaz. Podle pøedpokladu je pøechodová funkce  = ' � ('0)�1 difeomor�smus otevøených pod-mno¾in '(U \ U 0) a '0(U \ U 0) v Hn: Nech» x 2 U \ U 0 takový, ¾e '(x) 2 @Hn: Pokud by bod '0(x)patøil do vnitøku Hn; existovalo by jeho okolí V v Rn ; které by bylo èástí '0(U \ U 0) a  ('0(x)) patøilodo mno¾iny  (V ); která by byla otevøená v Rn a byla podmno¾inou '(U \ U 0) � Hn: (Viz obr. 15.) Toje ale spor s '(x) 2 @Hn: Tedy i '0(x) 2 @Hn:7.11. Vìta. Nech» M je varieta dimenze n s krajem. Pak lze na @M de�novat kanonicky strukturuvariety dimenze n� 1 takto:Je-li f(U�; '�)g�2A atlas pro varietu M; pak f(U� \ @M;'�jU�\@M )g�2A je atlas na @M; kterýde�nuje zmínìnou kanonickou strukturu na @M:
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Obrázek 16. Hladké zobrazeníJe-li navíc M orientovaná varieta a f(U�; '�)g�2A její orientovaný atlas, pak restrikce tohoto atlasuna @M má vlastnost, ¾e její ka¾dé dvì mapy jsou souhlasnì orientované a tedy podle de�nice 7.6 zadává(kanonickou) indukovanou orientaci na @M:Dùkaz. Nech» f(U�; '�)g�2A je atlas na M: Hranici @Hn lze ztoto¾nit s Rn�1 : Pakf(U 0� = U� \ @M;'0 = '�jU 0�)j� 2 Agje zøejmì (n� 1)-dimenzionální atlas na @M a de�nuje tedy na @M diferencovatelnou strukturu dimenzen � 1. Pokud bychom uva¾ovali na M jiný kompatibilní atlas, pak je zøejmì jeho restrikce na @Mkompatibilní s restrikcí pøedchozího atlasu a urèují tedy oba tuté¾ diferencovatelnou strukturu na @M:Pøedpokládejme dále, ¾e zmínìný atlas je orientovaný. Potøebujeme dokázat, ¾e kanonický atlas na@M je také orientovaný. Pro to staèí dokázat následujícíLemma. Nech»  : U ! U 0 je difeomor�smus otevøených mno¾in v Hn takový, ¾e  (U \ @Hn) �U 0 \ @Hn a ¾e ve v¹ech bodech U je det(Jac ) kladný. Nech»  0 :=  jU\@Hn : Pak det(Jac 0) je kladnýna @Hn:Dùkaz lemmatu. Nech» a 2 @Hn;  (a) 2 @Hn: Pro ka¾dé x 2 Rn oznaèíme x = (x1; x0); x0 2 Rn�1 :Proto¾e  1(0; x0) = 0 pro v¹echny x v okolí bodu a = (0; a0); dostaneme @ 1@xi (a) = 0; i = 2; : : : ; n: Navíc 1(0; a0) = 0 a  1(t; a0) < 0 pro t < 0: Tedy @ 1@x1 (a) � 0: Z toho ihned plyne (rozvojem podle prvníhoøádku Jacobiho matice), ¾e @ 1@x1 (a) > 0; det(Jac 0)(a) > 0:V dal¹ím textu budeme varietou myslet varietu s krajem, nebude-li øeèeno jinak, a v¹echny de�nicebudou mínìny pro tento obecnìj¹í pøípad. V¹echny pojmy, aè budou vykládány na intuitivní pøedstavìvariet bez kraje, jsou nastaveny tak, aby mìly smysl i pro variety s krajem.Hladká zobrazení7.12. De�nice. Nech» M a M 0 jsou dvì variety dimenzí n a n0 a nech» f :M !M 0 je zobrazení.Øekneme, ¾e f je hladké zobrazení, pokud pro ka¾dou mapu (U;') na M a ka¾dou mapu (U 0; '0) naM 0 je zobrazení '0 � f � '�1 : '(U \ f�1(U 0)) � Rn ! Rn0 hladké. (Viz obr. 16.)Funkce f : M ! R je hladká, pokud je to hladké zobrazení variety M do variety R. Prostor v¹echhladkých funkcí na M oznaèíme C1(M).Øekneme, ¾e zobrazení variet ' : M ! N je difeomor�smus , pokud ' je prosté a na a zobrazení' a '�1 jsou hladká.Øekneme, ¾e variety jsou difeomorfní, pokud existuje difeomor�smus ' :M ! N .Je-liM varieta a V �M otevøená mno¾ina, pak mù¾eme chápat V opìt jako varietu. Takto mù¾emetedy de�novat hladkost i u funkcí, jejich¾ de�nièním oborem není celá varieta, ale nìjaká její otevøenápodmno¾ina.



7. VARIETY A ZOBRAZENÍ 457.13. Poznámka. Na ka¾dé mno¾inì M existuje nekoneènì mnoho rùzných diferencovatelnýchstruktur. Staèí vzít nìjaký atlas na M; vzít si libovolné prosté zobrazení F mno¾iny M na M; kterénení hladké (tìch je jistì nekoneènì mnoho) a uva¾ovat atlas f(F�1(U�); '� � F )g�2A na M: Na druhoustranu tyto dvì variety budou difeomorfní, nebo» F je difeomor�smus variety (M; f(U�; '�)g�2A) navarietu (M; f(F�1(U�); '� � F )g�2A) (viz cvièení 7.14(b)).Podstatnì zajímavìj¹í je otázka, jestli je mo¾né na té¾e mno¾inì najít dvì diferencovatelné struktury,které nejsou difeomorfní. V poslední dobì vzbudil velkou pozornost výsledek S. Donaldsona (ocenìnýFieldsovou medailí), ¾e na R4 existují aspoò dvì diferencovatelné struktury, které nejsou difeomorfní.Zvlá¹tnost výsledku spoèívá mimo jiné v tom, ¾e zatímco na Rn ; n 6= 4 jsou v¹echny diferencovatelnéstruktury difeomorfní, poèet rùzných tøíd diferencovatelných struktur na R4 je nekoneèný.Na sféøe Sn; n 2 N tvoøí tøídy ekvivalence (orientovaných) diferencovatelných struktur koneènouAbelovu grupu. Zatímco pro n = 1; 2; 3; 5; 6, je tato grupa triviální, na sféøe S7 má tato grupa mohutnost28 a pro n = 4 nebyla dosud urèena (pro odkazy k tomuto tématu viz [1], citeCon a [19]).Pøíklady, úlohy a cvièení7.14. Poznámky k de�nicím.(a) Korektnost de�nice topologie pomocí atlasu.Doka¾te, ¾e topologie na varietì, zavedená v oddíle 7.1, je korektnì de�novaná.(b) Dvì rùzné diferencovatelné struktury na R.Uva¾ujme mno¾inu v¹ech reálných èísel a dvì rùzné funkce z R do R:f1(x) = x; f2(x) = x3:Dostáváme tak dva atlasy, ka¾dý sestává z právì jedné mapy: f(R; f1 )g a f(R; f2)g. Ka¾dý z tìchtodvou atlasù de�nuje diferencovatelnou strukturu variety na R, tj. ke ka¾dému z nich existuje podle 7.5maximální atlas { diferencovatelná struktura. Uka¾te, ¾e tyto diferencovatelné struktury jsou rùzné neboli¾e uvedené dvì mapy jsou nekompatibilní. Na druhou stranu, variety s tìmito dvìma diferencovatelnýmistrukturami jsou difeomorfní.7.15. Obecné pøíklady variet.(a) Regulární plocha.Regulární plochou M dimenze k nazýváme podmno¾inu Rn , pro kterou existuje parametrizace hlad-kým regulárním prostým zobrazením � : U �! Rn , U � Rk otevøená, které je homeomor�smus U na�(U) =M . Doka¾te, ¾e ka¾dá regulární plocha je varieta dimenze k.Polo¾íme-li speciálnì k = n, U � Rn otevøená, � = idU , dostaneme, ¾e ka¾dá otevøená podmno¾inaU v Rn je podvarietou dimenze n.Regulární plocha mù¾e být parametrizována pomocí rùzných zobrazení. Doka¾te, ¾e ka¾dé dvì para-metrizace dané plochy na ní de�nují kompatibilní mapy.(b) Graf zobrazení.Grafem zobrazení 	 : U �! Rn , U � Rk otevøená, nazýváme mno¾inu f(x;	(x));x 2 Ug. Doka¾te,¾e graf ka¾dého takovéhoto hladkého zobrazení je varieta dimenze k.(c) Zadání variety rovnicí.Doka¾te následující dùle¾itou vìtu:Je-li F : Rn+k �! Rn hladké zobrazení, je-li pro nìjaké q 2 Rn mno¾ina M = fx 2 Rn+k ;F (x) = qgneprázdná a má-li diferenciál DF (x) hodnost n pro v¹echna x 2 M , potom M je podvarieta dimenze kv Rn+k .(d) Souèin dvou variet.Jsou-liM , N dvì variety dimenze m resp. n, doka¾te, ¾e na kartézském souèinuM �N lze de�novatstrukturu variety dimenze m+ n.(e) Nehausdor�ovská varieta.Sestrojte topologický prostor, který není Hausdor�ùv, ale je na nìm de�nován hladký atlas tak, ¾ev¹echny ostatní axiomy hladké variety jsou splnìny.
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Obrázek 17. Torus7.16. Pøíklady konkrétních variet.(a) Sféra.Uka¾te na základì 7.15(c), ¾e sféraSn�1 := f(x1; : : : ; xn) 2 Rn ;x21 + � � �+ x2n = 1gje varieta dimenze n� 1.Najdìte pak konkrétní mapy pro S1 a S2.(b) Torus.De�nujte strukturu variety na toru T 2 (viz obr. 17) pomocí vhodné parametrizace.Uvìdomte si rovnì¾, ¾e torus je kartézským souèinem dvou kru¾nic, je to tedy varieta podle (a) a7.15(d). Obdobnì lze de�novat strukturu variety na obecném toruTn := S1 � � � � � S1:(c) Kleinova láhev.Obdobnì jako torus, lze de�novat tzv. Kleinovu láhev pomocí parametrizacew = r sin t sin s2x = (R + r cos t) cos sy = r sin t cos s2z = (R + r cos t) sin s;s; t 2 (0; 2�). Uka¾te obdobnì jako u toru, ¾e se jedná o varietu dimenze 2. Na obrázku 18 je þprojekceÿKleinovy láhve do tøírozmìrného prostoru. V R3 v¹ak tato plocha protíná sama sebe (v R4 nikoli).(d) Projektivní prostor.De�nujte mapy pro prostor RPn (de�nice viz 2.10(h)), popi¹te pøechodové funkce a uka¾te, ¾e jsouto difeomor�smy.(e) Grassmannova varieta.De�nujte mapy na Grassmanniánu Grk;n (viz 2.10(f)) a pro pøípad Gr2;3 uka¾te rovnì¾, ¾e pøechodovéfunkce jsou difeomor�smy. Uka¾te, ¾e dimGrk;n = k(n� k).(f) Lieovy grupy.Topologická grupa je topologický prostor G se strukturou grupy, která má tu vlastnost, ¾e grupovéoperace souèinu a inverzního prvku jsou spojité. Lieova grupa je topologická grupa, na ní¾ je navícde�nována struktura hladké variety tak, ¾e grupové operace jsou hladké.
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Obrázek 18. Kleinova láhevMezi základní pøíklady Lieových grup patøí tzv. maticové grupy:MnR := Rn�n = matice n� n s koe�cienty v RGLnR := fA 2MnR; det A 6= 0gSLnR := fA 2MnR; det A = 1gOnR := fA 2MnR;AtA = EgSOnR := fA 2MnR;AtA = E; detA = 1gDoka¾te v ka¾dém z tìchto pøípadù, ¾e se jedná o Lieovu grupu. Jaké jsou jejich dimenze?8. Teèný a koteèný prostorTeèné vektory, teèný prostor, teèný �brovaný prostor.8.1. Poznámka. Teèný vektor k plo¹e v trojdimenzionálním prostoru je pojem geometricky velminázorný. Za pøedpokladu, ¾e je známo, co to je teèný vektor ke køivce v R3 ; je mo¾né de�novat teènýprostor k plo¹eM v jejím bodì m jako mno¾inu v¹ech teèných vektorù v bodì m ke v¹em køivkám, kteréle¾í v plo¹e M a procházejí bodem m:Analogický pojem teèného prostoru k varietì je obtí¾nìj¹í jak na pochopení, tak i na vysvìtlení. Vzhle-dem k tomu, ¾e varieta není vnoøena v ¾ádném þrovnémÿ, tj. vektorovém prostoru, nemáme k dispozici¾ádný pojem teèného vektoru ke køivce a pøímé zobecnìní pøedchozí de�nice nefunguje.Je tøeba tedy najít jinou formulaci toho, co je to teèný vektor v klasickém pøípadì, kterou by bylomo¾né zobecnit. Nápad, který funguje, je následující:Nech» v = (v1; : : : ; vn) 2 Rn je pevný vektor a f : Rn ! R hladká funkce. Pak je mo¾né (a bì¾né)de�novat derivaci df(v) libovolné funkce v bodì v0 2 Rn ve smìru v pøedpisemdf(v) = d[f(v0 + t � v)]dt (0) 2 R:Vektor v je tedy mo¾né ztoto¾nit s pøíslu¹ným lineárním zobrazenímf 7! df(v) = nXi=1 @f@xi (v0) � viz prostoru v¹ech funkcí (de�novaných a hladkých v okolí bodu v0) do R: Proto¾e je snadné zobecnit pojemprostoru v¹ech hladkých funkcí pro pøípad variety (to jsme právì udìlali), je hlavní my¹lenka následujícíde�nice teèného vektoru k varietì interpretovat vektor jako lineární zobrazení z C1(M) do R (tj. jakoprvek duálu k tomuto prostoru funkcí). Ne ka¾dý prvek duálu v¹ak bude odpovídat derivaci vzhledemk nìjakému vektoru. Ty vhodné vybereme pomocí analogie teèného vektoru ke køivce. V Rn je mo¾né,jak jsme poznamenali nahoøe, pøiøadit vektor libovolné køivce, která prochází daným bodem. Køivka navarietì se dá snadno de�novat, je to hladké zobrazení z R do variety. Její teèný vektor ve vý¹e uvedenémsmyslu prvku z duálu k hladkým funkcím je pak mo¾né de�novat i na varietì.
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Obrázek 19. Teèný vektor8.2. De�nice. Buï M varieta, m 2 M a nech» 
 : (�"; ") � R ! M je hladké zobrazení, prokteré 
(0) = m: Øekneme, ¾e lineární zobrazení v : C1(M)! R je teèný vektor ke køivce 
 v bodì m;pokud v(f) = d(f � 
)dt (0)pro v¹echny funkce f 2 C1(M): (Viz obr 19.)Mno¾inu v¹ech teèných vektorù v bodì m ke v¹em køivkám 
 v M; pro které 
(0) = m; oznaèímeTmM a nazveme teèný prostor kM v bodì m. Disjunktní sjednocení TM := [m2MTmM v¹ech teènýchprostorù ve v¹ech bodech M se obvykle nazývá teèný �brovaný prostor. Spolu s ním je de�novánaprojekce � : TM !M; která vektoru v 2 TmM pøiøadí bod m 2M:8.3. Pøíklad. Buï m 2M bod variety a (U;') mapa, pro kterou m 2 U: De�nujme teèný vektor@@xi jm � @@xi 2 TmM pøedpisem (viz obr. 20)� @@xi � (f) := @(f � '�1)@xi ('(m)); f 2 C1(M):Tedy @@xi je teèný vektor k i-té souøadnicové køivce
i : (�"; ")!M; t 7! '�1('(m) + t � ei);kde e1; : : : ; en je kanonická báze Rn :Pov¹imnìte si, ¾e platí následující vztah. Je-li 'j j-tá souøadnicová funkce, tj. j-tá komponentazobrazení '; pak 'j � 
i = 'j(m) + t�ij ; @@xi ('j) = �ij :Vektory chápané jako lineární zobrazení na prostoru hladkých funkcí lze pøirozeným zpùsobem sèítata násobit reálným èíslem (je to podmno¾ina duálu k lineárnímu vektorovému prostoru). Zkusme nynídokázat, ¾e (tak jako tomu bylo u ploch) TmM je lineární vektorový prostor a vektory @@xi tvoøí jeho bázi(viz obr. 21).8.4. Vìta. Prostor TmM je lineární vektorový prostor. Je-li (U;') mapa, pro kterou m 2 U; pakvektory @@xi ; i = 1; : : : ; n, tvoøí bázi TmM:Dùkaz. Nech» m 2M je pevný a (U;') je nìjaká mapa, m 2 U: Nejdøíve uká¾eme, ¾e ka¾dý vektorv 2 TmM lze napsat jako lineární kombinaci vektorù @@xi : Podle de�nice existuje køivka 
 v M taková,¾e v je teèný vektor ke 
 v bodì m: Pak pro f 2 C1(M) platív(f) = d(f � 
)dt (0) = d[(f � '�1) � (' � 
)]dt (0) = nXi=1 @@xi (f) � (' � 
)idt (0);
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Obrázek 20. Teèné vektory @@xi

Obrázek 21. Teèný prostor a jeho bázetedy v = nXi=1 �i @@xi ; �i := (' � 
)idt (0):Naopak, libovolná lineární kombinace v =Pni=1 �i @@xi ;�i 2 R je zøejmì teèný vektor ke køivce
 : R !M; 
(t) := '�1('(m) + t � ( nXi=1 �iei));kde e1; : : : ; en je kanonická báze v Rn :Vektory @@xi jsou lineárnì nezávislé. Vskutku, pokud existují �i 2 R takové, ¾enXi=1 �i @@xi (f) = 0; f 2 C1(M);pak také 0 = nXi=1 �i @@xi ('j) = �j ; j = 1; : : : ; n:



50 8.5. Poznámka. Základní my¹lenka de�nice vektoru na varietì byla interpretace vektoru jakolineárního zobrazení z prostoru hladkých funkcí do reálných èísel. V¹ech prvkù z duálu k C1(M) jeov¹em podstatnì víc ne¾ teèných vektorù (zmínìný duál je nekoneènì-dimenzionální prostor, zatímcoteèný prostor má koneènou dimenzi). Pojem teèného vektoru ke køivce slou¾il k výbìru tìch lineárníchzobrazení, které jsou teèné vektory. Existuje také jiná a elegantní mo¾nost jak charakterizovat teènévektory pomocí Leibnizovy vlastnosti derivací. Platí toti¾ následující tvrzení.Tvrzení. Lineární zobrazení v : C1(M) ! R patøí do TmM právì kdy¾ pro v¹echny f; g 2 C1(M)platí v(f � g) = v(f) � g(m) + f(m) � v(g):Tuto Leibnizovu vlastnost jistì mají vektory @@xi urèené nìjakou mapou a v¹echny jejich lineárníkombinace. Dokázat opak je v¹ak podstatnì slo¾itìj¹í a bylo by ztrátou èasu to dìlat v tuto chvíli. Je aleu¾iteèné o této mo¾nosti vìdìt.8.6. Poznámka. Nech» v je pevný vektor v bodì m 2M: Pro ka¾dou mapu (U�; '�) takovou, ¾em 2 U , lze tedy napsat v jako lineární kombinaci vektorù f @@xi g :v = nXi=1 �i @@xi :V jiné mapì (U�0 ; '�0) tému¾ vektoru odpovídají jiné souøadnice �0i:v = nXi=1 �0i @@x0i :Je lehké spoèítat, jak spolu souøadnice �i a �0j souvisí, jedny se dají vyjádøit pomocí druhých s pou-¾itím Jacobiho matice pøechodové funkce. Pokud napí¹eme pøechodové zobrazení '0 � '�1 pro názornostve tvaru x0i = x0i(x1; : : : ; xn); pak pro libovolnou funkci f 2 C1(M) platí@@xi (f) = @(f � (')�1)@xi = @[(f � ('0)�1) � ('0 � '�1)]@xi = nXk=1 @@x0k (f)@x0k@xi ;tj. @@xi = nXk=1 @x0k@xi @@x0k :Pro souøadnice vektoru v 2 TmM v rùzných mapách tedy dostanemev = nXi=1 �i @@xi = nXk=1 nXi=1 �i @x0k@xi ! @@x0k ;tedy �0k = nXi=1 �i @x0k@xi :V zaèátcích diferenciální geometrie byla tato vlastnost vzata za základ de�nice teèného vektoru.Tenkrát se dùslednì v¹echny pojmy vyjadøovaly vzhledem k mapám a teèný vektor se ztoto¾òoval s pøí-slu¹nými souøadnicemi. Teèný vektor byl tedy systém vektorù v Rn ; pro ka¾dou mapu jeden, které bylyspolu svázány pøíslu¹nými transformaèními vztahy. Po¾adované operace s vektory se provádìly ve zvo-lené mapì a nakonec bylo tøeba ovìøit, ¾e výsledek operace se správnì transformuje pøi zmìnì mapy. Taknapøíklad jen ovìøení jednoduchého faktu, ¾e souèet dvou vektorù nebo násobek vektoru èíslem je opìtvektor, vy¾adovalo popsat mnoho papíru.Zavedení bezsouøadnicových de�nic tedy bylo podstatným pokrokem ve vývoji diferenciální geomet-rie. De�nice teèného vektoru pomocí vlastnosti derivace pro prvky duálu na prostoru funkcí je typickýmpøíkladem bezsouøadnicové de�nice.



8. TEÈNÝ A KOTEÈNÝ PROSTOR 518.7. Poznámka. Uvedená de�nice teèného vektoru nerozli¹uje mezi body variety s krajem, kterépatøí èi nepatøí do hraniceM: Je-lim 2 @M am 2 U; kde (U;') je mapa, pak vektory @@xi jsou de�noványstejnì, tj. pomocí vztahu @@xi jm(f) = @(f � '�1)@xi '(m):Funkce f �'�1 je hladká v okolí '(m) 2 @(Hn) a její parciální derivace je dobøe de�novaná a nezávislá najejím hladkém roz¹íøení, nebo» je mo¾né tuto derivaci spoèítat z hodnot samotné funkce f � '�1 pomocípøíslu¹né jednostranné derivace.8.8. Poznámka. Existuje je¹tì jiná de�nice teèného vektoru. Jsou-li 
; 
0 dvì køivky na varietìM procházející bodem m a v
 ; v
0 pøíslu¹né teèné vektory v tomto bodì (viz 8.2), de�nujeme
 � 
0 () v
 = v
0 :Tato relace je relací ekvivalence, hodnoty teèného vektoru (jako¾to zobrazení prostoru C1(M) do R)jsou urèeny právì tøídou této ekvivalence a mù¾eme tedy abstraktnì de�novat teèný vektor jako tøíduekvivalence køivek. K de�nici lineárních operací na teèných vektorech je ov¹em nutno vrátit se k jejichanalytickému vyjádøení z de�nice 8.2. Vektorová pole8.9. De�nice. Zobrazení X :M ! TM takové, ¾e � �X = Id na M; se nazývá vektorové polena M (� je projekce TM !M , viz de�nice 8.2). Vektorové pole je tedy zobrazení, které ka¾dému boduvariety pøiøadí nìjaký teèný vektor v tomto bodì. Øekneme, ¾e vektorové pole X je hladké, pokud prolibovolnou mapu (U;') platí, ¾e koe�cienty �i(m); i = 1; : : : ; n v rozkladu X(m) = Pni=1 �i(m) @@xi jmjsou hladké funkce na U: Proto¾e hodnoty vektorových polí v ka¾dém bodì patøí do vektorového prostoru,je prostor X (M) v¹ech hladkých vektorových polí také vektorový prostor s operacemi de�novanými takto:[X + Y ](m) := X(m) + Y (m)[aX ](m) := a(X(m))kde X;Y 2 X (M);m 2M;a 2 R.8.10. Poznámka. Pro vektorové pole X 2 X (M) a pro hladkou funkci g 2 C1(M) de�nujemefunkci X(g) pøedpisem [X(g)](m) := [X(m)](g); m 2M:Pak X(g) je rovnì¾ hladká funkce (vic cvièení 8.28), tedy X má akci na prostoru hladkých funkcí C1(M):Z poznámky 8.5 plyne, ¾e prostor X (M) v¹ech hladkých vektorových polí je právì prostor v¹ech lineárníchzobrazení C1(M) do sebe, pro které platíX(f � g) = X(f) � g +X(g) � f:8.11. De�nice. Nech» X;Y jsou 2 vektorová pole na varietìM: Jejich Lieova závorka [X;Y ] jede�nována jako zobrazení, které ka¾dé funkci f 2 C1(M) pøiøadí funkci[X;Y ](f) = X(Y (f))� Y (X(f)):
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Obrázek 22. Teèné zobrazení8.12. Vìta. Pokud X;Y 2 X (M); pak [X;Y ] je také (hladké) vektorové pole. Lieova závorka mánásledující vlastnosti.1. [ ; ] je bilineární zobrazení;2. [X;Y ] = �[Y;X ];3. (Jacobiho identita) [X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X ]] + [Z; [X;Y ]] = 0:Dùkaz. Pro ka¾dá dvì vektorová pole X;Y a libovolné dvì funkce f; g platí:[X;Y ](fg) = X(Y (fg))� Y (X(fg)) = X(Y (f)g + fY (g))� Y (X(f)g + fX(g)) == X(Y (f))g + Y (f)X(g) +X(f)Y (g) + fX(Y (g))�� Y (X(f))g �X(f)Y (g)� Y (f)X(g)� fY (X(g)) == [X;Y ](f)g + f [X;Y ](g):Lieova závorka je tedy také vektorové pole. (Z výpoètu je vidìt, ¾e pouhé slo¾ení dvou polí vektorovýmpolem není, nebo» èleny tvaru X(f)Y (g) se neodeètou.)Vlastnosti 1.{3. se doká¾í pøímým výpoètem.8.13. Poznámka. Prostor X (M) v¹ech vektorových polí s Lieovou závorkou je jedním ze základ-ních pøíkladù tzv. Lieových algeber. Podle de�nice je Lieova algebra vektorový prostor L na kterém jedáno zobrazení [:; :] : L� L! L splòující vlastnosti 1.{3.Klíèovou roli hrají Lieovy algebry napøíklad v teorii Lieových grup a jejich reprezentací.Teèné zobrazeníJe-li F : M ! N hladké zobrazení, pak je mo¾né de�novat v daném bodì jeho lineární aproximaci,která se nazývá teèné zobrazení. Proto¾e vektory jsou speciální prvky v duálu k prostoru funkcí a proto¾eF zobrazuje pøirozenì funkce na N pomocí skládání na funkce na M; staèí imitovat de�nici duálníhozobrazení.8.14. De�nice. Je-li F : M ! N hladké zobrazení variet s krajem a v 2 TmM; pak de�nujemezobrazení F�(m) : TmM ! TF (m)N pøedpisem[F�(m)(v)](g) = v(g � F ); v 2 TmM; g 2 C1(N):Zobrazení F�(m) se nazývá teèné zobrazení v bodì m 2M k zobrazení F . (Viz obr. 22.)



8. TEÈNÝ A KOTEÈNÝ PROSTOR 538.15. Vìta.(i) Zobrazení F�(m) : TmM ! TF (m)N je dobøe de�nováno a je lineární.(ii) Je-li F = IdM ; pak pro ka¾dý bod m 2M platí F�(m) = IdTmM :(iii) (G � F )�(m) = G�(F (m)) � F�(m):(iv) Je-li F difeomor�smus, pak pro ka¾dé m 2M je F�(m) izomor�smus.Dùkaz. (i) Zde je tøeba ovìøit, ¾e F�(m)(v) patøí do teèného prostoru TF (m)N (udìlejte sami!).(ii) Plyne ihned z de�nice.(iii) Pro m 2M platí[(G � F )�(m)(v)](g) = v(g �G � F ) = [F�(m)(v)](g �G) = ��G�(F (m))��F�(m)(v)��(g):(iv) Je-li F difeomor�smus, pak z (ii) a (iii) plyne, ¾eF�(m) � (F�1)�(F (m)) = Id :8.16. Poznámka. Nech» F :M ! N je hladké zobrazení variet s krajem a nech» m 2M: Zvolmemapy (U;'); resp. (U 0; '0) na M , resp. N tak, aby m 2 U , F (m) 2 U 0. Pak zobrazeníx0 = ~F (x); ~F := '0 � F � '�1je souøadnicový popis zobrazení F:Zobrazení F�(m) je lineární, je tedy mo¾né napsat jeho matici vzhledem k bázím f @@xi g; f @@x0j g: Jejítvar je vidìt ihned z výpoètu�[F�(m)]( @@xi )� (g) = @@xi (g � F ) = @[(g � ('0)�1) � ~F ]@xi = nXj=1 @ ~Fj@xi " @@x0j # (g):Tedy hledaná matice zobrazení F� je Jacobiho matice jeho souøadnicového popisu ~F: To vysvìtlujepoznámku o interpretaci teèného zobrazení jako lineárního pøiblí¾ení k F v bodì m:Koteèný prostor, koteèné zobrazení8.17. De�nice. Je-li m 2 M; pak prostor T �mM := (TmM)� nazveme koteèný prostor k Mv bodì m: Koteèný �brovaný prostor je de�nován jako disjunktní sjednocení T �M := [m2MT �mMspolu s projekcí � : T �M !M; která opìt zobrazí celý koteèný prostor T �mM do bodu m.Je-li F :M ! N hladké zobrazení, m 2M pak de�nujeme koteèné zobrazení F �(m) : T �F (m)N !T �mM jako duální zobrazení k F�(m); tj.[F �(m)(�)](v) = �[F�(m)(v)]kde � 2 T �F (m)N; v 2 TmM: Diferenciál funkceInterpretace vektoru v 2 TmM jako prvku duálu k prostoru funkcí je zalo¾ena na zobrazení, kterédvojici (v; f) 2 TmM � C1(M) pøiøadí èíslo v(f) 2 R: Toto zobrazení se v¹ak dá také interpretovatdruhým zpùsobem { jako zobrazení, které ka¾dé funkci f pøiøadí lineární zobrazení v 7! v(f) 2 R; tj.prvek koteèného prostoru T �mM: To umo¾òuje dát korektní matematickou interpretaci toho, co pro násbyly zatím pouze symboly { interpretaci symbolu df; f 2 C1(M); a symbolù dxi v popisu diferenciálníchforem.8.18. De�nice. Nech» f 2 C1(M);m 2M: Pak diferenciál df(m) funkce f v bodì m je prvekT �mM de�novaný rovností [df(m)](v) = v(f); v 2 TmM:Zobrazení df :M ! T �Mm 7! df(m)se nazývá diferenciál funkce f:



54 8.19. Poznámka. Tedy df je þduálníÿ pojem k pojmu vektorového pole. Je to speciální pøípadzobrazení ! : M ! T �M takového, ¾e !(m) 2 T �mM; tj. � � ! = Id : Zobrazení tohoto druhu budemenazývat diferenciální formy stupnì 1. Od pøípadu forem v otevøené podmno¾inì Rn se to tedy li¹í tím,¾e pro variety jsou prostory T �mM v rùzných bodech rùzné (a také tím, ¾e prostor T �mM není jen symbol,ale má jasný geometrický význam).8.20. Poznámka. Nech» (U;') je mapa na M: Nech» i = 1; : : : ; n: Pak @@xi je vektorové pole naU: Podobnì, oznaèíme-li komponentu 'i zobrazení ' jednodu¹e xi; pak dxi je diferenciální forma stupnì1 na U: V¹imnìte si, ¾e dxi( @@xj ) = @@xj ('i) = �ij :Tedy v ka¾dém bodì m 2M jsou fdxig a f @@xi g jsou duální báze v T �mM; resp. v TmM:Dále, je-li g 2 C1(M); pak lze v souøadnicích (U;') napsat dg v kanonické bázidg = nXi=1 �idxi; �i 2 C1(U):Pak ale [ @@xi ](g) = [dg]� @@xi� = nXi=1 �idxi � @@xi� = �j :Tedy jsme dostali starou známou formuli, která byla jedním ze základù de�nice de Rhamova vnìj¹íhodiferenciálu: dg = nXi=1 @g@xi dxi:Orientace teèného prostoru a variety8.21. Poznámka. Pro souvislou orientovatelnou varietu M se èasto orientace zadává pomocívolby orientace teèného vektorového prostoru v jednom bodì variety M: Abychom toto mohli vysvìtlit,je tøeba si nejdøív pøipomenout nìco málo o tom, co to je orientace vektorových prostorù.8.22. De�nice orientace vektorového prostoru. Nech» V je reálný vektorový prostor a B(V )mno¾ina v¹ech jeho bází. Øekneme, ¾e dvì báze prostoru V jsou ekvivalentní, pokud matice pøechodumezi nimi má kladný determinant.Orientace vektorového prostoru V je výbìr jedné tøídy ekvivalencev B(V ).8.23. Poznámka. Z cvièení 2.10 víme, ¾e v = fv1; : : : ; vng je báze V právì tehdy, kdy¾ n-vektor!(v) = v1^: : :^vn je nenulový. Dále víme, ¾e v � v0 () v = �v0 pro nìjaké � > 0. Tedy naB(V ) existujíprávì dvì tøídy ekvivalence a orientace V se dá urèit výbìrem prvku ! 2 �n(V �) � f0g: Je-li takovýtoprvek ! zvolen, pak øekneme, ¾e báze v = (v1; : : : ; vn) je kladnì orientovaná, pokud !(v1; : : : ; vn) > 0:8.24. Poznámka. Nech» je dán rozklad vektorového prostoru V na direktní souèet V = V 0�V 00.(i) Je-li dána orientace prostorù V 0 a V 00 výbìrem kladnì orientovaných bází fv01; : : : ; v0ng; fv001 ; : : : ; v00ng,orientujeme V tím, ¾e polo¾íme fv01; : : : ; v0n; v001 ; : : : ; v00ng jako kladnì orientovanou bázi.(ii) Je-li dána orientace prostorù V a V 0, bude kladnì orientovaná báze prostoru V 00 taková, kterápodle bodu (i) spolu s kladnì orientovanou bází V 0 urèuje kladnou orientaci V .(iii) Speciálnì, je-li V = Rn a dimV 0 = 1, lze zvolit na Rn kanonickou orientaci (tj. kanonickou bázife1; : : : ; eng vybereme jako kladnou) a orientace V 00 je potom urèena výbìrem nenulového vektoru ve V 0.Tento princip orientace nadplochy pomocí normály hraje dùle¾itou roli v orientaci ploch v R3 neboobecnìji v orientaci nadploch v Rn :



9. TENZOROVÁ POLE 558.25. Zadání orientace variety pomocí orientace teèného prostoru. Nech» je dána orientaceteèného prostoru TmM k varietì M v bodì m 2 M: Je-li (U;') mapa, obsahující bod m; pak øekneme,¾e tato mapa je kladnì orientovaná vzhledem k vybrané orientaci TmM; pokud @@x1 ; : : : ; @@xn je kladnìorientovaná báze TmM: Je-liM souvislá a orientovatelná, je tím u¾ jednoznaènì urèena orientace varietyM: Je-li nyníM souvislá varieta dimenze k, pak je mo¾né (a èasto se to dìlá) zadat její orientaci výbìremjednoho bodu m 2 M a jednoho nenulového prvku � 2 �k(T �mM): Tento výbìr urèuje toti¾ orientaciteèného prostoru TmM a tedy urèuje i to, je-li mapa (U;'); kde U obsahuje bod m; kladnì orientovanánebo zápornì orientovaná.Nejjednodu¹¹ím pøíkladem takto zadané orientace je regulární køivka v Rn ; její¾ orientace se kreslípomocí ¹ipky, která ukazuje smìr kladnì orientovaného teèného vektoru v nìjakém jejím bodì. V tomtopøípadì je tuto ¹ipku mo¾né také interpretovat jako návod ukazující, které parametrizace jsou kladnìorientované.Pro pøípad nadploch, t.j. variet M dimenze n � 1 v Rn ; se velmi èasto pou¾ívá zadávání orientaceteèného prostoru TmM v jednom bodì m 2M pomocí normálového vektoru. Tím se myslí výbìr vektoru~n 2 Rn ; který je kolmý k TmM: Implicitnì se pøedpokládá volba kanonické orientace na Rn ; orientaceTmM je pak urèena (viz 8.24(iii)) pomocí orientace Rn a orientace jednodimenzionálního podprostoruobsahujícího vektor ~n:8.26. Urèení orientace kraje variety. Je-li zadána orientace variety, je jednoznaènì urèena iorientace jejího kraje { viz vìtu 7.11. Pro pøípad Greenovy vìty se kreslívá orientace otevøené podmno¾iny
 � R2 pomocí ¹ipky znázoròující otáèení proti smìru hodinových ruèièek. To naznaèuje v jakém poøadíse musí brát báze teèného prostoru v libovolném bodì 
; tj. urèuje orientaci Tx
; x 2 
: Pro platnostGreenovy vìty je pak dùle¾ité, aby hranice 
 byla orientovaná proti smìru hodinových ruèièek (odvoïtetoto tvrzení z obecné Stokesovy vìty!).Stokesova vìta v R3 je z hlediska orientací nejzajímavìj¹í. Nejpou¾ívanìj¹í názorné pravidlo øíká, ¾ejde-li panáèek po hranici plochy @S ve smìru probíhání hranice a ukazuje-li jeho hlava smìr orientaceplochy S; pak aby platila Stokesova vìta (tj. aby v ní bylo správné znaménko), musí mít plochu po levéruce. V tomto pøípadì se orientace hranièní køivky zadává opìt pomocí smyslu probíhání, ale orientaceplochy S je zde zadána orientací teèného prostoru TaS v libovolném bodì a nepøímo, pomocí výbìrujednoho ze dvou smìrù normálového vektoru (~n) k Ta v R3 (viz poznámka 8.24(iii)). Zkontrolujte, ¾e tatonázorná konvence plyne z obecné Stokesovy vìty!Pou¾ití tìchto principù v praktickém poèítání je vysvìtleno v návodech ke cvièením 10.12 a 10.13.V pøípadì Gaussovy vìty je orientace oblasti (tj. pøíslu¹ného teèného prostoru v nìjakém bodì)standardnì zadaná pomocí pravotoèivé báze (co to je?) a orientace její hranice je urèena vnìj¹í normálou(viz vý¹e). Rozmyslete si, ¾e tato konvence plyne rovnì¾ z obecné Stokesovy vìty!Pøíklady, úlohy a cvièení8.27. Teèný �brovaný prostor.Doka¾te, ¾e teèný �brovaný prostor TM := [m2MTmM na varietìM de�novaný v 8.2 má pøirozenoustrukturu variety takovou, ¾e mno¾iny tvaru [m2UTmM , U � M otevøená, jsou otevøené v TM a jsoudifeomorfní s U � Rn .8.28. Vektorová pole.Doka¾te, ¾e vektorové pole X 2 X (M) je hladké právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dou hladkou funkci g naM je X(g) rovnì¾ hladká (viz 8.10).9. Tenzorová poleTenzorová pole na varietì.Tenzorová algebra vektorového prostoru je jeden ze základních pojmù v multilineární algebøe (vizpodkapitola 6). Pøipomeòme si, ¾e je-li V vektorový prostor a V � jeho duál, pak prvky prostoruV 
 : : :
 V 
 V � 
 : : :
 V �(celkem s èinitelù typu V a r èinitelù typu V �) se nazývají tenzory typu �sr� nebo r-krát kovariantnía s-krát kontravariantní tenzory.



56 Podobnì jako vektorové pole X na varietì M bylo de�nováno jako zobrazení, které ka¾dému bodum 2M pøiøadí prvek X(m) 2 TmM; je zøejmì mo¾né de�novat tenzorové pole na varietì takto:9.1. De�nice. Nech» M je varieta s krajem, pak tenzorové pole T typu �sr� je zobrazení, kteréka¾dému m 2M pøiøadí tenzorT (m) 2 TmM 
 : : :
 TmM 
 (T �mM)
 : : :
 (T �mM)(celkem s èinitelù typu TmM a r èinitelù typu T �mM).Øekneme, ¾e tenzorové pole T typu �sr� je hladké, pokud pro ka¾dou mapu (U;') jsou koe�cientyT i1:::isj1:::jr v rozkladu T = Xi1;::: ;is;j1;::: ;jr T i1:::isj1:::jr @@xi1 
 : : :
 @@xis 
 dxj1 
 : : :
 dxjrhladké funkce na U: Prostor v¹ech (hladkých) tenzorových polí typu �sr� naM oznaèíme symbolem T sr (M):Je-li T tenzorové pole, pak uzávìr mno¾iny fm 2M ;T (m) 6= 0g oznaèíme suppT a nazveme nosièemtenzorového pole T:Øekneme, ¾e hladké tenzorové pole T typu �0k� je (hladká) diferenciální forma stupnì k; pokudpro v¹echny m 2M je T (m) 2 �k(T �mM): Jinak øeèeno, tenzorové pole T typu �0k� je diferenciální formastupnì k; pokud pro ka¾dou permutaci � 2 Sk platíT (m)(v�(1); : : : ; v�(k)) = sgn� � T (m)(v1; : : : ; vk); v1; : : : ; vk 2 TmM:Prostor v¹ech (hladkých) diferenciálních forem stupnì k na M oznaèíme symbolem Ek(M) a prostorv¹ech diferenciálních forem oznaèíme symbolem E�(M); tj.E�(M) = nMk=0 Ek(M):Nech» T je tenzorové pole typu �02� na M: Pøedpokládejme dále, ¾e pro ka¾dé m 2 M je bilineárníforma T (m) na TmM symetrická a nedegenerovaná. Pak se T nazývá pseudo-Riemannova metrikana M: Je-li T (m) navíc pozitivnì de�nitní pro ka¾dé m 2M; pak se nazývá Riemannova metrika naM: V tomto pøípadì je tedy T (m) skalární souèin na TmM:9.2. Poznámka.(i) Vektorové pole na M je speciální pøípad tenzorového pole typu �10�: Podobnì, diferenciální formastupnì 1 je tenzorové pole typu �01�: Aèkoliv jsou tenzorová pole obecného typu bì¾nì pou¾ívaná v ma-tematice a zejména v matematické fyzice, budeme se tady zajímat jen o tenzorová pole typu �0s�:Dal¹í základní pøíklad tenzorového pole typu �02� je (pseudo-)Riemannova metrika, de�novaná nahoøe.Poznamenejme je¹tì, ¾e standardní klasi�kace nedegenerovaných bilineárních kvadratických forem øíká,¾e ka¾dá taková bilineární forma je dána ve vhodné bázi diagonální maticí, která má na diagonále p-krát+1 a q-krát �1; p+ q = n: Dvojici èísel (p; q) se øíká signatura formy a pokud má pseudo-Riemannovametrika T stejnou signaturu (p; q) ve v¹ech bodech M; pak tuto dvojici nazýváme signaturou pøíslu¹németriky.Nejdùle¾itìj¹ím pøíkladem (z hlediska fyziky) je pseudo-Riemannova metrika signatury (1; 3); resp.(3; 1) na ètyødimenzionální varietìM; které se pak øíká prostoroèas; od dob Einsteina tento pojem hrajeústøední roli pøi modelování gravitace ve fyzice.(ii) Díky vlastnostem známým o vnìj¹í algebøe vektorového prostoru je zøejmé ¾e Ek(M) = f0g prok > n a E�(M) = �nk=0Ek(M) je algebra nad tìlesem reálných èísel. Vlastnosti násobení jsou identickés vlastnostmi násobení ve vnìj¹í algebøe, tj. násobení je asociativní, není komutativní obecnì, ale je prohomogenní formy (tj. formy daných stupòù) buï komutativní nebo antikomutativní (viz vìta 2.3(iii)).Prostor C1(M) = E0(M) (hladkých) funkcí na M je pak komutativní podalgebra E�(M): Navíc,celá algebra E�(M) mù¾e být chápána jako modul nad algebrou E0(M): Tento zpùsob popisu má velkévýhody. Pøipomeòme si, ¾e vektorová pole na M lze charakterizovat jako lineární zobrazení z E0(M) doE0(M), která mají Leibnizovu vlastnost. Podobnì, diferenciální formy stupnì k naM je mo¾né de�novatjako multilineární zobrazení ! z kartézského souèinu X (M) � : : : � X (M) (k èinitelù) do E0(M); kterémají vlastnost !(X�(1); ; : : : ; X�(k)) = sgn� � !(X1; : : : ; Xk); X1 : : : ; Xk 2 X (M):Tento zpùsob charakterizace forem se v diferenciální geometrii èasto pou¾ívá.



9. TENZOROVÁ POLE 57(iii) Jako v¾dy pøi poèítání s vnìj¹í algebrou budeme symbolem I � f1; : : : ; ng oznaèovat mno¾inuèísel fi1; : : : ; ikg uspoøádanou podle velikosti. Symbol dxI bude pak znaèit souèin dxi1 ^ : : : ^ dxik :Je-li (U;') mapa na M a ! 2 Ek(M); pak lze rozlo¾it formu ! na U do báze dxI ; jI j = k; kdedxI 2 Ek(U): Tyto formy tvoøí bázi prostoru Ek(U); chápaného jako modul nad E0(U); tj. existujíjednoznaènì urèené funkce !I 2 E0(U) takové, ¾e! = XjIj=k!IdxI :Vnìj¹í diferenciálVíme ji¾, jak je de�nován diferenciál funkce. Chtìli bychom teï roz¹íøit de�nici vnìj¹ího diferenciáluna pøípad forem libovolného stupnì.9.3. Vìta. Nech» M je varieta s krajem. Pak existuje právì jedno lineární zobrazeníd : Ek(M)! Ek+1(M); k = 0; : : : ; n� 1s vlastnostmi:(i) Pro f 2 E0(M) je df diferenciál funkce f ;(ii) d � d = 0;(iii) Je-li ! 2 Ek(M); � 2 E l(M); pakd(! ^ �) = (d!) ^ � + (�1)k! ^ (d�):Pro libovolnou (nehomogenní) formu ! 2 E�(M);! =Pnk=0 !k;!k 2 Ek(M); je pak vnìj¹í diferen-ciál d! de�nován pøedpisem d! = nXk=0 d!k:Dùkaz. 1. Nejdøíve uká¾eme, ¾e pokud takovéto zobrazení d existuje, je urèeno jednoznaènì. Je-litoti¾ (U;') libovolná mapa naM a je-li ! 2 Ek(M); pak na U lze formu ! (jednoznaènì) napsat ve tvaru! = XjAj=k!AdxA:Pøedpokládejme, ¾e d je lineární zobrazení, které má po¾adované tøi vlastnosti. Pak se indukcí podlejAj z vlastnosti (iii) ihned uká¾e, ¾e d(dxA) = 0: Z toho plyne, ¾ed! = XjAj=k d!A ^ dxA: (19)Pravá strana obsahuje jen diferenciály funkcí, které byly (jednoznaènì) de�novány v pøedchozím para-grafu. Tedy i hodnota formy d! na levé stranì je tímto vztahem jednoznaènì urèena na U: Toté¾ je mo¾néudìlat pro libovolnou mapu daného atlasu.2. Pro vybranou mapu (U;') mù¾eme vztah (19) pou¾ít k lokální de�nici hledaného zobrazení d: Taktode�nované zobrazení má po¾adované tøi vlastnosti, to jsme dokázali ji¾ v pøedchozí kapitole. Dokázanoujednoznaènost lze pak pou¾ít k ovìøení toho, ¾e de�nice zobrazení d nezávisí na výbìru mapy. Globálnízobrazení d je pak de�nováno v ka¾dém bodì m 2M pomocí libovolné mapy (U;') takové, ¾e m 2 U:9.4. Poznámka. Alternativní formulace pøedchozí vìty by bylo konstatování, ¾e existuje právìjedno lineární zobrazení d : E�(M)! E�(M)takové, ¾e platí vlastnosti (i) { (iii) spolu s vlastností(iv) d(Ek(M)) � Ek+1(M); k = 0; : : : ; n:



58 Pøená¹ení diferenciálních forem pomocí zobrazení9.5. De�nice. Je-li F : M ! N hladké zobrazení, pak pro ka¾dý bod m 2 M je F�(m) teènézobrazení TmM do TF (m)N: Je-li navíc T tenzorové pole typu �0s�; s > 0; na varietì N; pak de�nujemetenzorové pole F �(T ) typu �0s� na M pøedpisem[F �(T )(m)](v1; : : : ; vs) = [T (F (m))](F�(m)(v1); : : : ; F�(m)(vs)); v1; : : : ; vs 2 TmM:Je-li f funkce na N; tj. tenzorové pole typu �00�; pak de�nujemeF �(f) = f � F:Z de�nic je zøejmé, ¾e pokud je pole T diferenciální forma stupnì k na N; pak F �(T ) je diferenciálníforma stupnì k na M: Je tedy dobøe de�nováno zobrazení F � : Ek(N) ! Ek(M) nazývané obvyklepøená¹ení diferenciálních forem.9.6. Vìta. Jsou-li F : M ! N ;G : K !M hladká zobrazení a jsou-li !; � diferenciální formy naN; pak:(i) F �(! + �) = F �(!) + F �(�);(ii) F �(! ^ �) = F �(!) ^ F �(�);(iii) (F �G)�(!) = G�(F �(!));(iv) d(F �(!)) = F �(d!);(v) Nech» (U 0; '0) je mapa na N a nech» U �M taková, ¾e F (U) � U 0: Nech» x0 = (x01; : : : ; x0m) jsousouøadnice na '0(U 0) a nech» '0 = ('01; : : : ; '0m): Je-li ! 2 Ek(N) taková, ¾e ! =PjAj=k !Adx0A 2 Ek(U 0)na U 0, pak F �(!) = XjAj=k(!A � F )d('0 � F )A;na U; kde A = fi1; : : : ; ikg; d('0 � F )A = d('0i1 � F ) ^ : : : ^ d('0ik � F ):Dùkaz. (i) Je ihned zøejmé z de�nice pøenesení formy.(ii) Díky bodu (i) staèí toto tvrzení dokázat pro ! 2 Ek(N); � 2 E l(N): Ale pro Xi 2 X (M); i =1; : : : ; l + k platí[F �(! ^ �)](X1; : : : ; Xk+l) = [! ^ � ](F�(X1); : : : ; F�(Xk+l)) == 1k!l! X�2Sk+l sgn� � !(F�(X�(1)); : : : ; F�(X�(k))) � �(F�(X�(k+1)); : : : ; F�(X�(k+l))) == 1k!l! X�2Sk+l sgn� � F �(!)(X�(1); : : : ; X�(k)) � F �(�)(X�(k+1); : : : ; X�(k+l)) == [F �(!) ^ F �(�)](X1; : : : ; Xk+l)(iii) Plyne ihned z de�nice a z toho, ¾e pro teèná zobrazení platí (F �G)� = F� �G�:(iv) Nejprve si rozmyslíme, ¾e dokazované tvrzení platí pro diferenciální formy stupnì 0, tj. pro! = f 2 E0(N): Pro v 2 TmM dostaneme (z de�nice d; F� a F �)F �(df)(v) = df(F�(v)) = [F�(v)](f) = v(f � F ) = [d(f � F )](v) == [d(F �(f))](v):Jako speciální pøípad dostanemeF �(dx0i) � F �(d'0i) = d('0i � F ):Z toho je zøejmé, ¾e tvrzení (iv) platí pro ! = dx0i (obì strany jsou rovny 0).Pøedpokládejme dále, ¾e ! = !Adx0A 2 Ek(U 0): Pak z vlastností zobrazení d plyne, ¾ed(F �(!)) = d[(!A � F )d('0 � F )A] = d(!A � F ) ^ d('0 � F )A == F �(d!A) ^ F �(dx0A) = F �(d!A ^ dx0A) = F �(d!):Z bodu (i) pak snadno plyne dokazované tvrzení pro obecnou formu stupnì k:(v) Plyne ihned z ji¾ dokázaného tvrzení F �(dx0i) = d('0i � F ):



10. INTEGRACE FOREM 59

Obrázek 23. Funkce f v rozkladu jednotky10. Integrace foremPotí¾ pøi de�nici integrálu z diferenciální formy pøes varietu tkví v tom, ¾e do formy je potøebadosadit jako promìnné souøadnice, ty jsou v¹ak pouze lokální { de�nované v¾dy jen v urèité mapì. Tentoproblém se obchází pomocí tzv. rozkladu jednotky { forma se vynásobí konstantní funkcí rovnou jedné,která je v¹ak napsána ve formì souètu hladkých funkcí, z nich¾ ka¾dá má nosiè v nìkteré mapì.Rozklad jednotky10.1. De�nice. Nech»M je topologický prostor. Øekneme, ¾e fU�g�2A je otevøené pokrytí M;pokud U� jsou otevøené a [�2AU� =M:Øekneme, ¾e systém mno¾in fP�g je lokálnì koneèný, pokud pro ka¾dý bod m 2M existuje okolíUm takové, ¾e Um \ P� 6= ; jen pro koneènì mnoho �:Øekneme, ¾e pokrytí fV�g�2B je zjemnìní pokrytí fU�g�2A; pokud pro ka¾dé � 2 B existuje � 2 Atakové, ¾e V� � U�:Øekneme, ¾e topologický prostor M je parakompaktní, pokud ka¾dé jeho otevøené pokrytí málokálnì koneèné zjemnìní.10.2. Vìta. Ka¾dá varieta je parakompaktní topologický prostor.Tato vìta je potøeba pro integraci forem, jejich¾ nosiè není kompaktní, na nekompaktních varietách.V tìchto skriptech v¹ak nebudeme tyto pøípady uva¾ovat. Dùkaz vìty lze nalézt na stranì 10 skript [15].10.3. De�nice. Øekneme, ¾e soubor hladkých nezáporných funkcí f'�g�2A na M je rozkladjednotky, pokud systém fsupp'�g�2A je lokálnì koneèný a pro ka¾dý bod m 2M platíX�2A'�(m) = 1:Øekneme, ¾e rozklad jednotky f'�g�2B je podøízen pokrytí fU�g�2A; pokud pro ka¾dé � 2 Bexistuje � 2 A takové, ¾e supp'� � U�:10.4. Vìta. Pro ka¾dé otevøené pokrytí variety M existuje jemu podøízený rozklad jednotky.Dùkaz. Vìtu doká¾eme jen pro M kompaktní (dùkaz pro obecný pøípad je technicky nároèný anepøiná¹í nové my¹lenky).Nech» K(a; r) oznaèuje otevøenou kouli o støedu v bodì a 2 Rn a polomìru r: Existuje funkce Fa (vizobr. 23) nezáporná, hladká na Rn s vlastností, ¾e Fa je kladná v¹ude na K(a; 1) a rovná nule na doplòkuK(a; 1). Lze ji sestrojit napøíklad pomocí f(t) := exp( t2t2�1 ); t 2 (0; 1) a polo¾it Fa(x) := f(kx� ak) prox 2 K(a; 1).Nech» m 2 M je zvolen pevnì. Pak existuje prvek U� daného pokrytí tak, ¾e m 2 U�: Je velmijednoduché si uvìdomit, ¾e existuje mapa (Um; 'm) taková, ¾e Um � U� a zároveò [K('m(m); 2) \



60Hn] � 'm(Um): Staèí toti¾ libovolnou mapu (U;'); pro kterou m 2 U � U� slo¾it s vhodnou dilatací(rozta¾ením) na Rn se støedem ve '(m); abychom dostali po¾adovanou vlastnost.De�nujme nyní otevøené mno¾iny Vm jako '�1m (K('m(m); 1)): Systém fVmgm2M je otevøené pokrytíM a tedy z nìj lze vybrat koneèné podpokrytí fVm(�)g�2B: De�nujme funkce ~f�;� 2 B pøedpisem~f� = (F'm(�)(m(�)) � 'm(�) na Vm(�)0 na M � Vm(�):Z konstrukce plyne, ¾e pro ka¾dý bodm 2M je aspoò jedna hodnota ~f�(m) rùzná od nuly. TedyP�2B ~f�je funkce v¹ude kladná naM a tento souèet má smysl, nebo» lokálnì obsahuje jen koneènì mnoho sèítancù.Soubor funkcí ff�g�2B; f� := ~f�(P�2B ~f�)pak splòuje po¾adavky vìty.Integrace diferenciálních forem na varietì.10.5. De�nice. Nech» M je orientovaná varieta dimenze n s krajem. Nech» ! 2 En(M) mákompaktní nosiè.(i) Existuje-li kladnì orientovaná mapa (U;') na M taková, ¾e supp! � U; pak de�nujeme integrálz ! pøes varietu M takto: ZM ! = Z'(U)['�1]�(!):(ii) Je-li f(U�; '�)g�2A kladnì orientovaný atlas naM a ff�g�2B rozklad jednotky podøízený tomutoatlasu, pak de�nujeme ZM ! = X�2B ZM f�!:10.6. Poznámka. Je-li nosiè ! uvnitø jedné mapy, pak není pochyb o existenci integrálu (kterýse pøevede na integrál pøes Rn z hladké funkce s kompaktním nosièem). Díky pøedpokladu o kompaktnímnosièi formy ! je souèet v obecné de�nici integrálu ! pøesM v¾dy jen koneèný, v¹echny integrály v tomtosouètu existují a jsou koneèné.Uvedená de�nice není nejobecnìj¹í mo¾ná; napøíklad standardní pøíklad formy ! = fdx1 ^ : : :^ dxn;kde f je Lebesgueovsky integrovatelná funkce na Rn ; není v této de�nici zahrnut, nebo» nosiè f nemusíbýt kompaktní. Je mo¾né de�novat integrál z diferenciální formy v podstatnì obecnìj¹ím pøípadì, ale paknapø. dùkaz nezávislosti integrálu na výbìru rozkladu jednotky je podstatnì nároènìj¹í a techniètìj¹í. Tonení úèelné v tomto úvodním kursu.10.7. Vìta. De�nice integrálu diferenciální formy pøes varietu nezávisí ani na výbìru atlasu, anina výbìru pøíslu¹ného rozkladu jednotky.Dùkaz. (i) V první èásti je tøeba si uvìdomit, ¾e je-li nosiè formy ! v nìjaké mapì, pak integrálRM ! nezávisí na výbìru této mapy. Jsou-li (U;'); resp. (U 0; '0) dvì mapy obsahující nosiè dané formy!; pak platí ['�1]�(!) = ['0 � '�1]� � [('0)�1]�(!)a rovnost pøíslu¹ných integrálù pak plyne z vìty 4.3 o integraci forem na plochách v euklidovském prostoru.(ii) Pøedpokládejme, ¾e f(U�; '�)g�2A; resp. f(U 0�0 ; '0�0)g�02A0 jsou dva atlasy naM; nech» ff�g�2B;resp. ff 0�0g�02B0 jsou podøízené rozklady jednotky. Pak sjednocení tìchto dvou atlasù je opìt atlas a systémff�f�0g(�;�0)2B�B0 je podøízený rozklad jednotky. PakX�2B ZM f�! = X�2B ZM f�[ X�02B0 f�0 ]! = X�02B0 ZM f�0 [X�2B f�]! = X�02B0 ZM f�0!:



10. INTEGRACE FOREM 6110.8. Vìta [Stokesova]. Nech» M je orientovaná varieta dimenze n s krajem a @M její krajs indukovanou orientací. Pak pro ka¾dou formu ! 2 En�1(M) s kompaktním nosièem platíZ@M ! = ZM d!:Dùkaz. (i) Nech» (U;') je kladnì orientovaná mapa taková, ¾e '(U) je omezená a supp! � U: Pakexistuje uzavøená krychle K � Hn tak, ¾e '(U) � K a '(U) \ @K � @(Hn): Pak (podle Stokesovy vìtypro øetìzce 5.1)ZM d! = ZU d! = Z'(U)['�1]�(d!) = Z'(U) d(['�1]�(!)) = ZK d(['�1]�(!)) == Z'(U)\@K(['�1]�(!)) = Z'(U)\@Hn(['�1]�(!)) = ZU\@M ! = Z@M !:(ii) V obecném pøípadì budeme uva¾ovat atlas f(U�; '�)g�2A na M ; mù¾eme rovnou pøedpokládat,¾e pro ka¾dé � 2 A je mno¾ina '�(U�) omezená (jinak lze zobrazení '� slo¾it s vhodným difeomor�smemHn na sebe s omezeným obrazem).Pak lze najít rozklad jednotky ff�g�2B podøízený tomuto atlasu aZM d! = ZM d(X�2B(f�!)) = X�2B ZM d(f�!) = X�2B Z@M f�! = Z@M !:10.9. Poznámka. De�nice integrálu pomocí rozkladu jednotky je velmi elegantní a velmi vhodnápro teorii a dokazování. Na druhou stranu, s její pomocí se nedá ¾ádný (aspoò trochu netriviální) integrálspoèítat. Tvar funkcí v rozkladu jednotky je pøíli¹ komplikovaný, ne¾ aby se pøíslu¹né integrály dalyprakticky vyjádøit. Proto je potøeba mít k dispozici nìjaký zpùsob, jak vlastnì integrály z diferenciálníchforem poèítat.V kapitole o diferenciálních formách v Rn jsme zavedli pojem øetìzce v oblasti 
 � Rn : Analogickýpojem se bì¾nì pou¾ívá i pro variety. Nech» In oznaèuje uzavøenou krychli v Rn : Øekneme, ¾e zobrazeníc krychle In do variety s krajemM je hladké, pokud je c restrikce hladkého zobrazení ~c : U !M; In � U;U otevøená v Rn : Analogicky k døívìj¹ímu názvosloví, takovéto zobrazení c nazveme singulární krychledimenze n na varietì M s krajem. Symbolem <c>; jako døíve, oznaèíme obor hodnot c(In): Øetìzecdimenze n na varietì s krajem M je pak koneèná formální lineární kombinace c =Pj ajcj ; kde aj 2 Za cj jsou singulární krychle dimenze n; pak <c> = [j<cj>: V následující vìtì budou hrát øetìzce jenpomocnou roli. Pøi integraci je v¾dy mo¾no vynechat mno¾inu míry nula z integraèního oboru, ani¾ byse hodnota integrálu zmìnila. Pro podmno¾iny variet není tøeba budovat znovu teorii Lebesgueovskyintegrovatelných mno¾in. Pou¾ijeme prostì faktu, ¾e hladké obrazy ménì-dimenzionálních mno¾in majív libovolné mapì míru nula. Je to prostý dùsledek jedné dùle¾ité a známé vìty z analýzy, tzv. Sardovy vìty.Ta øíká, ¾e pro libovolné diferencovatelné zobrazení F mezi euklidovskými prostory má obraz mno¾inykritických bodù F míru nula. (Její dùkaz je mo¾no nalézt ve skriptech [17].) Pøipomeòme, ¾e bod x jekritický bod F; pokud hodnost Jacobiho matice F v bodì x je men¹í ne¾ maximální mo¾ná. Speciálnì,je-li F de�nováno na otevøené podmno¾inì 
 � Rn�1 a hodnoty F le¾í v Rn ; pak míra mno¾iny F (
)je nula, nebo» je mo¾né F pova¾ovat za zobrazení de�nované na 
 � R; které je konstantní v poslednípromìnné.10.10. Vìta. Nech»M je varieta dimenze n s krajem, nech» M1; : : : ;Mk jsou otevøené podmno¾inyvariety M a nech» c je øetìzec dimenze n � 1 v M takový, ¾e M lze napsat jako disjunktní sjednoceníM = [ki=1Mi [<c>:Pak pro libovolnou formu ! 2 En(M) s kompaktním nosièem platíZM ! = kXi=1 ZMi !:Dùkaz. Nech» ff�g�2B je rozklad jednotky podøízený atlasu f(U�; '�)g�2A na M: Tedy pro ka¾dé� 2 B existuje �(�) 2 A takové, ¾e supp f� � U�(�): Nech» ! je diferenciální forma stupnì n s kompaktním



62nosièem. Ze Sardovy vìty (viz pøedchozí poznámka) plyne, ¾e pro ka¾dé � je míra mno¾iny '�(<c>) rovnanule. Pak aleZM ! = X�2B ZM f�! = X�2B Z'�(�)(U�(�))['�1�(�)]�(f�!) == X�2B kXi=1 Z'�(�)(Mi\U�(�))['�1�(�)]�(f�!) = kXi=1[ZMi(X�2B f�!)] = kXi=1 ZMi !:10.11. Poznámka. V praxi se otevøené podmno¾inyMi volí tak, aby se ka¾dá z nich ve¹la do mno-¾iny U pro vhodnou mapu (U;'): Pro nejbì¾nìj¹í pøípady varietM; které jsou vnoøeny do euklidovskéhoprostoru Rl ; lze vìt¹inou najít mapu (U;') takovou, ¾e M = U [<c>.Pøíklady, úlohy a cvièení10.12. Integrál diferenciálních forem pøes variety.Vypoètìte integrál z dané diferenciální formy ! pøes varietu M s danou orientací.(a) ! = dx ^ dy;M je sféra S2, orientovaná pomocí vnìj¹í normály.(b) ! = dx ^ dy + dy ^ dz;M je þpolovièní elipsoidÿ f(x; y; z) 2 R3 ; x2a2 + y2b2 + z2c2 = 1; z > 0g; a; b; c > 0orientovaný pomocí vnìj¹í normály.(c) ! = xz dx ^ dy;M = f(x; y; z) 2 R3 ;x2 = y2 + z2 + 1; x 2 h1;p2)g;orientovaná normálou, která má (v libovolném bodì) první slo¾ku kladnou.(d) ! = dz ^ dx;M = f(x; y; z) 2 R3 ;x2 + y2 = 2z ; x; y > 0; z < 12g;orientovaná normálou, její¾ tøetí slo¾ka je v¹ude na M nekladná.10.13. Stokesova vìta na varietách.(a) Pou¾ijte Stokesovu vìtu na výpoèet integrálu z pøíkladu 10.12(a).(b) Pou¾ijte Stokesovu vìtu na výpoèet integráluZ
(x2 + y2) dx ^ dy;kde podmno¾ina 
 roviny R2 je dána jako
 = f(x; y) 2 R2 ; jxj+ jyj < 4g � f(x; y) 2 R2 ;x2 + y2 � 1gs orientací indukovanou orientací R2 .(c) Doka¾te pøímým výpoètem Stokesovu vìtu pro formu ! = yz dx na R3 a pro válcovou plochuparametrizovanou � : 8><>:x = cos'y = sin'z = t' 2 (0; 2�); t 2 ha; bi, orientovanou pomocí vnìj¹í normály (kraj plochy se skládá ze dvou kru¾nic).



11. INTEGRACE FUNKCÍ NA RIEMANNOVÝCH VARIETÁCH 63(d) Doka¾te pøímým výpoètem Stokesovu vìtu pro formu ! = (y+ z) dx na R3 a pro sférickou výseèparametrizovanou � : 8><>:x = cos' cos �y = cos' sin �z = sin'' 2 h�4 ; �2 i; � 2 h0; �2 i, orientovanou pomocí vnìj¹í normály ke sféøe.(e) Uka¾te pomocí Stokesovy vìty (pro køivky v R2 ), ¾e forma! = xx2 + y2 dy � yx2 + y2 dx 2 E1(R2 � f(0; 0)g)(viz cvièení 3.15(e)) není exaktní.(f) Pro ka¾dé n zkuste napsat formu ! 2 En�1(Rn�f(0; : : : ; 0)g), která je uzavøená, ale nikoli exaktní.Doka¾te její neexaktnost alespoò pro n = 3 obdobným zpùsobem jako v pøípadì (e) { pomocí Stokesovyvìty pro plochy v R3 .11. Integrace funkcí na RiemannovýchvarietáchIntegrace na Riemannových varietách.11.1. Poznámka. Riemannovy variety patøí mezi nejdùle¾itìj¹í speciální typy variet. Jejich vý-znam plyne z toho, ¾e jsou základním modelem prostorù, ve kterých je mo¾né mìøit vzdálenosti a úhly.Pøesnìji øeèeno, je velmi dobøe známo z elementární geometrie, ¾e mìøit velikosti vektorù a jejich úhlyv lineárním vektorovém prostoru V je mo¾né, pokud je na V dán skalární souèin. Riemannovy varietyjsou variety s dodateènou strukturou, kterou je výbìr (pozitivnì de�nitního) skalárního souèinu na TmMpro ka¾dé m 2 M: To pak umo¾òuje mìøit délky vektorù a úhly køivek na takovéto varietì. Jako dal¹ídùsledek této struktury je mo¾né také mìøit velikosti objemù a de�novat integrál z funkcí pøes Rieman-novy variety. Vzhledem k tomu, co u¾ v tuto chvíli známe, je mo¾né de�novat integrály z funkcí pomocíintegrálù z diferenciálních forem. K tomu staèí de�novat tzv. formu objemu.11.2. De�nice. Nech» V je reálný vektorový prostor dimenze n: Nech» je na V dán pozitivnìde�nitní skalární souèin a orientace. Nech» e1; : : : ; en je libovolná kladnì orientovaná ortonormální bázeV a "1; : : : ; "n duální báze V �: Pak prvek! := "1 ^ : : : ^ "n 2 �n(V �)nezávisí na výbìru báze a nazývá se element objemu na V:11.3. Lemma. Element objemu nezávisí na výbìru kladnì orientované báze. Jsou-li navíc v1; : : : ; vnlibovolné lineárnì nezávislé vektory, pak èíslo j!(v1; : : : ; vn)j je rovno objemu rovnobì¾nostìnu urèenéhotìmito vektory.Dùkaz. Staèí dokázat jen druhé tvrzení, nebo» objem pøíslu¹ného rovnobì¾nostìnu nezávisí na volbìbáze. Nech» e1; : : : ; en je libovolná kladnì orientovaná ortonormální báze. Pak pro libovolné vektoryvi =Pj vji ej ; i = 1; : : : ; n; platí!(v1; : : : ; vn) = det(vji )!(e1; : : : ; en) = det(vji ):Je dobøe známo, ¾e èíslo j det(vji )j je pak rovno objemu pøíslu¹ného rovnobì¾nostìnu. Je také známo,¾e tento objem lze vypoèítat také jako pg; kde g = det(gij); gij = hvi; vji (Grammova matice, Grammùvdeterminant) { viz cvièení 11.8.



64 11.4. De�nice. Nech» M je varieta s krajem dimenze n. Nech» je na M dáno hladké tenzorovépole g typu �02� s následující vlastností { pro ka¾dé m 2 M je bilineární forma g(m) na TmM � TmMsymetrická, nedegenerovaná se signaturou (p; q); p + q = n: Pak g nazýváme pseudo-Riemannovoumetrikou signatury (p; q): Samotná varieta se pak nazývá pseudo-Riemannovou varietou. Ve spe-ciálním pøípadì signatury (n; 0) se metrika nazývá Riemannova metrika, pro signaturu (1; n � 1) senazýváMinkowského metrika. Varieta s Riemannovou metrikou se nazývá Riemannova varieta. Vespeciálním pøípadì dimenze 4 a signatury (1; 3) se pøíslu¹ná varieta obvykle nazývá prostoroèas.Nech»M je orientovatelná Riemannova varieta dimenze n: Pro danou orientaci o varietyM de�nujemeformu objemu !o 2 En(M) po¾adavkem, ¾e pro ka¾dé m 2 M je !o(m) element objemu na TmMvzhledem k uva¾ované orientaci o: Oznaème pro tuto chvíli symbolem RM;o ! integrál z formy ! pøesvarietu M se zvolenou orientací o: Je-li f libovolná hladká funkce s kompaktním nosièem na M; pakde�nujeme ZM fdS := ZM;o f!o:Tento integrál se nazývá integrál 1. druhu z funkce f pøes Riemannovu varietu M:11.5. Vìta.(i) Integrál RM fdS nezávisí na výbìru orientace na varietì M a je tedy jednoznaènì urèen strukturouRiemannovy variety.(ii) Je-li (U;') mapa na M a supp f � U; pak pro funkce~gij(x) := g( @@xi ; @@xj ) � '�1(x); ~g = det(~gij)platí ZM fdS = Z'(U)(f � (')�1) �p~gdx1 : : : dxn:Dùkaz. (i) Z de�nice formy objemu !o plyne, ¾e !�o = �!o: TedyZM;�o f!�o = � ZM;o f!�o = ZM;o f!o:(ii) Podle de�nice je ZM fdS = Z'(U)['�1]�(f!o):Je-li fe1; : : : ; eng kanonická báze Rn ; pak['�1]�(!o)(e1; : : : ; en) = !o(['�1]�(e1); : : : ; ['�1]�(en)) = !o( @@x1 ; : : : ; @@xn ):Ale èíslo !( @@x1 ; : : : ; @@xn ) je rovno velikosti rovnobì¾nostìnu, který je urèen vektory @@x1 ; : : : ; @@xnv TmM: Toté¾ èíslo je ale dáno výrazem pg; kde g je determinant Grammovy matice skalárních souèinùg( @@xi ; @@xj ): Ale ~g = g � '�1; tedy je toto èíslo zároveò rovno p~g:11.6. Poznámka. Podstatná informace, obsa¾ená v pøedchozí vìtì je význam symbolu þdSÿv oznaèení integrálu 1. druhu z funkce. SymbolickyþdS = pg dx1 : : : dxnÿ; g = det(g( @@xi ; @@xj ))ij :To je návod, jak se integrál RM fdS poèítá v lokálních souøadnicích.Speciální pøípad, který se èasto vyskytuje, je situace, kdy M � Rn je varieta dimenze k zadanápomocí n � k rovnic (splòujících v ka¾dém bodì m 2 M pøedpoklady vìty o implicitním zobrazení).Teèné prostory TmM se pak chápou jako podprostory Rn a Riemannova metrika na TmM je pak dánazú¾ením z Rn :Pøesnìji øeèeno, je-li (U;') mapa na M , pak � = '�1 : '(U) � Rk ! Rn je parametrizace U jako¾toregulární plochy dimenze k v Rn :Teèný prostor TmM má podle obecné de�nice bázi@@u1 ; : : : ; @@uk ; u = (u1; : : : ; uk) 2 Rk :



11. INTEGRACE FUNKCÍ NA RIEMANNOVÝCH VARIETÁCH 65Na druhou stranu, pro parametricky zadané plochy dimenze k v Rn jsme de�novali teèný prostorjako podprostor Rn generovaný vektory @�@u1 ; : : : ; @�@uk :Pro vektory v Rn je de�nován kanonický euklidovský skalární souèin. Staèí tedy si uvìdomit, ¾e (viz8.3) @@ui � @�@ui ; i = 1; : : : ; ka na TmM je tímto ztoto¾nìním indukován skalární souèin. Tímto zpùsobem je standardnì de�novánastruktura Riemannovy variety na varietách M � Rn tohoto typu.Pak ale gij = h @�@ui ; @�@uj i; g = det(gij); dS = pg du1 : : : duk:V pøípadì dvourozmìrné plochy se tato èísla klasicky oznaèují jakoE = h�u;�ui;F = h�u;�vi;G = h�v;�vi;kde �u;�v znaèí parciální derivace � podle promìnných u; v. PotomdS =pEG� F 2 du dv:11.7. Variety dimenze n � 1 v Rn . Nejèastìji se vyskytuje speciální zpùsob právì popsanésituace, kdy M je nadplocha, tj. je zadaná jen jednou rovnicí f = 0 v Rn : Pøedpokládejme, ¾e je naM dána orientace. Ta, jak víme, mù¾e být dána buï pomocí orientovaného atlasu, nebo (hladkým)vektorovým polem ~N jednotkových normálových vektorù.Obecná forma stupnì n� 1 na Rn má tvar! = nXi=1(�1)i+1Ti dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn:Koe�cienty fTig této formy jsou èasto ztoto¾òovány s vektorovým polem ~T = (T1; : : : ; Tn) (formálnìvzato lze ~T vyjádøit pomocí Hodgeova operátoru jako ~T = (�1)n�1 � ! { viz cvièení 2.12). Pokudde�nièní obor vektorového pole ~T obsahuje M; pak se de�nuje integrál 2. druhu RM ~Td~S pøedpisemZM ~Td~S = ZM ! = ZMXi (�1)i+1Tidx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn:V tomto pøípadì pak existuje jednoduchá souvislost mezi integrálem 1. a 2. druhu. Symbolicky setato souvislost dá popsat vztahy d~S = ~NdS; ~Nd~S = dS:Pøesnìji, pro ka¾dou funkci f a vektorové pole ~T platíZM ~Td~S = ZM h~T ; ~NidSa ZM fdS = ZM [f ~N ]d~S:Abychom se pøesvìdèili, ¾e je to pravda, zvolme libovolnou kladnì orientovanou mapu (U;') na M:Pak � = '�1 : '(U)! U je parametrický popis U . Oznaème~R = (�1)n�1 � ( @�@u1 ^ : : : ^ @�@un�1 ) = [ @�@u1 ; : : : ; @�@un�1 ](vnìj¹í souèin { viz cvièení 2.9), vektorové pole ~N je dáno vztahem~N = ~Rk~Rk :Pak staèí si uvìdomit, ¾e pro!i = (�1)i+1dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn



66platí��(!i) = (�1)i+1 det @(�1; : : : ;�i�1;�i+1; : : : ;�n)@(u1; : : : ; un�1) du1 ^ : : : ^ dun�1 = k~Rk �Ni du1 ^ : : : ^ dun�1;tedy pro v¹echny hladké funkce f na M s kompaktním nosièem platíZM f!i = ZM f �Ni dS:Symbolicky tedy Ni dS = (�1)i+1dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn = (d~S)i:Pøíklady, úlohy a cvièení11.8. Objem rovnobì¾nostìnu.Jsou-li vi =Pnj=1 vji ej vektory v Rn ; i = 1; : : : ; n, oznaème V := (vji ) matici jejich koe�cientù vùèikanonické bázi a gij := hvi; vji prvky Grammovy matice G. Doka¾te, ¾epdetG = j detV j;co¾ je objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory vi; i = 1; : : : ; n.11.9. Integrál prvního druhu.(a) Vypoètìte délku kru¾nice a plochu sféry, tj. integrályZS1 dS a ZS2 dS :Vypoètìte integrál prvního druhu z funkce f pøes varietu M .(b) f(x; y; z) =px2 + y2 + 1;M je ¹roubová plocha (helikoid), zadaná parametrizací� : 8><>:x = r cos'y = r sin'z = 'r 2 (0; R); R > 0; ' 2 (0; 2�).(c) f(x; y; z) = x2 � y2 + z4;M je ku¾elová plocha zadaná rovnicí x2 + y2 = z2; z 2 (0; T ); T > 0.(d) f(x; y; z) = x+ y + z;M je válcová plocha zadaná rovnicí x2 + y2 = r2; r > 0; z 2 (a; b).12. Algebraické a topologické vlastnostidiferenciálních foremAlgebra forem12.1. Poznámka. V moderní diferenciální geometrii hraje dùle¾itou roli algebraická formulacemnoha základních vlastností variety M: Na prvním místì jsou to vlastnosti algebry funkcí E0(M) (po-¾adavky na regularitu èi hladkost mohou být rùzné, napø. spojitost èi hladkost). Samotná varieta Mmù¾e být za urèitých okolností zrekonstruována ze znalosti této algebry, co¾ je slavný výsledek Gelfandùv(viz napø. [4]). V této závìreèné kapitole skript probereme nìkteré základní informace o vlastnostech(gradované) algebry diferenciálních forem a o jejich pou¾ití v topologii.



12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 6712.2. Algebra E�(M). Algebra E�(M) = �kEk(M) má, jako reálný vektorový prostor, nekoneè-nou dimenzi. Zajímavìj¹í je uva¾ovat ji jako modul nad algebrou A = E0(M): V jednoduchém pøípadì,napø. pro M = Rn ; je algebra E�(M) volný modul dimenze 2n nad A s bází fdxJg: Je-li M kompaktní,pak je E�(M) koneènì generovaný modul nad A (staèí pou¾ít libovolné koneèné pokrytí mapami a od-povídající rozklad jednotky). Je u¾iteèné si uvìdomit, ¾e tedy na kompaktní varietì lze ka¾dou formu! 2 Ek(M) napsat ve tvaru koneèného souètu ! = Pj fjdgj1 ^ : : : ^ dgjk ; kde fj ; gji 2 E0(M): Proobecnou varietu je mo¾né dokázat podobné tvrzení pomocí rozkladu jednotky, který v¹ak ji¾ bude jenlokálnì koneèný. Pøesnìji, pomocí libovolného lokálnì koneèného atlasu a pøíslu¹ného rozkladu jednotkyuká¾eme, je-li potøeba, ¾e ka¾dou formu ! 2 Ek(M) lze napsat jako souèet ! =P� !�; kde souèet pøes� je lokálnì koneèný, t.j. pro ka¾dý bod m 2M existuje okolí U(m) takové, ¾e U(m) \ supp(!�) 6= ; jenpro koneènì mnoho indexù �: Ka¾dou formu !� pak je mo¾né pomocí souøadnic rozlo¾it do kanonickéhotvaru.Základní algebraickou vlastností E�(M) je její gradace E�(M) = �kEk(M) a to, ¾e je tzv. gradovanìkomutativní, t.j. ¾e platí ! ^ � = (�1)kl� ^ !pro v¹echny ! 2 Ek(M); � 2 E l(M): Tuto vlastnost je mo¾né také formulovat pomocí Z2-gradace.Oznaème E+(M); resp. E�(M) podprostor v¹ech forem sudého, resp. lichého stupnì, pak E�(M) =E+(M)� E�(M) a je-li ! 2 Ea(M); � 2 Eb(M); a; b 2 f�1g; pak! ^ � = ab� ^ !:Tato vlastnost algebry E�(M) je zøejmì dùsledkem té¾e vlastnosti vnìj¹í algebry ��(V ) libovolnéhovektorového prostoru V: To v¹e pøirozenì patøí do teorie superprostorù a superalgeber, která se podvlivem teoretické fyziky rychle rozvíjí v posledních desetiletích, víc informací lze nalézt napø. v [3].Pøipomeòme si (viz poznámku 8.10), ¾e mno¾ina X (M) vektorových polí se dá charakterizovat jakomno¾ina v¹ech derivací (t.j. lineárních zobrazení s Leibnizovou vlastností) algebry A: Ka¾dá diferenciálníforma ! 2 Ek(M) je k-lineární antisymetrické zobrazení vektorových polí do sebe (viz pozn. 9.2). V øeèimultilineárních zobrazení modulù nad algebrou A lze de�nici vnìj¹ího souèinu ! ^ �; ! 2 Ek(M); � 2E l(M) alternativnì popsat pomocí! ^ �(X1; : : : ; Xk+l) = 1k!l! X�2Sk+l sgn�!(X�(1); : : : ; X�(k))�(X�(k+1) ; : : : ; X�(k+l)):Je u¾iteèné si uvìdomit následující popis vícenásobného souèinu 1-forem jako multilineárního zobra-zení.12.3. Vìta. Jsou-li �1; : : : ; �k 2 E1(M); pak pro libovolná pole X1; : : : ; Xk 2 X (M) platí[�1 ^ : : : ^ �k](X1; : : : ; Xk) = det(�i(Xj))ki;j=1:Dùkaz. Staèí pou¾ít indukci vzhledem ke k: Pro k = 2 je tvrzení okam¾itý dùsledek de�nice vnìj¹íhosouèinu. Pøepokládejme, ¾e je tvrzení pravdivé pro souèin k � 1 forem stupnì 1: Pak[�1^(�2 : : : ^ �k)](X1; : : : ; Xk) == (1=(k � 1)!) X�2Sk sgn��1(X�(1))[�2 ^ : : : ^ �k](X�(2); : : : ; X�(k)) == (1=(k � 1)!) X�2Sk sgn��1(X�(1)) X�2Sk�1 sgn ��2(X��(2)) : : : �k(X��(k)) == (1=k!) X�02Sk sgn�0�1(X�0(1)) : : : �k(X�0(k)) == det(�i(Xj))ki;j=1:Gradované derivace na algebøe forem12.4. Poznámka. De Rhamùv diferenciál d má dvì vlastnosti, které jsou charakteristické a kterése vyskytují i u dal¹ích lineárních operátorù z prostoru diferenciálních forem E�(M) do sebe. První z nichje vzorec pro derivaci souèinu dvou forem, který (a¾ na ev. zmìnu znaménka) je Leibnizova vlastnost



68derivace souèinu. Druhý je fakt, ¾e zvy¹uje stupeò formy o jednièku. To je inspirací pro následujícíde�nici.12.5. De�nice. Nech» j je celé èíslo a nech» D : E�(M)! E�(M) je lineární zobrazení. OznaèmeE l(M) = f0g pro l 2 Z; l 62 f0; : : : ; ng: Øekneme, ¾e D je gradovaná derivace stupnì j pokud platí:1. D �Ek(M)� � Ek+j(M); k = 0; : : : ; n:2. Pro v¹echny ! 2 Ek(M); � 2 E�(M) platíD(! ^ �) = D(!) ^ � + (�1)jk! ^D(�):12.6. Poznámka. De Rhamùv diferenciál d je tedy gradovaná derivace stupnì 1: V¹imnìte si, ¾egradované derivace stupnì j men¹í ne¾ �1 jsou nutnì triviální. Takovéto zobrazení by nutnì ka¾dé funkcia 1-formì pøiøadilo formu záporného stupnì, to jest nulu, a z vlastnosti 2) by ihned plynulo, ¾e obrazlibovolné formy je nula. Za chvíli si uká¾eme dal¹í pøíklady gradovaných derivací.12.7. De�nice. Nech» X je hladké vektorové pole na M: Pak de�nujeme lineární zobrazení �X :Ek(M)! Ek�1(M) pøedpisem[�X (!)](X1; : : : ; Xk�1) = !(X;X1; : : : ; Xk�1);kde X1; : : : ; Xk�1 2 X (M);! 2 Ek(M): Zobrazení �X se nazývá kontrakce vzhledem k vektorovémupoli X:12.8. Pøíklad. Pro rozlo¾itelnou formu ! = �1 ^ : : :^ �k 2 Ek(M) a pro ka¾dé X1 2 X (M) platí�X1! = kXl=1(�1)l+1�l(X1)�1 ^ : : : ^ b�l ^ : : : ^ �k;kde støí¹ka nad �l znamená, ¾e tento faktor v souèinu chybí. Toto tvrzení ihned plyne z de�nice kontrakcea z rozvoje determinantu matice (�i(Xj))ki;j=1 podle prvního sloupce.12.9. Vìta. Nech» X je libovolné vektorové pole na M: Pak kontrakce �X je gradovaná derivacestupnì �1 na E�(M):Dùkaz. Staèí zøejmì ovìøit jenom druhou vlastnost z de�nice. Zobrazení �X je lineární, staèí tedyovìøit vlastnost �X (! ^ �) = �X(!) ^ � + (�1)�k! ^ �X (�)pro rozlo¾itelné formy. Pøedpokládejme tedy, ¾e ! = �1^: : :^�k 2 Ek(M); � = �k+1^: : :^�k+l 2 E l(M):Pak [�X1(! ^ �)](X2; : : : ; Xk+l) = det(�i(Xj))k+li;j=1:Nyní staèí rozvinout determinant podle prvního sloupce a pou¾ít popis kontrakce rozlo¾itelné formyv pøedchozím pøíkladu.12.10. Poznámka. Jak je obvyklé pro derivace, slo¾ení dvou derivací (prvního øádu) ji¾ neníderivace (prvního øádu). U vektorových polí jsme vidìli, ¾e ale komutátor dvou vektorových polí je opìtvektorové pole (viz 8.12). Podobnì je tomu s gradovanými derivacemi. Jejich slo¾ení není gradovanáderivace; uká¾eme si v¹ak nyní, ¾e vhodný gradovaný komutátor dvou gradovaných derivací je opìtgradovaná derivace. To je také systematický zpùsob, jak konstruovat nové gradované derivace pomocí ji¾známých gradovaných derivací.



12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 6912.11. Vìta. Nech» D1 je gradovaná derivace stupnì j1 a D2 je gradovaná derivace stupnì j2: Pakjejich gradovaný komutátor [D2; D1] de�novaný pomocí vzorce[D2; D1] := D2D1 � (�1)j1j2D1D2je gradovaná derivace stupnì j1 + j2:Dùkaz. Nech» ! 2 Ek(M); � 2 E l(M): Pak[D2; D1](! ^ �) ==D2[D1(!) ^ � + (�1)j1k! ^D1(�)] � (�1)j1j2D1[D2(!) ^ � + (�1)j2k! ^D2(�)] ==D2D1(!) ^ � + (�1)j2(k+j1)D1(!) ^D2(�) ++ (�1)j1kD2(!) ^D1� + (�1)(j1+j2)k! ^D2D1(�) ++ (�1)j1j2+1[D1D2(!) ^ � + (�1)j1(k+j2)D2(!) ^D1(�) ++ (�1)j2kD1(!) ^D2� + (�1)(j1+j2)k! ^D1D2(�)] ==[D2; D1](!) ^ � + (�1)(j1+j2)k! ^ [D2; D1](�):12.12. De�nice. Nech» X je vektorové pole na M: Pak Lieova derivace LX na prostoru dife-renciálních forem E�(M) je de�nována jako gradovaný komutátor de Rhamova diferenciálu a kontrakcevzhledem k vektorovému poli X : LX := [d; �X ] = d � �X + �X � d: (20)Lieova derivace je tedy gradovaná derivace na E�(M) stupnì 0:12.13. Pøíklad. Ihned z de�nice je mo¾né spoèítat, jak vypadá Lieova derivace funkce èi 1-formy.Je-li X vektorové pole a f funkce na M; pakLX(f) = �X (df) = df(X) = Xf:Je-li ! = df exaktní 1-forma, pakLX(df) = d(�X (df)) = d(Xf):Leibnizovo pravidlo umo¾òuje redukovat výpoèet Lieovy derivace forem vy¹¹ích stupòù postupnì a¾na vý¹e uvedené dva pøípady.12.14. Poznámka. Tradièní geometrická de�nice Lieovy derivace je jiná, je zalo¾ená na pojmujednoparamterické grupy transformací, generované pøíslu¹ným vektorovým polem. Pokud je pou¾ita tatogeometrická de�nice, pak je vý¹e uvedený vztah 20 pro Lieovu derivaci ekvivalentní de�nicí (pøíslu¹nývztah se obvykle nazývá Cartanùv vzorec). Podrobnìj¹í komentáø ke geometrické de�nici Lieovy derivace(obecných) tenzorových polí je mo¾no nalézt ní¾e.Pøirozená otázka je, jestli není mo¾né pomocí gradovaných komutátorù Lieovy derivace s kontrakcemizkonstruovat dal¹í gradované derivace. Nìco o tom øíká následující tvrzení.12.15. Vìta. Jsou-li X;Y dvì vektorová pole na M; pak[LX ; �Y ] = �[X;Y ]; [LX ; d] = 0; [LX ; LY ] = L[X;Y ]; [�X ; �Y ] = 0:Dùkaz. Levé i pravé strany pøíslu¹ných rovností jsou gradované derivace, staèí tedy (díky Leibnizovìvlastnosti) ovìøit tyto rovnosti pro funkce a exaktní 1-formy.V prvním vztahu jsou obì strany derivace stupnì �1: Pro funkce jsou tedy obì strany rovné nulea je-li ! = df; pak [LX ; �Y ](df) = LX(df(Y ))� �Y (LX(df)) = X(Y f)� [d(Xf)](Y ) == [X;Y ](f) = �[X;Y ](df):Druhý vztah plyne z toho, ¾e LX � d = d � �X � d = d � LX :Proto¾e LX a d komutují, staèí tøetí vztah ovìøit pouze pro funkce, kde plyne ihned z de�nice.



70 Poslední tvrzení je dùsledkem toho, ¾e [�X ; �Y ] je gradovaná derivace stupnì �2; která je nutnìtriviální.Následující vìta popisuje zpùsob, jak vypoèítat hodnotu Lieovy derivace, resp. de Rhamova diferen-ciálu jako multilineárního zobrazení, t.j. hodnoty na zvolené k-tici vektorových polí. Tyto formule jsouvelmi u¾iteèné a èasto se pou¾ívají pøi globálních výpoètech. Jejich výhodou je, ¾e (na rozdíl od obvykléde�nice de Rhamova diferenciálu) nepou¾ívají lokální souøadnice. Globální formule pro d!; uvedená v ná-sledující vìtì je pøedobraz a inspirace formule pro diferenciál komplexu, kterým se de�nuje homologieLieových algeber a zaslou¾í si zvlá¹tní pozornost.12.16. Vìta. Pro vektorová pole X;X0; : : : ; Xk 2 X (M) a formu ! 2 Ek(M) platí[LX!] (X1; : : : ; Xk) == LX [!(X1; : : : ; Xk)]� kXi=1 !(X1; : : : ; Xi�1; [X;Xi]; Xi+1; : : : ; Xk):a [d!](X0; : : :; Xk) = kXi=0(�1)iXi[!(X0; : : : ; bXi; : : : ; Xk)] ++ X0�i<j�k(�1)i+j!([Xi; Xj ]; X0; : : : ; bXi; : : : ; bXj ; : : : ; Xk):Dùkaz. První tvrzení se dá pøeformulovat ve tvaru�Xk : : : �X1LX =LX�Xk : : : �X1 � kXi=1 �Xk : : : �Xi+1 �[X;Xi]�Xi�1 : : : �X1 :To ale snadno plyne indukcí s pou¾itím vztahu [LX ; �Y ] = �[X;Y ]:Druhé tvrzení doká¾eme indukcí podle stupnì formy !: Je-li ! = f funkce, pak se tvrzení redukujena samozøejmý vztah df(X) = Xf: Pøedpokládejme tedy platnost tvrzení pro formy, jejich¾ stupeò jemen¹í ne¾ k: Nech» ! 2 Ek(M): Pak (s pou¾itím indukèního pøedpokladu pro (k � 1)-formu �X0(!))[d!](X0; : : : ; Xk) = �Xk : : : (�X0(d!)) ==�Xk : : : (�X1 [LX0! � d(�X0 (!))] ==LX0�Xk : : : �X1 (!)� kXi=1 �Xk : : : �Xi+1 �[X0;Xi]�Xi�1 : : : �X1(!)�� kXi=1(�1)i�1Xi[!(X0; X1; : : : ; X̂i; : : : ; Xk)]�� X1�i<j�k(�1)i+j!(X0; [Xi; Xj ]; X1; : : : ; X̂i; : : : ; X̂j ; : : : ; Xk) ==X0[!(X1; : : : ; Xk)] + kXi=1(�1)iXi[!(X0; X1; : : : ; X̂i; : : : ; Xk)] ++ X0�i<j�k(�1)i+j!([Xi; Xj ]; X0; X1; : : : ; X̂i; : : : ; X̂j ; : : : ; Xk):12.17. Poznámka. Geometrická interpretace Lieovy derivace.Dùle¾itý pojem v analýze na varietách je jednoparametrická grupa difeomor�smù. Nech» pro ka¾dét 2 R existuje difeomor�smus �t :M !M tak, ¾e�s ��t = �s+t; s; t; s+ t 2 R:Pak f�tg nazveme jednoparametrickou grupou difeomor�smù. Jí odpovídá vektorové pole X danévztahem Xm(f) = d(f ��t(m))dt (0):



12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 71Køivky 
m(t) := �t(m) jsou pak tzv. integrální køivky vektorového pole X: (Pøipomeòme, ¾e integrálníkøivka 'm(t) vektorového poleX procházející bodemm 2M je øe¹ení soustavy obyèejných diferenciálníchrovnic d'mdt (t) = X('m(t)) splòující poèáteèní podmínku 'm(0) = m:) Za urèitých pøedpokladù (napø.pro kompaktní variety) je mo¾no dokázat pro dané vektorové pole X existenci jednoparametrické grupydifeomor�smù generované (v uvedeném smyslu) vektorovým polem X: Pro obecnou varietu je tøebazavést ponìkud obecnìj¹í pojem lokální jednoparametrické grupy difeomor�smù, pro kterou je pøíslu¹nýdifeomor�smus �t de�nován pro dost malé t; co¾ staèí pro de�nici odpovídajícího vektorového pole Xurèeného touto lokální jednoparametrickou grupou. Pak je mo¾né dokázat (viz napø. [21]), ¾e pro ka¾dévektorové pole na M lze najít pøílu¹nou lokální jednoparametrickou grupu transformací, která generujetoto vektorové pole.Existence (lokální) jednoparametrické grupy difeomor�smù umo¾òuje de�novat Lieovu derivaci obec-nì pro libovolné tenzorové pole (kovariantní, kontravariantní èi smí¹ené). My se zde omezíme jen napole kovariantní, (ostatní pøípady je mo¾né najít napø. v knize [21]) a uká¾eme, ¾e pro takto de�novanougeometrickou Lieovu derivaci platí Cartanùv vzorec 20 (který jsme vý¹e pou¾ili pøi de�nici Lieovy derivacediferenciálních forem).12.18. De�nice. Nech» X je hladké vektorové pole na M a nech» existuje jednoparametrickágrupa difeomor�smù �t generovaná vektorovým polem X: Pak pro ka¾dé (hladké) tenzorové pole T naM typu �0s� de�nujeme tenzorové pole LXT tého¾ typu pøedpisem[LXT ](m) = limt!0 [��tT ](m)� T (m)t = ddt ����t=0 ([��t (T )](m)) :Je zøejmé, ¾e pro danou formu ! 2 Ek(M) je rovnì¾ LX! 2 Ek(M):12.19. Vìta. Nech» X je hladké vektorové pole na M a nech» existuje jednoparametrická grupatransformací �t generovaná vektorovým polem X: Pak pro ka¾dou formu ! platíLX(!) = LX(!):Dùkaz. Nejdøíve uká¾eme, ¾e LX je gradovaná derivace stupnì 0: Jsou-li !; � libovolné formy, pakplatí LX (! ^ �)(m) = ddt ����t=0 ([��t (!)](m) ^ [��t (�)](m)) = [LX (!) ^ � ](m) + [! ^ LX(�)](m):(Pro odùvodnìní druhé rovnosti by, striktnì vzato, bylo tøeba vyhodnotit v¹echny formy na pøíslu¹némmno¾ství vektorových polí a pak pou¾ít vlastnost derivace souèinu funkcí.) Pøená¹ení diferenciálních foremkomutuje s vnìj¹ím diferenciálem. Z de�nice Lieovy derivace LX plyne tedy ihned, ¾e i ona komutujes vnìj¹ím diferenciálem. Zbývá tedy ovìøit tvrzení pro pøípad forem stupnì 0; t.j. pro funkce:LX (f) = ddt ����t=0 (��t (f)) = Xf = LX(f):De Rhamovy kohomologické grupy, homotopická invariance.Z hlediska algebraické topologie a nekomutativní geometrie hraje dùle¾itou roli tzv. de Rhamùvkomplex. Jeho de�nice je identická s de�nicí zmínìnou v kapitole o diferenciálních formách na Rn (viz3.8).Pøipomeòme si, ¾e de Rhamùv diferenciál d zobrazuje Ek(M) do Ek+1(M) a ¾e d � d = 0: Pak prok = 0; : : : ; n de�nujeme k-tou de Rhamovu kohomologickou grupuHkDR(M) := f! 2 Ek(M); d! = 0g=f! = d� ; � 2 Ek�1(M)g:Grupovou operací budeme rozumìt sèítání tøíd uzavøených forem indukované sèítáním uzavøenýchforem. Uvìdomte si, ¾e tato operace je dobøe de�nována { souèet dvou exaktních forem je exaktní.De Rhamovy grupy popisují topologické vlastnosti varietyM: Tento fakt úzce souvisí s homotopickouinvariancí de Rhamových grup. Tím se myslí jejich následující velmi dùle¾itá vlastnost.



72 12.20. Vìta [o homotopii]. Je-li F : M ! N hladké zobrazení, pak zobrazení F � : Ek(N) !Ek(M) indukuje zobrazení F � : HkDR(N)! HkDR(M):Jsou-li zobrazení F;G :M ! N (hladce) homotopická, tj. pokud existuje hladké zobrazeníh : h0; 1i �M ! Ntakové, ¾e h(0;m) = F (m); h(1;m) = G(m); m 2M;pak pro v¹echny k platí F � = G� : HkDR(N)! HkDR(M):Døíve ne¾ probereme dùkaz uvedené vìty, je tøeba zavést nìkolik pojmù.12.21. De�nice.Nech»M je varieta, pak souèin h0; 1i�M je varieta s krajem. Je-li F hladká funkce na h0; 1i�M; pakF lze integrovat podle promìnné t 2 h0; 1i: Pøesnìji øeèeno, ka¾dé funkci F 2 E0(h0; 1i �M); pøiøadímefunkci f(x) = R 10 F dt 2 E0(M) pøedpisemf(x) = Z 10 F (t; x)dt:Oznaème @@t kanonické vektorové pole na h0; 1i �M: Budeme de�novat operátorL : ! 2 Ep(h0; 1i �M) �! Ep�1(M)pøedpisem [L!](X2; : : : ; Xp) = Z 10 !( @@t ;X2; : : : ; Xp)dt:Je zøejmé, ¾e L! je antisymetrické multilineární zobrazení vektorových polí na M; t.j. (p � 1)-forma naM: 12.22. Pøíklad. V lokálních souøadnicích se operátor L snadno popí¹e. Pøedpokládejme, ¾e M =Rn : Pak se forma ! dá napsat ve tvaru! = XjIj=p�1�I(t; x)dt ^ dxI + XjJj=p�J (t; x)dxJ :a !( @@t ;X2; : : : ; Xp) =XI �I(t; x)dxI (X2; : : : ; Xp); L! =XI (Z 10 �I(t; x)dt)dxI :12.23. Vìta. Oznaème symbolem si; i = 0; 1; zobrazení variety M do h0; 1i �M daná pøedpisems0(x) = (0; x); s1(x) = (1; x):Pak pro libovolnou formu ! 2 Ep(h0; 1i �M) platíL(d!) + d(L!) = s�1! � s�0!:Dùkaz. V¹echny operátory pou¾ívané v dokazovaném vztahu (operátory L; d; s�i ) jsou lineární. Po-kud rozlo¾íme formu ! pomocí rozkladu jednotky na lokálnì koneèný souèet P� !�; pak L! =P� L!�je také lokálnì koneèný souèet a toté¾ platí i pro ostatní operátory. Je tedy mo¾né pøedpokládat, ¾e !má nosiè v h0; 1i � U; kde U �M je nìjaké souøadnicové okolí.V pøíslu¹ných lokálních souøadnicích (x1; : : : ; xn) staèí uva¾ovat dva pøípady:1) ! = �dxJ ; jJ j = p;2) ! = �dt ^ dxI ; jI j = p� 1:V prvním pøípadì je L! = 0 (nebo» ! neobsahuje diferenciál dt) aL(d!) = �Z 10 �d�dt � dt� ^ dxJ = s�1! � s�0!:V druhém pøípadì forma ! obsahuje diferenciál dt; tedy zøejmì s�i! = 0; i = 0; 1; (nebo» s�i (dt) = 0).Podle de�nice operátoru L dostanemed(L!) = d(Z 10 �(t; x)dt) ^ dxI =Xi (Z 10 @�@xi dt) ^ dxi ^ dxI



12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 73a L(d!) = L(Xi @�@xi dxi ^ dt ^ dxJ ) = �Xi (Z 10 @�@xi dt)dxi ^ dxJ :12.24. Dùkaz vìty o homotopii. Nejdøíve si rozmyslíme, ¾e indukované zobrazení F je dobøede�nované. Vzhledem k tomu, ¾e d komutuje s F �; je pro ka¾dou uzavøenou formu ! forma F �(!) takéuzavøená a de�nuje tøídu [F �(!)]; která je obrazem tøídy [!]. Pokud se dvì formy !; � li¹í o exaktníformu, t.j. pokud existuje �; ! � � = d�; pak F �(!)� F �(�) = F �(d�) = d(F �(�)):Je-li h homotopie mezi zobrazeními F;G a je-li ! uzavøená forma, pakG�! � F �! = s�1h�! � s�0h�! = d(L(h�!)):Tedy G�! a F �! urèují tentý¾ prvek de Rhamovy kohomologické grupy.Øekneme, ¾e varietaM je jednodu¹e souvislá, pokud je IdM homotopická s konstantním zobrazenímna M: (Zkuste porovnat s de�nicí jednodu¹e souvislé oblasti 
 � R2 ; kterou pravdìpodobnì znátez komplexní analýzy.) Jednoduchým dùsledkem homotopické invariance je pak fakt, ¾e pro jednodu¹esouvislé variety jsou de Rhamovy grupy triviální. Speciálním pøípadem je pak tzv. Poincarého lemma.12.25. Vìta.1) Je-li hladké zobrazení F variety M do variety N homotopické s konstantním zobrazením, pak je zob-razení F � : HkDR(N)! HkDR(M)triviální pro ka¾dé k � 1:2) Poincarého lemma Nech» M je varieta. Pak je lokálnì ka¾dá uzavøená forma exaktní, t.j. pro ka¾dýbod m 2M existuje okolí U bodu m takové, ¾e HkDR(U) = 0 pro ka¾dé k = 1; : : : ; n:Pøipomeòme si, ¾e ve cvièení 3.15(f) byla popsána pro pøípad M = Rn explicitní konstrukce formy�; pro kterou d� = !:Dùkaz. První èást vìty plyne z toho, ¾e je-li G konstantní zobrazení, pak ihned z de�nice pøená¹enídiferenciálních forem plyne, ¾e G�(!) = 0 pro ka¾dou formu ! kladného stupnì.Druhá èást je dùsledkem faktu, ¾e pro ka¾dý bod m 2M lze najít mapu (U;') tak, ¾e m 2 U a '(U)je konvexní mno¾ina v Rn : Tedy na U je identita homotopická s konstatním zobrazením. Tedy zobrazeníId� je triviální. Ale zobrazení Id� indukované identickým zobrazením na Ek(M) je identické zobrazení naHkDR(M): Pøíklady, úlohy a cvièení12.26. Kohomologické grupy.Pøíklady nìkterých kohomologických grup:H0DR(R2 ) = 0 H0DR(R2 � f0g) = 0H1DR(R2 ) = 0 H1DR(R2 � f0g) ' ZH2DR(R2 ) = 0 H2DR(R2 � f0g) = 0H0DR(R3 � f0g) = 0 H0DR(R3 � R) = 0H1DR(R3 � f0g) = 0 H1DR(R3 � R) ' ZH2DR(R3 � f0g) ' Z H2DR(R3 � R) = 0H3DR(R3 � f0g) = 0 H3DR(R3 � R) = 0Vztah HkDR(
) = 0, znamená, ¾e ka¾dá uzavøená k-forma na 
 je exaktní. Ve cvièení 3.15e) je uvedenpøíklad zástupce z netriviální tøídy v H1DR(R2 � f0g). Pokuste se najít zástupce z dal¹ích netriviálníchgrup.Mnoho dal¹ích pøíkladù lze najít v [2].
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Kapitola IVØe¹ení úloh a návody ke cvièením



Vnìj¹í algebra Rn2.8 Kanonické báze vnìj¹ích mocnin �k(Rn ):n 2 3 4k = 0 1 1 11 e1; e2 e1; e2; e3 e1; e2; e3; e42 e12 e12; e13; e23 e12; e13; e14; e23; e24; e343 e123 e123; e124; e134; e2344 e12342.9 Je-li w =Pni=1 wiei, jew ^ v1 ^ : : : ^ vn�1 =  nXi=1 aiwi! e1 ^ : : : ^ en = h[v1; : : : ; vn�1]; wie1 ^ : : : ^ ena zároveò w ^ v1 ^ : : : ^ vn�1 = det[w; v1; : : : ; vn�1]e1 ^ : : : ^ en:2.10(b) Pro k > n jsou obì strany výroku zøejmì splnìny. Buï tedy k � n: Jsou-li vektoryv1; : : : ; vk 2 V lineárnì závislé, lze psát napø. vk = Pk�1i=1 �ivi; �i 2 R. Potom v1 ^ : : : ^ vk = v1 ^: : : ^ vk�1 ^ �Pk�1i=1 �ivi� = 0. Naopak, dle 2.3(iv) je0 = v1 ^ : : : ^ vk = XjJj=k detVJ � eJa tedy, jeliko¾ prvky eJ ; jJ j = k, tvoøí bázi �k(V ), jsou v¹echny k � k-determinanty detVJ = 0. Z tohoplyne, ¾e hodnost matice W je men¹í ne¾ k a vektory v1; : : : ; vk jsou lineárnì závislé.2.10(d) Inkluze LO(v1; : : : ; vk) � Ker! je zøejmá. Opaèná inkluze plyne z (b) takto: v 2 KerV =)v ^ v1 ^ : : :^ vk = 0, tedy vektory v; v1; : : : ; vk jsou lineárnì závislé. Jeliko¾ v¹ak v1; : : : ; vk jsou lineárnìnezávislé, je v 2 LO(v1; : : : ; vk).2.10(e) Implikace þ(ÿ je triviální. Opaènou implikaci doká¾eme takto: podle (d) existují dvì bázev1; : : : ; vk a v01; : : : ; v0k prostoru Ker! = Ker!0 tak, ¾e ! = v1 ^ : : :^ vk a !0 = v01 ^ : : :^ v0k. Odtud plynedle (a), ¾e ! = detA !0, pøièem¾ detA 6= 0.2.11(a) Staèí zvolit bázi v1; : : : ; vk prostoru Ker!2 takovou, ¾e v1; : : : ; vj je báze Ker!1, a polo¾it� = vj+1 ^ : : : ^ vk.2.11(b) Oznaème l = dim(Ker!1 \ Ker!2). Zvolme báze v1; : : : ; vj v Ker!1 a w1; : : : ; wk v Ker!2tak, ¾e vi = wi pro i = 1; : : : ; l. Potom !1 � v1 ^ : : : ^ vj a !2 � w1 ^ : : : ^ wk. Odtud zøejmì l > 0 ()!1 ^ !2 = 0. Dále, je-li l = 0, je zøejmì v1; : : : ; vj ; w1; : : : ; wk báze Ker(!1 ^ !2).2.11(c) Buï ! = Pni=1(�1)i+1aie1 ^ : : : ^ ei�1 ^ ei+1 ^ : : : ^ en 2 �n�1(V ). Pro libovolný vektorv = Pni=1 viei je v ^ ! = (Pni=1 viai) e1 ^ : : : ^ en. Tedy mno¾ina L := fv 2 V ;Pni=1 viai = 0g jelineární prostor dimenze n � 1 a existuje v nìm báze w1; : : : ; wn�1. Polo¾íme-li !0 = w1 ^ : : : ^ wn�1 =Pni=1(�1)i+1a0ie1 ^ : : :^ ei�1 ^ ei+1 ^ : : :^ en, je podle 2.9 [w1; : : : ; wn�1] = (a01; : : : ; a0n) vektor kolmý naL, a tedy 9� 6= 0 takové, ¾e (a1; : : : ; an) = �(a01; : : : ; a0n), a tedy i ! = �!0.2.11(d) Polo¾me napøíklad ! = e1 ^ e2+ e3 ^ e4 2 �2(R4 ). Pokud by tento 2-vektor byl rozlo¾itelný,jeho jádro by podle 2.10(d) mìlo dimenzi 2. Je-li vektor tvaru v = P�iei v jádøe !, je 0 = v ^ ! =�1e134 + �2e234 + �3e312 + �4e412 a tedy �i = 0 pro v¹echna i, co¾ znamená Ker! = 0. Pro n � 4 ak = 2; : : : ; n� 2 polo¾me analogicky ! = (e1 ^ e2 + e3 ^ e4) ^ e5 ^ : : : ^ ek+2 2 �k(Rn ). Potom obdobnìdostaneme dimKer! = k � 2, co¾ u rozlo¾itelného k-vektoru nastat nemù¾e.2.11(e) Návod pro pøípad n = 4: Prvky kanonické báze ei lze pøeèíslovat tak, ¾e koe�cient u e1 ^ e2je nenulový. Potom lze psát ! = (�1e1+�3e3+�4e4)^ (�2e2+�3e3+�4e4)+!0 = v1^v2+!0, kde !0 u¾neobsahuje e1 a e2, tedy !0 = 
e3 ^ e4. Na základì tohoto postupu se tvrzení doká¾e pro vy¹¹í n indukcí.2.11(f)�) �(ad+ bc)e1234�) (ad� bc)e1234
) (e1 + e4) ^ e2 ^ (e3 + e4)�) (e1 + e2) ^ (e2 + e3) ^ (e3 + e4) ^ (e4 + e5) ^ (e5 + e6)2.11(g) Takový k-vektor existuje právì tehdy, kdy¾ 2 � k � n=2 a k je sudé. Potom lze psát napø.! = e1^ : : :^ek+ek+1^ : : :^e2k a platí !^! = 2e1^ : : :^e2k. Ka¾dý k-vektor s po¾adovanou vlastností



77musí být nerozlo¾itelný, ale ne ka¾dý nerozlo¾itelný k-vektor (by» pro k splòující vý¹e uvedené podmínky)má tuto vlastnost.2.12(a) Buï � = e23. Jeliko¾ �� 2 �1(R3 ), existují reálná èísla a; b; c taková, ¾e �� = ae1+ be2+ ce3.Z de�nice Hodgeova operátoru dostáváme e23 ^ � = hae1 + be2+ ce3; �ie123 pro v¹echny vektory � 2 R3 .Dosazením � = e2; e3 dostáváme b = c = 0 a pro � = e1 vztah e231 = ae123, tedy a = 1. Pro dal¹í bázovévektory �2(R3 ) postupujeme obdobnì a dostáváme:�e23 = e1; �e13 = �e2; �e12 = e3;pro obecný 2-vektor tedy: �(c1e23 + c2e13 + c3e12) = c1e1 � c2e2 + c3e3:2.12(b) Podle (a) a známých vztahù pro vektorový souèin v R3 platí zøejmì rovnost u�v = �(u^v)pro v¹echny u; v 2 fe1; e2; e3g a díky linearitì pro v¹echny dvojice vektorù z R3 .V obecném pøípadì je pro ka¾dý vektor v 2 Rnh[u1; : : : ; un�1]; vi� = det(v; u1; : : : ; un�1)� = v ^ u1 ^ : : : ^ un�1 == (�1)n�1u1 ^ : : : ^ un�1 ^ v = (�1)n�1h�(u1 ^ : : : ^ un�1); vi�Diferenciální formy na Rn3.12(a)k = 0 : ! = a 2 C1(R2 ); d! = @a@x1 dx1 + @a@x2 dx2;k = 1 : ! = a1 dx1 + a2 dx2;d! = @a1@x1 dx1 ^ dx1 + @a1@x2 dx2 ^ dx1 + @a2@x1 dx1 ^ dx2 + @a2@x2 dx2 ^ dx2 == �@a2@x1 � @a1@x2� dx1 ^ dx2;k = 2 : ! = a12 dx1 ^ dx2;d! = @a12@x1 dx1 ^ dx1 ^ dx2 + @a12@x2 dx2 ^ dx1 ^ dx2 = 0:Samozøejmì vztah ! 2 E2(R2 )) d! = 0 plyne té¾ z toho, ¾e d! 2 E3(R2 ) = 0.3.12(b)k = 0 : ! = a 2 C1(R3 ); d! = @a@x1 dx1 + @a@x2 dx2 + @a@x3 dx3;k = 1 : ! = a1 dx1 + a2 dx2 + a3 dx3;d! = @a1@x2 dx2 ^ dx1 + @a1@x3 dx3 ^ dx1 + @a2@x1 dx1 ^ dx2 + @a2@x3 dx3 ^ dx2 ++ @a3@x1 dx1 ^ dx3 + @a3@x2 dx2 ^ dx3 == �@a3@x2 � @a2@x3� dx2 ^ dx3 +�@a1@x3 � @a3@x1� dx3 ^ dx1 ++�@a2@x1 � @a1@x2� dx1 ^ dx2;k = 2 : ! = a23 dx2 ^ dx3 + a31 dx3 ^ dx1 + a12 dx1 ^ dx2;d! = �@a23@x1 + @a31@x2 + @a12@x3 � dx1 ^ dx2 ^ dx3;k = 3 : ! = a123 dx1 ^ dx2 ^ dx3; d! = 0:Poznámka: Jeliko¾ jsme v de�nici diferenciálních forem pøipustili jen prvky tvaru aI dxI , kde I jeuspoøádaná vzestupnì, není symbol a31 dx3 ^ dx1 striktnì vzato de�nován, znamená v¹ak a13 dx1 ^ dx3,kde a13 = �a31. Tato konvence byla zvolena z dùvodù zøejmé symetrie zápisu.3.12(c)�) d! = x dy ^ dz � z dx ^ dy�) d! = yexy dx ^ dy � z eyz dy ^ dz



78 
) d! = (2x� z) dx ^ dy ^ dz�) d! = �x(cos(xy) + sin(xz)) dx ^ dy ^ dz3.12(d)df ^ df = nXi;j=1 @f@xi @f@xj dxi ^ dxj = nXi;j=1;i<j @f@xi @f@xj ( dxi ^ dxj + dxj ^ dxi) = 03.12(e) Hledáme-li formu ! ve tvaru ! =Pni=1(�1)i+1ai dx1^ : : :^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : :^ dxn, vyjdez po¾adovaného vztahu nutná a postaèující podmínka ai = xi + ci, kde ci jsou konstanty.3.14�) ��(!) = (u+ v � 2) du ^ dv;�) ��(!) = (2u2(v � u)� 8u3v) du ^ dv;
) ��(!) = (2v cos 2u� 4 sinuv + 2u cos 2v) du ^ dv;�) ��(!) = 0:3.15(a) d(! ^ d!) = d! ^ d! + ! ^ d d! = 0, nebo» forma d! je lichého stupnì (viz2.11g).3.15(b) Je-li � = ! ^ !, je d� = d! ^ ! + ! ^ d!, nebo» ! je forma sudého stupnì. Dále platíd! ^ ! = ! ^ d! pro libovolnou formu ! a tedy d( 12�) = ! ^ d!.3.15(c) d(! ^ �) = d! ^ � � ! ^ d� = 03.15(d) Je-li d� = ! a d� = � , pak d(� ^ d�) = d� ^ d� � � ^ d d� = ! ^ � .3.15(e) Uzavøenost se ovìøí snadno výpoètem. Kdyby forma ! byla exaktní, existovala by funkcef 2 C1(R2 � f0g) taková, ¾e @f@x = � yx2 + y2 ; @f@y = xx2 + y2 :Integrováním dostáváme z první rovnice f(x; y) = � arctg(xy )+c1(x) a z druhé f(x; y) = arctg( yx)+c2(y),tedy funkce f musí být (a¾ na aditivní konstantu) rovna f(x; y) = arctg( yx). Tuto funkci v¹ak nelze spojitìde�novat v celém R2 � f(0; 0)g, tedy forma ! není exaktní (jako¾to forma na R2 � f(0; 0)g).3.15(f) De�nujme lineární operátory Ak a L z Ek(
) do sebe vztahyAk(!IdxI ) = [Z 10 tk�1!I(tx)dt]dxI ;L(!IdxI) = [k!(x) + nX1 xi @!I@xi ]dxI :De�nujme lineární operátor � : Ek(
)! Ek�1(
) vztahem�(!IdxI ) = !I kXj=1(�1)jxijdxi1 ^ : : : ^ dxij�1 ^ dxij+1 ^ : : : ^ dxik :Uka¾te postupnì, ¾e � = Ak�1 � �(!); Ak � L = Id; Ak � d = d � Ak�1 a L = � � d + d � �: Z toho ji¾okam¾itì plyne, ¾e d! = 0 implikuje ! = d�: Øetìzce4.8(a) K výpoètu Rc ! je nejprve nutno znát '�(!) { pøenos formy ! pomocí zobrazení de�nujícíhosingulární krychli c. Zapisujeme-li symbolicky '�( dx) = dx a podobnì pro ostatní promìnné, dostávámedx = cos�d�, dy = � sin� d�, dz = � sin�d� + cos� d� a '�(!) = (sin� + cos�) d� ^ d�. Poøadípromìnných �; � je zadáno, dostáváme tedyZc ! = Zh0;�2 i2(sin� + cos�) d� ^ d� = Z �20 Z �20 (sin� + cos�) d� d� = �:4.8(b) �215 .4.8(c) 1.



794.8(d) Jednotlivé stìny ètyøstìnu jsou parametrizovány napø. takto:c1 : 8><>:x = 0y = s(1� t)z = t c2 : 8><>:x = s(1� t)y = 0z = t c3 : 8><>:x = s(1� t)y = tz = 0c4 : 8><>:x = 1� s(1� t)y = s(1� t)z = t(de�nièní obory pro s i t jsou v¾dy h0; 1i). Pøi volbì poøadí promìnných s; t dostáváme orientaci prvnístìny smìrem dovnitø, je toti¾@'1@s = (0; 1� t; 0); @'1@t = (0;�s; 1) a @'1@s � @'1@t = (1� t; 0; 0);co¾ je vektor smìøující dovnitø ètyøstìnu. Je tedy nutno brát první stìnu se znaménkem �. Celkovìdostáváme c = �c1 + c2 � c3 + c4 a Zc ! = � Zc1 ! + Zc4 ! = 18 :Stokesova vìta5.2(a) Ze vztahù d! = �x dx ^ dy, dx = ds+ dt; dy = ds� dt; dz = t ds+ s dt, vypoèítámeZc d! = � Zh0;1i2(s+ t)( ds+ dt) ^ ( ds� dt) = 2 Z 10 Z 10 (s+ t) ds dt = 2:(Zvolili jsme s jako první a t jako druhou promìnnou.) Pro výpoèet druhé strany musíme urèit okraj c.Tím bude øetìzec @c = �cs;0 + cs;1 + ct;0 � ct;1, kde jednodimenionzální krychle cs;�; ct;� vzniknou (pro� = 0; 1) dosazením s = � resp. t = � (v souladu s volbou s jako první a t jako druhé promìnné). Jetedy: cs;0 : 8><>:x = ty = �tz = 0 cs;1 : 8><>:x = 1 + ty = 1� tz = t ct;0 : 8><>:x = sy = sz = 0 ct;1 : 8><>:x = s+ 1y = s� 1z = s(de�nièní obory pro s i t jsou v¾dy h0; 1i). NyníZ@c ! = � Zcs;0 ! + Zcs;1 ! + Zct;0 ! � Zct;1 ! == � Z 10 �t2 dt+ Z 10 (1� t2) dt+ Z 10 s2 ds � Z 10 (s2 � 1) ds = 2:5.2(b) Ze vztahù d! = y dx ^ dy + w dz ^ dw, dx = 2r dr � 2s ds; dy = 2r dr + 2s ds; dz =dr � ds; dw = dr + ds, vypoèítámeZc d! = Zh0;1i2(r2 + s2)(2r dr � 2s ds) ^ (2r dr + 2s ds) ++ (r + s)( dr � ds) ^ ( dr + ds) = 2 Z 10 Z 10 (4rs(r2 + s2) + r + s) dr ds = 4:Okrajem c je øetìzec @c = �cr;0 + cr;1 + cs;0 � cs;1, kdecr;0 : 8>>><>>>:x = �s2y = s2z = �sw = s cr;1 : 8>>><>>>:x = 1� s2y = 1 + s2z = 1� sw = 1 + s cs;0 : 8>>><>>>:x = r2y = r2z = rw = r cs;1 : 8>>><>>>:x = r2 � 1y = r2 + 1z = r � 1w = r + 1



80(de�nièní obory pro r i s jsou v¾dy h0; 1i). NyníZ@c ! = � Z 10 (�2s5 � s2) ds + Z 10 (2s(1� s4) + (1� s2)) ds ++ Z 10 (2r5 + r2) dr � Z 10 (2r(r4 � 1) + (r2 � 1)) dr = 4:5.2(c) Snadno vypoèteme d! = dz ^ dw ^ ( dx� dy) a Rc d! = � 13 pro orientaci zvolenou poøadímpromìnných r; s; t. Této orientaci odpovídá vyjádøení okraje @c = �cr;0 + cr;1 + cs;0 � cs;1 � ct;0 + ct;1.Obvyklým zpùsobem vyjádøíme tyto øetìzce a dostáváme R@c ! = � 13 .Pøehled multilineární algebry6.16 (v1 ^ v2)(u1; u2) = v1(u1)v2(u2)� v1(u2)v2(u1);(v1 ^ v2 ^ v3)(u1; u2; u3) =v1(u1)v2(u2)v3(u3)� v1(u2)v2(u1)v3(u3) ++v1(u2)v2(u3)v3(u1)� v1(u3)v2(u2)v3(u1) ++v1(u3)v2(u1)v3(u2)� v1(u1)v2(u3)v3(u2)Variety a zobrazení7.14(b) Pøechodové zobrazení ' = f2 � f�11 : R �! R je funkce '(x) = x3, co¾ zøejmì nenídifeomor�smus ('�1 nemá v bodì 0 koneènou derivaci). Ov¹em zvolíme-li homeomor�smus  : (R; f1) �!(R; f2 ) de�novaný jako  (x) = x 13 , je zobrazení ' = f2 �  � f�11 : R �! R rovno identitì, co¾ jedifeomor�smus { dané diferencovatelné struktury jsou tedy ekvivalentní.7.15(a) Atlas variety se bude skládat z jediné mapy (�(U);��1), jediné mo¾né pøechodové zobrazeníje ��1 � � = idU , tedy difeomor�smus. Pro jinou parametrizaci 	 : V �! Rn ; V � Rk otevøená, jepøechodové zobrazení 	�1 �� : U �! V hladké(!), mapy dané � a 	 jsou tedy kompatibilní.Proè je v¹ak 	�1 � � hladké? Na první pohled by staèilo øíci, ¾e 	�1 je hladké, nebo» 	 je hladké,regulární a prosté. Ov¹em 	�1 je de�nováno na plo¹e M; a hladkost takovéhoto zobrazení ani neníde�nována. 	 je regulární, tedy podle de�nice je hodnost jeho Jacobiho matice v¹ude na V maximální.Lze tedy v ka¾dém bodì v 2 V vybrat indexy i1; : : : ; ik takové, ¾e@	i1 ; : : : ;	ik@v1; : : : ; vk (v) 6= 0:Oznaème � : Rn ! Rk projekci x 2 Rn na souøadnice xi1 ; : : : ; xik 2 Rk : Potom � �	 má nenulovýdeterminant Jakobiánu v bodì v 2 V a podle vìty o inverzním zobrazení existuje (� �	)�1 na nìjakémokolí bodu �(	(v)): Pak ale 	�1 �� = (� �	)�1 � (� ��) je hladké zobrazení v bodì ��1(	(u)):7.15(b) Zobrazení �(x) = (x;	(x)) : U �! Rk+n je zøejmì hladké, prosté a regulární, tedy podle7.15(a) je �(U) k-dimenzionální podvarieta v Rk+n .7.15(c) Dle vìty o implicitních funkcích, známé z diferenciálního poètu funkcí více promìnných,existuje pro ka¾dé x 2 M jeho otevøené okolí U(x) v Rn+k a hladká funkce gx : Rk �! Rn taková, ¾eM \U(x) je grafem zobrazení gx restringovaného na nìjakou otevøenou mno¾inu 
x v Rk . PokryjemeM(spoèetnì mnoha) mno¾inami U(x), ty pak spolu se zobrazeními g�1x tvoøí atlas. Pøechodové funkce jsoutoti¾ tvaru g�1y � gx, co¾ jsou difeomor�smy.7.15(d) Nech» (U�; f�)� je atlas na varietì M a (V� ; g�)� atlas na varietì N . Pak se dá pøímoèaøeukázat, ¾e (U� � V� ; h��)�� , kde zobrazení h�� jsou de�nována pøedpisemh��(x; y) = (f�(x); g�(y));tvoøí atlas na M �N .7.15(e) Pou¾ijeme jednoduché topologické konstrukce nehausdor�ovského prostoru. Buï p libovolnýbod, který nenále¾í do R a polo¾me M = R [ fpg. De�nujeme atlas na M sestávající ze dvou map takto:U1 = R; f1(x) = x pro v¹echna x 2 R;U2 = R � f0g [ fpg; f2(x) = x pro v¹echna x 2 R � f0g;f2(p) = 0:
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Obrázek 24. Mapy pro kru¾nici S1

Obrázek 25. Stereogra�cká projekce kru¾nice S1 na pøímku R1Potom jediné pøechodové zobrazení je identita na mno¾inì R � f0g, co¾ je difeomor�smus, tedy prostorM s touto strukturou splòuje axiomy variety, ale není Hausdor�ùv (body 0 a p nelze oddìlit disjunktnímiokolími).7.16(a) Uva¾ujme zobrazení F : Rn �! R, F (x1; : : : ; xn) = x21 + � � � + x2n. Potom Sn�1 = fx 2Rn ;F (x) = 1g. Podle 7.15(c) staèí ukázet, ¾e pro v¹echny body x 2 Sn�1 má zobrazení F maximálníhodnost, tedy 1. Dostáváme gradF = (2x1; : : : ; 2xn) = 0 právì tehdy, kdy¾ x = 0. Pro body sféry je tedygradF 6= 0 a sféra Sn�1 je tedy podvarieta dimenze n� 1 v Rn .Pro kru¾nici S1 � R2 lze volit mapy napøíklad takto: buï g(t) = (cos t; sin t) a g0 = gj(0; 2�); g1 =gj(��; �). Potom f(U0 = S1�f1g; g�10 ); (U1 = S1�f�1g; g�11 )g tvoøí atlas (viz obr. 24), nebo» pøechodováfunkce  = g�12 � g1 je zobrazení  (x) = x pro x 2 (0; �) (x) = x� 2� pro x 2 (�; 2�);co¾ je difeomor�smus na ka¾dé komponentì svého de�nièního oboru.Pro sféru Sk lze u¾ít i tzv. stereogra�cké projekce. Pro þseverní pólÿ S = (0; : : : ; 0; 1) i þji¾ní pólÿJ = (0; : : : ; 0;�1) sféry sestrojíme zobrazení 'S , 'J , která ka¾dému bodu sféry (vyjma pólu samotného)pøiøadí prùseèík pøímky procházející pólem a daným bodem s nadrovinou Rk , prolo¾enou þrovníkemÿsféry (viz obr. 25, 26).
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Obrázek 26. Stereogra�cká projekce sféry S2 na rovinu R2Napø. projekci 'S lze vyjádøit jako(x1; : : : ; xk+1) 7! ( x11� xk+1 ; : : : ; xk1� xk+1 ):Získáváme tak atlas slo¾ený ze dvou map { pøechodové funkce jsou difeomor�smy, nebo» mapy jsoulineární lomená zobrazení v ka¾dé slo¾ce, de�novaná na celé sféøe bez pólu.7.16(b) Zvolme parametrizaci toru takto následujícím zpùsobem: buïx = (R+ r cos t) cos sy = r sin tz = (R+ r cos t) sin sparametrické vyjádøení funkce f na R2 a polo¾me f1 := restrikce f na mno¾inu Q1 = (0; 2�)�(0; 2�). Roz-myslete si, ¾e zobrazení f1 je na Q1 prosté a ¾e jeho obrazem je torus bez dvou kru¾nic, které se protínajív jednom bodì, (f1(Q1); f�11 ) je tedy mapa. Obdobným zpùsobem de�nujeme Q2 := ( 2�3 ; 8�3 )� ( 2�3 ; 8�3 )Q3 := ( 4�3 ; 10�3 ) � ( 4�3 ; 10�3 ) a f2 = f jQ2 ; f3 = f jQ3 . Mno¾iny f1(Q1), f2(Q2), f3(Q3) pokrývají torus(ménì map k jeho pokrytí nestaèí!) a nyní ji¾ snadno nahlédneme, ¾e mapy (f1(Q1); f�11 ), (f2(Q2); f�12 ),(f3(Q3); f�13 ) tvoøí atlas na T 2, nebo» pøechodové funkce jsou vyjádøeny takto: napø. 12 = f�12 � f1 : Q1 � ((0; 2�)� f2�3 g [ f2�3 g � (0; 2�))!! Q2 � ((2�3 ; 8�3 )� f2�g [ f2�g � (2�3 ; 8�3 ))je de�novaná na komponentách svého de�nièního oboru tak, jak je naznaèeno na obrázku 27Na ka¾dé komponentì se jedná o prosté lineární zobrazení, které je v¾dy difeomor�smus, tedy pøe-chodová funkce je rovnì¾ difeomor�smus.7.16(d) Symbol [x] bude oznaèovat prvek RPn jako¾to tøídu ekvivalence � pøíslu¹nou prvku x. Tedy[x] = [y] právì tehdy kdy¾ 9� 6= 0; y = �x. De�nujme mapy:Vi := f[x1; : : : ; xn+1];xi 6= 0g; i = 1; : : : ; n+ 1;fi : Vi ! Rn[x1; : : : ; xi�1; 1; xi+1; : : : ; xn+1] 7! (x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn+1)Zobrazení fi je tedy de�nováno pomocí toho reprezentanta tøídy [x], pro nìj¾ je xi = 1. Zøejmì jeRPn = Sn+1i=1 Vi a fi je prosté zobrazení Vi na Rn . Pøechodové funkce jsou pak urèeny takto: pro i < j,[x] 2 Vi \ Vj pi¹me[x] = [x1; : : : ; xi�1; 1; xi+1; : : : ; xn+1] = [x1xj ; : : : ; xi�1xj ; 1xj ; xi+1xj ; : : : ; 1; : : : ; xn+1xj ]:
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Obrázek 27. Pøechodové funkce pro torusJe tedy fi([x]) = (x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn+1)fj([x]) = (x1xj ; : : : ; xi�1xj ; 1xj ; xi+1xj ; : : : ; xn+1xj ):Je zøejmì fi(Vi \ Vj) = Rn � fuj�1 = 0g;fj(Vi \ Vj) = Rn � fui = 0g:Pøechodová funkce  ji = fj � f�1i je tedy de�nována jako ji(u1; : : : ; ui�1; ui; : : : ; un) = ( u1uj�1 ; : : : ; ui�1uj�1 ; 1uj�1 ; uiuj�1 ; : : : ; unuj�1 ):Pro názornost uva¾ujme pøípad n = 2. Máme zde napøíklad pro i = 1; j = 2:[x] = [1; y; z] = [1y ; 1; zy ];fi([x]) = (y; z)fj([x]) = (1y ; zy )a tedy  21(u1; u2) = ( 1u1 ; u2u1 ):Zobrazení  21 je de�nováno na R2 �fu1 = 0g, na této mno¾inì je prosté a ka¾dá z jeho slo¾ek je hladká,tedy  21 je hladké a  �121 zøejmì také, je to tedy difeomor�smus. Tuto úvahu lze zopakovat pro ostatníkombinace i < j a analogické tvrzení lze dokázat stejným zpùsobem v pøípadì RPn pro obecné n 2 N.7.16(e) Popi¹me si prvky � 2 Gr2;3 jako � = LO(v1; v2), kde v1; v2 2 R3 jsou lineárnì nezávislé.De�nujme pak mapy Vij := f� 2 Gr2;3;x 2 � =) xi 6= 0 _ xj 6= 0gDe�nujme zobrazení fij : Vij ! R2 napø. pro i = 2; j = 3 takto: V23 = f� 2 Gr2;3; (1; 0; 0) =2 �g a tedy8� 2 Gr2;3 9!x2; (x2; 1; 0) 2 �9!x3; (x3; 0; 1) 2 �:Klademe tedy f23 : V23 ! R2� 7! (x2; x3)



84Obdobným zpùsobem de�nujeme mapy pro indexy 12 a 13. Pøechodové funkce pak jsou de�novány takto:buï napø. � = 12; � = 23 V� \ V� = f� ; (1; 0; 0) =2 �&(0; 0; 1) =2 �g:Pak lze psát � = LO((1; 0; z1); (0; 1; z2)) = LO((x3; 0; 1); (x2; 1; 0));kde navíc z1 6= 0 a x3 6= 0. Proto¾e se jedná o dva rùzné zápisy té¾e nadroviny v R3 , dostáváme snadnýmvýpoètem x3 = 1z1x2 = �z2z1Potom f12(�) = (z1; z2)f23(�) = (x2; x3) = (�z2z1 ; 1z1 )Je tedy zøejmì  ��(z1; z2) = f23(f�112 (z1; z2)) = (�z2z1 ; 1z1 );co¾ je zøejmì difeomor�smus mno¾iny R2 � fu1 = 0g na R2 � fu2 = 0g.Pro obecnou varietu Grk;n zavedeme mapy obdobným zpùsobem: polo¾me pro ka¾dou k-prvkovoupodmno¾inu K mno¾iny f1; : : : ; ngVK := f� 2 Grk;n;x 2 � =) 9i 2 K;xi 6= 0gBuï nyní K = fi1 < � � � < ikg zvolena pevnì a uva¾ujme l 2 f1; : : : ; kg. Rozmyslete si, ¾e pro ka¾dé� 2 VK existuje právì jedna (n� k)-tice èíselX l = (xlj1 ; : : : ; xljn�k) 2 Rn�ktak, ¾e (xlj1 ; : : : ; 0; : : : ; 1; : : : ; 0; : : : ; xljn�k ) 2 �(na k místech indexovaných mno¾inou K jsou nuly (s výjimkou il-tého místa, kde je jednièka), zbylýchn � k míst je obsazeno èísly xlj1 ; : : : ; xljn�k ). Tuto úvahu uèiníme pro v¹echna l 2 f1; : : : ; kg a nakonecklademe fK(�) := (X1; : : : ; Xk) 2 R(n�k)k :7.16(f)GLnR: jeliko¾ funkce det : MnR �! R je spojitá, je mno¾ina fA 2 MnR; det A = 0g uzavøená,GLnR je tedy otevøená v Rn2 a podle 7.15(a) je to tedy varieta dimenze n2.SLnR: staèí dokázat, ¾e zobrazení det : MnR �! R je regulární na SLnR = det�1(1), potom podle7.15(c) je SLnR varieta dimenze n2 � 1.Determinant je (nelineární) funkce n2 promìnných a jeho diferenciál je lineární zobrazení D det :Rn2 �! R, jeho¾ ij-tá slo¾ka má tvar(D det)ij = ddt ����t=0det(A+ tXij);kde Xij je matice s jednièkou na místì ij a s nulami jinde. Rozvineme-li determinant uvnitø tohoto výrazupodle j-tého sloupce, dostaneme(D det)ij = ddt ����t=0(det(A) + t det ~Aij) = det ~Aij ;kde ~Aij je submatice vzniklá vynecháním i-tého øádku a j-tého sloupce z matice A. Jeliko¾ v¹ak detA = 1,existuje index ij takový, ¾e submatice ~Aij má nenulový determinant, tedy alespoò jedna slo¾ka zobrazeníD det je nenulová, tedy toto zobrazení má maximální hodnost 1.OnR: Ztoto¾nìme prostor v¹ech symetrických matic n� nSymnR = fA 2MnR;At = Ag



85s prostorem R(n+12 ). Uva¾ujme zobrazení F :MnR �! SymnRA 7! AtA:Potom OnR = F�1(E). Staèí dokázat, ¾e zobrazení F je regulární na OnR, potom podle 7.15(c) je OnRvarieta dimenze n2 � �n+12 � = �n2�.Diferenciál zobrazení F je lineární zobrazeníDF : Rn2 �! R(n+12 )X 7! ddt ����t=0F (A+ tX):Staèí a je tøeba dokázat, ¾e pro A 2 OnR je DF zobrazení na R(n+12 ) ' SymnR. Vyjádøeme tedyDF (X) = ddt ����t=0F (A+ tX) = ddt ����t=0(A+ tX)t(A+ tX) == ddt ����t=0(AtA +AttX + tXtA + t2XtX) = AtX +XtA:Je tedy tøeba dokázat, ¾e pro ka¾dou matici A 2 OnR a ka¾dou matici B 2 SymnR existuje maticeX taková, ¾e B = AtX +XtA:Jeliko¾ je matice B symetrická, lze psát B = C+Ct, kde koe�cienty matice C jsou dány pomocí koe�cientùmatice B takto: cij = bij ; i < jcij = 12bij ; i = jcij = 0; i > j:Potom AtX = C právì tehdy kdy¾ XtA = Ct, matice X je tedy dána rovnicí AtX = C. Jeliko¾ A jeregulární matice, má tato soustava právì jedno øe¹ení X = (At)�1C. Zobrazení DF je tedy surjektivní,tzn. má maximální hodnost.SOnR: Pro ka¾dou matici A 2 OnR platí detA = �1. Ov¹em determinant je spojitá funkce, Lie-ova grupa OnR má tedy dvì komponenty dané hodnotami �1 tohoto determinantu. Ka¾dá z kompo-nent je v¹ak sama o sobì varietou stejné dimenze (je to otevøená podmno¾ina variety). SOnR = fA 2OnR; det A = 1g je tedy varieta a Lieova podgrupa, její doplnìk fA 2 OnR; det A = �1g je v¹ak pouzepodvarieta, ale nikoli podgrupa { není uzavøený na násobení.Dokázat, ¾e v¹echny uvedené pøíklady jsou zároveò Lieovými grupami, je snadné. Staèí toti¾ dokázathladkost grupových operací násobení a inverzní matice v GLnR, jejich hladkost pro podgrupy je pakrovnì¾ zaruèena. Hladkost násobení je zøejmá, hladkost inverze lze odvodit z Cramerova pravidla (prvkyinverzní matice jsou vyjádøeny jako podíly subdeterminantù a determinantu celé matice).Teèný a koteèný prostor8.27 Buï (U;') mapa na M , m 2 M a hm : TmM ! Rn zobrazení, které teènému vektoru @@xipøiøadí vektor ei kanonické báze Rn . Lze ztoto¾nit[m2UTmM ' U � Rn :De�nujme mapu ~' : U � Rn ! Rn � Rn pomocí ~' = ('; hm); pro nìjaký bod m 2 U . Potompøechodová funkce pro U;U 0 takové, ¾e m 2 U \ U 0 je~'0 � ~'�1 = ('0 � '�1; h0m � h�1m ):Její první slo¾ka je pøechodová funkce pro M , tedy difeomor�smus, druhá slo¾ka je þzmìna souøadnicÿx0i = x0i(x1; : : : ; xn). Platí ov¹em @@xi = nXk=1 @x0k@xi @@x0k ;tedy i toto zobrazení je difeomor�mus.TM je tedy varieta dimenze 2n.



86 8.28 Je-li X hladké vektorové pole, je podle de�nice[X(g)](m) = [X(m)](g) = nXi=1 �i(m) @g@xi (m)pro ka¾dou mapu (U;') na M , pøièem¾ funkce �i jsou na U hladké. Funkce @g@xi jsou ov¹em také hladké(pro g hladkou) a tedy i X(g) je hladká.Na druhou stranu, v dané mapì (U;') de�nujeme funkce gk(m) := xk, k = 1; : : : ; n, potomX(gk) = nXi=1 �i(m)@xk@xi = �k;tedy funkce �k jsou hladké na U . Integrace forem10.12(a) Podle poznámky 10.9 poèítáme integrál pøes øetìzec, který parametrizuje sféru S2 s výjim-kou podmno¾iny dimenze 1. Za takový øetìzec mù¾eme volit sférické souøadnice:� : 8><>:x = cos' cos �y = cos' sin �z = sin'' 2 (��2 ; �2 ); � 2 (0; 2�). Potom�' = (� sin' cos �;� sin' sin �; cos'); �� = (� cos' sin �; cos' cos �; 0).Tedy pøi oznaèení dx = �� dx atd. dostáváme pøenosdx = � sin' cos � d'� cos' sin � d�dy = � sin' sin � d'+ cos' cos � d�dz = cos'd'��! = �sin' cos'd' ^ d�Zvolené poøadí promìnných '; � urèuje smìr normály: zvolme napø. bod (0; �) v parametrické mno¾inì,v tomto bodì je �'(0; �) = (0; 0; 1) a ��(0; �) = (0;�1; 0). Tedy�'(0; �)���(0; �) = (1; 0; 0);co¾ je normála smìøující v bodì �(0; �) = (�1; 0; 0) dovnitø. Pro zvolené poøadí promìnných je tedynutno brát výsledný integrál s opaèným znaménkem. Je tedyZS2 dx ^ dy = � Z(��2 ;�2 )�(0;2�) ��! = Z 2�0 Z �2��2 sin' cos'd'd� = 0:10.12(b) Zde mù¾eme volit modi�kované sférické souøadnice:� : 8><>:x = a cos' cos �y = b cos' sin �z = c sin'' 2 (0; �2 ); � 2 (o; 2�). Výsledek: �ab.10.12(c) Zde mù¾eme volit parametrizaci:� : 8><>:x = pt2 + 1y = t cosuz = t sinut 2 (0; 1); u 2 (0; 2�). Výsledek: ��4 .10.12(d) Zde mù¾eme volit parametrizaci:� : 8><>:x = r cos'y = r sin'z = 12r2r 2 (0; 1); ' 2 (0; �2 ). Výsledek: 13 .



8710.13(a) Podle Stokesovy vìty je RS2 ! = RB3 d!, kde B3 znaèí jednotkovou kouli v R3, její¾ okrajemje právì S2. Pro ! = dx ^ dy je v¹ak d! = 0.10.13(b) Podle Stokesovy vìty je R
 ! = R@
 � pro nìkterou formu � , pro ni¾ d� = !. Pí¹eme-li� = f(y) dx+g(x) dy, dostáváme ze vztahu d� = ! soustavu diferenciálních rovnic, kterou øe¹í napøíkladf(y) = � 13y3, g(x) = 13x3.Okraj 
 lze zapsat jako øetìzec @
 = d1 + d2 + d3 + d4 � c, kded1 = 4(1� t; t)d2 = 4(�t; 1� t)d3 = 4(t� 1;�t)d4 = 4(t; t� 1)c = e2�itpøièem¾ v¾dy t 2 h0; 1i. Potom Z@
 � = 83 � �2 :10.13(c) Uvìdomte si, ¾e kraj válcové plochy je øetìzec @M = ca � cb, kde cx je kru¾nice8><>:x = cos'y = sin'z = x' 2 (0; 2�); x = a; b. (Viz pravidlo levé ruky 8.26.) Potom RM d! = R@M ! = �(b� a).10.13(d) Kraj M je øetìzec c1 + c2 � c3, kde jednotlivé sèítance dostaneme postupnì dosazením' = �4 ; � = �2 ; � = 0. Potom RM d! = R@M ! = � 14 .10.13(e) Buï '(t) := (cos t; sin t); t 2 h0; 2�ikøivka parametrizující jednotkovou kru¾nici. PotomZ' ! = Z' xx2 + y2 dy � Z' yx2 + y2 dx = Z 2�0 cos2 t+ sin2 t dt = 2�:Pokud by v¹ak existovala f taková, ¾e df = !, mìli bychom dle Stokesovy vìtyZ' ! = Z' df = Z@' f = f(1)� f(1) = 0;co¾ je spor.10.13(f) Mù¾eme psát napø.! = nXi=1(�1)i+1 xirn dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn 2 En�1(Rn � f(0; : : : ; 0)g);kde r = ( nXi=1 x2i ) 12 :U¾ijeme-li vztahu @rn@xi = nrn�1 @r@xi = xinrn�2;dostáváme d! = nXi=1(�1)i+1 rn � xi @rn@xir2n dxi ^ dx1 ^ : : : ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ : : : ^ dxn == nXi=1(�1)i+1 rn � x2inrn�2r2n (�1)i�1 dx1 ^ : : : ^ dxn = 0:Pro n = 3 je speciálnì ! = 1(x2 + y2 + z2) 32 (x dy dz � y dx dz + z dx dy):



88Kdyby forma ! byla exaktní, existovala by forma � 2 En�2(Rn�f(0; : : : ; 0g) taková, ¾e d� = !. Oznaèíme-li S1 a S2 horní a dolní polosféru jednotkové sféry S2, je podle Stokesovy vìtyZS2 ! = ZS1 ! + ZS2 ! = Z@S1 � + Z@S2 �:Zvolíme-li orientaci polosfér S1 a S2 v obou pøípadech ven, je jejich spoleèná hranice (rovník) @S1 resp.@S2 orientována opaènì, symbolicky @S1 = �@S2. Je tedyZ@S1 � + Z@S2 � = 0:Uká¾eme v¹ak, ¾e ZS2 ! 6= 0:Parametrizujme sféru S2 sférickými souøadnicemi takto: Zobrazení� : 
 �! S2de�nované na mno¾inì 
 = (��2 ; �2 )� (0; 2�)jako x = cosu cos vy = cosu sin vz = sinuje prosté regulární zobrazení 
 na S2 þbez jednoho poledníku a pólùÿ. d� lze potom vyjádøit jakodx = � sinu cos v du � cosu sin v dvdy = � sinu sin v du + cosu cos v dvdz = cosu du :Pøenos diferenciální formy ! na 
 pomocí zobrazení � je pak��! = (cosu cos v (� cos2 u cos v) + cosu sin v (� cos2 u sin v) ++ sinu (� sinu cosu cos2 v � sinu cosu sin2 v)) du ^ dv == �(cos2 u + sin2 u) cosu du ^ dv = � cosu du ^ dv;co¾ umo¾òuje spoèítat integrálZS2 ! = Z �2��2 Z 2�0 ��! = Z �2��2 �Z 2�0 � cosu dv � du = �2� Z �2��2 cosu du = �4�:Integrace funkcí na Riemannových varietách11.8 Je zøejmì V � V T = G a z vìty o násobení determinantù plyne (det V )2 = detG:11.9(a) Pro kru¾nici volíme parametrizaci 
 : x = cos', y = sin', ' 2 (0; 2�), potom k
0k = 1 atedy dS = d' a ZS1 dS = Z 2�0 1 d' = 2�:Pro sféru volíme stejnou parametrizaci jako v pøíkladu 10.12(a) Dostáváme tedyE = h�';�'i = cos2 '+ sin2 ' = 1F = h�';��i = 0G = h��;��i = cos2 'Odtud dS = pEG� F 2 d' d� = cos'd'd� aZS2 dS = Z �2��2 Z 2�0 cos'd'd� = 4�:



8911.9(b) Pøi zadané parametrizaci � je �r = (cos'; sin'; 0) a�' = (�r sin'; r cos'; 1). TedyE = h�r;�ri = cos2 '+ sin2 ' = 1F = h�r;�'i = �r cos' sin'+ r sin' cos' = 0G = h�';�'i = r2 sin2 '+ r2 cos2 '+ 1 = r2 + 1Odtud dS = pEG� F 2 dr d' = pr2 + 1 dr d' aZM f dS = Z 2�0 Z R0 (r2 + 1) dr d' = 2��R33 +R� :11.9(c) Volíme napø. parametrizaci x = t cos', y = t sin', z = t, t 2 (0; T ), ' 2 (0; 2�). PotomE = 2, F = 0, G = t2 a ZM f dS = p2�T 63 :11.9(d) Volíme napø. parametrizaci x = r cos', y = r sin', z = t, t 2 (a; b), ' 2 (0; 2�). PotomE = r2, F = 0, G = 1 a ZM f dS = �r(b2 � a2):
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