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PREDMLUVA i

Predmluva

Piedkladana skripta jsou zdznamem piednésky , Uvod do analyzy na varietach®, kterou mél v létech
1990 - 1995 na MFF UK jeden z autort. V soucasnych studijnich predpisech patii tato prednaska do
studijnich planti nékolika studijnich smérd. Je proto uzitecné mit k dispozici text prednasky ve tvaru,
v jakém se nyni prednasi. Text skript se snaZi zaroven zachovat styl prednasky, véetné avodni neformalni
kapitoly, kterou prednaska zacina.

Tato skripta nejsou jedind, ktera obsahuji zakladni pojmy tykajici se variet a diferencialnich forem.
Starsi skripta O. Kowalského [13] a jejich némecka verze [14] tuto a dalsi ldtku obsahuje, ¢astecné je
pokryta i v novych skriptech O. Kowalského o Riemannové geometrii [15]. Kratké shrnuti z Gplné jiného
pohledu lze najit také ve skriptech J. LukeSe a J. Malého [16] a v pfipravovanych skriptech J. Malého
[17]. Struény vycet zdkladnich definic a vét véetné mnoha piikladi je mo7no také nalézt ve skriptech
Piiklady z matematiky pro fyziky IIT [12].

Teorie variet a diferencidlnich forem je zdkladni soucést diferencidlni geometrie, kterd se dlouho
vyvijela od klasického souradnicového popisu az k soucasnému bezsouradnicovému jazyku. Ten je po
svém pochopeni a zaziti velmi elegantni a G¢inny, ale na prvni poslech nesnadno srozumitelny. Ve vétsiné
soucasnych textt je od zacatku vyklad veden pomoci bezsouradnicovych definic; navic se soucasné zavadéji
dva obtizné pojmy — varieta, resp. jeji te¢ny prostor a diferencialni formy. K tomu je jesté tfeba soucasné
vylozit zdklady multilinedrni algebry (kterd v soucasné neni soucasti zdkladniho kurzu linedrni algebry
v prvnich dvou roé¢nicich). Vysledkem ¢asto byva dojem obtiZnosti a t&zké pochopitelnosti.

Tato skripta se lisl od vySe zminénych text tim, Ze nejdrive ¢tenare sezndmi s kalkulem diferenci-
alnich forem na R" a pak teprve zavadi pojem variety a uziva multilinedrni algebru k bezsouradnicové
definici diferencidlnich forem a jejich integrace na varietdch. Ctenai (resp. posluchac) si tak mize nejdiive
zvyknout na poc¢itini s diferencidlnimi formami v soufadnicich a je pak pro néj lehéi s porozuménim
pfijmout abstraktné&jsi vyklad v nésledujici kapitole. Dokazané vlastnosti diferencialnich forem na R™
(véetné Stokesovy véty) pak v ndsledujici kapitole umoZni snadno dokézat analogicka tvrzeni pro formy
na varietach.

Uvodni kapitola skript je odlisna od ostatnich. Pouzity zptisob vykladu se li§f od ostatnich kapitol a
pfipomind spi$ styl pouzivany béZzné v matematické fyzice (pfedpoklady vét nejsou formulovany, dikazy
nejsou formélné oddéleny a jsou soucdsti vykladu). Jejim cilem je ukdzat ¢tenéfi, jaké divody vedou
k pojmtm studovanym v dalSich kapitolach, pro¢ jsou prirozené a jak se daji odvodit postupy béznymi
v matematice, resp. fyzice.

Bézna precizni formulace matematickych texti je obvykle zavére¢nym staddiem vyvoje, ktery vede
k nejlépe formulovanym pojmim a k nejkratsimu a nejelegantnéj§imu zpisobu dokazovani jejich vlast-
nosti. Vysledek je sice formalné dokonaly a esteticky velice ptisobivy, ale velmi ¢asto neobsahuje podstatné
¢asti intuitivniho pochopeni, které bylo nutné p¥i vytvareni odpovidajici teorie. Ctenéfi je obvykle pii
prvnim seznameni s oborem nepochopitelné, jak vlastné takova teorie mohla vibec vzniknout. Hlavnim
cilem Gvodni kapitoly je tedy ilustrovat, jak je mozné teorii diferencidlnich forem a obecnou Stokesovu
vétu vyvodit z nékolika jednoduchych a nazornych geometrickych obrazki. Na konci této kapitoly by mél
Ctendf intuitivné chépat, jak musi definice diferencidlnich forem vypadat, jaké oznaceni je vyhodné (to
malizmus diferencidlnich forem v R™ a definice jejich integrace je zfejma realizace programu vysvétleného
v uvodni kapitole. Treti kapitola se svym formdlné perfektnim (ale uz abstraktnim) vykladem pak ¢tenafi
poskytne tu spravnou matematickou formulaci celé teorie nejen na R™, ale i na obecnych varietach a za-
roven piidéd pfesny matematicky smysl formalnim symbolim (,dz;“) uzivanym v predchozich kapitoldch.
Vysledné elegantni teorie diferencidlnich forem na varietach je v souc¢asné dobé standardné a bez dalsiho
komentaie pouzivana ve vétSiné matematické literatury a patfi mezi zdkladni kameny matematického
vzdélani.

Skripta obsahuji mnoho piikladi spolu s navody, vysledky, ev. fefenimi. Uvodni dvé kapitoly a
tyto priklady snad pfispéji k tomu, aby forméalni konstrukce prezentovana ve tieti kapitole nebyla jen



nesrozumitelnymi, formalnimi ,pismenky“, ale aby se spojila ¢tenafi s predchozim intuitivnim vysvétlenim
v jeden srozumitelny celek.

Skripta jsou opravdu jen ivodem do analyzy na varietach a z celé teorie je zde vyloZeno nezbytné
minimum; obsahuji jen tolik latky, kolik je moZné srozumitelné vylozit béhem jednoho semestru (dvé
hodiny tydné). Cela teorie existuje za obecnéjsich pfedpokladii (zde jsou vSechny formy hladké, integrace
je definovana jen pies kompaktni variety). Mnoho dalsich dilezitych pojmi a vlastnosti (napt. Lieovy
derivace tenzorovych poli, distribuce a jejich integrabilita) zde chybi. Dalsi krasné partie z diferencidlni
geometrie (Riemannovy variety, fibrované prostory, konexe) nebo z globdlni analyzy (eliptické operatory
na kompaktnich varietdch, Atiyah-Singerova véta o indexu) nebo z harmonické analyzy na homogennich
prostorech ¢ekaji na zdjemce v dalsi literatufe (napf. viz [6], [9], [11], [13], [14], [18], [21]).

Leden 1998
L. Krump, V. Soucek, J. A. Tésinsky

Predmluva ke druhému vydani

Druhé vydani skript je opravenou verzi vydani prvniho. Text byl zachovan bez vétsich zmén, byly vsak
do néj zapracovany zejména opravy drobnych i vétsich chyb a nedodélk, na které jsme béhem pouzivani
skript pfisli bud sami nebo nés na né upozornili na$i studenti nékolika riznych ro¢nikd. Dékujeme témto
studentiim za vyraznou pomoc, kterd svédcéi o tom, ze skripta dikladné ¢tou a jsou jim tedy dobrym
pomocnikem ve studiu.

Na konci skript jsme rovnéz doplnili nékolik novych bibliografickych odkazt, z nichz bychom radi
upozornili zejmnéna na nové vydani klasické Conlonovy knihy [5], které je nasemu pojeti velice blizké,
avSak ma $irsi zabér. RovnéZ upozoriiujeme na anglickou verzi Janichovy knihy [10] a nové vydanin
Kowalského skript [15].

Doufame, Ze skripta ztistanou i nadale kvalitnim privodcem studentti po analyze na varietach.
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Kapitola 1

Uvod



1. Stokesova véta v R°

Newtonuv vzorec v R!

Dalezité matematické teorie mivaji obvykle zaklad v nékolika jednoduchych, intuitivné pochopi-
telnych a nazornych myslenkach. Nékdy se dokonce stava, ze takovato zakladni idea je voditkem pro
vytvoreni takovéto teorie. Tak se vlastné tvoii vétsina zajimavé matematiky. Hledat tyto ideje, nachazet
necekané souvislosti a pracovat na intuitivni Grovni patfi mezi zdbavu a potéseni matematikd. Vypraco-
vat z jadra matematické mySlenky piresné definice pojmi, tvrzeni a véty o nich je spi$ prace jako kazda
jina. Kalkulus diferencidlnich forem je piikladem, na kterém se vySe uvedena tvrzeni daji velmi dobie
ilustrovat. Cilem tohoto ivodu je ukazat, ze staci znat zakladni informace o integraci funkci a nechat si
klidnou chvili na premysleni o0 moznych analogiich integrace funkci ve vyssich dimenzich. Vysledek muze
pIi troSe $tésti a matematické intuici byt velmi zajimavy — nékolik obrazku, ze kterych vse ostatni (pfi
vynaloZeni pfislusné prace a usili) jiz vice méné plyne.

Zacnéme tedy popisem toho, co je netrividlni matematicky ndpad, zablesk analogie ¢i systému, rozsi-
fujictho jiz znamé véci. Z integralniho poctu je potieba jen to zakladni — Newtonova formule pro vypocet
urcitého integralu pomoci primitivni funkce:

b
/’fWszﬂw—fmy

Tahle formulka se da obracet z mnoha stran. Zkusme to geometricky. Na levé strané rovnice je integral
z derivace funkce f ve vSech bodech tsecky (a,b). Napravo hodnoty funkce f v krajnich bodech tsecky.
To vse pro funkce na Gsedce, tj. podmnoziné R. Je mozné najit néco analogického také pro funkce na R2?

Analogie Newtonova vzorce v R?

Co kdyz ¢lovéka tieba napadne, Ze mnozina {a, b}, v niZ uvazujeme hodnoty f, je pravé hranici tsecky
{a,b)? V R? je mista dost hned na dvé analogie — prvni je oteviend mnozina Q C R? a kiivka <¢> = 010,
ktera tvoii hranici Q; druhou je kiivka <> a jeji okraj, tj. jeji koncové body (viz obr. 1). V Newtonové
vété jsou potieba tyto pojmy — ,funkce* f, jeji ,derivace* f’', integral f' pies tsecku a ,hodnoty* f
v bodech hranice. Je mozné definovat analogie téchto ¢tyf pojmu tak aby platila analogie Newtonova
vzorce pro ¢, dyp, resp. 1, 007

1.1. Kiivka a jeji hranice v R2.

To nejjednodussi, co lze zkusit je kiivka ¢ a jeji dvoubodova hranice. Nejdiiv jesté kontrolni otazku
— co je to vlastné kiivka. Intuitivni odpovéd je jasnd — prosté k¥iva ¢ara v roviné, jednodimenziondlni
podmnozina R?. Trochu presndj§i vyjadieni miize byt, ze kiivka <> je obraz ¢((a,b)) jednodimenzio-
nalniho intervalu (a, b) pii (hladkém) zobrazeni ¢ : (a,b) — R? (viz obr. 2). Aby se vylou¢il degenerovany
pfipad (napf. konstantniho zobrazeni), je tfeba pridat néjakou podminku regularity pro ¢. To je velmi
uspokojivé, ale ma to jednu vadu — mnoho zobrazeni ¢ ma tentyz obraz; jedna podmnozina <> mé ne-
kone¢né mnoho parametrizaci. Pro tuto chvili vSak akceptujeme pravé uvedenou definici kiivky a k otazce
parametrizaci se vratime pozdéji. Jen si zapamatujeme, ze nase hledané pojmy by pokud mozno nemély
zaviset na volbé parametrizace kiivky, aby vysledné tvrzeni mélo opravdu geometricky obsah.

Na zacatku avahy je tedy jasné, 7e kiivka ¢ : {a,b) — R? je analogii intervalu a jeji koncové body
p(a), p(b) analogii koncovych bodi (a,b) C R. Funkce f na okoli U;({a,b) C U C R lze zfejmé nahradit
funkei f na okoli U; <> C U C R?. To co zbyva, je nalézt, co je to ,derivace D f* a jak je tieba definovat
integral f(p Df tak, aby platilo

/Df=ﬂwm—fwm»

Tady by nas zvédavy matematik asi stravil kratsi ¢i delsi dobu premyslenim, aby ho nakonec napadlo
pouzit parametrizaci ¢ nasi kiivky a prenést problém do R, kde ho uz vyfesil Newton. Vskutku, pro
zobrazeni f o ¢ na (a,b) plati

.KMU0¢Y=fwwD—ﬂM®) 1)

a tak stadl vzit levou stranu jako definici f(p Df (coz zaroveh naznactuje velmi dobie, co D f musi byt)
a hledané tvrzeni plati.



1. STOKESOVA VETA V R? 3
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OBRAZEK 1. Kfivka a jeji okraj — koncové body, oteviend mnozina a jeji okraj — k¥ivka

Ao—/

k=1

OBRAZEK 2. Kfivka a jeji parametrizace

Uvedeny prvni priklad dobfe ilustruje obecny postup. Jiz zndmé véty v dimenzi 1 vyuzitim parame-
trizace jako prechod z vyssich dimenzi do nizsich vedou pfirozené k nalezeni spravné analogie i toho, co
y ;
je yderivace funkce® i toho, co je integral z této derivace. Navic mame zadarmo navrh ditkazu této nové
véty.
V nasem pifpadé kiivky v R? staéi podivat se na zavér na levou stranu vztahu (1):

"dt = 'S of dpi
/<a,b>(f°‘p) dt—/a ; o () (1)t

Z ni je vidét, ze sprdvnd analogie ,derivace f“ je gradient V[ = (%, 5’—{2), a je to tedy vektorové pole
v R? a ne funkce jako v dimenzi 1.
Dile je také ihned vidét, Ze spravna definice ,integralu“ f@ Fd3 vektorového pole F= (Fy, Fy) podél
kiivky <¢> je
2

b .
/ﬁdgz/Fldx1+F2dx2 ::/ [ZFi(cp(t))%(t)]dt.

i=1

Vysledkem je tzv. véta o potencidlu vektorového pole.



<@ >=graf f,

OBRAZEK 3. Odvozeni Greenovy véty

1.2. Véta [o potencidlu]. Necht ¢ : (a,b) — R? je hladké zobrazeni, necht U je hladkd funkce
na okoli mnoZiny p((a,b)). Pak

ou ou
—d —dzy = U(p((b)) = U .
[+ e = Ulp(b) = Ule(a)

Ta (podobné jako Newtonova véta) ifka, 7e integrdl podél <p> z vektorového pole F, které je
gradientem funkce U (U se obvykle nazyvd potencidlem vektorového pole F'), se vypoéte jako rozdil
hodnot potencidlu U v koncovych bodech kiivky ¢.

1.3. Oblast a jeji hranice v R2.

Zkusme, jestli nyni nebude mozné odvodit takovymto zptisobem analogii pfedchozich dvou vét i v pii-
padé oblasti Q C R? a jeji hranice 0Q. Dvojny integral z funkce pies oblast € je standardni integral. Co
se tyfe pravé strany budouci rovnice, objekt za integraénim znamenim (analogie ,funkce*) neni apriori
jasny.

Piirozend a nabizejici se moznost je povazovat za ,funkci“ vektorové pole a za jeji integral prave
definovany ktivkovy integral z vektorového pole. V rovnosti

//DF:/ F1d$1+F2d$2
Q oQ

zbyva tedy zjistit, co znamend ,derivace“ DF pod integrdlem nalevo (a dokdzat pak p¥i{sluSnou rovnost).
Neda se pochybovat o tom, ze DF by méla byt jedna z myslitelnych parcidlnich derivaci komponent
F|, F5 nebo jejich vhodnd kombinace.

Zkusme §tésti a podivejme se, co se da Fict o integralu

[
98372.

Pro nase Gcely miZeme piedpokladat, Ze oblast Q ma jednoduchy tvar — Ze existuji dvé hladké funkce
f1, f2, definované na intervalu (a,b) takové, ze

Q= {[z1,22];21 € (a,b), fa(w1) <22 < fi(21)},
jak je zndzornéno na obrazku 3.
Fubiniova véta rika, ze
OF fi@) g
Fi( F
//Q R / / , a@ )dxo)dzy = / [Fi (21, fi(z1)) — Fi(x1, fo(21))]ds

Budeme-li definovat kiivky @1, 2 na {a,b), pomoci

e1(t) = (¢, f1(1)); @2(t) = (t, f2(2)),
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do="{B}~{A}"

OBRAZEK 4. Orientace kiivky

pak ,rozdil“ ps — ¢y popisuje (aspon intuitivné) hranici 9Q a podle definice kiivkového integralu z vek-
torového pole

b
/[Fl(ml,fl(azl))—Fl(azl,fg(azl))]d:nl =/ Fld:nl—/ Fld:vl =/ Fld:vl.
a P2 Y1 w2 — p1°
Plati tedy, ze
oF,

- :/ Fldml,
o 02 <H0>

pokud snad v n&jakém rozumném smyslu plati 9Q = s — ;. (Analogicky se ziskd vzorec pro zaménéné
soufadnice.)

Tim jsme narazili na velmi delikdtni bod celé konstrukce. Pti troSe pozornosti jsme si ho mohli vSim-
nout jiz diive. Hranice kfivky je tvorena dvéma body. Z jakéhosi nejasného divodu jsme .integral“ pres
tuto hranici nenapsali jako soucet funk¢nich hodnot dané funkce, jak by bylo ptirozené, ale jako jejich roz-
dil. Geometricka predstava kiivky a jeji hranice tedy zfejmé neni zcela presna. I kdyz se rozhodneme pro
rozdil funkénich hodnot v krajich bodech misto jejich souc¢tu, zbyde porad jesté problém, ktery z krajnich
bodt se vezme se znaménkem plus a ktery se znaménkem minus. To musi néjak souviset s kiivkou, pres
kterou integrujeme na levé strané vztahu. Kfivka tedy neni jen néjakd ,,jednodimenzionalni“ podmno-
zina, ale musime mit navic néjakou strukturu, kterda by odlisila od sebe jeji koncové body. Jednoduché
feSeni je vzit kiivky ,orientované“, tj. ty které maji uréen smér probihéni (obvykle se kresli se Sipkou
naznacujici smér probihéni — viz obr. 4).

Je-li ¢ takto orientovana kiivka, vime jednoznacné, ktery bod je pocatecni a ktery je koncovy. V tomto
smyslu orientace kfivky urcuje orientaci jeji hranice (kde orientaci bodu myslime pfidani znaménka =+,
které urcuje znaménko piislugné funkéni hodnoty). V§imnéte si zdroven, Ze p¥i zméné orientace k¥ivky se
zméni znaménko integralu vektorového pole pres kiivku.

Podobné v piipadé Q a 9Q se musime rozhodnout, jak budeme definovat orientaci 0f). Pokud ji
budeme definovat proti sméru hodinovych ruci¢ek pro vnéjsi okraj a po sméru hodinovych rucicek pro
vnitini okraj (viz obr. 5) a pfiddme-li konvenci, Ze integrél pfes opacné orientovanou parametrizaci je
opacny, pak jsme dokazali tvrzeni

1.4. Véta [Greenova]. Necht Q je oblast v R* a necht OS) je jeji orientovand hranice (viz obr.
5), pak pro hladké vektorové pole F v okoli Q plati

/ [8F2 _ @:| dwldwg =/ FldiEl +F2diE2.
Q oQ

6—1’1 a$2

Analogie Newtonova vzorce v R3

V trojrozmérném prostoru je misto na tfi rizné typy obrazkd (viz obr. 6).
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OBRAZEK 5. Orientace okraje oblasti Q

90

k=1 k=2 k=3

OBRAZEK 6. Kfivka, plocha a oblast v R?

1.5. Kiivka a jeji hranice v R3.
Zcela obdobné jako v R? se odvodi véta o potencidlu v R? :

1.6. Véta [o potencidlu]. Necht ¢ : (a,b) — R® je hladké zobrazeni, necht U je hladkd funkce
na okoli U mnoZiny p((a,b)). Pak

oU oU oUu
/w (8_d L a—d) = U(p(h) - Ulg(a)).

1.7. Plocha a jeji hranice v R3.

Nejzajimavéjsi je pripad plochy v prostoru. Podobné jako tomu bylo pro kfivky, také plocha pro nas
bude nejen jakasi podmnozina v prostoru majici ,,dimenzi 2, ale mnozina i s jeji parametrizaci. Pfesnéji,
fekneme, ze S = ®(0) je dvoudimenzionédlni parametrickd plocha, pokud O je oteviend podmnozina
v roviné a ® : O — R® je hladké zobrazeni, definované v né&jakém okoli uzavéru . Predpokladejme
déle, Zze hranice A0 je popséana kladné orientovanou (proti sméru hodinovych rudicek) kiivkou ¢, tj.
v({a,b)) = 00. Zkusme opé&t, jako v nahote, pienést cely problém pomoci paramatrizace do roviny
a pouzit Greenovu vétu. Kupodivu, je to mozné a fekne nam to vse potiebné. Jen uz je k tomu potieba
trochu podéitani. Pro zjednoduseni zapisu budeme pouZzivat vektorové oznaceni F,7a (13, ) = Z? Fx;.
Vyjdeme z toho, Ze vhodny objekt pro integraci pres ,,okraj“ S = ®op((a, b)) (pozor — neni to topologicka
hranice!) plochy S = ®(0) (viz téz obr. 7), tj. pies kiivku v R?, je vektorové pole F.
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R.[u;,u,]

1)
\Rgfxl,xz,xg

R[] S

O
 Yon

=
dS=<Do>

OBRAZEK 7. Plocha a jeji hranice v R?

b S
/ [F1d$1+F2d$2+F3d$3]:/ <ﬁ,d—x>dt:
Doy a l
b - S
o 0T  duy - OF  dus
= F,—)—+(F,—)— =
[ |0 g G+ F g G| = [ s+ g
kde oz oz
- OF - OF
= il F. ==
f=(Fgmy 9= (F.50)
Podle Greenovy véty je tedy tento integral roven
[ [ 2R 22 o B2 O 05, p 0,
o Bul’ Bug ' 8u18u2 a’UQ’ 8u1 ' aulaug ! 2=

= //@ (; 0z; Ouy Ous  Oz; Ous Ouy duidus =

_ 8Fj aiEl aiEj aiEl aiEj _
= //O ( > oz <6u1 Bus  Ous 6u1>) durduy =

INRE]
a($2,$3) 6($3,$1) 6(1’1,$2)
= G1 det =22 + Gy det ——2% + G det duydus,
//o L O(u1,uz) 2 9(u1,us2) s O(u1, us) e
kde
_0F, OF, . _OF OF; _, _ 0F, OF

Gy i=——— = =
! 61’2 a$3 ' 2 61’3 axl ' 3 axl axg '

det 8(u1,u2) T 8u1 Bug Bug Bul’

To vede k nasledujici definici:

1.8. Definice rotace. Je-li F' vektorové pole, pak definujeme rotaci rot F pole F jako vektorové

pole
I‘Otﬁ: <%—%@_%%_@> _ Enc Xﬁ.

Je-li S = ®(0O) dvoudimenziondlni parametrickd plocha a F je hladké vektorové pole na okolf uzavéru
S, pak definujme plogny integral fs FdS z F ptes plochu S takto:



OBRAZEK 8. Oblast Q v R? a jeji hranice 0Q = Ss — S

/ ﬁdg = /FldCUQ A dCUg + FQdCUg A dCU1 + F3d£l71 A dZEQ =
S S
6(1’2,1’3) 6(1’3,$1) 6($1,$2)

= A 8(u1,u2) 8(u1,u2) a(ul,ug)

Pozdéji si ukazeme, ze takto definovany integral nezavisi na volbé parametrizace, ale Ze jeho znaménko
zavisi na volbé orientace plochy, coZ je pojem, ktery je tfeba v budoucnu presnéji definovat, stejné jako
symbol A, ktery je v definici plo§ného integralu zatim bez vyznamu.

Pravé uvedeny vypocet je tedy ditkazem nésledujici véty.

(F1 o @) det + (Fy 0 @) det + (F3 0 ®)det duy dus

1.9. Véta [Stokes]. Je-li F' hladké vektorové pole v okoli plochy S v R?, pak

/ rot ﬁdgz Fidz, + Fodxs + Fidas
S as

1.10. Oblast a jeji hranice v R®.

Zkusme si nyni rozmyslet jesté posledni pripad, ktery miize nastat v trojrozmérném prostoru — oblast
Q v R? a jeji hranice 90 (viz obr. 8).

Uvazujme jednoduchy piipad, kdy je oblast Q C R? ohrani¢ena zdola i shora grafem funkce, tj.

Q = {(z1,22,33) € R®; fi(z1,22) <23 < folzr,22)}-

Predpokladejme dale, Ze je v okoli uzdvéru Q dano vektorové pole F.
Pak (opét s pouzitim Newtonova vzorecku) vypocteme pomoci Fubiniho véty

(L5 15
— = —dz3
o Oz3 f

(101,202) 8:[73
=//[F3(x1,x2,f2(:c1,x2))—Fg(m,xz,fl(m,u))]d:cld:@ -

d$1d$2 =

= / ngiEl /\diEQ —/ ngazl A dZEQ = / ngﬂfl A dZEQ,
Sa S1 o0
kde jsme pouzili vySe definovany plosny integril z vektorového pole a vzali jsme v ivahu, Ze plocha Ss
je orientovana pomoci vnéjsi normély a plocha S; je orientovdna pomoci vnitini normély. Plocha 99 je
tedy orientovana pomoci vnéjsi normaly vsude.
Presné stejny vypocet lze provést pro derivace
To vede k néasledujici definici:

OF a OF,
Oxo oxq ”
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1.11. Definice divergence. Je-li F vektorové pole, pak definujeme divergenci div F pole F jako

funkeci
.2 OFy, OF, OF;
F=(Z2Ll4+224222).
div <61’1 + 61’2 + 8x3>

Vyse uvedeny vypocet je pak dikazem nasledujici véty.

1.12. Véta [Gauss-Ostrogradski]. Je-li F hladké vektorové pole v okoli uzdvéru Q, pak

-

/ [div F]dz, dzydzg = / Fds.
Q o0

Vyssi dimenze

Je vidét, ze tento zplisob odvozovani skuteéné funguje a je snadné si predstavit, jak postupovat dal, do
dimenze 4 a vyssich. Na druhou stranu nelze takto probrat vSechny ptipady jeden po druhém, nebot jich
je nekonecné mnoho. To je dalsi misto, kde ma matematik prilezitost projevit svoje matematické nadani
a intuici. Je totiz ted tfeba v dosud znamych pfipadech najit néjaky systém, ktery by umoznil popsat
obecny pripad konec¢né, le¢ libovolné dimenze. Hledani zakonitosti, struktury, vytvareni abstraktnich
struktur ze zndmych specidlnich p¥ipadi — to je pravé préace (a potéSeni) pro matematika.

Pokud by snad dosud zndmé piipady (dimenze 1, 2 a 3) nestadily, je vidy moZné se jesté podivat
na dimenzi 4, ktera je dalsi na rfadé. Zkusme si ale zopakovat to, co dosud vime a premyslet o mozném
systému.

Nejdiive daje o integralech v jednotlivych dimenzich a objektech, stojicich pod znamenim integralu.

V prostoru R? :

(i) dimenze 0 — funkce f;
(ii) dimenze 1 — ,vektorové pole* Fidzy + Fodxs;
(iii) dimenze 2 — ,funkce* fdzidry = fdzy A dzsy

V prostoru R? :

(i) dimenze 0 — funkce f;

(ii) dimenze 1 — ,vektorové pole“ Fidxy + Frdzs + Fidrs;
(iii) dimenze 2 — ,vektorové pole“ Fidzy A dxs + Fodzs A dzy + Fzdzy A dxo;
(iv) dimenze 3 — ,funkce“ fdzridxodrs = fdxi A dxs A dxs

Jisté by kazdy ze ¢tenditi uz snadno odpovédeél na otézku, kolik komponent maji integrované objekty
v R* pro jednotlivé piipady (postupné 1,4, 6,4, 1) nebo pro R” a dimenzi k (kombinaéni ¢islo (’,:)) V tom
je jasny systém.

Zajimavéjsi a tézsi je otazka, jaky je systém pfi definici ,derivace objektu pod integralem. Pro to je
tieba si vyhradit jesté trochu ¢asu, zopakovat si zdkladni informace ziskané nahote, vzit si tuzku a papir
a spocitat si nasledujicich nékolik jednoduchych prikladi.

Nejdrive opakovani postatnych bodi:

(i) Pro funkci f = f(z1,...,z,) plati
of of

To je ,derivace* funkce v R™.
(ii) Symbol A pro nésobeni diferencidlu ma néasledujici fundamentalni vlastnost:

dz; Ndxj; = —dzj A dx;,
diEi A diEl =0.

(iii) Plati d(dx;)) = 0.
(iv) Vse je ptirozené linedrni a distributivni.
Ukazuje se, ze tyto vlastnosti uz umoznuji vypocitat ,derivaci“ d objekt pod integracnim znamenim
jednotnym zptisobem a tak, Ze souhlasi s vySe uvedenymi pripady:
V R? plati
OF, O0F,

d(Fldxl -|-F2d2) :dFlAd$1+dF2Ad$2 =\ = — = d$1Ad$2.
6332 8:[71
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V R? plati
d(FldCU1 + Fhdxs + ngmg) =dF, Ndxy + dF5 A dxo + dF5 A dxs =

— <8F3 6F2> dxs A dxs + <6F1 8F3> dxs N dx1 + (6F2 3F1> dz1 A dzs.

Oxy  Oxy Ozy  Omy Oz, Omy
V R? plati
d(Fydzy A dxs + Fodzs A dry + Fzdzy A dzs) =
=dFi ANdxs N dxs + dFy Adxs Adzy + dEs Adxy Ades =

_<g—i 2—2+2—2> diEl/\dCUQ/\dCﬂg

Je ziejmé, Ze i ve zdanlivé nahodilé a riznorodé definici ,,derivace” objektu pod integra¢nim znamenim
existuje v probranych pripadech jasna zakonitost a systém. Je z nich jiz snadné vyvodit obecnou abstraktni
definici, platnou v jakékoliv dimenzi. To dava navod k definici de Rhamova diferencidlu d v néasledujici
kapitole.

Vyse uvedené vypocty také ukazuji jednotny systém, jak definovat integrél z diferencidlnich forem
pomoci jejich preneseni do prostoru parametri. Je vidét, ze zakladem je opét definice diferencialu funkce

(pfeneseni formy fdx; pomoci zobrazeni ¢ = (p1,...,¢n) je (f o @)dp;) a vlastnosti vnéjsiho ndsobeni:
pokud z; = ¢;(u1,us), pak napt.

dz; A dx; = det %dul Adus = (g:fll duy + g—i; dU2> A <g:f; dus + gz; du1>

To je zfejma inspirace pro definici pfenaSeni obecnych diferencidlnich forem pomoci hladkych zobra-
zeni, zavedené v pristi kapitole.

Tim jiz vlastné zdbavna a potéSeni prinasejici ¢ast prace konci. Pravé uvedena cviceni jasné ukazuji,
jak definovat novy druh ndsobeni (vné&jsi nasobenf), jak definovat objekty pod integralem (budou se jme-
novat diferencidlni formy), jak definovat jejich ,derivace” (tzv. vné&j§i diferenciél) a kone¢né jak definovat
integral z diferencidlni formy (s uZitim pfenéd8eni diferencidlnich forem pomoci zobrazeni). Pokud nékdo
odolal pokusenti si text precist a podarilo se mu na uvedeny systém prijit samostatné, jisté ma za odménu
velmi prijemny pocit objevu nécéeho nového a pékného. Dalsi ¢ast uz je technika a prace — vytvorit ze
vSeho uceleny a presny logicky systém, napsat fungujici definice pojmii, zvolit vhodné predpoklady a do-
kézat prislusné véty. Tuto ¢ast uz (prinejmensim z ¢asovych divodi) podrobné popisovat nebudeme, ale
uvedeme jiz v pri$ti kapitole rovnou hotovy vysledek — teorii diferencialnich forem na R™, kterou pro nés
pripravili nasi predchiidci. Po preéteni tohoto ivodu se snad budou zdat zavadéné pojmy srozumitelné
a vystizné. Vratime-li se nazpét k zacatku této kapitoly, je na ¢tenafi, aby posoudil, zda tvrzeni tam uve-
dené (Ze napad divat se na Newtonovu formuli jako na integral pfes podmnoZinu a jeji hranici a z toho
vyplyvajici vicedimenzionalni geometrické obrazky vedou v podstaté jednoznac¢né k teorii diferencidlnich
forem) je pfehnané ¢i nikoliv.

Pokud je toto ukazka, jak odvodi obecnou Stokesovu vétu matematik, je t¥eba se zminit, Ze také
fyzikové odvodili svym zptisobem tytéz pojmy a véty v trojdimenzionalnim prostoru. Jejich motivace byla
umét vypocitat praci vykonanou silou po zakiivené draze ¢i tok vektorového pole plochou. Podrobnosti
je mozné najit v nasledujich cvicenich.

Ptirozenych a struktuie odpovidajich pojmu a tvrzeni neni obvykle v dané strukture prilis a tak neni
fakt, ze odligné zptisoby odvozovani pfivedly i matematiky i fyziky k témuz, neobvykly. Je to spi§ véc,
ktera se bézné stava.

Priklady, alohy a cviéeni

V naésledujicich piikladech se podivame na kiivkovy a plosny integral prvniho a druhého druhu
zpusobem, jakym se chapou a odvozuji ve fyzice.

1.13. Prace sily podél drahy.

Castou fyzikélni tlohou je spocitat praci, kterou vykona jistd (proménliva) sila F' po jisté (zak¥ivené)
draze ¢ v prostoru R". Je-li drdha pf{méa (a rovna vektoru @) a sila konstantni, fekne ndm st¥edoskolska
fyzika, ze prace je rovna

W= (F,9),

kde zavorka znaci skalarni soucin v R™.
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V piipadé zakiivené drahy predpokladejme, Ze ¢ je reguldrni zobrazeni z intervalu (a,b) do R™
(tj- ¢’ je v8ude v (a,b) definovéna a rtznd od nuly) a pro jednoduchost predpoklddejme rovnéz, Ze
zobrazeni ¢ je prosté. Kiivku ¢ aproximujeme lomenou ¢arou prochazejici hodnotami ¢ v bodech déleni

A:a=agp,a,...,an =b. Potom piibliZzna préce je
N N
Wa = S(F,5) = S (Flplan), plar) — plai)) ZZF pi(a) = pi(ais)).
i=1 i=1 i=1 j=1

Podle véty o stfedni hodnoté existuji ¢isla ff v intervalech (a;_1,a;) tak, ze
@j(ai) — pjlai-1) = (&) (@i — ai1)
a tedy

Wa = ZZF (ai) ‘P] fj)( —ai-1).

i=1 j=1
Nyni si v§imnéme, 7e tento vyraz je vlastné tzv. Riemannova suma piislusna k integralu

n
S [ et o ©)

Definujeme tedy nyni k¥ivkovy integral druhého druhu z vektorového pole F podél kfivky
¢ predpisem (2) a oznadime jej symbolem

/ﬁﬁz/ﬂﬁﬁn+ﬂmm
® ¥

Préce sily F podél drahy ¢ se tedy spocita jako

W:/ﬁﬁ
@

Poznamka: Riemannova suma integrélu (2) je ve skutefnosti definovéna jako

ZZF (D) (€D (ai — aizv),

i=1 j=1

v nasem piipadé je tedy hodnota funkce Fj o ¢ v bodé ff nahrazena hodnotou v bodé a;. To v8ak neméni
hodnotu limity této sumy pro ||A|| = 0 (rozmyslete si!).

1.14. Hmotnost nehomogenniho dratu s lineirni hustotou p.
Jinou obvyklou tlohou je spoéitat hmotnost dratu R™. Je-li drat tsecka (rovnd vektoru @) a hustota
konstantni, je hmotnost rovna
m = ol|7]],
kde ||7]| znaéi euklidovskou normu v R”.
V pripadé zakfiveného dratu aproximujeme ¢ stejné jako v predchozim pripadé lomenou ¢arou pro-
chézejici hodnotami ¢ v bodech déleni A. Potom pfibliznd hmotnost je

N
ma = Z aill@ill = Z (plai)lle(ai) = plaiq)ll = Z o(p(a)ll¢'(€)ll(a; — ai-1)

Dostavame opet Riemannovu sumu, tentokrat k integralu

b
/mwwwwa (3)

Definujeme tedy nyni k¥ivkovy integral prvniho druhu z funkce ¢ podél kiivky ¢ predpisem
(3) a oznacdime jej symbolem
/ ods.
©

Hmotnost dratu ¢ s hustotou g se tedy spocité jako

mz/gds.
%)
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1.15. Tok vektorového pole plochou.

Rozmysleme si nyni analogickou situaci v dvojrozmérném piipadé. Ve fyzice se definuje tok vekto-
rového pole F plochou S. Je-li plocha S rovnobé&znik uréeny vektory ' a v R a na této ploge piisobi
konstantni sila F, je tok definovan pomoci smiseného soucinu

—

T = (¥ x &, F) = det(#, @, F),

kde x znamend vektorovy soucin dvou vektor.

V zakfiveném pripadé je opét nutno aproximovat. Pfedpokladejme, Ze plocha S je parametrizovana
zobrazenim & : (a,b) x (c,d) — R?, které je viude regularni a prosté. Déleni A bude tentokrat obdél-
nikové sit’ dané délenimi intervalﬁ a = ag,al, .. aN =bac= co,cl, ., CN = d Chystéme se pouzit

vvvvvv

i = ®(a;, c;j) — ‘I’(aH:Cj):wz’j = ®(a;,cj) — ‘I’(ai,cj—l)-

Nyni

N N
= E E Tij X Wij, F, )
i=1 j=1

Uzitim véty o stfedni hodnoté najdeme & a n; tak, ze plati ¥;; = ®.(&,c¢j)(a; — ai—1) a W; =
®,(a;,n;)(c; — cj—1), kde &, ®, oznacuje derivaci zobrazeni ® podle prvni resp. druhé proménné. Do-
stavame

Ty = 3 S (060 cs) x Boarsny) F(B(a. ey — s )(es —50).
i=1 j=1
Obdobnou tvahou o Riemannovych sumach dospivame k integralu

// v) x By (u, v), F(®(u, v))) dudv. (4)

Definujeme plos$ny integral druhého druhu z vektorového pole F pres plochu S piedpisem
(4) a oznacdime jej symbolem

/ FdS = / Fidydz + Fydzdz + Fsdz dy
s s
Tok sily F plochou S se tedy spocita jako
T = / FdS.
s

1.16. Hmotnost nehomogenni plochy s plo$nou hustotou p.
Nyni jiz sami dokazete odvodit vzorec pro hmotnost plochy S s plosnou hustotou g. Obdobnou
aproximaci jako v piipadé toku plochou lze dospét k integralu

b d
m = / / 1@ (1, 0) X By (1, 0)]| (B, 0))) s (5)

Definujeme plo$ny integrdl prvniho druhu z funkce ¢ pfes plochu S predpisem (5) a ozna¢ime

jej symbolem
/ 0dS.
s

Hmotnost plochy S s hustotou g se tedy spocita jako

m:/gds.
s
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Diferencialni formy v R”



2. Vnéjsi algebra R”

V obecném vektorovém prostoru umime nasobit vektory c¢isly, ale neumime néasobit vektory mezi
sebou. Existuje vice zptsob1, jak rozsitit vektorovy prostor V tak, aby na ptislugné vétsim vektorovém
prostoru uz byl definovdn soucin libovolnych dvou prvka (tj. jak vnofit V' do néjaké asociativni, ale
ne nutné komutativni, algebry). Univerzalni rozsifeni v tomto smyslu je tenzorové algebra vektorového
prostoru (viz podkapitola 6). My bychom chtéli vnotit R* do algebry, jejiz ndsobeni neni nutné komuta-
tivni, ale ve které je nasobeni vektort z ptivodniho vektorového prostoru antikomutativni. Vyslednému
nasobeni budeme tikat vnéjsi nadsobeni a odpovidajici algebra se bude nazyvat vnéjsi algebra R™.

V prostoru R” existuje vyznacnd, kanonicka baze. Konstrukce, kterd by odpovidala vlastnostem od-
vozenym v predchozi kapitole, je mozna nejen na R™, ale na libovolném vektorovém prostoru V' s vybranou
vyznaénou bazi {ej,...,e,}.

Ozna¢me hledané vnéjsi ndsobeni symbolem A. Formalni definice je okamzitym disledkem zdkladni
vlastnosti e; A e; = —e;j Ae;. K béazi {eq,...,e,} musime pridat jako nové nezavislé generdtory postupné
souliny

e; N ej; i1<yg; 4,7=1,...,n
e;NejNey; 1<j<k; i,j,k=1,...,n
atd.

UZite¢né oznaceni mize byt ey = e;, A...Ae;, kde I ={iy,... ig}; i1 < ... <. Prvky rozsifené baze
jsou tedy indexovany pomoci podmnozin I C {1,...,n}. Prvky eg;; se ztotoziuji s ptivodnimi vektory e;
a eg je tfeba ztotoznit s jednickou 1 € R. Pro prvky takovéto rozsifené baze je tieba definovat nasobeni
prirozenym zptisobem a to pak linedrné rozsitit na odpovidajici linedrni obal.

Popsana konstrukce zacinala volbou pevné baze v prislusném vektorovém prostoru. Je otazka, zda
vysledna algebra zavisi na této volbé. Dalo by se ukazat, Ze ne, tj. ze vSechny takto ziskané algebry
jsou izomorfni. Tuto praci si uSetiime; v podkapitole 6 si budeme definovat vnéjsiho algebru obecného
vektorového prostoru pomoci multilinedrni algebry bez jakékoliv volby béze a ukazeme si zaroven, ze
pfi libovolné volbé baze je algebra definovana v této kapitole izomorfni vnéjsi algebie sestrojené pomoci
multilinedrni algebry. V§imnéte si, ze tento postup je typicky pro obvykly vyvoj matematickych pojmi
— nage nyn&j§i intuitivné srozumitelnd definice (kterd vznikla p¥imym zobecnénim tvodnich ndzornych
ideji) je po Case nahrazena elegantni, abstraktni definici, kterd nejlépe odpovidd dané struktute, ktera
vSak je méné intuitivné pochopitelnd a méné srozumitelna.

2.1. Definice vnéjsi algebry vektorového prostoru. Necht V je libovolny n-dimenzionélni
vektorovy prostor nad R a necht {ey,..., en} je pevné zvolend baze V. Uvazujme konefnou mnoZinu

symbolt ey, kde I C {1,...,n}, prvky mnoziny I jsou uspofadany vzestupné podle velikosti a kde plati
eg =1 € Raegy =e €V Vnéjsi algebra vektorového prostoru V' je algebra A*(V), jejiz bazi je
mnozina symbolt {er; I C {1,...,n}}. Tedy vnéjsi algebra je mnoZina vSech formalnich sum

A (V) =H{ Z arer; ay € R}.

IC{L,....n}

Operace séitani vektorii a nasobeni vektoru skaldrem definujeme takto:

Z arer + Z Brer : Z (ar + Br)er

IC{1,....,n} IC{1,....n} IC{1,....n}

c Z arey Z (car)er (6)

IC{1,...,n} IC{1,...,n}

kde aj, 81, c € R. Nasobeni vektort definujeme pro prvky baze takto:

pokud I N.J # (),

er\Nejy:=
et {sgn (IIUJJ) eruy pokud INJ =0,
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kde sgn zna¢i znaménko permutace'. Ndsobeni obecnych vektort je diky bilinearité operace vektorového
nasobeni A jednozna¢né urceno vztahy (7).

Algebra A*(V) je tedy jakozto vektorovy prostor (tj. az na vektorové nasobeni A) izomorfni s R?" .
Stejné jako R?" totiz obsahuje prvky tvaru >~ arer, kde ay € R, ey jsou prvky béze a I je index probihajici
néjakou 2"-prvkovou mnozinu indexti. Operace s¢itani a nasobeni skalarem jsou definovany stejné jako
v R?" (viz (6)). Narozdil od R?" je viak A*(V) algebra; pro kazdé dva jeji prvky je definovan jejich souéin,
pat¥ici do A*(V). To, %e index I probihd mnozinu P({1,...,n}) véech podmnozin mnoziny {1,...,n} ane
mnozinu {1,...,2"}, je konvence, kterd zna¢né usnadiuje definici vektorového nasobeni v A*(V'). Index
I nékdy nazyvame téz multiindex a v konkrétnich pfipadech vynechdvame slozené zavorky (tj. eq1,37}
zkracujeme na ej 37) nebo dokonce i ¢arky (tj. piSeme ej37). Zkracovani pouzijeme vyhradné tam, kde
nemiize dojit k nedorozumeéni.

2.2. Poznamky.

(i) Pro k € 0,...,n ozna¢me A¥(V) = line4rni obal symbolii e, kde I je presné k-prvkova. Prvkiim
A (V) ¥ikdme k-vektory a prostor A*(V) se nazyva k-t4 vné&jsi mocnina prostoru V. Ziejmé A*(V) =
en_oA*(V). Jeli tedy napifklad V = R® a e, ez, e3 baze V, pak A°(V) = R mé bézi eg = 1 a je
jednodimenzionalni, A'(V) = V je vektorovy prostor s bazi e;,es,e3 a je tedy 3-dimenzionalni, A?(V)
mé dimenzi 3 a bazi e12, €13, €23 a koneéné A3(V) je jednodimenzionélni s bazi e;a3.

(ii) Vektor ey = 1 € A*(V) je opravdu podle definice jednotkou vzhledem k nésobeni, nebot pro
libovolné I C {1,...,n} je

A =S ’@ =S =
— gon — gon = ey,
er \ €y g [U( €rug g [ €r er

Obdobné eg A ey = ey a tedy Yw € A*(V) : wA ey = w = eg Aw. Téleso R je tedy pfirozené vnofeno do
A*(V) jako R ~ A%(V) Cc A*(V).
(iii) Podle definice vektorového nésobeni plati:

er =€, Nei, N...ANej, (8)

kde I = {iy,...,ix},1 <i3 < --- < i < n. Tyto dva zapisy budeme stiidat dle potieby. Vztah (8) také
ukazuje, pro¢ jsme definovali ndsobeni A pravé vztahem (7).

vy

Dokazme nyni nékolik zakladnich vlastnosti vnéjsiho nasobeni A:

2.3. Véta. Bud' V wvektorovy prostor dimenze n nad R s bdzi eq,...,e,. Budte k,l € {1,...,n}
libovolnd, pak plati:

(i) dim A¥(V) = (’]Z),dim A (V) =2™,

(ii) A je asociativni.
(iii) Je-liw € A*(V),7 € AL(V), pak w AT = (=17 Aw. 4 '
(iv) Budte vi,...,vp € V vektory. Zapisme je ve tvaru v; = Y 7, vle;, kde v] € R, i‘E {1,... )k},
j €A{1,...,n}. Pro kaZdou k-prokovou podmnoZinu I C {1,...,n} oznacme Vi := (v])icq1, .. .k}.jer
matici k X k, kterd vznikne z matice koeficienti W-':('UZ]’)ie{l,...,k},je{l,...,n} vynechdnim sloupci
jejich# index j neni v mnoziné I. P tomto oznaceni plati?

v AN = Z det Vi - e
IC{1,...,n},|T|=k

Dukaz. ad (i) jednoduché, viz téz poznadmku 2.2(3i).

1Symbol sgn (IIJ{]) oznacuje znaménko permutace (Ilkl,lpijklﬁrh)’ kde i1 < -+ < ip jsou setfidéné prvky mnoziny
I ={i1,...,ip}, J1 < -+ < jr jsou setfidéné prvky mnoZiny J = {j1,....jr} a k1 < :++ < kp4r jsou setfidéné prvky

mnoziny TUJ = {k1,...,kpyr}
2Cisla {det V7 } 7=k se obvykle nazgvaji Pliickerovy souFadnice k-vektoru vi A ... A v.
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ad (ii) Dokazme asociativitu nejprve pro prvky béaze. Budte I, J, K C {1,...,n}. V pfipadé, Ze jsou
1, J, K po dvou disjunktni, plati

er N (egANek) =ej A(sgn eJuK) = sgn J, K erNe =
I JNEK) =€ g JUK JUK) = 58 JUK )L NEIVKE =

(
_ ILJUK ~
= sef JUK TUJUK)STWIuE =

_ LK ILJUK ~

- IJUK) <IUJUK>€IUJUK_
7K

= sgn (IujuK>eIuJuK-

V pt¥ipadé, Ze I,J, K nejsou po dvou disjunktni, pak bud J N K # @ nebo IN(JUK) # 0, z ¢ehoz
snadno zjistime postupem podobnym pfedchozim rovnostem, Ze ey A (e A ex) = 0. (0 chdpeme jako Oeg
ve smyslu odstavce 2.2(iii).) Analogicky se dokaze i

I1,J,K

1
TuJu K) CIUIUK (10)

(eI/\eJ)/\eKzsgn<

pokud jsou I, J, K po dvou disjunktni a (e; A ey) A ex = 0 jinak. Ze vztaht (9),(10) jiz plyne platnost
tvrzeni pro prvky béaze.
Pro obecné prvky dostaneme tvrzeni diky linearité operace A, nebot

Z arer A (( Z Bres) A( Z 'YKeK)> =
! }

Ic{1,...,n JC{1,...,n} KC{l,..n

- Z Z Z arBryrer N(eg ANey) =

Ic{1,...n}JCc{1,...n} KC{1,...,n}

Z Z Z arBryx(er Neg) ANey =

Ic{1,...n}JCc{1,...n} KC{1,...,n}

( S arer A Y [im)/\ Y ke

Ic{1,...,n} Jc{1,...,n} Kc{1,...,n}

Dokéazavse, ze A je asociativni, miizeme na mnoha mistech vynechavat zavorky a psat naptiklad
erNejNek.

ad (iii) Stejné jako v bodé (ii) dokdzeme tvrzeni nejdiive pro prvky béaze. Je-li I, J C {1,...,n}, INJ =
@=|I| :k‘:|J‘ =1, pak

er \ej =sgn I’Je snIan J’Ie snIJe/\e
I J = sg TUJ IuJ = Sg g1 g TuJ TuJ = 58 J 1 J I

pritom permutace (‘ij) m4 znaménko (—1
Pro obecné w, 7 jiz tvrzeni plyne, obdobné jako v (ii), z linearity nasobeni A.

ad (iv) Plati

<ZU1 eu) (Z vk elk> = i ivil---v,’;’“eil A Neip,

)kl_

i1=1 ir=1 i1=1 ir=1
pfitom sc¢itanec na pravé strané je nula pokud i, = i, pro néjakd a,b € {1,...,k}, a # b. Zistanou
jen ty séitance, kde i1,.. ., jsou vzdjemné rtzné a tedy {i1,...,ix} je k-prvkova podmnoZina mnoziny
{1,...,n}. Soucet tedy bézi pfes v8echny k-prvkové podmnoZiny mnoZiny {1,...,n} a jejich v8echny

mozné permutace. Pocitany vyraz je tedy roven

io(1) io (k) _
E E L A IARRRRAY
|I|=k o €S}
(= (=
= E ( E sgno v, “”) ey A...Nej, = E det Vi e;

[I|=k \o €Sk |I|=k
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kde S je mnozina vSech permutaci mnoziny {1,..., k} al = {iy,..., ir}, kde iy,... i jsou prvky I

oznacené tak aby i1 < --- < ij. Posledni rovnost plyne pfimo z definice determinantu matice V7.
O

2.4. Poznamky.

(i) Pro vektorovy prostor v dimenze n ziejmé plati dim A*(V) = dim A" *(V). Izomorfismus mezi
témito dvéma prostory sestrojime v oddile o Hodgeové operatoru.

(ii) Z tvrzeni 2.3(iv) plyne (pfi oznaleni z véty) pro k = n vztah vi A ... Av, =detWey A ... Aep.

Hodgetiv operator

UvaZzujme n-dimenzionalni vektorovy prostor V' se zvolenou orientaci (viz definice 8.22) a se zadanym
skaldrnim souc¢inem (_, ). Sestrojime tzv. Hodgetiv operator x, ktery bude izomorfismem mezi A* (V)
a A"k (V).

Nejprve vsak zavedeme skalarni soucin na vnéjsi mocning A¥ (V') prostoru V se skaldrnim soucinem:
pro prvky tvaru er,e; € A¥(V) polozme

<€[,€J> = <€i1 Ao Negy,ej /\.../\ejk) = <ei1,ej1>...(eik,ejk>.

Snadno se ovéri, ze takto definovany soucin je pozitivné definitni symetricka bilinedrni forma na A* (V).

2.5. Lemma. Je-li V linearni prostor se skalarnim soucinem a f : V — R linearni zobrazeni,
existuje prave jeden prvek u € V takovy, ze f(v) = (u,v) pro véechna v € V.

DUKAzZ. Bud ey,...,e, ortonormalni baze V a polozme

u= Z flee;.
i=1

Potom pro kazdé v = Y. | a;e; €V je

n n
flv) = E a; f(ei) = E ai(u, e;) = (u,v).
i=1 =1
Prvek u je pfitom zobrazenim f ziejmé jednoznac¢né urcen. O
Zvolme nyni kladné orientovanou ortonormalni bazi ey, . .., e, prostoru V a oznaéme o = e A...Ae, €

A™(V). Pro kazdé A € A*¥(V) je zobrazeni
ARV) - A™(V)
W AA R
linedrni. Tedy existuje pravé jedno linearni zobrazeni fy : A" ~*(V) — R takové, Ze

AN = fa(p)o.

Podle lemmatu 2.5 existuje pravé jeden prvek s\ prostoru A"~*(V) takovy, 7e pro vsechna u €
ARV je fa(u) = (+A, p) neboli
AN = (*A, pho.

2.6. Definice. Linearni zobrazeni
% Ak(V) — A”_k(V)
A= %A

se nazyva Hodgeuv operator.

2.7. Poznamka. Je-li V vektorovy prostor dimenze n a k < n, je Hodgeiv operator izomorfismus
AR (V) =~ AR(V).

Ke kazdému A totiz existuje jediné zprostredkujici linearni zobrazeni f) a k nému opét jediny prvek
x\, zobrazeni % je tedy prosté, a jelikoZ oba prostory maji stejnou dimenzi, je * izomorfismus.
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Priklady, alohy a cviéeni

2.8. Vnéjsi algebra v nizkych dimenzich.
Uvédomte si, jak vypadaji vnéjsi mocniny A*¥(R™) a vnéj§i algebra A*(R?) pro n = 2,3,4. Jak
vypadaji kanonické baze téchto prostort, jaké jsou jejich dimenze?

2.9. Geometricky vyznam vnéjsiho soucdinu n — 1 vektora na R”.
Budte vy, ...,v,—1 vektory v R™, ey, ..., e, kanonickd baze. Pak lze psat

n

VIA... AUy = Z(—l)”laiel ANo..Nej_1Nejr1 Ao Ney

i=1
pro néjaka ai,...,a, € R. Definujme vektor [vy,...,v,_1] € R® pFedpisem
[V1,. .y Op—1] = (a1,...,ap).

Znadi-li (z,y) := Y., z;y; standardni skaldrni soudin, ukazte, Ze
Yw € R* : ([v1,...,0p-1],w) = det(w,v1,...,0p-1).
Specidlng, ([v1,...,vp—1],v;) =0 pro véechnai=1,...,n — 1.

Pron =3 je [u,v] = uXxv = (u2v3 — uzva, ugvy — U V3, U V2 — U2v1 ), €07 je obvykly vektorovy soudin
3
na R°.

2.10. Rozlozitelné k-vektory a jejich geometricka interpretace.
V' zde bude znacit vektorovy prostor R, ey, ..., e, jeho kanonickou bazi. Rozmyslete si, kterd z tvr-
zeni lze zobecnit na pripad obecného vektorového prostoru.
(a) Dusledek véty 2.3(iv): pfi oznadeni z véty plati pro k =n
A A, =detWer A... Ae,.

(Viz poznamku 2.4(ii).) Analogicky se dokaze obecnéj8i tvrzeni: jsou-li vq,...,v, a v},..., v}, dvé baze
prostoru V, bud A = (al) reguldrni matice takovd, ze v; = > ., agv;- (tj. matice pfechodu mezi témito
bazemi); pak plati

v A AV, =det A vl AL AL

(b) Dokazte: Vektory vq,...,vx € V jsou linedrné zavislé <= vi A...Avg =0.

(c) Definice: Bud k£ € {1,...,n}. Rekneme, 7e k-vektor w € A¥(V) je rozloZitelny, existuji-li
vektory vy, ...,vr € V takové, Ze w = v1 A ... A vg. Mnozinu v8ech nenulovych rozlozitelnych k-vektora
(pro pevné k) ozna¢ime R. Pro w € R definujeme jadro Kerw := {v € V;v Aw = 0}.

(d) Dokazte: Je-liw =v; A...Avg € R, je Kerw = LO(vy,...,v;), kde LO znaéi linedrni obal.

(e) Dokazte: Jsou-li w,w’ € R, pak Kerw = Kerw' <= Ja € Ra #0,w = aw'.

(f) Definice: Zavedeme ekvivalenci ~ na R takto:

wr~w = JaeRa#0,w=aw'.
Dale oznac¢ime symbolem Gry,,, mnozinu v8ech k-dimenzionalnich vektorovych podprostort v R™. Tento
objekt se nazyvd Grassmannova varieta neboli Grassmannian.

Zatim mame Grassmannian popsan jen jako mnozinu. Na Grassmannianu vSak 1ze definovat rovnéz
strukturu hladké variety a toto bude jeden z dulezitych netrividlnich priklada takové struktury — viz
7.16(e).

(g) Geometricka interpretace rozlozZitelnych k-vektoru: Z (e) a (f) plyne, Ze pro w ~ w' je

Kerw = Kerw', tj. existuje bijekce
R/ ~~ Grk’n.

(h) Definice: Je-li w =} ;_,wses € A¥(V), pak {ws}s=k € RS se nazyvaji Pliickerovy
soufadnice k-vektoru w. Specidlné, je-li w = vy A ... Avg € R, jsou Pliickerovy soufadnice vektoru
w rovny {det Vj} s=x, kde V; jsou k x k-podmatice matice koeficienti W' vektort vy,..., v urcené
multiindexy .J délky k (viz vétu 2.3(iv)). Pfitazeni w +— {det V;} ;= je tedy vnofenim R — R(3).

Poznamka o projektivnich prostorech: Definujme n-dimenzionalni (redlny) projektivni prostor
takto:

RP" = P(R™) := (R"™! — {0})/ ~,
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OBRAZEK 9. Konstrukce projektivniho prostoru RP?

kde relace ekvivalence ~ je definovdna na R**!' — {0} vztahem
(1, Tpg1) ~ (2], .., 2041) <= JaeRa#0,Vi:z; = axj.
Ekvivalentné Ize RP™ definovat jako mnozinu viech jednodimenzionalnich podprostorti v R**!. Je tedy
RP" ~ Grl,nﬂ.
Dile, jsou-li w ~ w' € R, je ziejmé {det V;} 5= ~ {det V;} 7=k € R(1), Tedy

Grim ~ R/ ~< (R —{0})) ~~ RP()-),

Tedy Grassmannidn Gry, ,, je vnofen pomoci Pliickerovych souradnic do projektivniho prostoru dimenze
n
(k) -1

Uvédomte si, 7e projektivni prostor RP" lze vyjadiit rovnéZ jako kvocient sféry:

RE" = 5"/ ~,

kde relace ekvivalence ~ je definovéna na sféie S™ = {z € R";||z||*> = 1} vztahem x ~ —x (viz obrazek
9).

Na projektivnim prostoru lze rovnéz definovat strukturu hladké variety (viz 7.16(d)).

2.11. Dalsi vlastnosti rozlozZitelnych k-vektoru.

(a) DokaZte: Jsou-li w; € AJ(V) a ws € A¥(V), j < k, w; i wy rozlozitelné a je-li Kerw; C Kerws,
potom existuje n € AF=7(V) takova, Ze wy = wy A .

(b) Dokazte: Jsou-li wy € AJ(V) a wy € AF(V) rozlozitelné, pak

Kerwi NKerws =0 <= w; Aws #0.
V pfipadé splnéni téchto ekvivalentnich podminek je pak Ker(w; A ws) = LO(Kerw; U Ker ws), kde LO
znadi linedrni obal.

(c) Trividlng plati, Ze v8echny 1-vektory i m-vektory jsou rozlozitelné. Dokazte, ze rovnéz vSechny
(n — 1)-vektory jsou rozloZitelné.

(d) P¥iklad nerozloZitelného k-vektoru: Z (c) plyne, Ze pro n = 1,2,3 jsou v8echny k-vektory
rozlozitelné (pro vechna k € {1,...,n}). Nejjednodussi piiklad nerozlozitelného vektoru je tedy nutno
hledat v A2(R*). Dokazte, Ze takovy vektor skute¢né existuje. Na zakladé tohoto vysledku ukazte, 7e pro
kazdé n >4 a kazdé k = 2,...,n — 2 existuje nerozlozitelny vektor w € A*(R").

(e) Obecny tvar 2-vektorti: Ukazte, ze pro kazdé nenulové w € A%(V), n > 4, existuje baze
v1,...,Uy prostoru V a éislo r takové, ze w = vy Avs + - - +v2,—1 Avg,. Potom zfejmé plati (p¥i oznadeni
W' =wA...Awr-krat), 7e w" # 0 a w™t! = 0. Cislo r tedy nezévisi na volbé baze v1,...,v, a nazyva
se hodnost 2-vektoru. Je tedy w € A%(V)rozlozitelné < r = 1.

(f) Rozlozte dané k-vektory, tj. napiste je ve tvaru vy A ... A vg:

@) (aeiz + beay) A (cerz + desy) € A*(R?)
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ﬂ) (ael + b€4) A (06123 + d9234) € A (]R4)
Y) €123 + €124 + €234 € A3(RY)
8) €12345 + €12346 + €12356 + €12456 + €13456 + €23456 € A5 (RY)

(g) Jako trivialn{ diisledek Véty 2.3(iii) plati w € A¥(V),k liché = w Aw = 0. Najdéte (nutné a
postacujici) podminky na k a n, aby existovalo w € A*¥(R?) takové, 7e w A w # 0. Jak Ize potom takové
w zkonstruovat?

2.12. Hodgeuv operator v dimenzi 3.
(a) Zvolte orientaci R?® pomoci vektoru o = eja3 € A3(R?) a vypoditejte hodnotu *\ postupné pro
A = es3, €13, €12 a pro libovolny 2-vektor A.

(b) Dokaite, 7e pro viechny vektory u,v € R® plati
uxv =x*(uAv),
kde u x v = [u,v] oznacuje vektorovy soucin na R® (viz 2.9) a obecnéji, pro vektory us, ..., u,—1 € R* je

[r, .. tup_1] = (=) (ug A A up_1).

3. Diferencialni formy na R"

Diferencialni formy

3.1. Definice diferencialni formy. Oznac¢me T*(R") (zkrdcené T*) vektorovy prostor, jeho?
bazi tvori symboly dzi, ..., dx,. Presnéji feceno

T*(R") := {Z a; dz;; a; € R},

i=1
pricemz s¢itani vektort a nasobeni skalarem je definovano ,po slozkdch“, tedy takto:

n

i a; dz; + iﬁi dz; := Z(ai + B;) dx, c- i o;dx; = i coy; dz;.
i=1 i=1 i=1 =1

i=1

Umluva: Hladkou funkci budeme v celych skriptech rozumét vidy C* funkci, tedy funkei majici
parcialni derivace libovolného Fadu.

Diferencidlni forma stupné k (zkricené k-forma) na oteviené podmnoziné Q C R" je hladké
zobrazeni  do A*(T*). Diferencidlni forma w : Q — A¥(T*) je tedy tvaru

wTr,...,xy) = Z wr(x1,...,x,) dxr,

[I|=k

kde wy(z1,...,2,) jsou hladké funkce z 2 do R.
Mnozinu viech diferencialnich forem stupné k na mnoziné Q budeme oznacovat ¥ (Q2). Déle oznacime
£*(Q) mnozinu vsech diferencidlnich forem na 2, tj. mnoZzinu vSech hladkych zobrazeni Q do A*(T*).
Diferencidlni forma w € £*(Q) nem4 tedy obecné definovan stupeii — miZe byt souc¢tem diferencidlnich
forem riznych stupna. Plati vSak

£ @) = Do)
k=0

tedy rozklad obecné formy do homogennich s¢itancit (prvk £%(Q)) je jednoznaéné uréen.
Pfipomenme, 7Ze je dx; = dzi, A ... A dz;,, kde iq,... 4 jsou prvky I setfidéné podle velikosti.
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3.2. Definice vnéjsiho diferencidlu. Bud 2 C R” oteviend mnozina. Pro véechnap, 0 < p < n
definujeme zobrazeni d : £P(Q) — £PF1(Q) takto:

(i) Je-li f € £°(Q) (f je tedy funkce z Q do R), pak definujeme df : Q — A*(T*) predpisem

df (a) := Z 863{2( )dz;, YaeQ.

(ii) Budw € £7(Q2) diferencidlni forma stupné p. Forma w je tedy tvaru w(z) = 3-,;_, wr(z) dzy, kde
z € Q a wy jsou hladké funkce z @ C R" do R. Deﬁnujeme dw : Q — APYL(T*) piedpisem

Bwl ) dx; A dzy, Yz €.

Z de /\ dry =

IT|=p |T|=p i=1

3.3. Poznamka o interpretaci symbolu dzr;. V definici diferencialnich forem se pouzivaji
zdhadné symboly dx;, které tvori bazi vektorového prostoru oznaceného T*(R™). Z definice vné&jsiho dife-

rencidlu d vyplyva jednoduchd interpretace téchto symbola — je-li @;(z1,...,z,) = z; i-t4 soufadnicovd
funkce na R", pak dy; = Z?:l gf; dz; = ldz; = dz;. Je mozné tedy symbol dz; interpretovat jako

vnéjsi diferencial zakladni souradnicové funkce ; a zvolené formalni oznaceni se pak ukaze jako vhodna
mnemotechnickd pomucka pro zapamatovani a jako priprava pro definici vnéjsiho diferencidlu d. Lze si
také jiz ted dopfedu uvédomit, jak dobfe toto oznaceni bude souhlasit s béZnymi konvencemi pfi oznaceni
integralu z funkce pres podmnozinu v R”.

3.4. Véta. Vnéjsi diferencidl md ndsledugici vlastnosti (pro p,q € {0,...,n}):
(i) Vw, 7€ &*(Q) : dw +7) = dw + dr.

(ii) Vw € EP(Q),7 € £1Q) : d(w A T) = dw AT + (=1)Pw A dT.

(iii) Yw € EP(Q) : d(dw) =

DUKAZ.

ad (i) Plyne p¥imo z definice.

ad (ii) Nejdfive dokazme tvrzeni pro diferencidlni formy tvaru w = wydzr,7 = 757dzy, kde I je
p-prvkova a J ¢-prvkovd podmnoZina mnoziny {1,...,n} a I, J jsou disjunktni.

dlwAT)=dlwrty - der A dxy) =

= d(wrty) A dxr A dzy = <Z Md:@) Adzr A dxy =

i—1 O
Z

i N\ dxy A de-I-ZwI dxl/\ dry N\ dxy =

( i N\ d:l?]> (TJdCUJ Zw;dazj/\ <

= d(wrdzr) Atydxg + (—1)Pwrdzr A ( Z;-J A d:UJ> =
i1 i

i N\ dCUJ> =

= dw AT+ (-1)’wA dr

Z postupu je téz vidét, ze pro I NJ # () jsou obé strany 0 a rovnost je tedy splnéna trividlng.
Pro obecné diferencidlni formy w, T uz tvrzeni plyne z linearity operace A, nebot

d(w/\T): d(zw[dl‘[ A ZTJd,TJ) = Z Z d(wldl‘[/\‘l']dx]):

[I|=p |J1=q =p |J]=4
:Z Z wIde /\TJerJ‘I'( )pw[dl‘[/\d(TdeJ)):
II1=p |J]|=¢
= d( Z w1d1‘1> A ( Z TJd,TJ) -I-(—l)p< Z wldx1> A d< Z TJdJL‘J) =
IT|=p |7]=q ITl=p |J|=q

= dw AT+ (-1)Pw A dr,
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coz jsme chtéli.

ad (iii) I. Dokazme, Ze tvrzeni plati pro prvky tvaru w = wydz; € EP(Q). Postupujme indukei.
1. indukéni krok: Bud w = f - dzg = f € £°(Q) funkce, pak plati

—a[S g ) o a2 S A e, =
d(df) = d 2, drj | = ; d (ax) Adzy=>">" 50w, 4 A e =

i=1 j=1
0% f 0% f
dx; N\ dx; + —1)dx; A\ dx; =
— 8:538932 ! J Z 8:!7]8332( ) J !
1<i<j<n 1<j<i<n
0? 0?
= <8 g 3 Bf dz; N dz; =0
1<icj<n NOTIOTE OTiOL;
kde jsme pouzili vztahu dz; A dz; = —dz; A dx; a rovnosti ijgmi = %, ktera je splnéna pro vSechny

C? funkce a tim spis pro C* funkci f. Pro prvky £9(Q) tedy tvrzeni plati.
Speciélné tedy pro soufadnicovou funkci p;(zy,...,x,) = x; mame d(dp;)) = 0. Podle pozndmky
3.3 je dy; = dx; a tedy plati

d(dz;) = d(dp;) =0 (11)
pro vSechna i € {1,...,n}.
2. indukéni krok: Necht tvrzeni plati pro vSechny w tvaru w = wydz; € EP71(Q). Nyni bud w =

wrdzr € EP(Q), kde I = {iy,..., iptal<iy <---<ip<n.Z(11) a indukéniho pfedpokladu plyne:

3 3

d(dw) = d(d(wrdz;, A ... A\ dx;,)) = d(dwg A dxg, A A drg,) =
= d(dwr A dxi, A... A dzi,_ ) N dx;,+
+ (=1)P(dwr A dxiy A .. A dzi_ ) A d(dx;,) =
= d(d(wrdz;, A... A dx;, ) A dr;, +0=0.

II. Pro libovolné p a libovolné w € EP(Q) nyni dostavame

dldw)=d | d| > wrder || = d(dwrA drr))=0.
|T=p [T1=p

Prenéaseni diferencialnich forem pomoci zobrazeni

V tomto paragrafu ukazeme, jak lze diferencidlni formy prendset pomoci zobrazeni z jedné ote-
viené mnoziny na druhou. Inspiraci pro nasledujici definice budou postupy uzité pii definici integralt
7z diferencidlnich forem v nizkych dimenzich, o kterych pojednava Gvodni kapitola. Budeme mit hladké
zobrazeni ® : U — Q z oteviené mnoziny U C RF do oteviené mnoziny 2 C R". Oznaéme soufadnice
v U pismeny uy,...,u; a soufadnice v Q budeme oznacovat x1,...,x,. Je-li tedy z = ®(u) pro néjaka
weUCR 2eQcCR, pak z; = ®;(u) = ®;(u1,...,up), piiemz ®; je i-ta slozka zobrazeni @,
1=1,...,n.

3.5. Definice. Bud & : U — Q hladké, budte U C R*, Q) C R” oteviené mnoziny. Pro kazdé
p € {1,...,n} definujeme zobrazeni ®* : EP(Q) — EP(U) predpisem
(W)=Y (wro®) dB;, A...Add;, € EP(U)

[T|=p

kde w = Y7, wrder = Y -, wrdzi, A ... A dz;, je libovolny prvek £P(Q) a kde i1,...,7p jsou
vzestupné setfidéné prvky mnoziny I.
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Piipomindme, ze d®;,j = 1,...,n jsou diferencidlni formy prvniho stupné, viz definici vnéjsiho
diferencidlu v odstavci 3.2. Tyto diferencidly je t¥eba rozepsat podle definice diferencidlu funkce 3.2(i) a
vysledny vyraz

k k
; 0%;
<I>*(w) = E (w] o (I)) < 8(1)“ duk1> AL A L dukp

Ou Ju
\I|=p k=1 k1 kp—1 O ke

upravit podle pravidel pro vnéjsi ndsobent do zékladniho tvaru ®*(w) = 3=, _, ¥r(u) dur, kde ¢r(u) jsou
odpovidajici koeficienty u symbolt duj.

3.6. Véta. Jsou-liw,®,U,Q jako v definici a 7 € £9(Q), pak
" (w+71) = P*(w) + &*(7), pokud p = q.

* (WA T) = D*(w) AD*(1), p,q libovolnd.

O*(dw) = d(P*w).

S~
PR

iv) Je-li zobrazeni ¥ : V — U z oteviené mnoziny V C R® do U, pak (® o U)*(w) = (¥* 0 &*)(w).
(v) Je-llik=nawel&™ tedyw= fdxy A... N dz,,z = P(u), pak
&*(w) =det(Jac®)(f o ®)dus A... A duy,
kde Jac ® je oznaceni pro Jacobiho matici zobrazeni ®, tedy matici (gff) .
7 Z,]:
DUKAZ.

ad (i) Snadné, pfimo z definice.

ad (ii) Nejdiive dokdzeme tvrzeni véty pro w,7 specidlniho tvaru w = wrdzr,7 = 75dzy, kde
wr, Ty jsou funkce a I, J po fadé p-prvkova a g-prvkova mnozina indexii. Poté pouzijeme distributivity A
vzhledem ke s¢itdni a z bodu (i) obdrZime pozadované tvrzeni.
Dokazme tedy tvrzeni pro w = wydx;, 7 = 7; dxj. Mizeme pfedpokladat, ze I N J = (@, jinak jsou
totiz obé strany rovny 0. Plati ®
D (WAT) =D (wrryder A dxy) =
= (wro®)(r70®@)d®;; A... A dP, A dP; AL A AP =
= (wIO(I))d@il VAIAN d(bip /\(Tjo(b)d‘ﬁjl VANAN d@jq = ‘P*(w)/\@*(T).
Pro obecné w, T tvaru w = Z\I\=p wrdrr a T = Z‘J‘:q T7dz; staci pouzit pravé dokdzané tvrzeni

spolu s bodem (i). Na ukizku vypiSeme podrobné, jak se tento ditkaz provede. V dalsich p¥ipadech jiz
takovéto primocaré dukazy nechame ctenari.

<I>*(w/\r):<1>*< Z wrdxry A Z TJd$J> =

|T|=p |7]=q
= <1>*< > (wrdzr) A7y de)) =
[T|=p,|T|=q
= > O ((wrdzr) A(rsday)) =
[I|=p.|T|=q
- Z O (wrder) AN ®* (15 dey) =
[I|=p.|T|=q
- Z &*(wrdxr) A Z ®*(rydzy) = " (w) A (1),
|T|=p [71=q

coz jsme chtéli.

ad (iii) Stejné jako v predchozim budeme pfedpokladat, Ze w = wrdxr, pro obecné w dostaneme
vztah pomoci linearity ®* a vnéjsiho diferencidlu d (viz (i) a 3.4(i)). Necht je tedy w = wy dz; a oznaéme

3Striktné vzato by bylo v néasledujici ipravé t¥eba nejprve prepsat dz;A dz s do zakladniho tvaru set¥idéného vzestupné,
pak teprve pouZit definici ®* a poté pfepermutovat ¢leny zpé&t. Takto bychom podrobné zdtvodnili druhou rovnost (mezi
prvym a druhym fadkem) v této tpravé.
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i1,...,%p prvky mnoziny I uspofddané vzestupné podle velikosti. PovSimnéme si nejprve, Ze na levé i na
pravé strané rovnosti jsou diferencidlni formy na mnoziné U. Upravujme nejdiive levou stranu rovnosti

- 6w1 - 8w1
" (dw) = ®* i N\ d = D) dO; A dP; N... A dD;
) (i:l Oxi $I> ; <8mi ) > 1 ’

Nyni budeme upravovat pravou stranu rovnosti.

k
od
d(®*(w)) = d((wr 0 @) d®;; A... A dP;)) = Z 887) duj A d®;; AL A APy,
j=1 Ui
Kdybychom védéli, ze ZZ 1 (3—;’1 o <I>) dd; = Z] 1 W du;, byli bychom hotovi. Tato rovnost je

vSak disledkem pravidla pro derivovani slozené funkce, nebot plati

UCELIPWNE ob (Goo- G dus -

s
Ou; i=1 j=1

k n
(See) (Shmm) S (ee) o

j=1 i=1

=1

ad (iv) Diky jiz dokdzanym tvrzenim (i) a (ii), sta¢i uvazovat pouze tyto dva piipady*: w = f € £°(M)
aplipad w=dz;, i=1,...,n.
Prvni pfipad plyne ihned z definice:

(@0 W) (f) =Fo(RoW)=(fo®)oW=U"(S"(f)).

Necht tedy nyni w = dz;. Pak
k
<I> U);
(@0 0 (dry) = 3 22 Wi Z( )(Z atl]dtl>_
= U (®*(dxy)).

=1

Z 8u]

ad (v) Necht je v8e oznacdeno jako ve formulaci véty. Tedy mimo jiné w = fdzy A ... A dz, a tedy
podle definice ®* plati, ®*(w) = (f ¢ ®)d®1 A ... A dP,. V kazdém bodé u € U mizeme d®; vyjadrit

jako:
Z 8u]

(viz definice 3.2). Podle 2.3(iv), pouZité pro n = k, je tedy

0®;
Ou;

d®y A ... A d®p(u) = det ( “(u )> duy A ... A\ du,, = det(Jac ®(u)) duy A ... Aduy,
i,j=1

pro libovolné u € U, coz jsme chtéli dokazat.

De Rhamuv komplex

3.7. Definice de Rhamova komplexu. Forma w € £¥(Q) se nazjv4 uzaviena, pokud dw = 0,
a exaktni, pokud existuje forma 7 € £¥1(Q) takova, 7e dr = w.

4Tyrzeni lze té% dokazat stejné piimocafe jako piedchozi body. Stati ho dokdzat pro w = wy dzy. Tvrzeni pak plyne
jako v predeslych ptipadech z linearity ®* a W*. Diikaz tvrzeni je pak pomé&rné p¥imocary a nepouZiva zadnych triki, je
v8ak dosti technicky. Pokud dosud nejste zbéhli v tomto typu diikazi, doporucujeme si provést tento diikaz vlastnoru¢né,
naucite se pracovat s pouzivanou symbolikou a ziskdte tim prehled. Hlavni idea dikazu je toto: PovS§imneme si, Ze si leva
a pravd stranu dokazované rovnosti jsou diferencidlni formy z £P(V'), ob& strany miizeme vyjadrit jako linedrni kombinaci
baze { dtr }|x|=p prostoru EP(V), nebo alespoit jako linedrni kombinaci prvkia tvaru dty, A...A dty,, kde k1,...,kp nejsou
nutné vzestupné usporddand ¢i vzajemné riznd. Pokud vyjdou stejné linedrni kombinace, bude tvrzeni dokdzano.
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3.8. Definice. Necht 2 je oblast v R". Posloupnost

se nazyva de Rhamuav komplex.

3.9. Poznamka. Véta 3.4(iii) ¥iké, Zze kazda exaktni forma je uzaviend. Posloupnost prostort
a zobrazeni mezi nimi se nazyva komplex, pokud ma tuto vlastnost, tj. pokud slozeni dvou po sobé
nasledujicich zobrazeni je trivialni.

Piirozend otazka je, jestli kazda uzaviend forma je exaktni, nebo jestli existuji formy, které jsou
uzaviené, ale nejsou exaktni. Zakladni informace v tomto sméru je néasledujici Poincarého lemma.

3.10. Lemma [Poincaré]. Necht Q je koule v R”. Pak kaZdd uzaviend forma stupné k, k =
1,...,n, je exakini.

3.11. Poznamka. Specidlni pfipad tohoto lemmatu se obvykle probira jiz v analyze — jde o tzv.
vétu o potencialu. Ta fika, ze vektorové pole T na jednoduse souvislé oblasti (napft. na kouli) je gradientem
funkce, pokud plati g—g = gff . Tato véta je totozna s pripadem k = 1 Poincarého lemmatu.

Ditkaz Poincarého lemmatu neni tézky. Je-li w uzaviena forma, pak pfislusnou exaktni formu 7 lze
definovat vhodnym vzoreckem a ovéfit pfimym vypoctem, Ze dr = w (viz cvifeni 3.15(f)). Dikaz obecného
Poincarého lemmatu (pro variety) je uveden v 12.25.

Je zcela podstatné si uvédomit, ze Poincarého lemma je formulovano pouze pro velmi specialni oblast
— pro kouli. Pro to jsou velmi dobré divody. Sta¢i vyjmout z koule jeden jediny bod (nap¥. jeji stfed) a
tvrzeni prestane platit (viz napiiklad cviceni 3.15(e) a 10.13(f)). Intuitivné lze fici o hodné vic. Pokud
vyjmeme jeden bod z koule Q C R", bude existovat (modulo exaktni formy) jedind (aZ na nasobek)
uzaviend forma stupné n, kterd neni exaktni. Pfesnéji fec¢eno, prostor uzavienych forem stupné n modulo
prostor exaktnich forem je vektorovy prostor dimenze 1. Pokud bychom vyjmuli z koule 5 rtiznych bodi,
bude mit prislusny faktorprostor dimenzi 5. Je tedy zfejmé, ze je zde velmi zajimava souvislost mezi
faktorprostorem uzavienych forem modulo exaktni formy a topologii pfislusné oblasti, na které jsou
uvazované diferencidlni formy definované. Pfesnou formulaci této souvislosti 1ze nalézt v 12.20.

Priklady, tlohy a cvideni

3.12. Diferencialni formy v nizkych dimenzich, vypocet diferencialu.
(a) Bud Q = R2. Napiste obecny tvar diferencidlni formy w € £¥(R?),k = 0,1, 2 a vypoctéte hodnotu
vnéjsiho diferencidlu dw.

(b) Bud Q = R®. Napiste obecny tvar diferencialni formy w € E¥(R*),k = 0,1,2,3 a vypoctéte
hodnotu vnéjsiho diferencialu dw.

c) Vypocitejte dw, je-li:

(
a) w=xydz +yzdz
B) w=e*dy—e¥*dz
v) w=a%dy A dz +yzdx A dz
0) w=sin(zy)dx A dz + cos(zz)dx A dy

(d) Bud Q C R", f € C°(Q) ~ £°(Q). Dokazte, ze df A df =0, a to (a) piimym vypoctem, (b) jako
disledek 2.11(g).

(e) Najdéte (n —1)-formu w na R” takovou, 7Ze dw = dz; A...A dz,. Charakterizujte vSechny takové
formy w.
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3.13. Gradient, rotace, divergence.
Je-li f € C®(R"), definujeme gradient f jako vektorovou funkci
grad f := <ﬁ ﬁ) .

Oxy’ " Oz,

Je-li F = (F,...,F,) hladké vektorové pole na R" (tj. kazda funkce F; je z C°°(R"™)), definujeme
divergenci vektorového pole F' jako funkci

", OF;
ivE = .
div 1221 o2,

Je-li F = (Fy, Fy, F3) hladké vektorové pole na R?, definujeme rotaci vektorového pole F jako
pole

rot F :=

0F; O0F, 0Fy, O0F; 0F, OF;
6332 85637 8:[73 8:[71 ’ 6331 6332 '

Zapiseme-li operator gradientu na prostoru C>(R?) symbolicky jako grad = (%, %, %) , lze psat
rot F' = grad x F' ve smyslu obvyklého vektorového soucinu na R?.
Dokazte, ze
(i) rotograd =0,
(ii) divorot =0
a to (a) pfimym vypoctem, (b) srovnanim s vysledky 3.12(b) a uzitim vztahu d(dw) = 0.
Poznamka: operdtor A definovany na hladkych funkcich f : R* — R jako Af := div(grad f) =
Z?:l % je takzvany Laplaceiv operator.

3.14. Prenaseni diferencialnich forem.
Pro danou formu w na R® a dané zobrazeni ® definované na vhodné podmnoziné R? vypocitejte
prenesenou formu ®*(w).
a) w=drAdy+ dyA dz,
®(u,v) = (u+v,u — v, uv),
B) w=xydz A dy—zzdx A dz,
®(u,v) = (u?,v — u,2v),
v) w=coszdy A dz +sinydz A dx+ cosz dx A dy,
®(u,v) = (2u, uv, 2v),
0) w=zxdr+ydy+ zdz,
®(0,7) = (coso cosT,cososinT,sin o),

3.15. Uzaviené a exaktni formy.
a) Bud w forma sudého stupné. Ukazte, Ze forma w A dw je uzaviend (bez pouziti bodu (b)).

(
(b) Bud w forma sudého stupné. Ukazte, Ze forma w A dw je exaktni.
(c) Budte w a 7 uzaviené formy libovolného stupné. UkaZte, Ze forma w A 7 je potom také uzaviena.
(d) Budte w a 7 exaktni formy libovolného stupné. Ukazte, Ze w A T je potom také exaktni.
(e) Ukaite, ze forma

x )

= dy —
w $2+y2 Y 1'2+

" dr € E'(R* - {(0,0)})
je uzaviend, ale neni exaktni.

Poznamka o souvislosti s analyzou v komplexnim oboru: Komplexni 1-forma % na C se da vyjadrit
ve tvaru

dz _ dzz _ (de+idy)(x—iy) zdr+ydy . —ydr+axdy
7_W_ 72 + 12 T2 42 e 22 +y2
Je tedy w = Im%. Komplexni funkce % v8ak nemd primitivni funkci v C — {0}, (je derivaci funkce Logz,
avsak pouze v oboru C — ((—o00,0 >) a funkce Im1 je derivaci funkce Argz v tomtéZ oboru. Funkce Logz
a Argz pfitom nelze spojité rozsi¥it na C — {0}.
Toto tvrzeni lze dokazat i pomoci Stokesovy véty — viz cvideni 10.13(e),(f).

Y
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(f) Dukaz Poincarého lemmatu. Necht @ = K(0,R) je koule o poloméru R > 0 v R". Necht
w€ &), w=wrdzr, I = {i1,...,i}. Definujme formu

k 1
T(z) = Z(—l)j_l[/0 (" wr(ta)) dt]zs, dzgy, Ao A dog,_, A daig A A drg,.

Jj=1

Ukazte, 7ze dr = w.

4. Retdézce

Pii integraci ptres kiivky, plochy, atd. si integra¢ni obor kazdy predstavuje jako regularni kifivku
¢i plochu. Bylo by moZné zahrnout vhodnou definici regularity do definice integra¢niho oboru, ktera
nasleduje. Tento postup by ale vedl ke zbytecnym potizim, obzvlast pi¥i definici hranice oboru integrace
nutné pro Stokesovu vétu. Ve skutec¢nosti podminka regularity pro parametricky zadany integra¢ni obor
neni pii definici integrdlu z diferencidlni formy k ni¢emu potfebnd. A intuitivné feceno, pokud je obor
integrace degenerovany (singuldrni — odtud nézev), vyjde pak hodnota integralu automaticky nulov.

Retézce, singuldrni krychle

4.1. Definice. Oznacme I}, := (0,1)k c R*; 1Y := (0, 1)*. Rekneme, 7e zobrazen{ ¢ : I;, — Q C R®
je k-dimenzionalni singularni krychle v Q, pokud existuje oteviend mnozina O; I, C O C RF takova,
7e ¢ je restrikci spojité diferencovatelného zobrazeni ¢ : O — Q. (tj. 3¢ € C1(0,Q) : ¢ = @|1,..)

Mnozinu ¢(I;) budeme oznacovat <p>.

4.2. Definice.
(i) Bud @ C R™ oteviend, w € E"(Q) (tj. w = fdxy A ... A dzx,), pak definujeme

/Qw:z/sz/Qfd:nl...d:nn

pokud mé prava strana smysl (tfeba jako Lebesguetiv integrdl). Pro n = 0 klademe R = {0} a pro

f € E({0}) ~ R definujeme
| =10
{0}

(ii) Bud ¢ : O — Q C R" spojité diferencovatelné zobrazeni, O oteviend v R*. Bud w € £¥(Q).

Definujeme
/w:z/ 0" (w).
© O

(iii) Bud ¢ k-dimenzionélni singulérni krychle, pak definujeme

[o=] ew

Na pravé definovany pojem se divame jako na integral diferencidlni formy ptes singularni krychli a
tudiZ se jevi pfirozenym, Ze bychom chtéli, aby pojem nezavisel na ,parametrizaci“. (Zména parametrizace
bude tzv. difeomorfismus mezi defini¢nimi obory p¥islugnych mnozin O, O’ — definici tohoto pojmu najdete
v 7.1.) O tom mluvi nésledujici véta.
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4.3. Véta. Budlte ¢, k-dimenziondlni singuldrni krychle takové, Ze ¢©' = ¢ o a. PFitom « je
difeomorfismus a : O' — O (kde O D It,, O' D I} a «a je ,zména parametrizace®) s vlastnosti, Ze znaménko

k
det (g%) je konstantni na celém O (oznaéme hodnotu, kterou znaménko nabyvd, 6 € {—1,+1}).
2

ij=1
/w:é/ w
[ @'

Pak pro kaZdé w € £%(Q) plati
Poznamka. Misto konstantnosti 6 lze pfedpokladat souvislost O. Pak totiz z a,a~' € C' a spojitosti

k k
funkce det (g;‘f) , kterd navic nikde nenabyva hodnoty 0, plyne, Ze znaménko det (g;‘?) je
i/ d,5=1 i/ 5=1

skutec¢né konstantni na O.

DUKAZ. Plati

[o=] @ (12)

k

a dale
/W‘U:/Ig(w')*(w)Z/IE(woa)*wZ/IIga*(;/(%)):9 Ig(p*(w)zgfww,

co? jsme chtéli. Rovnost fl,‘j a*(p*(w)) =0 fI,S ©*(w) plyne z véty 3.6(v) a z vty o substituci pro Lebes-
guetv integral, protoze je-li ' = a(x), ¢*(w) = f(z')dzi A ... A dzj, pak
a*(¢"(w)) =0|det Jaca|(foa)dry A ... A dzy.
O
4.4. Definice fetézce. Bud Q C R". Volnou Abelovu grupu generovanou vSemi k-dimenzi-

ondlnimi singuldrnimi krychlemi v  budeme znadit Cy(Q). Jeji prvky budeme nazyvat Fetézce. Li-
bovolny prvek ¢ € Ci(Q) je tedy formélni suma tvaru

c= E niPi,
icl
kde I je kone¢nd indexova mnozina, n; € Z a ¢; jsou k-dimenzionalni singularni krychle v Q.

4.5. Priklad.

Necht ¢1, 02,903,004 @ I1 — R™ jsou 02 L1
1-dimenziondlni singularni krychle dané (0,1) (1,1)
predpisy

o1 (u) = (u,0)

p2(u) = (u,1) . &

p3(u) = (1,u)

ea(u) = (0,u)

(0,0) 1 (1,0)

Priklady 1-dimenziondalnich fetézc mohou byt napiiklad
c1 =3p1 + w4+ Ty
c2 =1+ (—4)p2 = g1 — 4o
€3 = @1+ 3 — P2 — 4.
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I ++ I(;J) y
{ u, u,
s
+ — u
u, «° IZ /?7
@D ‘
2
r 1 2 u 2 u
(1,0) (L1 I(z.w 1 [(}'0) 1
_ 2 2 2 2 2 2
aI} - - I(l,r)) + I(z,z) + I(z,()) - I(z,z) - I(J,I)) + 1(3,1)

OBRAZEK 10. Krychle I3 a jeji hranice

4.6. Definice.
(i) Oznaéme symbolem I} (k — 1)-dimenziondlni fetézec v R¥ dany piedpisem

k

1
oLy =3 (~1 (1l o) — 1) = 30 ST (1)t ),
a=0

Jj=1 Jj=1

kde I(kj’a) :I1 = R (pro a =0,1) je (k — 1)-dimenzionélni singularni krychle definované piedpisem

I(’“j’a)(ul, conUp—1) = (U, Ui, U, e, UR—1).
Tento fetézec® budeme nazjvat hranice Iy, (viz obr. 10).
(ii) Je-li ¢ : I, —» R™ singuldrni krychle, pak definujeme (k — 1)-dimenziondlni fetézec dp (hranici ¢)
predpisem
k
Op:=podly:=Y (~1)(polfio —polf)

=1

(iii) Je-li ¢ = 1" njp; k-dimenziondlni Fetézec, pak jeho hranici dc definujeme pomoci pojmu
hranice singuldrni krychle jako (k — 1)-dimenzionélni fetézec dany predpisem

Oc:= i n;0;.
i=1

4.7. Definice. Jelic= Y, nip; k-dimenzionalni fetézec v  a je-li w € £F (), pak definujeme
integral z diferencidlni formy w pfes fetézec ¢ takto:

(pfitom fw- w je definovan ve 4.2).

Priklady, alohy a cviéeni

4.8. Integrace pres retézce.
Vypoditejte integral z dané formy w pfes danou singularni krychli (fetézec) c:

k

5Pozor, viimnéte si, Ze symbol I, oznafuje podmnozinu R (i kdyZ velmi specidlni), ale symboly I(i )

oznacuji

zobrazeni a symbol I}, oznatuje fetézec v Rk,
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r =sina
i {y=cosp (a, 8) €(0,3)%,
z =cosa+sinf
w=zdyANde+zdz A dy+ydzA dz.

r=(s+1)
= (s —t)2
c: y=(-9 (s,t) € (0,1)?, w=wydz A dz.
z = st
w =2t
()
rT=r+s
= t
c: y=s+ (r,s,t) € (0,1)3, w=wdzrA dyA dz.
z=t+r

w=r—s+t

(d) Naleznéte Yetézec parametrizujici povrch Gtyfsténu s vrcholy v pocatku a v koncovych bodech
vektortl ey, es, e3 € R?, orientovany pomoci vektoru vnéjsi normély (viz 8.24), a integrujte pres n&j formu

w=(z+y)zdy A dz.

5. Stokesova véta
Stokesova véta (v R")
5.1. Véta [Stokes]. Prow € ¥ 1(Q),c € Cr(Q),Q C R, k < n, plati

/ w:/dw (13)
dc c
DUKAZ.

(i) Dokézeme tvrzeni véty pro k = n,c =1Id;, ,w € E" 1(R").
Protoze je w tvaru w = Y1 (=1)""' f; dzy AL A dzioy A dzigr AL A dzy,, plati
n

dw = Z(—l)”1 dfi A dzy AL A dziog A dzig AL A day, =

i=1

= E (—1)Z+1 aif d:l?j A d:l?l A DA dﬂ:i_l A dCUH_l VANAN dCUn =
i=1 j=1 "7

= Z(—l)i_H% diEl A diEl A DA dﬂ:i_l A dCUH_l VANAN diEn =
i=1 i

( afi) dri N ...\ dx,

.
i=1 Ozi

Pravé strana dokazovaného vztahu (13) je tedy rovna (viz definice 4.2)
n
dfi
dw = 14
/c . /1 Z O; ( )
n =1

Leva strana dokazovaného vztahu (13) je podle definic 4.6 a 4.7 rovna
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n 1

W= [ w=Y Y[ w=
dc i=1 a=0 (o)
n 1 n
= Z Z(_1)2+Oz Z(—1)3+1f]' diEl A d:l?j_l A dZEH_l AN...A diEn
i=1 a=0 17 oy j=1

integrél rozepiSeme pomoci 4.2(iii)

n

n 1
(L) = ZZ(—I)’“/ IR [ Do (=1 day A oA day g Adajig AL A day, | =

i=1 a=0 In-1 j=1

n 1 n
=S [ S eI
i=1 a=0 Tn—1 j=1
d(IZli,O())l /\ e /\ d(I(Zi7a))j71 /\ d(IZLi,Oz))j+1 /\ e /\ d(187a))n
Funkce (I(”i,a))i, coZ je i-ta slozka zobrazeni I("i,a), je podle definice konstatni (bud’ 0 nebo 1). Z toho
plyne d(I("i,a))i = 0. Pro i # j se mezi ¢initeli diferenciél d(I("i,a))i vyskytne a tudiz je cely vyraz roven
nule. Tedy cely soucet se rovna

(1) =3 3 (—1yia / (fioT0a)

i=1 a=0 n—1

d(In ))1 /\ e /\ d(I(an7a))i71 /\ d(IZli,Oz))i+1 /\ s /\ d(Ig’a))n

(i,

Z definice I(; o) (u1, .., un—1) = (U1, ..., Ui—1,0,Uj, ..., U, 1) az definice vnéjsiho diferencidlu 3.2 plyne
po kratkém vypoctu d(I(”Z. a))m =dupprol<m<i-—1la d(I(”Z. a))m = dupy_1 proi+1<m <mn, kde
U1, ..., Up_1 oznacuji soutadnice v I,_; C R*~! a tedy
n 1
)=y Z(—1)a+1/ (fio Ifs 0y dus Ao A duy—y
i=1 a=0 Ins
Podle definice 4.2(i) je tedy
n 1
D=3 S0 [ (o) =
i=1 a=0 Tn—1
= Z/ (filur, ooy uimn, L, ooy un) = filwr, oo w1, 00U, Uun))
i=1 In 1

a z Newtonovy formule

Tim jsme dokézali, Ze se leva a prava strana dokazované rovnosti (13) skute¢né rovnaji.

(ii) Dok4zeme tvrzeni pro k-dimenzionalni krychli ¢ = p v Q C R” a w € EF-1(Q).
Plati
4.2 . 3.6(iii) . (i) v, L4246
[t [ o)™ [apen [ g2 [
c Ig Ig oIy, dc
(iii) Dokazeme tvrzeni pro obecny fetézec ¢ = Y. nip; € Cr(Q).

/dw:Zni/dw (Z)Zni/wzl'ﬁgii)/w_
¢ Pi

iel el dpi He
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Priklady, alohy a cviéeni

5.2. Stokesova véta pro retézce.

Ovéfte piimym vypoctem Stokesovu vétu pro danou singularni krychli (fetézec) ¢ a danou formu w.
(Dokazte [ dw = [, w.)

(a)

T=s5+1
c: y=s—t (s,t)€(0,1)% w=zydz.
z = st
(b)
z=s>—t
— &2 t2 )
c: y=s+ (s,t) € (0,1)2, w = 2y dy + zw dw.
z=8—1
w=s+1
(©)
T=rs
Yy = st 3
c: . (r,s,t) € (0,1)°, w=wdz A dz + zdy A dw.
z=r

w=r+s+t



Kapitola III

Diferencialni formy na varietach



6. Prehled multilinearni algebry

V prvni kapitole jsme definovali vnéjsi algebru ,klasickym zptisobem* — zavedli jsme operaci vnéjsiho
nasobeni na generdtorech a rozsirili ji linearné na celou algebru. Tato definice stacila pro pochopeni pojmu
diferencialni formy. Nyni definujeme abstraktné tenzorovou algebru — obecny pojem, jehoz vedlejsim
produktem bude i nova definice vn&j§i algebry (jako podprostoru tenzorové algebry s nové definovanym
nasobenim). Tento obecny pfistup ndm umozni divat se na diferencialni formy jako na specidlni p¥ipad

tenzorovych poli na varieté (viz oddil 9).

Tenzorova algebra vektorového prostoru

Vektory daného vektorového prostoru umime séitat a nasobit redlnym c¢islem, ale neumime je nasobit
mezi sebou. Tenzorova algebra je rozsiteny vektorovy prostor, do kterého puvodni vektory patii a ve
kterém je jejich soucin uz definovan. Zaroven je definovan soucin libovolnych prvkd tohoto rozsifeni (tj.
je to algebra). Pro jistotu zopakujme, co je to algebra.

6.1. Definice. Necht A je (redlny) vektorovy prostor, na kterém je definovano bilinedrni zobrazeni
(tradi¢né oznacované jako soucin), tj. zobrazeni

(vyw) EAx A v -weE A

Necht pro tento soucin plati obvyklé vlastnosti distributivnosti nasobeni vici séitani v R i v A. Pak
prostor A s touto strukturou nazveme algebrou (nad R). Rekneme, Ze A je algebra s jednotkou, pokud
existuje element 1 € A takovy,ze 1-v =v-1=wv,v € A.

Podle vlastnosti ndsobeni rozlidujeme asociativni algebry (ndsobeni je asociativn{) nebo komutativni
algebry (ndsobeni je asociativni a komutativni). Na rozdil od definice télesa se nepfedpokladd existence
inverznich prvkd (viiéi nasobent).

6.2. Poznamka.

Zakladni myslenka vnoteni vektorového prostoru do tenzorové algebry je prostd — vektory nasobit
neumime, ale funkce ano. Kazdy vektor v € V' je mozné interpretovat jako linearni funkci na dualu V*.
Jejich soucin je pak bilinearni funkce na V* x V*.

Pripominame, ze dudlem vektorového prostoru V' se rozumi vektorovy prostor V* vsech linearnich
zobrazeni o : V' — R. Druhym duélem V** se rozumi dual V*, pfitom existuje kanonické vnofeni

Ve vV,
které vektoru v € V prifadi zobrazeni ¢, € V** definované pomoci
pu(@) = a(v)

pro v8echna o € V*. Pro koneéné dimenzionalni prostor V' (jiné ani neuvazujeme) je toto vnoteni izo-
morfismem.

6.3. Definice. NechtV},j =0,...,00, je posloupnost vektorovych prostori. Jejich direktni soucet
®520V; je vektorovy prostor vSech posloupnosti

(Vo,v1,...,0j,...);v; €V},

které maji jen kone¢éné mnoho nenulovych prvki. S¢éitani a ndsobeni redlnym ¢islem je definovano po
komponentéach. Jednotlivé prostory V; jsou standardné ztotozhovany s odpovidajicimi podprostory

{v={vi} € ®ZVisvi = 0,0 # j}

a ®j=,V; je pak opravdu direktni soucet Vj, tj. kazdy prvek v € ©52,V; lze napsat jednoznacné ve tvaru

o
vzg vj; v € V.
j=0
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6.4. Definice. Necht V je (redlny) vektorovy prostor koneéné dimenze. Oznatme V" =V ®...®
V' (m ¢initelt) vektorovy prostor vSech multilinedrnich zobrazeni z V* x ... x V* (m ¢initeld) do R
Multilinearnim (m-linedrnim) zobrazenim se rozumi zobrazeni linedrni zv1ast v kazdé slozce.

V™ se nazyva m-t4 tenzorova mocnina prostoru V. Ozna¢ime navic V? = R (chdpeme jej jako
prostor konstantnich zobrazen{) a ztotoznime V! = (V*)* s V.

Tenzorova algebra je pak direktni soucet T(V) = @&3_,V™ a jeji prvky se nazyvaji tenzory.

Nasobeni v tenzorové algebfe je definovano takto: jsou-li w € V™, 7 € V™ dva homogenni prvky, pak
je jejich soudin prvek w ® 7 € V™ definovany predpisem

[w®7-](a1:"' :anaﬂlz"' :ﬁm) :L(J(Oél,-.- :an)T(ﬂlz"' 7ﬁ’m):

kde a1,...,0an,B1,....Bm € V*. Pro prvek z V° jde o nasobeni piislusnou konstantou. Je ihned vidét,
Ze tenzorové nasobeni je asociativni (nebot ndsobeni v R je asociativni), ale neni komutativni. Tenzorovy
soucin kone¢ného poctu prvkia z T (V) se definuje indukei (diky asociativité nasobeni neni t¥eba pouZivat
zévorky, oznacujici pofadi nasobeni). Tenzorova algebra je (nekoneéné dimenzionalni) asociativni algebra
s jednotkou (je ji prvek 1 € V), obsahujici V jako podprostor.

6.5. Piiklad. Necht V m4 baziei,...,e,. Oznatme e!,...c" bazi V* dudlni k bazi eq,... ,en, tj.
bazi jednozna¢né uréenou vztahy *(e;) = 5;? pro vSechna j,k € {1,...,n}. V dalsim budeme pouZivat
k indexaci m-tice tvaru A = (a1,... ,am) € {1,...,n}™, oznaéme symbolem |A| pocet jejich ¢lent, tj.

|A| = m. Pro indexovou m-tici ozna¢me
€A = €q X ...RQeq,,-

Pak

eale?, ... &b :6211...62’;,

kde symbol 6°, tzv. Kroneckerovo delta, je definovén pro libovolné dva objekty (¢isla, mnoziny, atd.) a,b

jako
b 1 pro a = b,
0, =
0 pro a # b.
Ozna¢me symbolem 2, B = (by,... ,b,,), prvek (",... ,eP=) € V* x ... x V*. Pak piedchozi vztah Ize

strucné zapsat
ea(eB) = 6%.
Podobné jako pti popisu dudlniho prostoru, nejdiive si je tfeba rozmyslit, jak je tenzorovd mocnina

velka, najit jeji vhodnou bazi. Z multilinearity prvka v tenzorové mocniné plyne ihned, Ze kazdy prvek
w € V™ je jednozna¢éné uréen svimi hodnotami w(e?),|B| = m. To je podstata dfikazu nésledujici véty.

6.6. Véta. Necht V md bdzi {e1,... ,en}. Pak mnoZina {ea;|A| = m} tvori bdzi V™. Dimenze
V™ je rovna n™. Obecny prvek w € V™ se tedy dd napsat ve tvaru

n

w= Z witime, ® ... Qeq,,.
al,...,am=1
DUKAZ. Necht e!,...e" je baze V*, dudlni k bazi e1,... ,e, prostoru V.
(i) Nejprve ukazeme, Ze zminény systém prvki generuje V™. Je-li w € V™ libovolny prvek, pak pro li-
bovolnou m-tici B = (b1, ... ,by,) ¢isel mezi 1 a n definujeme ¢isla w? := w(eB). Pakw =" 5 \Bl=m wPBep,

nebot leva i prava strana maji zfejmé tytéz hodnoty na prvcich e, |C| = m, totiz w®.

.t .. A A e e o .

(ii) MnozZina {e;[A| = m} je linedrné nezdvisl4, nebot je-li linedrnf kombinace 3_ 4 | 4=, €a€4;04 €
R trivialni, jsou i ¢isla

rovna nule. O
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6.7. Poznamka. Zobrazeni
0: (W, ) EVX. XV B ®...Qu, €V

je multilinearni zobrazeni, které ma nasledujici vlastnost:

Je-li W libovolny vektorovy prostor a je-li¢) : V x ... x V — W libovolné m-multilineadrni zobrazeni,
pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni ¥ : V™™ — W takové, ze ¥ o ¢ = 1.

Dokonce vic, da se ukézat, Ze tato vlastnost charakterizuje tenzorovou mocninu (aZ na izomorfismus)
jednoznacné. Prostor V™ je tedy univerzalni objekt majici tuto vlastnost a to byva standardni algebraicka
definice tenzorové mocniny.

Podobné je mozné charakterizovat (tj. definovat) celou tenzorovou algebru T'(V') spolu s vnofenim
t: V= T(V) jako univerzalni objekt s vlastnosti:

Pro kazdou asociativni algebru A s jednotkou a pro kazdé linearni zobrazeni j : V — A existuje
pravé jeden homomorfismus algeber @ : T'(V) — A takovy, Ze j = ® o 4.

Presné stejnym postupem jako se definovala tenzorova mocnina vektorového prostoru je mozné také
definovat tenzorovy sou¢in V ® W dvou rtznych vektorovych prostort. I tento tenzorovy soucin by bylo
mozno definovat analogicky pomoci odpovidajici univerzalni vlastnosti.

6.8. Definice. Necht VW jsou dva vektorové prostory. Mnozinu v8ech bilinedrnich zobrazeni
prostoru V* x W* do R ozna¢ime symbolem V ® W a nazveme tenzorovym soucdinem V a W. Pro
dvojici v € V,w € W se analogicky definuje tenzorovy soucin v ® w. Stejné jako nahote se ukaze, ze jsou-li
€1:...,em, resp. fi,..., fn baze V, resp. W, pak prvky tvarue; ® f;;6 =1,...n;j =1,... ,m tvori bazi
V @ W, ktery mé tedy dimenzi m - n.

Indukci lze opét definovat tenzorovy soucin libovolného poctu prostort. Néasledujici definice je toho
specidlnim pripadem.

6.9. Definice. Je-li V vektorovy prostor a V* jeho dudl, pak prvky prostoru
Ve..oVeV'e...V"

(celkem s €initeld typu V' a r Cinitelt typu V*) se nazyvaji tenzory typu (i) nebo r-krat kovariantni
S

a s-krat kontravariantni tenzory. Speciilné, tenzory typu (0

do (V*).
Tradi¢né se tenzory popisovaly pomoci soufadnic. To jest, pokud e1, ... ,e, je bdze V ae',... ,e" je
dudlni béze V*, pak lze obecny tenzor « typu (7) zapsat jednozna¢né ve tvaru

) patii do V* a tenzory typu (2) patii

a= E e ®...®e, ®eN®...@e.
LEWETTT P SR I
Pokud €', ... e’ je jind baze V, ', ... e’ je dudlni bize V* a pokud matice pfechodu mezi témito
1> »n » ©1s 1&n

béazemi jsou dany pomoci €, = ", afey, e’ = 3, blel (tedy matice (b}) je inverzni k matici (a}); dolni
index je fadkovy, horni sloupcovy), pak

k1..ks _ 1i1.ds k kspd Jr
ol = Z oy ! ag bll1 .. 'blr' (15)
Pod pojmem tenzor se piivodné rozumél systém vsech souradnicovych vyjadreni aé.ll'_'_'_gi pro vSechny
béze prostoru V, které se mezi sebou transformuji podle pravidla (15). Zpravidla se pocitalo v jedné dané
bazi a pak bylo tfeba ovérovat nezavislost vysledku na volbé baze.

Vnéjsi algebra vektorového prostoru

V predchozi ¢asti jsme zkoumali multilinedrni zobrazeni kartézského soucinu k kopii vektorového
prostoru do realnych ¢isel. Typickym piikladem byl tenzorovy soudin v; ® ... ® v vektori, definovany
jako obyCejny soucin linedrnich funkciondlt v; € V = (V*)*. Toto nasobeni je (zfejmé&) asociativni,
ale nen{ (zfejmé) komutativni. Velmi Casto se pouzivaji specidlni podprostory tenzorové algebry téch
multilinearnich zobrazeni, které se chovaji predepsanym zpusobem pfi zdméné poradi komponent prvki

vvvvvv

multilinedrnich zobrazenich si fekneme jen kratkou poznamku.
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6.10. Definice. Necht Sy znaéi grupu vSech permutaci mnoziny {1,...,k}. Je-li # € S, B =
(bi,...,bx) € {1,... ,n}*, oznatime m(B) = (ba(1),--- ,ba(r)) &
vB =@l ) B = (Wb b)) e VL x YV
Rekneme, 7e w € V* je antisymetrické multilinearni zobrazeni, pokud
ww™P)) =sgnr - ww?)

pro vechna v € V* x ... x V* a viechny permutace 7 € Sj. Vektorovy prostor viech antisymetrickych
multilinedrnich zobrazeni ozna¢ime A*(V) a nazveme k-t4 vné&j$i mocnina vektorového prostoru V.
Direktni soucet

A (V) = @p2oAM (V) C T(V)
nazveme vnéjsi algebrou vektorového prostoru V. Nasobeni ve vnéjsi algebie je definovano takto: je-li
a € AF(V),3 € AY(V), pak

1
[a B!, .. ") = — Z sgnw - o™V L T EYgrRED (kD)

" mESk41

6.11. Poznamka. Jako pro kazdé multilinedrni zobrazeni, i pro prvek ¢ € A¥(V) plati, ze je
jednozna¢né urcen svymi hodnotami na k-ticich

eB=(eh, ... eh )1 <b; <.

Z antisymetrie prvk w € A*(V) plyne, ze pokud se v mnoziné B néktery index opakuje, je w(e?) =0 a
prehodime-li poradi prvki v k-tici, vyndsobi se hodnota ¢islem +1 podle znaménka prislusné permutace.
Zobrazeni w je tedy jednoznac¢né urceno svymi hodnotami na k-ticich tvaru

EJaJ:(Jlaajk):1§.71<<.7kSn

Vnéjsi nasobeni ma nasledujici zdkladni vlastnosti.

6.12. Véta.
(i) Vnéjsi nasobeni je asociationi.
(ii) Pro vy,... v € V0!, ... ,o% € V* plati
[v1 A Aw](0Y, . 0F) = det(vi(vj))ij:l.
(iii) Necht {e1,... ,en} je libovolnd bdze V. Pro libovolnou mnoZinu

J:(jl,... ,jk);1§j1 <. .. <jr<n
oznacme ey = ej, A ...Aej,. Pak {e;,|J| =k} tvoii bdzi AF(V).

(iv)

o hes {0, pokud INJ # 0, 16)

sgn ([ ervs. pokud InJ = 0.

DUKAZ. (i) Definice vnéjsiho ndsobeni se d4 napsat jesté trochu jinak. Zobrazeni a, 3 jsou antisyme-
trickd, takze muzeme v definici sloucit s¢itance, které se lisi jen permutaci prvka uvnitt a ¢i g a zkratit
tak faktoridly ve jmenovateli. Oznac¢ime-li Si4; mnozinu permutaci m, pro které plati

a(l)<...<w(k);m(k+1)<...<m(k+1),

pak
[aA B!, ... vF ) = Z sgn T - a(v”(l), .. ,v”(k)),@(v”(k+1), .. ,v”(k“)).

To lze jesté prepsat takto:

an Bl o) = Ysen (1) a0,
1.7
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kde se s¢ita pfes vSechny rozklady TU J = {1,... ,k+1},|I| = k,|J| =1 a I,J jsou usporddané podle
velikosti. (Pouzivame pfitom oznaceni (/7)) 7 2.1.) Pak ale

10J
@ABME ... obHm) = (")
- LIKEN(ITULKYN , ;. 5 &
= 3 s (550 (1070 i e 3 e (18)

o (LEEN(TULEY __ ( LLK
S \rusk)\tuJuk) ~®¥ \ruJuK)

z ¢ehoz ihned plyne asociativita nasobeni.

(ii) Staci pouzit pravé dokdzany vztah pro souéin tii vektort a rozsifit jej indukei na souéin k vektor.

(iii) Je-li €%, ... ,e™ dudlni baze V*, pak pro mnoziny I,.J;|I| = |J| = k uspoiddané podle velikosti
plati ' '

er(e’) = 5311 . .627:,

z ¢ehoZ ihned plyne (podobné jako pro tenzorovy souéin) pozadované tvrzeni.

(iv) Pro dtikaz této ¢asti staci ukazat, 7e

eiNej = —ej/\ei,i ;éj;ei/\ei =0

a pouzit indukci. Ale tyto vztahy jsou pfimym diisledkem definice vnéjsiho nasobeni, nebot

[ei Aejl(v',0?) = ei(v)e; (v%) — ei(v?)e;(v1).

6.13. Dusledek. Je-li V n-dimenzionalni vektorovy prostor nad R, pak plati:

(i) dim A*(V) = (7);dim A*(V) = 2", A*(V) = {0}, k > n.

(ii) A je asociativni.

(i) Je-li w € A¥(V), 7 € AY(V) pak w AT = (=1)*7 Aw. '

(iv) Bud’tg v1,...,vp €V vektory. MiiZeme je napsat ve tvaru v; = Z?zl vlej, kdei € {1, .ok}, jE
{1,...,n} av] € R Pro kazdou k-prvkovou podmnozinu I C {1,...,n} oznacme Vi := (v])icq1,... .k}, jer
matici k x k, kterd vznikne z matice koeficientt (v} );cq1,....k},je{1,...,n} Vynechanim sloupci jejichz index
neni v mnoziné I. P¥i tomto oznaceni plati, ze

v A Ay = Z det Vi -eg
IC{1mon} | T|=k

DUkAz. Viz véta 2.3. O

6.14. Symetricka algebra. Rekneme, 7e w € V¥ je symetrické multilinedrni zobrazent,

pokud
ww™ ) = ww?)
pro véechna v2 € V* x...xV* a viechny permutace 7 € Sy, (srovnejte s definici 6.10). Vektorovy prostor
viech symetrickych k-multilinedrnich zobrazeni ozna¢ime Sym* (V) (nékdy se znac¢i i ®*(V)) a nazveme
k-t4 symetrickd mocnina vektorového prostoru V. Direktni soucet
Sym* (V) = @72, Sym* (V) C T(V)
nazveme symetrickou algebrou vektorového prostoru V. Nasobeni v symetrické algebfe je definoviano
takto: je-li a € Sym*(V), 3 € Sym!(V), pak
1 s
[a e ﬂ](l/l, o ,VkJrl) — W Z a(yﬂ'(l)’ o ’Vﬂ'(k))ﬂ(yn(lnLl), L 71/7T(k+l)).

TESk 41
Symetrické zobrazeni w € Sym* V je jednoznatné uréeno svymi hodnotami na k-ticich tvaru
elsJ = (i, k)i 1< i <. <k <.
Odtud podobné jako pro vn&jsi algebru plyne, 7e bazi Sym* V jsou prvky tvaru
er;d = (s k)1 <1 <o < <.

R

Je-li tedy V' n-dimenzionalni prostor, ma Sym* V' dimenzi ( spocitejte samil).
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Zobrazeni indukované linearnim zobrazenim

6.15. Definice. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory a necht
f*:W* = V* je prislusné dudlni zobrazeni, definované predpisem

[ W]w) =v(f(v)); veW veV
Pak definujeme indukované zobrazeni f, : T(V) — T(W) mezi tenzorovymi algebrami pfedpisem

[fe(@)](W, .. 08y =a(f*@WY),..., £ (5); aeVE W . vk ewr.

Zaménime-li prostory a jejich dudly, dostaneme definici indukovaného zobrazeni f* : T(W*) — T'(V*).
Jinak feceno, f* = (f*)«. Tato dvé znaleni nekoliduji, nebot zobrazeni f* : W* — V* je zlZenim
zobrazeni f* : T(W*) — T(V*) na (W*)! ~ W*.

Z definice je ihned vidét, Zze zobrazeni f, zobrazuje A*(V) do A*(W) a f* zobrazuje A*(W*) do
A (V™).

Priklady, alohy a cviéeni

6.16. Vnéjsi algebra.
Budte v; € V,u' € V*. Vypoctéte podle definice vnéjitho nasobeni hodnoty (v; A v2)(u',u?) a

(v1 Ava Awg)(ut,u?,u?) — tim vlastné v téchto pifpadech dokazete tvrzeni 6.12(ii).

6.17. Tenzory.

Vite uz, 7e tenzory typu (;) jsou vlastné vektory (prvky prostoru V) a tenzory typu ({) jsou linearni
formy (prvky prostoru V*). Tomu odpovidaji i vzorce pro zménu soufadnic pii zméné baze — ovéite
dosazenim do vzorce (15)!

Provedte obdobny vypocet pro tenzory typu (}) a uvédomte si, ze tenzory tohoto typu jsou vlastné
matice linedrnich zobrazeni z V' do V. Pfechod k jiné bazi totiz odpovida nasobeni

L=A1.1"-4

kde L je matice soufadnic vici bazim (e;) a (g7), L' je matice soufadnic viic¢i bazim (e}) a ('), A je

matice piechodu od (e;) k (e}) a A~! je matice pfechodu mezi dudlnimi bézemi.
Odtud plyne identifikace

V®V* ~End(V).

7. Variety a zobrazeni

Nastava okamzik, kdy definujeme klicovy pojem variety, nutny k pochopeni dalstho textu. Varieta je
ytopologicky prostor lokalné homeomorfni s R”“. Tyto lokalni homeomorfismy se nazyvaji mapy a stupen
hladkosti variety je dan stupném hladkosti prechodovych funkci mezi mapami.

Variety

7.1. Definice. Bud M libovolnd mnozina, pak n-dimenzionalni mapa na M je dvojice (U, )
kde U C M a ¢ : U — R™ je prosté zobrazeni na otevienou podmnozinu R". (Viz obr. 11.)

Jsou-li (Uy, ¢a), (Ug,pp) dvé mapy, pak se zobrazeni ¢, o @51 definované na ¢g(U, N Ug) nazyva
prechodova funkce mezi témito mapami. (Viz obr. 12.)

Od nynéjska nebudeme odliSovat piipad, kdy U, N Ug = 0, v takovém piipadé budeme chépat
prechodovou funkci jako prazdné zobrazeni, které trividlné spliuje vSechny podminky kompatibility apod.
USettime si tim diskusi o trividlnim pfipadé.

Rekneme, 7Ze zobrazeni @) : U — R”, kde U C R”, je difeomorfismus, je-li to prosté zobrazeni na
(U) a zobrazeni v i ¢! jsou hladka, tj. tiidy C*°.

Rekneme, 7e dvé mapy (Ua,a), (Us, pg) jsou kompatibilni, pokud ¢, (U, N Up) a p3(Us N Up)
jsou oteviené mnoziny a piechodova funkce je difeomorfismus mezi nimi.

(Hladky) atlas na M je mnozina map {(Ua, ¥a)}aca takovych, ze kazdé dvé mapy atlasu jsou
kompatibilni a ze M = U,caU,. Je-li dan atlas na M, pak vzdy definujeme topologii na M takto:
mnozina A C M je oteviend, pokud pro kaZdou mapu (U, ¢) z daného atlasu plati, ze p(ANU) je
oteviend podmnozina R™.

Y
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(Hladka) varieta dimenze n je mnozina, na které je dan atlas {(Ua, ¥a)}aca n-dimenzionélnich
map takovy, ze:

1) M je Hausdorffiv topologicky prostor,

2) M mé spocetnou bézi otevienych mnozin.

7.2. Poznamka. Piechodové funkce spliuji tzv. kocyklové pravidlo: oznaime-li pfechodovou
funkei o = @q © @51, pak pro tfi mapy s indexy «, 3, plati na praniku ¢~ (U, N Ug N U,) (trivi-
alné i na préazdném)

wa,ﬁ o 1/),3’y = 1/)a’y-

Ptechodové funkce splhujici tuto podminku a podminku

Yaa = 1dy, v.)

zadavaji naopak atlas na varieté.

7.3. Pozndmka. V dalsim budeme pracovat jen s hladkymi varietami (tj. s takovymi, jejichz
prechodové funkce jsou tfidy C*°) a budeme je stru¢né nazyvat variety, stejné jako hladké atlasy budeme
stru¢né nazyvat jen atlasy. Po zavedeni topologie na varieté pomoci atlasu je zifejmé z definice, ze vSechna
zobrazeni ¢, map daného atlasu jsou pak homeomorfismy p, : Uy, — ¢q(Us). Velmi casto se vak
zadava diferencovatelnd struktura na mnoziné, kterd ma jiz predem zadanou topologii. V tom piipadé se
zpravidla vyzaduje, aby topologie, definovani pomoci daného atlasu, splyvala s pivodni topologii. To je
ziejmé ekvivalentni s podminkou, ze vSechna zobrazeni ¢, map atlasu jsou nejen vzdjemné jednoznacna,
ale dokonce 7e to jsou homeomorfismy.

7.4. Definice. Rekneme, 7e mapa (U, ) je kompatibilni s atlasem A na varieté M, pokud
AU{(U, p)} je také atlas na M, tj. pokud (U, ¢) je kompatibilni se v8emi mapami atlasu A. Diferenco-
vatelna struktura je atlas, ktery je maximalni ve smyslu inkluze.

7.5. Poznamka. Bud M varieta s atlasem A. Na prvni pohled neni jasné, jestli kazdy atlas lze
roz§ifit na maximalni atlas. Staci si v8ak uvédomit, Ze plati

Tvrzeni. Pokud jsou mapy {(U, @)}, {(U’,¢")} kompatibilni s atlasem A, pak je i mapa {(U',¢")}
kompatibilni s atlasem AU {(U, ¢)}.

Z toho ihned plyne, ze pak AU {(U,p)} U {(U',¢')} je atlas; Ze mizeme tedy k atlasu A pfidat
vSechny s nim kompatibilni mapy a dostaneme hledanou diferencovatelnou strukturu.

DUKAz. Sta¢i ukazat, ze {(U,¢)} a {(U’,¢")} jsou kompatibilni. MnoZina (U NU’) je oteviena,
nebot se s pouzitim pfedpokladi snadno napiSe jako sjednoceni otevienych mnozin. Totéz pro ¢’ (UNU").
Odpovidajici prechodova funkce je zfejmé prostd a na, jeji hladkost se opét v kazdém bodé dostane
z hladkosti ostatnich pfechodovych funkei pomoci kocyklového pravidla (7.2). O

Hladkou varietou budeme tedy rozumét varietu s danou diferencovatelnou strukturou, nebot si vzdy
miizeme dany atlas obohatit v§emi kompatibilnimi mapami.

pokud determinant Jacobiho matice jejich prechodové funkce je kladny na pfislusném definiénim oboru.
Varieta M se nazyva orientovatelnda, pokud na ni existuje atlas, jehoz kazdé dvé mapy jsou souhlasné
orientovany. V opacném piipadé se M nazyvd neorientovatelna varieta. Na obrazku 13 je piiklad
neorientovatelné variety — tzv. M&biova listu. Jeho model si mtizete vyrobit sami z prouzku papiru,
pretocite-li konce prouzku vzdjemné o 180° a slepite je.

Orientovana varieta je varieta, na niz je dan atlas, jehoz kazdé dvé mapy jsou souhlasné oriento-
véany. Tento atlas lze opét vzdy roz§ifit na maximalni atlas s touto vlastnost{ (diferencovatelnd struktura
se zadanou orientaci).

7.6. Definice. Rekneme, 7e dvé mapy (Ua,®a), (Us,¢s), na M jsou souhlasné orientovany,
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OBRAZEK 11. Mapa na mnoziné M

(U
Qo= ()

WUnyy)
(U,) R R

OBRAZEK 12. Piechodové funkce

OBRAZEK 13. Mobitiv list — neorientovatelnd varieta
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7.7. Priklady.

(a) R® a oteviend mnozina U C R" jsou nejjednodussi variety dimenze n, jejich atlas se sklada
7 jediné mapy a identického zobrazeni (viz7.15(a)). Je-li M varieta, {(Uy, ¢a)}laca atlas na M a M’
oteviend podmnozina M, pak ziejmé systém

{(UC,! =UsN M,:‘PQ|U;)§Q € A}

je atlas na M' a tento atlas definuje na M’ diferencovatelnou strukturu.

(b) Kruznice je varieta dimenze 1. Sféra je varieta dimenze 2 (viz cviceni 7.16(a)). Obecnéji, je-li
M = {z € R*; f(z) = 0}, kde f je hladké funkce na R" a gradient f je rizny od nuly vSude na M; pak
Ize definovat pomoci véty o implicitni funkci pokryti mnoziny M mapami dimenze n — 1. Stejné je mozné
postupovat i pro mnoziny M popsané pomoci nékolika rovnic. (Viz cvi¢eni 7.15(c).)

(c) Uzavieny kruh v R? (tj. {(z,y) € R?; 2> + y? < 1}) se standardni topologif nen{ varieta, protoze
body na hranici nemaji okoli homeomorfni s Zaddnou otevienou mnozinou v R?. Stejné tak uzaviena
koule neni varietou. V obou pfipadech je ,na prekdzku“ hranice dané mnoziny, protoze otevieny kruh
(tj. {(z,y) € R%;22 + y% < 1}) stejné jako oteviend koule varietami jsou. Pozd&ji se budeme zabyvat i
témito pripady variety ,,s hranici“.

(d) Hranice ¢tverce s obvyklou topologii je varieta dimenze 1. Povrch krychle s obvyklou topologii je
varieta dimenze 2. Rohy ani hrany ndm nevadi. Ve skute¢nosti, je-li M varieta a M’ je libovolnd mnozina
s ni homeomorfni, pak na M’ lze pomoci tohoto homeomorfismu pienést strukturu variety z variety M.
Takto je hranice ¢tverce homeomorfni se sférou S! atd.

(e) Kuzelové plocha (tj. povrchy dvou vrcholem spojenych nekoneénych rotacnich kuzeld) s obvyklou
topologii také neni varieta. Spole¢ny vrchol kuzeld nema zadné okoli homeomorfni s otevienou mnozinou
v R™.

(f) Projektivni prostor RP? se standardnimi mapami a standardni prechodovou funkei je varieta
dimenze 2. (Viz obr. 9 a cviceni 7.16(d).)

Variety s krajem

Pro acely Stokesovy véty rozsifime uvedenou zékladni definici tak, aby variety mohly mit ,hranici®
— kraj.

7.8. Definice. Definujme poloprostor H" takto:
H" ={(%1,... ,7,) € R"; 21 <0}.

Hranice OH™ je tvofena viemi body se soufadnici 1 rovnou nule. Topologie v H" je dana jako restrikce
topologie R", tj. mnozina U C H" je oteviend, jestlize U = V N H™ pro néjakou otevienou mnozinu V
v R”. Rekneme, ze funkce f definovana na libovolné mnoziné A C H” je hladka, pokud existuje okoli
U C R*, A C U ahladk4 funkce f na U takova, e f|4 = f. Zobrazeni F' z A do R” je hladké, pokud jsou
vSechny jeho slozky hladké funkce na A. Derivace f v libovolném bodé H™ jsou definovany jako derivace
piislusného rozsifeni f. V§imnéte si, 7e tato derivace nezavisi na volbé rozsifeni, nebot z existence derivace
plyne, Ze je uz jednoznac¢né urcena z hodnot funkce f na H™.

Jsou-li U,U’ C H™ oteviené, pak f : U — U’ nazveme difeomorfismem U na U’, pokud f je prosté
zobrazeni U na U’ a zobrazeni f i f~! jsou hladké na svych defini¢nich oborech.

V nésledujicich definicich zobecnime pojmy uzivané v definici variety (a ponechéame jim jejich stard
jména).

7.9. Definice. Necht M je mnozina. Pak n-dimenziondlni mapa na M je dvojice (U, ) kde
UCMaep:U— H" je prosté zobrazeni na otevienou podmnozinu H". (Viz obr. 14.)

Jsou-li (Uy, ¢a), (Ug, pp) dvé mapy, pak se zobrazeni ¢, o @El definované na ¢g(U, N Ug) nazyva
prechodova funkce mezi témito mapami.

Rekneme, 7e dvé mapy jsou kompatibilni, pokud ¢, (Us N Up) a pg(Us NUp) jsou oteviené v H™
a prechodova funkce je difeomeorfismus.

(Hladky) atlas na M je mnozina map {(U,, pa)}aca takovych, ze kazdé dvé mapy atlasu jsou
kompatibilni a ze M = UyacaU,. Je-li dan atlas na M, pak opét definujeme topologii na M takto:
mnozina A C M je oteviend, pokud pro kazdou mapu (U, ¢) z daného atlasu plati, ze (A NU) je
oteviena podmnozina H".

(Hladka) varieta dimenze n s krajem je mnozina, na které je dan atlas {(Ua, ¥a)}aca n-di-
menzionalnich map takovy, Ze:
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OBRAZEK 14. Mapa pro varietu s krajem
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OBRAZEK 15. K Lemmatu 7.10

1) M je Hausdorffiv topologicky prostor,

2) M mé spocletnou bézi otevienych mnozin.

Rekneme, 7e bod m € M je bod kraje (hranice) M, pokud pro n&jakou mapu (U, ) plati, ze
w(m) € 0H™. Mnozinu vSech bodt kraje (hranice) M ozna¢ime M a nazveme krajem (hranici) M.

Viimnéte si, Ze varieta bez kraje (tj. varieta pro kterou M = 0) je totéZ jako varieta definovand
v prvni sekci této podkapitoly.

7.10. Lemma. Definice bodu kraje M nezavisi na volbé mapy.

DUKAZ. Podle piedpokladu je pfechodova funkce ¢ = ¢ o (¢')~! difeomorfismus otevienych pod-
mnozin (U NU') a ' (UNU') v H". Necht z € U N U’ takovy, 7e p(x) € H". Pokud by bod ¢'(x)
patfil do vnitiku H", existovalo by jeho okoli V' v R", které by bylo ¢asti o' (U NU') a ¢(¢'(z)) patiilo
do mnoziny ¥ (V'), kterd by byla oteviend v R™ a byla podmnozinou (U NU') ¢ H™. (Viz obr. 15.) To
je ale spor s p(z) € OH™. Tedy i ¢'(z) € OH". O

7.11. Véta. Necht M je varieta dimenzen s krajem. Pak lze na OM definovat kanonicky strukturu
variety dimenze n — 1 takto:

Je-li {(Uay¥a)taca atlas pro varietu M, pak {(Uy N OM, ulu.nom)}taca je atlas na OM, ktery
definuje zminénou kanonickou strukturu na OM.
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OBRAZEK 16. Hladké zobrazeni

Je-li navic M orientovand varieta a {(Uy, Ya)}aca jeji orientovany atlas, pak restrikce tohoto atlasu
na OM mda vlastnost, Ze jeji kaZdé dvé mapy jsou souhlasné orientované a tedy podle definice 7.6 zaddvd
(kanonickou) indukovanou orientaci na OM.

DUKAZ. Necht {(Us, ¥a)}aca je atlas na M. Hranici 9H" lze ztotoznit s R*~!. Pak
{(U(’l =U,N 8M,(p’ = WQ‘U(;HO‘ S A}

je ziejmé (n — 1)-dimenziondlni atlas na M a definuje tedy na M diferencovatelnou strukturu dimenze
n — 1. Pokud bychom uvaZovali na M jiny kompatibilni atlas, pak je zfejmé jeho restrikce na M
kompatibilni s restrikci predchoziho atlasu a uréuji tedy oba tutéz diferencovatelnou strukturu na M.

Predpokladejme déle, Ze zminény atlas je orientovany. Potfebujeme dokézat, Ze kanonicky atlas na
OM je také orientovany. Pro to staci dokdzat nasledujici

Lemma. Necht ¢ : U — U’ je difeomorfismus otevienych mnoZin v H" takovy, Ze (U N OH") C
U' NJH"™ a Ze ve viech bodech U je det(Jac) kladny. Necht o' := |ynomn. Pak det(Jacy') je kladny
na OH™.

DUKAZ LEMMATU. Nechf a € 0H™, (a) € OH™. Pro kazdé x € R" oznatime x = (z1,2'); 2’ € R* 1.
Protoze 11 (0,z') = 0 pro vSechny z v okol{ bodu a = (0, a’), dostaneme %’ﬁ—:(a) =0,i=2,...,n. Navic
¥1(0,a’) =0 a ¥(t,a') < 0 prot < 0. Tedy g—’ﬁ(a) > 0. Z toho ihned plyne (rozvojem podle prvniho
fadku Jacobiho matice), Ze

%(a) >0; det(Jact')(a) > 0.
axl
O

V dalsim textu budeme varietou myslet varietu s krajem, nebude-li fec¢eno jinak, a vSechny definice
budou minény pro tento obecnéjsi pripad. Vsechny pojmy, a¢ budou vykladany na intuitivni predstavé
variet bez kraje, jsou nastaveny tak, aby mély smysl i pro variety s krajem.

Hladka zobrazeni

7.12. Definice. Necht M a M’ jsou dvé variety dimenzi n a n’ a necht f : M — M’ je zobrazeni.
Rekneme, 7e f je hladké zobrazeni, pokud pro kazdou mapu (U, ¢) na M a kazdou mapu (U’,¢') na
M’ je zobrazeni ¢' o fop™' : (U N f~1(U')) € R* — R* hladké. (Viz obr. 16.)

Funkce f : M — R je hladka, pokud je to hladké zobrazeni variety M do variety R. Prostor vSech
hladkych funkci na M oznacime C*(M).

Rekneme, Ze zobrazeni variet ¢ : M — N je difeomorfismus , pokud ¢ je prosté a na a zobrazeni
¢ a 7! jsou hladka.

Rekneme, 7e variety jsou difeomorfni, pokud existuje difeomorfismus ¢ : M — N.

Je-li M varieta a V' C M oteviend mnozina, pak mizeme chapat V opét jako varietu. Takto mizeme
tedy definovat hladkost i u funkeci, jejichz definiénim oborem neni celd varieta, ale néjaka jeji oteviena
podmnozina.
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7.13. Poznamka. Na kaZzdé mnoziné M existuje nekonecné mnoho ruznych diferencovatelnych
struktur. Staci vzit néjaky atlas na M, vzit si libovolné prosté zobrazeni F' mnoziny M na M, které
neni hladké (téch je jisté nekoneéné mnoho) a uvazovat atlas {(F~!(Us), o © F)}aca na M. Na druhou
stranu tyto dvé variety budou difeomorfni, nebot F' je difeomorfismus variety (M, {(Uy, ¢a)}laca) na
varietu (M, {(FY(U,), 0a © F)}aca) (viz cvifeni 7.14(b)).

Podstatné zajimavéjsi je otdzka, jestli je mozné na téze mnoziné najit dvé diferencovatelné struktury,
které nejsou difeomorfni. V posledni dobé vzbudil velkou pozornost vysledek S. Donaldsona (ocenény
Fieldsovou medaili), 7e na R* existuji aspon dvé diferencovatelné struktury, které nejsou difeomorfni.
Zvlastnost vysledku spocivd mimo jiné v tom, Ze zatimco na R™,n # 4 jsou v8echny diferencovatelné
struktury difeomorfni, pocet riznych t¥id diferencovatelnych struktur na R* je nekoneény.

Na sféfe S™,n € N tvoii tfidy ekvivalence (orientovanych) diferencovatelnych struktur koneénou
Abelovu grupu. Zatimco pron = 1,2, 3, 5, 6, je tato grupa trivialni, na sféfe S” méa tato grupa mohutnost
28 a pro n = 4 nebyla dosud urlena (pro odkazy k tomuto tématu viz [1], citeCon a [19]).

Priklady, alohy a cviéeni

7.14. Poznamky k definicim.
(a) Korektnost definice topologie pomoci atlasu.
Dokazte, 7e topologie na varieté, zavedend v oddile 7.1, je korektné definovana.

(b) Dvé& rtizné diferencovatelné struktury na R.
UvaZzujme mnozinu vSech realnych ¢isel a dvé rizné funkce z R do R:

filz) =z, folz)=2".

Dostavame tak dva atlasy, kazdy sestava z pravé jedné mapy: {(R, f1)} a {(R, f2)}. KaZdy z téchto
dvou atlasi definuje diferencovatelnou strukturu variety na R, tj. ke kazdému z nich existuje podle 7.5
maximalni atlas — diferencovatelna struktura. Ukazte, Ze tyto diferencovatelné struktury jsou rtzné neboli
ze uvedené dvé mapy jsou nekompatibilni. Na druhou stranu, variety s témito dvéma diferencovatelnymi
strukturami jsou difeomorfni.

7.15. Obecné priklady variet.

(a) Reguldrni plocha.

Regularni plochou M dimenze k nazyvame podmnozinu R”, pro kterou existuje parametrizace hlad-
kym reguldrnim prostym zobrazenim & : U — R, U C R* oteviena, které je homeomorfismus U na
®(U) = M. Dokazte, ze kazda reguldrni plocha je varieta dimenze k.

Polozime-li specialné k = n, U C R™ oteviena, ® = idy, dostaneme, 7Ze kazda oteviend podmnozina
U v R” je podvarietou dimenze n.

Regularni plocha miize byt parametrizovana pomoci riznych zobrazeni. Dokazte, ze kazdé dvé para-
metrizace dané plochy na ni definuji kompatibilni mapy.

(b) Graf zobrazeni.
Grafem zobrazeni ¥ : U — R", U C R* otevien4, nazyvidme mnozinu {(z, ¥(z));z € U}. Dokazte,
ze graf kazdého takovéhoto hladkého zobrazeni je varieta dimenze k.

(c) Zadéni variety rovnici.

Dokazte nasledujici dalezitou vétu:

Je-li F: R"*F — R™ hladké zobrazent, je-li pro ngjaké ¢ € R” mnozina M = {x € R"**; F(z) = ¢}
neprizdnd a ma-li diferencidl DF (z) hodnost n pro vSechna z € M, potom M je podvarieta dimenze k
v Rtk

(d) Soucin dvou variet.
Jsou-li M, N dvé variety dimenze m resp. n, dokaZte, Ze na kartézském soucinu M x N lze definovat
strukturu variety dimenze m + n.

(e) Nehausdorffovska varieta.
Sestrojte topologicky prostor, ktery neni Hausdorffiv, ale je na ném definovan hladky atlas tak, ze
vSechny ostatni axiomy hladké variety jsou splnény.



46

OBRAZEK 17. Torus

7.16. Priklady konkrétnich variet.
(a) Sféra.
Ukazte na zdkladé 7.15(c), 7e sféra

sn-t SZ{(SC1,---,SCn)6Rn;:6%+---+:ci:1}

je varieta dimenze n — 1.
Najdéte pak konkrétni mapy pro S* a S2.

(b) Torus.

Definujte strukturu variety na toru T2 (viz obr. 17) pomoci vhodné parametrizace.

Uvédomte si rovnéz, ze torus je kartézskym souinem dvou kruZznic, je to tedy varieta podle (a) a
7.15(d). Obdobné lze definovat strukturu variety na obecném toru

T :=8" x---x S".

(c) Kleinova ldhev.
Obdobné jako torus, lze definovat tzv. Kleinovu ldhev pomoci parametrizace

s
w = rsintsin =
2
x = (R+rcost)coss
s
=rsintcos -
Y 2
z=(R+rcost)sins,

s,t € (0,27). Ukazte obdobné jako u toru, Ze se jednd o varietu dimenze 2. Na obrazku 18 je ,projekce®
Kleinovy 1dhve do tifrozmérného prostoru. V R® vak tato plocha protind sama sebe (v R* nikoli).

(d) Projektivni prostor.
Definujte mapy pro prostor RP" (definice viz 2.10(h)), popiSte pfechodové funkce a ukazte, Ze jsou
to difeomorfismy.

(e) Grassmannova varieta.
Definujte mapy na Grassmannianu Gryg,, (viz 2.10(f)) a pro pfipad Gra 3 ukazte rovnéz, ze prechodové
funkce jsou difeomorfismy. Ukazte, ze dim Gry,,, = k(n — k).

(f) Lieovy grupy.

Topologicka grupa je topologicky prostor G se strukturou grupy, kterd ma tu vlastnost, ze grupové
operace soudinu a inverzniho prvku jsou spojité. Lieova grupa je topologicka grupa, na niz je navic
definovana struktura hladké variety tak, Zze grupové operace jsou hladké.
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OBRAZEK 18. Kleinova ldhev

Mezi zakladni priklady Lieovych grup patii tzv. maticové grupy:
M,R := R"*" = matice n x n s koeficienty v R
GL,R :={A € M,R;det A # 0}
SL,R:={A € M,R;det A =1}
O.R:={A € M,R; AtA = E}
SOR:={A€ MR, A'A = E,det A =1}

Dokaite v kazdém z téchto ptipadd, Ze se jedna o Lieovu grupu. Jaké jsou jejich dimenze?

8. Tecny a kotec¢ny prostor

Teéné vektory, teény prostor, teény fibrovany prostor.

8.1. Poznamka. Tec¢ny vektor k plose v trojdimenziondlnim prostoru je pojem geometricky velmi
néazorny. Za piedpokladu, Ze je zndmo, co to je teény vektor ke kiivce v R®, je mozné definovat te¢ny
prostor k plose M v jejim bodé m jako mnozinu vSech te¢nych vektort v bodé m ke vSem kiivkdm, které
lezi v plose M a prochazeji bodem m.

Analogicky pojem tecného prostoru k varieté je obtiznéjsi jak na pochopeni, tak i na vysvétleni. Vzhle-
dem k tomu, Ze varieta neni vnofena v zddném ,rovném®, tj. vektorovém prostoru, nemame k dispozici
zadny pojem tecného vektoru ke kiivce a pfimé zobecnéni predchozi definice nefunguje.

Je treba tedy najit jinou formulaci toho, co je to tecny vektor v klasickém piipadé, kterou by bylo
mozné zobecnit. Napad, ktery funguje, je nasledujici:

Necht v = (v1,...,v,) € R je pevny vektor a f : R* — R hladkd funkce. Pak je mozné (a b&zné)
definovat derivaci df (v) libovolné funkce v bodé vy € R" ve sméru v piedpisem

df(vo + - v)]
d ==
(v) -
Vektor v je tedy mozné ztotoznit s prislusnym linedrnim zobrazenim
of
Bxi

(0) e R.

n
frdf(v) =3 == (v0) i

i=1
z prostoru v8ech funkci (definovanych a hladkych v okoli bodu vg) do R. Protoze je snadné zobecnit pojem
prostoru v8ech hladkych funkci pro p¥ipad variety (to jsme pravé udélali), je hlavni mySlenka nasledujici
definice te¢ného vektoru k varieté interpretovat vektor jako linedrni zobrazeni z C>°(M) do R (tj. jako
prvek dudlu k tomuto prostoru funkei). Ne kazdy prvek duédlu v8ak bude odpovidat derivaci vzhledem
k néjakému vektoru. Ty vhodné vybereme pomoci analogie te¢ného vektoru ke kiivce. V R” je mozné,
jak jsme poznamenali nahote, prifadit vektor libovolné ktivce, kterd prochazi danym bodem. Kfivka na
varieté se da snadno definovat, je to hladké zobrazeni z R do variety. Jeji te¢ny vektor ve vySe uvedeném
smyslu prvku z dudlu k hladkym funkcim je pak mozné definovat i na varieté.
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OBRAZEK 19. Telny vektor

8.2. Definice. Bud M varieta, m € M a necht vy : (—£,&) C R — M je hladké zobrazeni, pro
které v(0) = m. Rekneme, e linedrni zobrazeni v : C**(M) — R je teény vektor ke kiivce v v bodé m,
pokud

d(f o)
v(f)=—"7—(0)
pro viechny funkce f € C>°(M). (Viz obr 19.)

Mnozinu v8ech teénych vektort v bodé m ke vSem kiivkdm ~ v M, pro které y(0) = m, oznaéime
T,.M a nazveme teény prostor k M v bodé m. Disjunktni sjednoceni T M := U, pr T M vSech teénych
prostord ve vSech bodech M se obvykle nazyva teény fibrovany prostor. Spolu s nim je definovana
projekce 7w : TM — M, ktera vektoru v € T,,, M pritadi bod m € M.

8.3. Piiklad. Bud m € M bod variety a (U, ¢) mapa, pro kterou m € U. Definujme te¢ny vektor
2|, = 5= € T, M piedpisem (viz obr. 20)

[ai} (f):= (%fgiafl)

Tedy % je te¢ny vektor k i-té souradnicové kiivce

(p(m)), feC*(M).

vii(—g,8) = M, te @ (p(m)+1t-e),

kde ey, ..., e, je kanonicka baze R".
Povsimnéte si, ze plati nasledujici vztah. Je-li ¢; j-t4 soufadnicovd funkce, tj. j-t4 komponenta
zobrazeni ¢, pak

0
pj o v = pj(m) + tdij; %(%) = dij.

Vektory chapané jako linearni zobrazeni na prostoru hladkych funkci 1ze ptfirozenym zptsobem scitat
a nasobit redlnym d¢islem (je to podmnozina dudlu k linedrnimu vektorovému prostoru). Zkusme nyni
dokéazat, Ze (tak jako tomu bylo u ploch) T, M je linedrni vektorovy prostor a vektory 8%1_ tvori jeho bazi
(viz obr. 21).

8.4. Veéta. Prostor T,,M je linedrni vektorovy prostor. Je-li (U, ) mapa, pro kterou m € U, pak
vektory %,i =1,...,n, tvori bazi T,, M.

DUKAZ. Necht m € M je pevny a (U, ¢) je néjakd mapa, m € U. Nejd¥ive ukdzeme, ze kazdy vektor
v € T\ M 1ze napsat jako linedrni kombinaci vektora %. Podle definice existuje kfivka v v M takova,

7e v je teény vektor ke v v bodé m. Pak pro f € C“(M)Zplati
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x,=konst.

)

¢,=konst. ¢ R

OBRAZEK 21. Te¢ny prostor a jeho béze

tedy

N 0w
v—;alami, i = (0).

Naopak, libovolna linedrni kombinace v = Z?:l ai%; a; € R je zifejmé teény vektor ke kiivce

v R — M, V(t) = cpil(cp(m) +t- (Z aiei))a

kde eq,...,e, je kanonickd baze v R™.

3

Vektory % jsou linearné nezavislé. Vskutku, pokud existuji a; € R takové, ze

n a -
;:1 alaﬂfz(f)_O’ fec (M):
pak také

0= E aia—xi(cpj)zaj; j=1,...,n.
i=1
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8.5. Poznamka. Zikladni myslenka definice vektoru na varieté byla interpretace vektoru jako
linedrnfho zobrazeni z prostoru hladkych funkci do redlnych éisel. VSech prvka z dudlu k C®°(M) je
oviem podstatné vic nez teénych vektord (zminény dudl je nekonefné-dimenziondlni prostor, zatimco
teény prostor mé konefnou dimenzi). Pojem te¢ného vektoru ke kiivce slouzil k vybéru téch linedrnich
zobrazeni, které jsou tecné vektory. Existuje také jind a elegantni moznost jak charakterizovat tec¢né
vektory pomoci Leibnizovy vlastnosti derivaci. Plati totiz nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Linearni zobrazeni v : C*°(M) — R patii do T,, M préavé kdyz pro vechny f,g € C*(M)
plati

o(f-g) =v(f)-g(m)+ f(m)-v(g).

Tuto Leibnizovu vlastnost jisté maji vektory 38 urcené néjakou mapou a véechny jejich lineérni

vvvvvv

uziteéné o teto moznosti védeét.

8.6. Poznamka. Necht v je pevny vektor v bodé m € M. Pro kazdou mapu (U,, ¢4 ) takovou, Ze
m € U, Ize tedy napsat v jako linedrni kombinaci vektortt {z2-} :

- 0
v = ;ala—wl

V jiné mapé (Uy, ) témuz vektoru odpovidaji jiné souradnice «.

’U_ZOZZB‘r

Je lehké spocitat, jak spolu souradnice a; a a;.

7itim Jacobiho matice pfechodové funkce. Pokud napiseme piechodové zobrazeni ¢’ o ¢~! pro ndzornost

souvisi, jedny se daji vyjadrit pomoci druhych s pou-

ve tvaru z} = z}(x1,... ,2,), pak pro libovolnou funkci f € C*°(M) plati
9y U@ _Alo¢) Vo (plow™) _§~ D 0rk
Oz Ox; Oz; 2 oz
t.
0 <=0z} 0

ox; = Oz; Oz,
Pro souradnice vektoru v € T,, M v riznych mapéach tedy dostaneme

- 0 ~ ~ ox! 0
o= Yo =3 (S ) 2

k=1 \i=1

tedy
ox!
aj = Z o aa:k

V zacatcich diferencidlni geometrie byla tato vlastnost vzata za zaklad definice tec¢ného vektoru.
Tenkrat se disledné vSechny pojmy vyjadiovaly vzhledem k mapam a tecny vektor se ztotoznoval s pii-
slusnymi souradnicemi. Teény vektor byl tedy systém vektort v R, pro kazdou mapu jeden, které byly
spolu svazany prisluSnymi transformacnimi vztahy. Pozadované operace s vektory se provadély ve zvo-
lené mapé a nakonec bylo tfeba ovérit, ze vysledek operace se spravné transformuje pri zméné mapy. Tak
naptiklad jen ovéfeni jednoduchého faktu, 7ze soucet dvou vektor nebo nasobek vektoru cislem je opét
vektor, vyzadovalo popsat mnoho papiru.

Zavedeni bezsoutradnicovych definic tedy bylo podstatnym pokrokem ve vyvoji diferencidlni geomet-
rie. Definice te¢ného vektoru pomoci vlastnosti derivace pro prvky dudlu na prostoru funkei je typickym
prikladem bezsoufadnicové definice.
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8.7. Poznamka. Uvedend definice te¢ného vektoru nerozlisuje mezi body variety s krajem, které
patif ¢i nepatif do hranice M. Je-lim € OM am € U, kde (U, ¢) je mapa, pak vektory 52~ jsou definovany
stejné, tj. pomoci vztahu

0 _Afop )
Bz, im(f) = T‘P(m)-

Funkce fop ! je hladké v okoli ¢(m) € d(H™) a jeji parcidlni derivace je dobfe definovana a nezdvisla na
jejim hladkém rozsifeni, nebot je mozné tuto derivaci spocitat z hodnot samotné funkce f o ¢! pomoci
prislugné jednostranné derivace.

8.8. Poznamka. Existuje jesté jind definice teéného vektoru. Jsou-li 7,7 dvé kiivky na varieté
M prochézejici bodem m a v, vy prislusné teéné vektory v tomto bodé (viz 8.2), definujeme

Yy=9 = vy, =vy.

Tato relace je relaci ekvivalence, hodnoty tecného vektoru (jakoZto zobrazeni prostoru C*®(M) do R)
jsou urceny pravé tiidou této ekvivalence a mizeme tedy abstraktné definovat tecny vektor jako tiidu
ekvivalence kiivek. K definici linedrnich operaci na te¢nych vektorech je ovSem nutno vratit se k jejich
analytickému vyjadieni z definice 8.2.

Vektorova pole

8.9. Definice. Zobrazeni X : M — T M takové, ze m o X = Id na M, se nazyva vektorové pole
na M (rx je projekce TM — M, viz definice 8.2). Vektorové pole je tedy zobrazeni, které kazdému bodu
variety piifadi néjaky te¢ny vektor v tomto bodé. Rekneme, Ze vektorové pole X je hladké, pokud pro
libovolnou mapu (U, ¢) plati, ze koeficienty a;(m);i = 1,... ,n v rozkladu X(m) = Y1, ai(m)a%,- m
jsou hladké funkce na U. ProtoZe hodnoty vektorovych poli v kazdém bodé patii do vektorového prostoru,
je prostor X (M) viech hladkych vektorovych poli také vektorovy prostor s operacemi definovanymi takto:

[X +Y](m) := X(m) + Y (m)
[aX](m) = a(X (m))

kde X,Y € X(M),m € M,a € R.

8.10. Poznamka. Pro vektorové pole X € X(M) a pro hladkou funkci g € C>°(M) definujeme
funkci X (g) pfedpisem

[X(9)](m) := [X(m)](9), m € M.

Pak X (g) je rovnéz hladka funkce (vic cvifeni 8.28), tedy X m4 akci na prostoru hladkych funkcei C>(M).
Z poznamky 8.5 plyne, Ze prostor X (M) vSech hladkych vektorovych poli je pravé prostor viech linedrnich
zobrazeni C*®° (M) do sebe, pro které plati

X(f-9)=X(f)-g+X(g)f

8.11. Definice. Necht X,Y jsou 2 vektorova pole na varieté M. Jejich Lieova zavorka [X,Y] je
definovéna jako zobrazeni, které kazdé funkci f € C°°(M) pfifadi funkci

[X,Y](f) = X(V(f)) = Y(X(F))-
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OBRAZEK 22. Teéné zobrazeni

8.12. Véta. Pokud X,Y € X(M), pak [X,Y] je také (hladké) vektorové pole. Lieova zavorka md
nasledujict vlastnosti.

1. [-, ] je bilinedrni zobrazeni;
2. [X,Y] = —[V, X];
3. (Jacobiho identita) [X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.

DUKAZ. Pro kazda dvé vektorova pole X,Y a libovolné dvé funkce f, g plati:

(X, Y](fg) = X(Y(fg9) - Y(X(fg)) = XY (f)g+ fY(9) —Y(X(flg+ fX(9)) =
=XY(f)g+Y(f)X(g9) + X(f)Y(9) + fX(Y(9) —
Y(X(f)g— X(f)Y(9) —Y(f)X(g9) - fY(X(9)) =

= [X,Y](f)g + fIX. Y](9)-

Lieova zavorka je tedy také vektorové pole. (Z vypoctu je vidét, ze pouhé sloZeni dvou poli vektorovym
polem neni, nebot ¢leny tvaru X (f)Y (g) se neodecétou.)
Vlastnosti 1.-3. se dokazi pfimym vypoctem. O

8.13. Poznamka. Prostor X'(M) v8ech vektorovych poli s Lieovou zévorkou je jednim ze zdklad-
nich ptiklada tzv. Lieovych algeber. Podle definice je Lieova algebra vektorovy prostor L na kterém je
déno zobrazeni [.,.] : L x L — L spliujici vlastnosti 1.-3.

Kli¢ovou roli hraji Lieovy algebry napiiklad v teorii Lieovych grup a jejich reprezentaci.

Teéné zobrazeni

Je-li F': M — N hladké zobrazeni, pak je mozné definovat v daném bodé jeho linearni aproximaci,
ktera se nazyva tecné zobrazeni. ProtoZe vektory jsou specidlni prvky v dudlu k prostoru funkci a protoze
F' zobrazuje pfirozené funkce na N pomoci sklddani na funkce na M, staci imitovat definici dudlniho
zobrazeni.

8.14. Definice. Je-lli F: M — N hladké zobrazeni variet s krajem a v € T, M, pak definujeme
zobrazeni F,(m) : Ty M — Tg(;,) N piedpisem

[F.(m)(v)](g) = v(go F), veTnM, geC?(N).

Zobrazeni F,(m) se nazyva teéné zobrazeni v bod& m € M k zobrazeni F. (Viz obr. 22.)
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8.15. Véta.
(i) Zobrazeni Fi.(m) : Ty M — Tp(m)N je dobie definovdano a je linedrni.
(ii) Je-li F = 1das, pak pro kaZdy bod m € M plati F,(m) = Idr, ar .
(iit) (G o F).(m) = Gi(F(m)) o Fi.(m).
(iv) Je-li F difeomorfismus, pak pro kaZdé m € M je F,(m) izomorfismus.
DUKAZ. (i) Zde je tieba ovéfit, ze F.(m)(v) patii do te¢ného prostoru Tp(,,,) N (udélejte sami).
(ii) Plyne ihned 7 definice.
(ili) Pro m € M plati
[(G o F).(m)(v)](9) = v(go G o F) = [Fu(m)(v)l(g 0 G) = ((G+(F(m))) (Fu(m)(v)))(g)-

(iv) Je-li F difeomorfismus, pak z (ii) a (iii) plyne, 7e

F.(m)o (F™").(F(m)) =1d.

O
8.16. Poznamka. Necht F': M — N je hladké zobrazeni variet s krajem a necht m € M. Zvolme
mapy (U, @), resp. (U',¢') na M, resp. N tak, aby m € U, F(m) € U'. Pak zobrazeni
#' =F(z); Fr=¢' o Foyp™!

je soutadnicovy popis zobrazeni F.
Zobrazeni F,(m) je linearni, je tedy mozné napsat jeho matici vzhledem k bazim {c’m 1 {38 }. Jeji

| o

Tedy hledand matice zobrazeni F, je Jacobiho matice jeho soufadnicového popisu F. To vysvétluje
poznamku o interpretaci te¢ného zobrazeni jako linedrniho priblizeni k F' v bodé m.

tvar je vidét ihned z vypoctu

.2 0)= tgom = oo ) Dok Z e

Koteény prostor, koteéné zobrazeni

8.17. Definice. Je-li m € M, pak prostor T); M := (T, M)* nazveme koteény prostor k M
v bodé m. Kote¢ny fibrovany prostor je definovan jako disjunktni sjednoceni T*M := Up,enT,; M
spolu s projekci 7 : T*M — M, kterd opét zobrazi cely kotecny prostor T,y M do bodu m.

Je-li F: M — N hladké zobrazeni, m € M pak definujeme koteéné zobrazeni F*(m) : Ti (N =

T M jako dudlni zobrazeni k Fi.(m), tj

[F™(m)(a)](v) = a[F.(m)(v)]
kde a € Ty, N,v € T M.

Diferencial funkce

Interpretace vektoru v € Ty, M jako prvku dudlu k prostoru funkci je zaloZena na zobrazeni, které
dvojici (v, f) € T,y M x C>°(M) ptifadi ¢islo v(f) € R. Toto zobrazeni se viak da také interpretovat
druhym zptisobem — jako zobrazeni, které kazdé funkci f pfifadi linedrni zobrazeni v — v(f) € R, tj.
prvek kotec¢ného prostoru T, M. To umoznuje dat korektni matematickou interpretaci toho, co pro nas
byly zatim pouze symboly — interpretaci symbolu df, f € C>°(M), a symboli dz; v popisu diferencidlnich
forem.

8.18. Definice. Necht f € C>*°(M), m € M. Pak diferencial df (m) funkce f v bodé m je prvek
T M definovany rovnosti

[df (m)](v) = v(f), veTnM.
Zobrazeni
df : M — T*M
m > df (m)

se nazyva diferencial funkce f.
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8.19. Poznamka. Tedy df je ,dudlni pojem k pojmu vektorového pole. Je to specidlni pfipad
zobrazeni w : M — T*M takového, 7e w(m) € T M, tj. m ow = Id. Zobrazeni tohoto druhu budeme
nazyvat diferencidlni formy stupné 1. Od piipadu forem v oteviené podmnoziné R” se to tedy lisi tim,
7e pro variety jsou prostory 7,5 M v riznych bodech rizné (a také tim, 7e prostor 7,5 M neni jen symbol,
ale mé jasny geometricky vyznam).

8.20. Poznamka. Necht (U, ¢) je mapa na M. Necht i =1,...,n. Pak - je vektorové pole na
U. Podobné, oznac¢ime-li komponentu ¢; zobrazeni ¢ jednoduse z;, pak d:nZ je d1ferenc1aln1 forma stupné
1 na U. Vsimnéte si, ze

o, _ 0

61‘]‘ axj

Tedy v kazdém bodé m € M jsou {dz;} a {Bim} jsou dudlni baze v T, M, resp. v T, M.
Déle, je-li g € C*°(M), pak lze v soufadnicich (U, ) napsat dg v kanonické bazi

dz;( (@) = b4

dg = Zaidazi, a; € C*(U).

i=1

i) = 0] (1 ) = S it () =

i=1

Pak ale

Tedy jsme dostali starou znamou formuli, ktera byla jednim ze zakladd definice de Rhamova vnéjsiho

diferenciélu:
Z 99 dx,

Orientace te¢ného prostoru a variety

8.21. Poznamka. Pro souvislou orientovatelnou varietu M se casto orientace zadava pomoci
volby orientace teéného vektorového prostoru v jednom bodé variety M. Abychom toto mohli vysvétlit,
je tfeba si nejdriv pripomenout néco malo o tom, co to je orientace vektorovych prostort.

8.22. Definice orientace vektorového prostoru. Necht V je redlny vektorovy prostor a B(V)
mnozina viech jeho bazi. Rekneme, 7e dvé baze prostoru V jsou ekvivalentni, pokud matice piechodu
mezi nimi ma kladny determinant. Orientace vektorového prostoru V je vybér jedné tiidy ekvivalence
v B(V).

8.23. Poznamka. Z cvifeni 2.10 vime, 7e v = {vy,...,v,} je bdze V pravé tehdy, kdyZ n-vektor
w(v) = v1A...Avy je nenulovy. Déle vime, 7e v ~ v' <= v = av’ pro n&jaké a > 0. Tedy na B(V) existuji
pravé dvé tiidy ekvivalence a orientace V' se dd urcit vybérem prvku w € A™(V*) — {0}. Je-li takovyto
prvek w zvolen, pak fekneme, Ze baze v = (vy,... ,v,) je kladné orientovand, pokud w(vy,...,v,) > 0.

8.24. Poznamka. Necht je ddn rozklad vektorového prostoru V na direktni soudet V =V'@ V",

(i) Je-li dana orientace prostortt V' a V" vybérem kladné orientovanych bazi {v}, ..., v, },{v{,... v},
orientujeme V tim, Zze polozime {v},..., v}, v{,..., v} jako kladné orientovanou bazi.

(ii) Je-li déna orientace prostord V a V', bude kladné orientovana béze prostoru V' takovd, ktera
podle bodu (i) spolu s kladné& orientovanou bazi V' urcuje kladnou orientaci V.

(iii) Specialng, je-li V = R" a dim V' = 1, lze zvolit na R” kanonickou orientaci (tj. kanonickou bazi
{e1,...,en} vybereme jako kladnou) a orientace V' je potom urcena vybérem nenulového vektoru ve V.
Tento princip orientace nadplochy pomoci normaély hraje diileZitou roli v orientaci ploch v R® nebo
obecnéji v orientaci nadploch v R”.
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8.25. Zadani orientace variety pomoci orientace teéného prostoru. Necht je ddna orientace
teéného prostoru Ty, M k varieté M v bodé m € M. Je-li (U, p) mapa, obsahujici bod m, pak ¥ekneme,
7e tato mapa je kladné orientovand vzhledem k vybrané orientaci T;, M, pokud 52—, ... , 5% je kladné
orientované baze T,, M. Je-li M souvisla a orientovatelnd, je tim uz jednoznacné urcena orientace variety

M.

Je-li nyni M souvisla varieta dimenze k, pak je mozné (a ¢asto se to déla) zadat jeji orientaci vybérem
jednoho bodu m € M a jednoho nenulového prvku a € A¥(T* M). Tento vybér uréuje totiz orientaci
teéného prostoru T, M a tedy urcuje i to, je-li mapa (U, ¢), kde U obsahuje bod m, kladné orientovand
nebo zaporné orientovana.

Nejjednodussim piikladem takto zadané orientace je regularni kiivka v R", jejiz orientace se kresli
pomoci Sipky, kterd ukazuje smér kladné orientovaného tecného vektoru v néjakém jejim bodé. V tomto
pripadé je tuto Sipku mozné také interpretovat jako ndvod ukazujici, které parametrizace jsou kladné
orientované.

Pro pripad nadploch, t.j. variet M dimenze n — 1 v R", se velmi ¢asto pouziva zadavani orientace
te¢ného prostoru 7,, M v jednom bodé m € M pomoci normélového vektoru. Tim se mysli vybér vektoru
i € R, ktery je kolmy k T, M. Implicitné se predpokladd volba kanonické orientace na R™, orientace
T M je pak urcena (viz 8.24(iii)) pomoci orientace R" a orientace jednodimenziondlniho podprostoru
obsahujiciho vektor 7.

8.26. Urceni orientace kraje variety. Je-li zaddna orientace variety, je jednozna¢né uréena i
orientace jejiho kraje — viz vétu 7.11. Pro ptipad Greenovy véty se kresliva orientace oteviené podmnoziny
Q C R? pomoci $ipky znazoriujici ota¢eni proti sméru hodinovych ruéi¢ek. To naznacuje v jakém potadi
se musi brat baze tetného prostoru v libovolném bodé 2, tj. urcuje orientaci 7,2, z € Q. Pro platnost
Greenovy véty je pak dileZité, aby hranice 2 byla orientovana proti sméru hodinovych ruci¢ek (odvodte
toto tvrzeni z obecné Stokesovy véty!).

Stokesova véta v R? je z hlediska orientaci nejzajimavéjsi. Nejpouzivanéjsi nazorné pravidlo k4, Ze
jde-li pandcek po hranici plochy 9S ve sméru probihdni hranice a ukazuje-li jeho hlava smér orientace
plochy S, pak aby platila Stokesova véta (tj. aby v ni bylo spravné znaménko), musi mit plochu po levé
ruce. V tomto pripadé se orientace hrani¢ni kiivky zadava opét pomoci smyslu probihani, ale orientace
plochy S je zde zadana orientaci te¢ného prostoru T,S v libovolném bodé a nepiimo, pomoci vybéru
jednoho ze dvou smérti norméalového vektoru (i) k T, v R? (viz pozndmka 8.24(iii)). Zkontrolujte, Ze tato
nézorné konvence plyne z obecné Stokesovy véty!

Pouziti téchto principi v praktickém pocitani je vysvétleno v navodech ke cvicenim 10.12 a 10.13.

V pfipadé Gaussovy véty je orientace oblasti (tj. pfislusného te¢ného prostoru v néjakém bodé)
standardné zadand pomoci pravotoéivé baze (co to je?) a orientace jeji hranice je uréena vnéjsi normélou
(viz vyse). Rozmyslete si, Ze tato konvence plyne rovnéz z obecné Stokesovy véty!

Priklady, alohy a cviéeni

8.27. Teény fibrovany prostor.

Dokazte, ze te¢ny fibrovany prostor TM := Ue T M na varieté M definovany v 8.2 ma piirozenou
strukturu variety takovou, ze mnoziny tvaru UpycyTm M, U C M oteviend, jsou oteviené v T'M a jsou
difeomorfni s U x R™.

8.28. Vektorova pole.
Dokazte, ze vektorové pole X € X (M) je hladké pravé tehdy, kdyz pro kazdou hladkou funkci g na
M je X(g) rovnéz hladké (viz 8.10).

9. Tenzorova pole

Tenzorova pole na varieté.

Tenzorové algebra vektorového prostoru je jeden ze zdkladnich pojmt v multilinedrni algebie (viz
podkapitola 6). P¥ipomenme si, Ze je-li V' vektorovy prostor a V* jeho dudl, pak prvky prostoru
V.. VeV e...eV"

(celkem s ¢initeld typu V' a r Cinitelt typu V*) se nazyvaji tenzory typu (fj) nebo r-krat kovariantni
a s-krat kontravariantni tenzory.
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Podobné jako vektorové pole X na varieté M bylo definovano jako zobrazeni, které kazdému bodu
m € M priradi prvek X (m) € T,,, M, je zfejmé mozné definovat tenzorové pole na varieté takto:

9.1. Definice. Necht M je varieta s krajem, pak tenzorové pole T typu (fj) je zobrazeni, které
kazdému m € M pfriradi tenzor
Tm)eTyyMa.. T2 M (T/M)Q...Q (ThM)
(celkem s ¢initeld typu T, M a r Einitelt typu T M).
Rekneme, Ze tenzorové pole T typu ( ) je hladké, pokud pro kazdou mapu (U, ¢) jsou koeficienty

s
T
T;lljl v rozkladu
cdr

9 B, . .
_ 21...25 J Ir
T= Z Ty @ Oy @M B da
[ARTITR ZRV ERTRPRY 8 s

hladké funkce na U. Prostor v8ech (hladkych) tenzorovych poli typu (i) na M oznac¢ime symbolem 7,7 (M).
Je-li T tenzorové pole, pak uzavér mnoziny {m € M ;T (m) # 0} ozna¢ime supp T a nazveme nosiem
tenzorového pole T.
Rekneme, 7e hladké tenzorové pole T typu (2) je (hladka) diferencidlni forma stupné k, pokud
pro viechny m € M je T'(m) € A¥(T}, M). Jinak feteno, tenzorové pole T' typu () je diferencidlni forma
stupné k, pokud pro kazdou permutaci = € Sy, plati

T(m)(Va(1)s- - V) =sgnm-T(m)(v1,... ,0k); v1,...,0% € T M.

Prostor viech (hladkych) diferencidlnich forem stupné k na M oznac¢ime symbolem £*(M) a prostor
v8ech diferencidlnich forem ozna¢ime symbolem £* (M), tj.

E*(M) = éé"“(M).
k=0

Necht T je tenzorové pole typu (J) na M. Piedpoklddejme déle, Ze pro kazdé m € M je bilinedrni
forma T'(m) na T,,M symetrickd a nedegenerovand. Pak se T' nazyvé pseudo-Riemannova metrika
na M. Je-li T(m) navic pozitivné definitni pro kazdé m € M, pak se nazyvd Riemannova metrika na
M. V tomto piipadé je tedy T'(m) skalarni soucin na T, M.

9.2. Poznamka.

(i) Vektorové pole na M je specidlni piipad tenzorového pole typu ((1]) Podobné, diferencilni forma
stupné 1 je tenzorové pole typu (?) Ackoliv jsou tenzorova pole obecného typu béZné pouzivand v ma-
tematice a zejména v matematické fyzice, budeme se tady zajimat jen o tenzorova pole typu (2)

Dalsi zakladni pifklad tenzorového pole typu () je (pseudo-)Riemannova metrika, definované nahote.
Poznamenejme jesté, ze standardni klasifikace nedegenerovanych bilinedrnich kvadratickych forem k4,
7e kazda takova bilinearni forma je dana ve vhodné bézi diagonédlni matici, kterd ma na diagonale p-krat
+1 a ¢g-krat —1;p + ¢ = n. Dvojici ¢isel (p, q) se ka signatura formy a pokud méa pseudo-Riemannova
metrika T stejnou signaturu (p,q) ve v8ech bodech M, pak tuto dvojici nazyvame signaturou p¥islusné
metriky.

Nejdulezitéjsim piikladem (z hlediska fyziky) je pseudo-Riemannova metrika signatury (1,3), resp.
(3,1) na ¢tyfdimenzionalni varieté M, které se pak ¥ik& prostorocas; od dob Einsteina tento pojem hraje
ustredni roli pfi modelovani gravitace ve fyzice.

(ii) Diky vlastnostem znidmym o vn&jsi algebie vektorového prostoru je ziejmé ze £¥(M) = {0} pro
k>na&*(M)=an_,E¥(M) je algebra nad télesem redlnych ¢isel. Vlastnosti nasobeni jsou identické
s vlastnostmi nasobeni ve vnéjsi algebre, tj. ndsobeni je asociativni, neni komutativni obecné, ale je pro
homogenni formy (tj. formy danych stupii) bud komutativni nebo antikomutativni (viz véta 2.3(iii)).

Prostor C*®°(M) = £°(M) (hladkych) funkci na M je pak komutativni podalgebra £*(M). Navic,
celd algebra £*(M) mize byt chdpana jako modul nad algebrou £°(M). Tento zpfisob popisu méa velké
vyhody. P¥ipomefime si, 7e vektorova pole na M lze charakterizovat jako linedrni zobrazeni z £°(M) do
E9(M), ktera maji Leibnizovu vlastnost. Podobné, diferencialni formy stupné k na M je mo7né definovat
jako multilinedrni zobrazeni w z kartézského sou¢inu X (M) x ... x X (M) (k ¢initeldt) do E°(M), které
maji vlastnost

w(X,T(l),,... ,Xﬂ.(k)) = sgnw-w(Xl,... ,Xk); Xi..., X, € X(M)

Tento zptisob charakterizace forem se v diferencidlni geometrii ¢asto pouziva.
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(iii) Jako vZdy pfi pocitani s vné&jsi algebrou budeme symbolem I C {1,...,n} oznafovat mnozinu
¢isel {i1,... i} uspofddanou podle velikosti. Symbol dz; bude pak znadit soucin dz;, A ... A dx;,.

Je-li (U, ) mapa na M a w € EF(M), pak lze rozlozit formu w na U do baze dxy,|I| = k, kde
dry € E¥(U). Tyto formy tvoif bazi prostoru £¥(U), chipaného jako modul nad £°(U); tj. existuji
jednoznaéné uréené funkce wy € £9(U) takové, ze

w= Z wrdzy.

|1|=k

Vnéjsi diferencial

Vime jiz, jak je definovan diferenciél funkce. Chtéli bychom ted rozsi¥it definici vnéjsiho diferencidlu
na piipad forem libovolného stupné.

9.3. Véta. Necht M je varieta s krajem. Pak existuje prave jedno linedrni zobrazeni
d:E¥M) = EFFY (M), k=0,...,n—1
s vlastnostmi:
(i) Pro f € E°%(M) je df diferencidl funkce f;

(ii) dod = 0;
(iii) Je-liw € E¥(M), T € EY(M), pak

dwAT) = (dw) AT + (=1)Fw A (dr).

Pro libovolnou (nehomogenni) formu w € E*(M);w = Y p_o wk;wi € E¥(M), je pak vnéjsi diferen-
cial dw definovdn predpisem

dw = i dwy, -
k=0

DUKAZ. 1. Nejdiive ukdzeme, 7e pokud takovéto zobrazeni d existuje, je uréeno jednoznacné. Je-li
totiz (U, ¢) libovolnd mapa na M a je-li w € £E¥(M), pak na U lze formu w (jednozna¢né) napsat ve tvaru

Predpokladejme, Ze d je linearni zobrazeni, které ma pozadované tii vlastnosti. Pak se indukci podle
|A| z vlastnosti (iii) ihned ukéze, Ze d(dz4) = 0. Z toho plyne, ze

do= Y dwsAdzy. (19)
|A|=Fk

Prava strana obsahuje jen diferencidly funkci, které byly (jednoznac¢né) definoviny v piedchozim para-
grafu. Tedy i hodnota formy dw na levé strané je timto vztahem jednoznacéné urcena na U. TotéZ je mozné
udélat pro libovolnou mapu daného atlasu.

2. Pro vybranou mapu (U, ¢) mizeme vztah (19) pouzit k lokélni definici hledaného zobrazeni d. Takto
definované zobrazeni mé poZzadované tii vlastnosti, to jsme dokdazali jiz v predchozi kapitole. Dokézanou
jednoznacnost lze pak pouzit k ovéreni toho, Ze definice zobrazeni d nezivisi na vybéru mapy. Globalni
zobrazeni d je pak definovéno v kazdém bodé m € M pomoci libovolné mapy (U, ¢) takové, ze m € U. O

9.4. Poznamka. Alternativni formulace piedchozi véty by bylo konstatovani, Ze existuje pravé
jedno linearni zobrazeni

d:E (M) — (M)
takové, ze plati vlastnosti (i) — (iii) spolu s vlastnosti
(iv) d(EF(M)) C EMHL(M);k=0,... ,n.
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Prenaseni diferencialnich forem pomoci zobrazeni

9.5. Definice. Je-li F : M — N hladké zobrazeni, pak pro kazdy bod m € M je F.(m) tecné
zobrazen{ T, M do Tp(;,)N. Je-li navic T tenzorové pole typu (°),s > 0, na varieté N, pak definujeme

tenzorové pole F*(T) typu () na M piedpisem
[F*(T)(m)](v1, ... ,v5) = [T(F(m)|(Fu(m)(v1), ... . Fus(m)(vs));  v1,...,vs € T M.
Je-li f funkce na N, tj. tenzorové pole typu (), pak definujeme
P(f)=foF

Z definic je zfejmé, Ze pokud je pole T diferencidlni forma stupné k na N, pak F*(T) je diferencidlni
forma stupné k na M. Je tedy dobie definovano zobrazeni F* : £¥(N) — &F(M) nazyvané obvykle
prenaseni diferencialnich forem.

9.6. Véta. Jsou-li F: M — N;G : K — M hladkd zobrazeni a jsou-li w, T diferencidlni formy na
N, pak:

(i) F*(w+ 1) = F*(w) + F*(1);

(it) F*(wA 1) = F*(w) A F*(1);

(iii) (F 0 G)" (w) = G*(F* (w));

(i) d(F* (w)) = F*(dw);

(v) Necht (U', ") je mapa na N a necht U C M takovd, Ze F(U) C U'. Necht ' = (z},... ,z.,) jsou
soutadnice na @' (U') a necht o' = (o, ... ,¢h,). Je-liw € E¥(N) takovd, Ze w = 24—k wadz!y € EXUN
na U', pak

F'w)= Y (waoF)d(¢' o F)a,
|Al=k
na U, kde
A={ir,... ir};d(¢' o F)a = d(¢;, o F) A...Ad(gpj, o F).

DUkAZ. (i) Je ihned zifejmé z definice p¥eneseni formy.
(ii) Diky bodu (i) staéi toto tvrzeni dokdzat pro w € E¥(N),7 € E/(N). Ale pro X; € X(M);i =
1,...,l+ k plati

[F*(wAD(X1, ... Xpd) = [w ATI(FL(X0), ..., Fu(Xpat)) =

1
- W Z sgnm - w(F*(Xﬂ'(l))a s 7F*(X7r(k))) ! T(F*(Xﬁ(k+1))7 cee 7F*(X7r(k+l))) =
’ .7T€Sk+l
1 . .
= W Z sgn - F (w)(Xw(l)a e :Xw(k)) - F (T)(Xﬁ(k+1)7 e 7X7T(k+l)) =
’ .7T€Sk+l

= [F*(w) /\F*(T)](Xl,... an+l)

(iii) Plyne ihned z definice a z toho, Ze pro te¢nd zobrazeni plati (F o G). = F. o G..
(iv) Nejprve si rozmyslime, ze dokazované tvrzeni plati pro diferencidlni formy stupné 0, tj. pro
w=f €&EN). Prov € T, M dostaneme (z definice d, F, a F*)

F(df)(v) = df (Fu(v)) = [Ex(0)](f) = v(f o F) = [d(f o F)](v) =

= [d(E™ (f)](v).

Jako specidlni pripad dostaneme
F*(dx}) = F*(dg}) = d(p o F).
Z toho je zfejmé, ze tvrzeni (iv) plati pro w = dz} (obé& strany jsou rovny 0).
Piedpokladejme déle, ze w = wadz', € E¥(U'). Pak z vlastnosti zobrazeni d plyne, Ze
d(F*(w)) =d[(wa o F)d(¢' o F)a] =d(wao F)Ad(¢' o F)4 =
= F*(dwa) A F*(dx'y) = F*(dwa A dz'y) = F*(dw).

Z bodu (i) pak snadno plyne dokazované tvrzeni pro obecnou formu stupné k.
(v) Plyne ihned z jiz dokdzaného tvrzeni F*(dz}) = d(y} o F).
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fit)

OBRAZEK 23. Funkce f v rozkladu jednotky

10. Integrace forem

Potiz pti definici integralu z diferencialni formy pres varietu tkvi v tom, Ze do formy je potieba
dosadit jako proménné soufadnice, ty jsou vSak pouze lokalni — definované vzdy jen v urcité mapé. Tento
problém se obchézi pomoci tzv. rozkladu jednotky — forma se vynasobi konstantni funkci rovnou jedné,
ktera je vSsak napsana ve formé souc¢tu hladkych funkci, z nichz kazda ma nosi¢ v nékteré mapé.

Rozklad jednotky

10.1. Definice. Necht M je topologicky prostor. Rekneme, 7e {U,}ac 4 je oteviené pokryti M,
pokud U, jsou oteviené a UycaU, = M.

Rekneme, ze systém mnozin {P,} je lokalné& koneény, pokud pro kazdy bod m € M existuje okoli
U, takové, ze Up, N Py # § jen pro koneéné mnoho a.

Rekneme, ze pokryti {Vs}sep je zjemnéni pokryti {U, }aca, pokud pro kazdé 3 € B existuje a € A
takové, ze Vg C U,.

Rekneme, Ze topologicky prostor M je parakompaktni, pokud kazdé jeho oteviené pokryti ma
lokalné konec¢né zjemnéni.

10.2. Véta. Kazdd varieta je parakompakini topologicky prostor.
Tato véta je potieba pro integraci forem, jejichZ nosi¢ neni kompaktni, na nekompaktnich varietach.
V téchto skriptech vSak nebudeme tyto pfipady uvazovat. Dikaz véty lze nalézt na strané 10 skript [15].

10.3. Definice. Rekneme, 7e soubor hladkych nezapornych funkci {ps}aca na M je rozklad
jednotky, pokud systém {supp ¢, }aca je lokdlné kone¢ny a pro kazdy bod m € M plati

Z Ya(m) = 1.
aEA

Rekneme, ze rozklad jednotky {¢g}sep je pod¥izen pokryti {U,}aca, pokud pro kazdé 3 € B
existuje a € A takové, ze supp ¢z C U,.

10.4. Véta. Pro kaZdé oteviené pokryti variety M existuje jemu podrizeny rozklad jednotky.

DUkAz. Vétu dokdzeme jen pro M kompaktni (diikaz pro obecny pfipad je technicky naro¢ny a
nepfinasi nové myslenky).

Necht K (a, r) oznacuje otevienou kouli o stfedu v bodé a € R" a poloméru r. Existuje funkce F;, (viz
obr. 23) nezdpornd, hladka na R” s vlastnosti, ze F, je kladnd v8ude na K (a, 1) a rovna nule na dopliiku
K(a,1). Lze ji sestrojit napiiklad pomoci f(t) := exp(trf—il),t € (0,1) a polozit F,(z) := f(||x — al|) pro
x € K(a,1).

Necht m € M je zvolen pevné. Pak existuje prvek U, daného pokryti tak, ze m € U,. Je velmi
jednoduché si uvédomit, Ze existuje mapa (U, pm) takova, ze U,, C U, a zaroven [K (pn,(m),2) N



60

H"] C ¢m(Up). Stadi totiz libovolnou mapu (U, ¢), pro kterou m € U C U, slozit s vhodnou dilataci
(roztazenim) na R™ se st¥fedem ve p(m), abychom dostali pozadovanou vlastnost.
Definujme nyni oteviené mnoziny V;, jako ;! (K (¢om(m), 1)). Systém {V,, }menr je oteviené pokryti

M a tedy z néj Ize vybrat konecné podpokryti {V,,(s)}sen. Definujme funkce fs; 3 € B ptedpisem

Fy = { Fenimm(@) © Pmia) 12 Vg
0 na M = Vn(g).

Z konstrukce plyne, 7e pro kazdy bod m € M je aspoh jedna hodnota f3(1m) riizné od nuly. Tedy > BeB fs
je funkce v8ude kladnd na M a tento soucet mé smysl, nebot lokalné obsahuje jen koneéné mnoho s¢itanca.
Soubor funkci

R
{fﬁ}ﬁeB’ fﬂ. (Zaerﬁ)

pak splhuje pozadavky véty. O

Integrace diferencialnich forem na varieté.

10.5. Definice. Necht M je orientovand varieta dimenze n s krajem. Necht w € £"(M) mé
kompaktni nosic.
(i) Existuje-li kladné orientovanad mapa (U, ¢) na M takové, Ze suppw C U, pak definujeme integral

z w pres varietu M takto:
[o=] e
M e(U)

(ii) Je-li {(Un; ¥a)}aca kladné orientovany atlas na M a {fs}sep rozklad jednotky podfizeny tomuto

atlasu, pak definujeme
w= faw.
=gl

BeB

10.6. Pozndmka. Je-li nosi¢ w uvnit¥ jedné mapy, pak neni pochyb o existenci integralu (ktery
se pfevede na integral pies R" z hladké funkce s kompaktnim nosi¢em). Diky predpokladu o kompaktnim
nosici formy w je soucet v obecné definici integralu w pies M vidy jen kone¢ny, vSechny integraly v tomto
souctu existuji a jsou konecné.

Uvedend definice neni nejobecnéjsi mozné; napiiklad standardni ptiklad formy w = fdzy A ... Adx,,
kde f je Lebesgueovsky integrovatelnd funkce na R™, neni v této definici zahrnut, nebot nosi¢ f nemusi
byt kompaktni. Je mozné definovat integral z diferencialni formy v podstatné obecnéjsim piipadé, ale pak

vy

neni ucelné v tomto tvodnim kursu.

10.7. Véta. Definice integrdlu diferencidlni formy pres varietu mezdvisi ani na vybéru atlasu, ani
na vybéru prislusného rozkladu jednotky.

DUKAZ. (i) V prvni &&sti je tfeba si uvédomit, Ze je-li nosi¢ formy w v n&jaké mapé, pak integral
Jy; w nezévisi na vybéru této mapy. Jsou-li (U, ), resp. (U',¢') dvé mapy obsahujici nosi¢ dané formy
w, pak plati

[p™' (W) = [¢' o™ o [(¥")T']*(w)

a rovnost prislusnych integralt pak plyne z véty 4.3 o integraci forem na plochach v euklidovském prostoru.

(ii) Pfedpokladejme, Ze {(Uq, ¥a)taca, resp. {(UL., ¢ ) }arcar jsou dva atlasy na M, necht {f3}sen;
resp. {fé, }arepr jsou podiizené rozklady jednotky. Pak sjednoceni téchto dvou atlasti je opét atlas a systém
{fafs }(s.8)eBx B je podiizeny rozklad jednotky. Pak

Z/Mfﬂ“’: Z/Mfﬁ[ > folw= ) /Mfal[z folo=Y_ /Mf,gfw.

BEB BEB B'eB’ B'eB’ BEB B'eB’
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10.8. Vé&ta [Stokesova]. Necht M je orientovand varieta dimenze n s krajem a OM jeji kraj
s indukovanou orientaci. Pak pro kaZdou formu w € E"~Y(M) s kompaktnim nosi¢em plati

/ wz/ dw.
oM M

DUKAZ. (i) Necht (U, ¢) je kladné orientovand mapa takova, ze ¢(U) je omezend a suppw C U. Pak
existuje uzaviend krychle K C H" tak, ze p(U) C K a o(U)NOK C 8(H™). Pak (podle Stokesovy véty
pro fetézce 5.1)

[ o= [ o= / ) = / o, ) = [ ate ey =
- / oD = / oo 17T = [ w=f w

(ii) V obecném piipadé budeme uvaZovat atlas {(Ua, pa)}aca na M; miZeme rovnou piedpokladat,
7e pro kazdé a € A je mnoZina ¢, (U,) omezend (jinak lze zobrazeni ¢, sloZit s vhodnym difeomorfismem
H™ na sebe s omezenym obrazem).

Pak 1ze najit rozklad jednotky {fs}gen podiizeny tomuto atlasu a

[ o= [ aX ) =% [ as) =% [ g w

BEB BeB BeB

O

10.9. Poznamka. Definice integralu pomoci rozkladu jednotky je velmi elegantni a velmi vhodna
pro teorii a dokazovéni. Na druhou stranu, s jeji pomoci se nedé zadny (aspon trochu netrividln{) integral
spocitat. Tvar funkci v rozkladu jednotky je prili§ komplikovany, nez aby se prislusné integraly daly
prakticky vyjadiit. Proto je potieba mit k dispozici néjaky zptisob, jak vlastné integraly z diferencidlnich
forem pocitat.

V kapitole o diferencidlnich formach v R™ jsme zavedli pojem fetézce v oblasti Q C R™. Analogicky
pojem se b&zné pouziva i pro variety. Necht I,, oznacuje uzavienou krychli v R?. Rekneme, Ze zobrazeni
¢ krychle I,, do variety s krajem M je hladké, pokud je ¢ restrikce hladkého zobrazeni ¢ : U — M, I, C U,
dimenze n na varieté M s krajem. Symbolem <c>, jako diive, ozna¢ime obor hodnot ¢(I,,). Retézec
dimenze n na varieté s krajem M je pak kone¢na formalni linedrni kombinace ¢ = Zj ajc;, kde a; € Z
a c; jsou singuldrni krychle dimenze n; pak <c> = U;<c¢;>. V nésledujici vété budou hrét fetézce jen
pomocnou roli. Pfi integraci je vzdy mozno vynechat mnozinu miry nula z integra¢niho oboru, aniz by
se hodnota integralu zménila. Pro podmnoziny variet neni tfeba budovat znovu teorii Lebesgueovsky
integrovatelnych mnozin. Pouzijeme prosté faktu, ze hladké obrazy méné-dimenzionalnich mnozin maji
v libovolné mapé miru nula. Je to prosty disledek jedné diilezité a zndmé véty z analyzy, tzv. Sardovy véty.
Ta tika, Ze pro libovolné diferencovatelné zobrazeni F' mezi euklidovskymi prostory ma obraz mnoziny
kritickych bodd F miru nula. (Jeji diikaz je moZno nalézt ve skriptech [17].) Pf¥ipomenime, 7e bod z je
kriticky bod F, pokud hodnost Jacobiho matice F' v bodé z je mensi nez maximalni moznd. Specidlné,
je-li F' definovdno na oteviené podmnoziné Q@ C R"~! a hodnoty F lezi v R, pak mira mnoziny F(Q)
je nula, nebot je mozné F' povaZovat za zobrazeni definované na ) X R, které je konstantni v posledni
proménné.

10.10. Véta. Necht M je varieta dimenze n s krajem, necht My, ... , My jsou oteviené podmmnoziny
variety M a necht ¢ je Tetézec dimenze n — 1 v M takovy, Ze M lze napsat jako disjunkini sjednoceni
M =UF M; U <e>.

Pak pro libovolnou formu w € E™(M) s kompaktnim nosicem plati

/Mw:;/Miw.

DUKAZ. Necht {fs}gen je rozklad jednotky podiizeny atlasu {(Uy, ¥a)}aca na M. Tedy pro kazdé
B € B existuje a(B) € A takové, ze supp fg C Uy (g)- Necht w je diferencidlni forma stupné n s kompaktnim
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nosi¢em. Ze Sardovy véty (viz pfedchozi poznamka) plyne, Ze pro kazdé a je mira mnoziny ¢, (<c>) rovna
nule. Pak ale

[o=% [ 1e=-% Pl fow) =

BEB geB” ?a(e)(Ua(a)

Ty

BeB i=1 Y Pa(e)(MiNUq(s))

k

(i) (fow) = Z/ (i =3 [ o

Mi gep i=1 7 Mi
O

10.11. Poznamka. V praxi se oteviené podmnoziny M; voli tak, aby se kazd4 z nich vesla do mno-
7iny U pro vhodnou mapu (U, ¢). Pro nejb&znéjsi piipady variet M, které jsou vnoreny do euklidovského
prostoru R!, lze vétginou najit mapu (U, ¢) takovou, ze M = U U <c>.

Priklady, alohy a cviéeni

10.12. Integral diferencidlnich forem pres variety.
Vypoctéte integral z dané diferencialni formy w pres varietu M s danou orientaci.

(a)
w = dz A dy,
M je sféra S?, orientovand pomoci vnéjsi normaly.
(b)
w=dzAdy+ dyA dz,
M je ,polovi¢ni elipsoid*

3 562 y2 22
{(#,9,2) € R + 25+ 5 =1,2> 0} a,b,¢> 0

orientovany pomoci vnéjsi normaly.
()
w=zxzdx A dy,
M ={(z,y,2) eR2? =y’ + 22+ 1,z € (1,\/5)},

orientovand normalou, kterd ma (v libovolném bodé) prvni slozku kladnou.
(d)
w = dz A dz,
1
M ={(x,y,2) € R a® +y* =22 2,y > 0,2 < 5},

orientovand normalou, jejiz treti slozka je vSude na M nekladn.

10.13. Stokesova véta na varietach.
(a) Pouzijte Stokesovu vétu na vypocet integralu z piikladu 10.12(a).
(b) Pouzijte Stokesovu vétu na vypocet integralu

/(aﬂ2 +y°) de A dy,
Q

kde podmnozina € roviny R? je d4na jako
Q= {(z,y) € B [a| + |y| <4} — {(z.y) € R;2® +y* < 1}

s orientaci indukovanou orientaci R?.
(¢) Dokazte piimym vypoétem Stokesovu vétu pro formu w = yzdr na R® a pro valcovou plochu
parametrizovanou

T = Cosy
®: y =sing
z=1

€ (0,27),t € (a,b), orientovanou pomoci vnéj$i normdly (kraj plochy se skldda ze dvou kruZnic).
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(d) Dokazte pfimym vypoc¢tem Stokesovu vétu pro formu w = (y + z) dr na R® a pro sférickou vyse¢
parametrizovanou

T = cos pcosf
. y = cospsind

z =sinep
v €(%,5),0 €0, %), orientovanou pomoci vnéjsi normdly ke sfére.

(e) Ukazte pomoci Stokesovy véty (pro kiivky v R?), Ze forma

_ £ Y 12
w—x2+y2dy— , dz € £ (R® — {(0,0)})
(viz cvideni 3.15(e)) neni exaktni.

(f) Pro kazdé n zkuste napsat formuw € E"~H(R" —{(0,...,0)}), kterd je uzaviena, ale nikoli exaktni.
Dokazte jeji neexaktnost alespon pro n = 3 obdobnym zpisobem jako v pfipadé (e) — pomoci Stokesovy
véty pro plochy v R?.

11. Integrace funkci na Riemannovych
varietach

Integrace na Riemannovych varietach.

vy

11.1. Poznamka. Riemannovy variety patii mezi nejdilezitéjsi specidlni typy variet. Jejich vy-
znam plyne z toho, Ze jsou zakladnim modelem prostort, ve kterych je mozné mérit vzdalenosti a uhly.
Ptesnéji feceno, je velmi dobie znamo z elementarni geometrie, ze méfit velikosti vektora a jejich Ghly
v linearnim vektorovém prostoru V' je mozné, pokud je na V dan skalarni soucin. Riemannovy variety
jsou variety s dodate¢nou strukturou, kterou je vybér (pozitivné definitniho) skaldrniho souéinu na T, M
pro kazdé m € M. To pak umoznuje mérit délky vektori a tuhly kiivek na takovéto varieté. Jako dalsi
dusledek této struktury je mozné také mérit velikosti objemii a definovat integrél z funkci pres Rieman-
novy variety. Vzhledem k tomu, co uz v tuto chvili zname, je mozné definovat integraly z funkci pomoci
integrala z diferencidlnich forem. K tomu staci definovat tzv. formu objemu.

11.2. Definice. Necht V je redlny vektorovy prostor dimenze n. Necht je na V' dan pozitivné
definitni skaldrni soucin a orientace. Necht eq,... ,e, je libovolna kladné orientovand ortonormdlni baze
V ael,... e” dudlni baze V*. Pak prvek

wi=e' A A" € AM(V)

nezavisi na vybéru baze a nazyva se element objemu na V.

11.3. Lemma. Element objemu nezavisi na vybéru kladné orientované baze. Jsou-li navic vy,... ,v,
libovolné linedrné nezdvislé vektory, pak ¢islo |w(v, ... ,v,)| je rovno objemu rovnobéznosténu urceného
témito vektory.

DUKAzZ. Staéi dokdzat jen druhé tvrzeni, nebot objem p¥isluného rovnobéznosténu nezavisi na volbé
béaze. Necht ey, ..., e, je libovolnd kladné orientovand ortonormélni baze. Pak pro libovolné vektory
v; =3 vjej,i=1,...,n, plati

wg, ... ,v,) = det(vg)w(el, N = det(vg).

Je dobie zndmo, Ze ¢islo | det(vg)| je pak rovno objemu pitislusného rovnobéznosténu. Je také znamo,
ze tento objem lze vypocitat také jako /g, kde g = det(gi;), gi; = (vi,v;) (Grammova matice, Grammiv
determinant) — viz cviceni 11.8. O
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11.4. Definice. Necht M je varieta s krajem dimenze n. Necht je na M dano hladké tenzorové
pole g typu (3) s nésledujici vlastnosti — pro kazdé m € M je bilinedrn{ forma g(m) na T, M x T, M
symetrickd, nedegenerovand se signaturou (p,q),p + ¢ = n. Pak g nazyvame pseudo-Riemannovou
metrikou signatury (p, ¢). Samotné varieta se pak nazyvd pseudo-Riemannovou varietou. Ve spe-
cidlnim piipadé signatury (n,0) se metrika nazyva Riemannova metrika, pro signaturu (1,n — 1) se
nazyvia Minkowského metrika. Varieta s Riemannovou metrikou se nazyva Riemannova varieta. Ve
specidlnim piipadé dimenze 4 a signatury (1,3) se piislusnd varieta obvykle nazyva prostorodas.

Necht M je orientovatelnd Riemannova varieta dimenze n. Pro danou orientaci o variety M definujeme
formu objemu w, € £"(M) pozadavkem, Ze pro kazdé m € M je w,(m) element objemu na T, M
vzhledem k uvazované orientaci 0. Oznac¢me pro tuto chvili symbolem fM,Ow integral z formy w pres

varietu M se zvolenou orientaci o. Je-li f libovolna hladka funkce s kompaktnim nosicem na M, pak

definujeme
/ fdS = fwo.
M Mo

Tento integral se nazyva integral 1. druhu z funkce f pres Riemannovu varietu M.

11.5. Véta.

(i) Integral fM fdS nezdvisi na vybéru orientace na varieté M a je tedy jednoznacné urcen strukturou
Riemannovy variety.

(ii) Je-li (U, @) mapa na M a supp f C U, pak pro funkce

_ .0 0 DN .
9ij(x) := g(—axi : —axj) o™ (z); g = det(gi;)
plati

| ras - /W)u o (9)™1) /3o .. dn.

DUKAZ. (i) Z definice formy objemu w, plyne, Ze w_, = —w,. Tedy

/) fw_o =~ fw—o = fwo.
M,—o M,o M,o

| ris= /w e

Je-li {ey,...,e,} kanonickd baze R™, pak

(ii) Podle definice je

[o™ ' (wo)(er, ... yen) =wol([o ™ Iuler), .., [0 u(en)) = wo(i,... i).

6%1 ’Oxn
o . . . o« « , . « 5 H
Ale ¢islo w(a—m, ce ,m) je rovno velikosti rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory FaTi ) Ban

v T, M. Totéz ¢islo je ale ddno vyrazem ,/g, kde g je determinant Grammovy matice skaldrnich soucint

g(aimi, %). Ale § =g o', tedy je toto ¢islo zaroven rovno 1/§. O

0 el

11.6. Poznamka. Podstatnd informace, obsazend v piedchozi vété je vyznam symbolu ,dS“
v oznaceni integralu 1. druhu z funkce. Symbolicky

0 0
a_a;i’a_x]-))”'

To je navod, jak se integral fM fdS pocita v lokalnich soufadnicich.

Specialni pripad, ktery se Casto vyskytuje, je situace, kdy M C R” je varieta dimenze k zadana
pomoci n — k rovnic (spliwjicich v kazdém bodé m € M pfedpoklady véty o implicitnim zobrazeni).
Tecné prostory T, M se pak chapou jako podprostory R"” a Riemannova metrika na T, M je pak dana
zuzenim z R”.

Pfesnéji feceno, je-li (U, p) mapa na M, pak & = ¢~
regularni plochy dimenze k& v R”.

Tecny prostor T, M méa podle obecné definice bazi

9 9
Ouy’ " Ouyg

#AS = \/gdzi ... dzy“, g = det(g(

L o(U) C R¥ — R” je parametrizace U jakozto

cu = (ug,...,uy) € RF,
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Na druhou stranu, pro parametricky zadané plochy dimenze k v R™ jsme definovali te¢ny prostor
jako podprostor R" generovany vektory
0® 0P
6u1"" ’6uk'
Pro vektory v R je definovan kanonicky euklidovsky skaldrni soucin. Stadi tedy si uvédomit, ze (viz
8.3)
9 = 6(I); i=1,...,k
8ui Bul
a na T,,M je timto ztotoznénim indukovan skaldrni souc¢in. Timto zptisobem je standardné definovéana
struktura Riemannovy variety na varietdch M C R™ tohoto typu.

Pak ale 9% 9b
i ={=—, =), g = det(g;;), dS = duy ... duy.
gJ <8uizauj>z g e(g])/ \/g Uy Uk
V pripadé dvourozmérné plochy se tato cisla klasicky oznacuji jako
E = (®y, ®y),
F = <(I>ua (Pv):
G = <(I>va (Pv):

kde ®,, P, znaci parcidlni derivace ® podle proménnych u,v. Potom

dS =V EG — F? du dv.

11.7. Variety dimenze n — 1 v R™. Nejcastéji se vyskytuje specialni zptsob pravé popsané
situace, kdy M je nadplocha, tj. je zadana jen jednou rovnici f = 0 v R". Prfedpokladejme, Ze je na
M déna orientace. Ta, jak vime, miZe byt dana bud pomoci orientovaného atlasu, nebo (hladkym)
vektorovym polem N jednotkovych normalovych vektori.

Obecna forma stupné n — 1 na R™ m4 tvar

n

w = Z(_l)i+1Ti diEl VANAN dwi_l A dCUH_l VANAN diEn
i=1

Koeficienty {T}} této formy jsou ¢asto ztotoziovany s vektorovym polem T = (Ty,...,T,) (formalné
vzato lze T vyjadiit pomoci Hodgeova operatoru jako 7 = (—1)"~! x w — viz cvideni 2.12). Pokud
defini¢éni obor vektorového pole T obsahuje M, pak se definuje integral 2. druhu fM TdS predpisem

/ fd§=/ w:/ Z(—l)i+1TidﬂZ1/\.../\dﬂ?i_l/\dwi+1/\.../\d:l?n.
M M My

V tomto pripadé pak existuje jednoducha souvislost mezi integralem 1. a 2. druhu. Symbolicky se
tato souvislost d& popsat vztahy

dS = NdS, NdS = ds.
Ptesnéji, pro kazdou funkci f a vektorové pole T plati

/ Fds = / (T, Nyas
M M

/M fds = /M[fﬁ]dsi

Abychom se presvéddili, Ze je to pravda, zvolme libovolnou kladné orientovanou mapu (U, ¢) na M.
Pak ® = o1 : p(U) — U je parametricky popis U. Ozna¢me
od A o® . 0% 0d

6—u1 aun71 = a—ul’-“’aunil]

.
(vnéjsi soudin — viz cviceni 2.9), vektorové pole N je dano vztahem

R=(=1)""1x(

-

- R
N = ——.
|1l
Pak staci si uvédomit, 7e pro

w; = (—1)i+1dx1 Ao ANdri_y Ndxigg N Ndxy,
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plati
O Py, B, Pipr,...,Py)

(0N _ (_1)it+1
O*(w;) = (—1)""" det O(ut, ...  Up_1)

duy A .. A dup g = ||B|| Niduy A ... A dug_q,

tedy pro vSechny hladké funkce f na M s kompaktnim nosi¢em plati
M M

Ni dS = (—1)i+1d$1 VANAN dwi_l A dCUH_l VANAN dCUn = (dg)z

Symbolicky tedy

Priklady, tlohy a cvideni
11.8. Objem rovnobéZnosténu.
J

Jsou-li v; = Z?:l v]e; vektory v R, i = 1,...,n, ozna¢me V := (v}

kanonické bézi a g;; := (vi, v;) prvky Grammovy matice G. Dokazte, Ze
VdetG = |det V],

coZ je objem rovnobéznosténu urceného vektory v;, i =1,...,n.

) matici jejich koeficient vici

11.9. Integral prvniho druhu.
(a) Vypoctéte délku kruznice a plochu sféry, tj. integraly

/dSa/ ds .
st 52

Vypoctéte integral prvniho druhu z funkce f pres varietu M.

(b)
flx,y,2) =22 +y2 + 1,

M je sroubové plocha (helikoid), zadand parametrizaci

T =Tcosy
: y =rsing
2=

re€ (0,R),R>0,p € (0,27).
(c)
flxy,2) =a® —y* + 2%,
M je kuzelova plocha zadand rovnici 22 + y? = 22,2 € (0,T),T > 0.
(d)
flx,y,2) =z +y+ =z,

M je vélcovd plocha zadané rovnici 2 + y2 =r%,r > 0,2 € (a,b).

12. Algebraické a topologické vlastnosti

diferencialnich forem
Algebra forem

12.1. Pozndmka. V moderni diferencidlni geometrii hraje dtlezitou roli algebraickd formulace
mnoha zékladnich vlastnosti variety M. Na prvnim misté jsou to vlastnosti algebry funkci £°(M) (po-
zadavky na regularitu ¢i hladkost mohou byt rizné, napf. spojitost ¢ hladkost). Samotnd varieta M
muze byt za urcitych okolnosti zrekonstruovana ze znalosti této algebry, coz je slavny vysledek Gelfandav
(viz napf. [4]). V této zavérecné kapitole skript probereme nékteré zdkladni informace o vlastnostech
(gradované) algebry diferencidlnich forem a o jejich pouziti v topologii.
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12.2. Algebra £*(M). Algebra £*(M) = @ E* (M) mé, jako redlny vektorovy prostor, nekoneé-
nou dimenzi. Zajimavéjsi je uvazovat ji jako modul nad algebrou A = £°(M). V jednoduchém piipadé,
napf. pro M = R, je algebra £*(M) volny modul dimenze 2" nad A s bézi {dxs}. Je-li M kompaktni,
pak je £*(M) kone¢né generovany modul nad A (staci pouzit libovolné koneéné pokryti mapami a od-
povidajici rozklad jednotky). Je uZite¢né si uvédomit, Ze tedy na kompaktni varieté lze kazdou formu
w € E¥(M) napsat ve tvaru koneéného souétu w = >_; fidgjn A ... Adgji, kde fj. g5 € E%(M). Pro
obecnou varietu je mozné dokazat podobné tvrzeni pomoci rozkladu jednotky, ktery vsak jiz bude jen
lokalné konec¢ny. Presnéji, pomoci libovolného lokalné konecéného atlasu a prislusného rozkladu jednotky
ukézeme, je-li potieba, %e kazdou formu w € E¥(M) lze napsat jako soucet w = Y wq, kde soudet pres
a je lokalng kone¢ny, t.j. pro kazdy bod m € M existuje okoli U(m) takové, ze U(m) Nsupp(wa) # 0 jen
pro kone¢né mnoho indext a. Kazdou formu w, pak je mozné pomoci souradnic rozlozit do kanonického
tvaru.

Zékladni algebraickou vlastnosti £*(M) je jeji gradace £* (M) = ©,EX¥ (M) a to, ze je tzv. gradované
komutativni, t.j. ze plati

wAT=(-D)"rAw
pro viechny w € E¥(M),7 € £ (M). Tuto vlastnost je mozné také formulovat pomoci Z-gradace.
Oznaéme £1(M), resp. £~ (M) podprostor viech forem sudého, resp. lichého stupné, pak £*(M) =
EXY(M)@E~(M) ajeliwe EY(M), T € EY(M); a,b € {£1}, pak

WAT=abr Nw.

Tato vlastnost algebry £*(M) je ziejmé disledkem téze vlastnosti vnéjsi algebry A*(V) libovolného
vektorového prostoru V. To vSe prirozené patii do teorie superprostort a superalgeber, kterd se pod
vlivem teoretické fyziky rychle rozviji v poslednich desetiletich, vic informaci 1ze nalézt napt. v [3].

Pfipomenime si (viz pozndmku 8.10), Ze mnozina X' (M) vektorovych poli se d& charakterizovat jako
munozina vSech derivaci (t.j. linedrnich zobrazeni s Leibnizovou vlastnosti) algebry A. Kazda diferencialni
forma w € £¥(M) je k-linedrni antisymetrické zobrazeni vektorovych poli do sebe (viz pozn. 9.2). V feci
multilinedrnich zobrazeni modul@ nad algebrou A lze definici vnéjsitho soucinu w A 7,w € EF(M), T €
E'(M) alternativné popsat pomoci

1
WAT(X1,. .o X)) = ATl Z sgnow(Xo(1)s - s Xo)T(Xoka1)s - > Xo(ks1))-
U 0ESk4

Je uziteéné si uvédomit nasledujici popis vicendsobného soucinu 1-forem jako multilinedrniho zobra-
zeni.

12.3. Véta. Jsou-li ay,... ,ap € EY(M), pak pro libovolnd pole X,,... , X} € X(M) plati
[041 VANPAN Oék](Xl, ce le) = det(ai(Xj))k

ij=1-

DUKAZ. Stadi pouzit indukci vzhledem ke k. Pro k = 2 je tvrzeni okamzity disledek definice vnéjsiho
souc¢inu. Pfepokladejme, Ze je tvrzeni pravdivé pro soucin k — 1 forem stupné 1. Pak

[ A (g ... Aap)] (X, ..., Xg) =
=1/(k=1)) Y sgnoar(Xoa)aa Ao Aar] (X, Xory) =

g €Sk
= (1/(k - 1)') Z sgnoai (Xa(l)) Z SgnTaQ(X‘ra(Q)) BNy (Xra(k)) =
€Sk TESK_1
= (1/k) Z sgno’ oy (Xpi(1)) oo (X)) =
o’ ESk
= det(ai(Xj))f,j:r

Gradované derivace na algebte forem

12.4. Poznamka. De Rhamuv diferencial d ma dvé vlastnosti, které jsou charakteristické a které
se vyskytuji i u dalsich linedrnich operatort z prostoru diferencidlnich forem £* (M) do sebe. Prvni z nich
je vzorec pro derivaci souéinu dvou forem, ktery (az na ev. zménu znaménka) je Leibnizova vlastnost



68

derivace sou¢inu. Druhy je fakt, Ze zvySuje stupenn formy o jednicku. To je inspiraci pro nésledujici
definici.

12.5. Definice. Necht j je celé ¢islo a necht D : £*(M) — £*(M) je linedrni zobrazeni. Ozna¢me
E'(M)={0}prol e Z,1¢{0,...,n}. Rekneme, 7e D je gradovana derivace stupné j pokud plati:

1. D (E¥(M)) c EFI(M), k=0,... ,n.

2. Pro viechny w € EF(M),r € £*(M) plati

D(AT) =D(w) AT+ (=1)7*w A D(7).

12.6. Poznamka. De Rhamuv diferencial d je tedy gradovand derivace stupné 1. V§imnéte si, ze
gradované derivace stupné j mensi nez —1 jsou nutné trividlni. Takovéto zobrazeni by nutné kazdé funkci
a 1-formé priradilo formu zdporného stupné, to jest nulu, a z vlastnosti 2) by ihned plynulo, Ze obraz
libovolné formy je nula. Za chvili si ukazeme dalsi priklady gradovanych derivaci.

12.7. Definice. Necht X je hladké vektorové pole na M. Pak definujeme linedrni zobrazeni ¢x :
EF(M) — EF=1(M) predpisem

[ix (@)X, Xp1) =w(X, X0, X))

kde X1,...,Xj_1 € X(M);w € E¥(M). Zobrazeni 1x se nazyvad kontrakce vzhledem k vektorovému
poli X.

12.8. Piiklad. Pro rozlozitelnou formu w = ay A... Aoy € E¥(M) a pro kazdé X; € X (M) plati

k
Lx,w = Z(—I)H'lal(Xl)oq AN AN ag,
=1

kde stiiska nad a; znamena, ze tento faktor v souc¢inu chybi. Toto tvrzeni ihned plyne z definice kontrakce
a z rozvoje determinantu matice (ai(Xj))f’jzl podle prvniho sloupce.

12.9. Véta. Necht X je libovolné vektorové pole na M. Pak kontrakce 1x je gradovand derivace
stupné —1 na £*(M).

DUKAZ. Staéi zfejmé ovéFit jenom druhou vlastnost z definice. Zobrazeni 1x je linedrni, stacéi tedy
ovérit vlastnost

ix(WAT) =1x (W) AT+ (=1) FwAix (1)

pro rozlozitelné formy. P¥edpokladejme tedy, Ze w = ag A.. . Aay € E¥(M), T = app1 A. . .Aagy € EYM).
Pak

[1x, (WA T)(Xa, ..., Xppr) = det(ai(X;))5 1L, -

Nyni stac¢i rozvinout determinant podle prvniho sloupce a pouzit popis kontrakce rozlozitelné formy
v predchozim prikladu. O

12.10. Poznamka. Jak je obvyklé pro derivace, sloZeni dvou derivaci (prvniho ¥adu) jiZz neni
derivace (prvniho fddu). U vektorovych poli jsme vidéli, Ze ale komutéator dvou vektorovych poli je opét
vektorové pole (viz 8.12). Podobné je tomu s gradovanymi derivacemi. Jejich slozeni neni gradovand
derivace; ukazeme si vSak nyni, ze vhodny gradovany komutator dvou gradovanych derivaci je opét
gradovand derivace. To je také systematicky zpisob, jak konstruovat nové gradované derivace pomoci jiz
znamych gradovanych derivaci.
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12.11. Véta. Necht D; je gradovand derivace stupné j1 a Do je gradovand derivace stupné jo. Pak
jejich gradovany komutdtor [Ds, D1] definovany pomoci vzorce
[D2, Dl] = .D2 D1 — (—1)j1j2D1 .D2

je gradovand derivace stupné ji + jo.

DUKAZ. Necht w € E¥(M), 7 € E'(M). Pak

[Dao, Di](wAT) =
=Ds[D1(w) AT + (=1)"*w A Dy (7)] = (=1)""72 D1 [Dy(w) A 7 + (=1)2*w A Dy (7)] =
=Dy Dy (w) AT+ (=1)2EH1) Dy (w) A Da(1) +

+ (- l)JlkD2(w) A DT+ (=) 2w A Dy Dy(7) +
+ (=)D, Dy(w) AT + (=1)71++32) Dy (w) A Dy (1) +
+ (= 1)12’“D1( )A Dot + (_1)(j1+j2)kw A Dy Da(7)] =
=[Da, D1](w) A7 + (1)U 72k A [Dy, Dy](7).
O
12.12. Definice. Necht X je vektorové pole na M. Pak Lieova derivace Lx na prostoru dife-

rencidlnich forem £*(M) je definovdna jako gradovany komutator de Rhamova diferencidlu a kontrakce
vzhledem k vektorovému poli X :

Lx = [d,Lx]:dOLX+LX°d- (20)

Lieova derivace je tedy gradované derivace na £* (M) stupné 0.

12.13. Priklad. Ihned z definice je mozné spocitat, jak vypada Lieova derivace funkce ¢i 1-formy.
Je-li X vektorové pole a f funkce na M, pak

Lx(f) =x(df) = df (X) = X .
Je-li w = df exaktni 1-forma, pak

Lx (df) = d(ux(df)) = d(X [).
Leibnizovo pravidlo umoziuje redukovat vypocet Lieovy derivace forem vys$sich stupnt postupné az
na vyse uvedené dva pripady.

12.14. Poznamka. Tradi¢ni geometrickd definice Lieovy derivace je jina, je zalozend na pojmu
jednoparamterické grupy transformaci, generované prislusnym vektorovym polem. Pokud je pouzita tato
geometrickd definice, pak je vySe uvedeny vztah 20 pro Lieovu derivaci ekvivalentni definici (piislusny
vztah se obvykle nazyva Cartantv vzorec). Podrobnéjsi komentér ke geometrické definici Lieovy derivace
(obecnych) tenzorovych poli je mozno nalézt nize.

Ptirozend otazka je, jestli neni mozné pomoci gradovanych komutatoru Lieovy derivace s kontrakcemi
zkonstruovat dalsi gradované derivace. Néco o tom 1ika nésledujici tvrzeni.

12.15. Véta. Jsou-li X,Y dvé vektorovad pole na M, pak
[Lx,wy] = xy); [Lx,d] =0; [Lx,Ly] = Lix y}; [tx,ty] =0.

DUKAzZ. Levé i pravé strany piislusnych rovnosti jsou gradované derivace, sta¢i tedy (diky Leibnizové
vlastnosti) ovéfit tyto rovnosti pro funkce a exaktni 1-formy.

V prvnim vztahu jsou obé strany derivace stupné —1. Pro funkce jsou tedy obé strany rovné nule
a je-li w = df, pak

[Lx,ev](df) = Lx(df (Y)) — ey (Lx (df)) = X(YVf) = [d(X)))(Y) =
= [X=Y](f) = lX,Y] (df)-
Druhy vztah plyne z toho, ze
Lxod=dotxod=doLx.

ProtoZze Lx a d komutuji, sta¢i tieti vztah ovéfit pouze pro funkce, kde plyne ihned z definice.
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Posledni tvrzeni je diisledkem toho, Ze [tx,ty] je gradovand derivace stupné —2, kterd je nutné
trivialni. 0O

Nasledujici véta popisuje zptsob, jak vypocitat hodnotu Lieovy derivace, resp. de Rhamova diferen-
cidlu jako multilinedrniho zobrazeni, t.j. hodnoty na zvolené k-tici vektorovych poli. Tyto formule jsou
velmi uziteéné a Casto se pouzivaji pi globélnich vypoctech. Jejich vyhodou je, Ze (na rozdil od obvyklé
definice de Rhamova diferencidlu) nepouzivaji loklni soufadnice. Globélni formule pro dw, uvedend v né-
sledujici vété je predobraz a inspirace formule pro diferencidl komplexu, kterym se definuje homologie
Lieovych algeber a zaslouzi si zvlastni pozornost.

12.16. Vé&ta. Pro vektorovd pole X, Xq,... , X € X(M) a formu w € E¥(M) plati
Lxw] (X1, Xp) =

k
=Lx [w(Xla"' ,Xk)] - Zw(Xl:"' :Xifh[XaXi]aXiJrl:"' ,Xk)
i=1
k . ~
[dw](Xo, ..., X5) = D (1) Xi[w(Xo,..., Xi, ..., Xp)] +

0
+ (=) w([Xi, X,], Xoy -, Xiy oo, X, Xa).

DUKAZ. Prvni tvrzeni se dé preformulovat ve tvaru

LXk---LXlLX:
LXLXk---LXl — E LXk"'LXiJrlL[X,Xi]LXi—l"'[’Xl'

To ale snadno plyne indukci s pouzitim vztahu [Lx,ty] = t[x v]-

Druhé tvrzeni dokdzeme indukci podle stupné formy w. Je-li w = f funkce, pak se tvrzeni redukuje
na samoziejmy vztah df (X) = X f. Pfedpoklddejme tedy platnost tvrzeni pro formy, jejichz stupen je
mens§i nez k. Necht w € E¥(M). Pak (s pouzitim indukéniho predpokladu pro (k — 1)-formu tx, (w))

[dw](Xo, ... , Xk) = tx, - (tx,(dw)) =
=X - (['X1 [LXow - d(['Xo (w))] =

=LX0LXk . LXl E LX, - LX5+1L[X0,XZ']LX¢_1 Y ¢ (w) —

k
=D DX w(Xo, X Xy X)) -

i=1
Z )Xo, [Xi, X1, X1, o5 Xy, Xy, Xi) =
<i<j
k ~
=Xolw(X1,..., Xp)] + > (=)' Xfw(Xo, X1,..., Xiy ..., Xp)] +
i=1
+ Y (DX, X)X, X1y, X, X X)),
0<i<j<k

12.17. Poznamka. Geometricka interpretace Lieovy derivace.
DuleZity pojem v analyze na varietdch je jednoparametrickd grupa difeomorfismi. Necht pro kazdé
t € R existuje difeomorfismus ®; : M — M tak, Ze

b,0P; = Dyyy; s, t, s+t €R

Pak {®;} nazveme jednoparametrickou grupou difeomorfismii. Ji odpovida vektorové pole X dané

vztahem . o
X(f) = W22 )
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K¥ivky 7., (t) := ®¢(m) jsou pak tzv. integralni k¥ivky vektorového pole X. (Pfipomenme, Ze integralni
k¥ivka o, (t) vektorového pole X prochézejici bodem m € M je feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich
rovnic d:%(t) = X (pm(t)) spliujici pocateéni podminku ¢,,(0) = m.) Za uréitych predpoklad (napf.
pro kompaktni variety) je mozno dokézat pro dané vektorové pole X existenci jednoparametrické grupy
difeomorfismt generované (v uvedeném smyslu) vektorovym polem X. Pro obecnou varietu je t¥eba
zavést ponékud obecnéjsi pojem lokalni jednoparametrické grupy difeomorfismi, pro kterou je prislusny
difeomorfismus ®; definovan pro dost malé t, coz staci pro definici odpovidajiciho vektorového pole X
urceného touto lokélni jednoparametrickou grupou. Pak je mozné dokézat (viz napt. [21]), Ze pro kazdé
vektorové pole na M lze najit prilusnou lokalni jednoparametrickou grupu transformaci, kterd generuje
toto vektorové pole.

Existence (lokéln{) jednoparametrické grupy difeomorfismt umoziuje definovat Lieovu derivaci obec-
né pro libovolné tenzorové pole (kovariantni, kontravariantni ¢i smisené). My se zde omezime jen na
pole kovariantni, (ostatni pfipady je mozné najit napf. v knize [21]) a ukdZeme, Ze pro takto definovanou
geometrickou Lieovu derivaci plati Cartantv vzorec 20 (ktery jsme vySe pouzili pfi definici Lieovy derivace

diferencidlnich forem).

12.18. Definice. Necht X je hladké vektorové pole na M a necht existuje jednoparametricka
grupa difeomorfismti ®; generovana vektorovym polem X. Pak pro kazdé (hladké) tenzorové pole T na
M typu (°) definujeme tenzorové pole LxT tého typu predpisem

([@7 (T)](m)) -

t=0

Je z¥ejmé, 7e pro danou formu w € EF(M) je rovnéz Lxw € EF(M).

12.19. Véta. Necht X je hladké vektorové pole na M a necht existuje jednoparametrickd grupa
transformaci ®; generovand vektorovym polem X. Pak pro kaZdou formu w plati

Lx(w) = Lx(w).

DUKAzZ. Nejdiive ukdzeme, ze Lx je gradovana derivace stupné 0. Jsou-li w, 7 libovolné formy, pak
plati

d

Lx@Am)m) = =

([27 (@W)I(m) A [@7(7))(m)) = [Lx (w) AT](m) + [w A Lx (7)](m).

t=0

(Pro odtivodnéni druhé rovnosti by, striktné vzato, bylo t¥eba vyhodnotit vSechny formy na pfislusném
munoZstvi vektorovych poli a pak pouZit vlastnost derivace souc¢inu funkei.) Pfenéseni diferencidlnich forem

komutuje s vnéjsim diferencidlem. 7 definice Lieovy derivace Lx plyne tedy ihned, Ze i ona komutuje
s vnéjsim diferencidlem. Zbyva tedy ovéfit tvrzeni pro piipad forem stupné 0, t.j. pro funkce:

d

Lx(f)= o

(®7(f)) = Xf = Lx(f).

t=0

De Rhamovy kohomologické grupy, homotopicka invariance.

7 hlediska algebraické topologie a nekomutativni geometrie hraje dalezitou roli tzv. de Rhamuv
komplex. Jeho definice je identické s definici zminénou v kapitole o diferencidlnich formédch na R" (viz
3.8).

Piipometime si, ze de Rhamfiv diferencidl d zobrazuje £¥(M) do E¥*1(M) a ze d o d = 0. Pak pro
k=0,...,n definujeme k-tou de Rhamovu kohomologickou grupu

HYER(M) = {w e EK(M); dw = 0} /{w = dr; T € EF1 (M)},

Grupovou operaci budeme rozumét sc¢itani tfid uzavienych forem indukované s¢itdnim uzavienych
forem. Uvédomte si, Ze tato operace je dobie definovdna — soucet dvou exaktnich forem je exaktni.

De Rhamovy grupy popisuji topologické vlastnosti variety M. Tento fakt tizce souvisi s homotopickou
invarianci de Rhamovych grup. Tim se mysli jejich nésledujici velmi dilezitd vlastnost.
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12.20. Véta [o homotopii]. Je-li F : M — N hladké zobrazeni, pak zobrazeni F* : E¥(N) —
E¥(M) indukuje zobrazeni F* : HY o (N) — HE o (M).
Jsou-li zobrazeni F,G : M — N (hladce) homotopickd, tj. pokud existuje hladké zobrazeni
h:{(0,1) x M - N
takové, Ze

h(0,m) = F(m), h(1,m) = G(m); m € M,

pak pro vsechny k plati
F*=G*: HE 5 (N) — HE R (M).

Dtive nez probereme diikaz uvedené véty, je tfeba zavést nékolik pojmii.

12.21. Definice.

Necht M je varieta, pak soucin (0, 1) x M je varieta s krajem. Je-li F' hladkd funkce na (0, 1) x M, pak
F lze integrovat podle proménné ¢ € (0, 1). P¥esndji feceno, kazdé funkci F' € £°((0,1) x M), piifadime
funkci f(z) = fol Fdt € £°(M) predpisem

) = /0 Pt )dt.

Oznac¢me % kanonické vektorové pole na (0,1) x M. Budeme definovat operator
L:weé&P(0,1) x M) —s EP71(M)

predpisem

1
[Lw](Xo,... . X,) :/ w2 X0, Xt

Je zfejmé, Ze Lw je antisymetrické multilinedrn{ zobrazeni vektorovych poli na M, t.j. (p — 1)-forma na
M.

12.22. Priklad. V lokilnich soufadnicich se operator L snadno popise. Predpokladejme, ze M =
R™. Pak se forma w da napsat ve tvaru

w= Z ar(t,z)dt Adxr + Z Bs(t,x)dxy.

||=p—1 |-7|=p

1
W(E,X2=... ,Xp) = Za;(t,az)daz;(Xg,... , Xp); Lw = Z(/O ar(t, z)dt)dzr.
I 1

12.23. Vé&ta. Oznaéme symbolem s;,i = 0,1, zobrazeni variety M do (0,1) x M dand predpisem
s0(x) = (0,2); 81(2) = (1,2).
Pak pro libovolnou formu w € EP({0,1) x M) plati
L(dw) + d(Lw) = sjw — spw.

DUKAz. V8echny operatory pouzivané v dokazovaném vztahu (operdtory L, d, s¥) jsou linearni. Po-
kud rozlozime formu w pomoci rozkladu jednotky na lokalné konecny soucet ) wa, pak Lw =Y  Lw,
je také lokalné konecny soucet a totéz plati i pro ostatni operatory. Je tedy mozné predpokladat, ze w
m4 nosi¢ v (0,1) x U, kde U C M je né&jaké souradnicové okoli.

V piislusnych lokélnich souradnicich (x1, ... ,z,) stac¢i uvazovat dva p¥ipady:

1) w=fdz;,|J| =p,

2) w=adt Ndzy,|I|=p-1.

V prvnim pfipadé je Lw = 0 (nebot w neobsahuje diferencidl dt) a

L(dw) = (/01 <%) dt) ANdzy = sjw — sfw.

V druhém piipadé forma w obsahuje diferencidl dt, tedy zfejmé sfw = 0, i = 0,1, (nebot s¥(dt) = 0).
Podle definice operatoru L dostaneme
1 1
0
d(Lw) = d(/ alt,z)dt) Adey =3 ([ 22
0 i

0 axl

dt) Adz; A dxy
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L da

0 8:61

L(dw) = L} %dmi Adindeg) = - ( dt)dz; A dz ;.

O

12.24. Duikaz véty o homotopii. Nejdfive si rozmyslime, ze indukované zobrazeni F' je dobie
definované. Vzhledem k tomu, Ze d komutuje s F*, je pro kazdou uzavienou formu w forma F*(w) také
uzaviend a definuje t¥idu [F™*(w)], kterd je obrazem t¥idy [w]. Pokud se dvé formy w,r lisi o exaktni
formu, t.j. pokud existuje v,w — 7 = dv, pak F*(w) — F*(7) = F*(dv) = d(F*(v)).

Je-li h homotopie mezi zobrazenimi F,G a je-li w uzaviena forma, pak

G'w— F'w = sih*w — sjh*w = d(L(h*w)).
Tedy G*w a F*w urcuji tentyz prvek de Rhamovy kohomologické grupy. O

Rekneme, 7e varieta M je jednoduse souvisld, pokud je Idys homotopicks s konstantnim zobrazenim
na M. (Zkuste porovnat s definici jednoduse souvislé oblasti 2 C R?, kterou pravdépodobné znéte
z komplexni analyzy.) Jednoduchym disledkem homotopické invariance je pak fakt, Ze pro jednoduse
souvislé variety jsou de Rhamovy grupy trividlni. Specidlnim piipadem je pak tzv. Poincarého lemma.

12.25. Véta.
1) Je-li hladké zobrazeni F variety M do variety N homotopické s konstantnim zobrazenim, pak je zob-
razeni

F* : Hpp(N) = Hpp(M)

trivialni pro kazZdé k > 1.
2) Poincarého lemma Necht M je varieta. Pak je lokdlné kaZdd uzaviend forma exaktni, t.j. pro kaZdy
bod m € M existuje okoli U bodu m takové, Ze HY (U) =0 pro kazdé k =1,... ,n.

Pfipomenme si, Ze ve cviceni 3.15(f) byla popséna pro piipad M = R" explicitni konstrukce formy
T, pro kterou dr = w.

DUKAZ. Prvni ¢ast véty plyne z toho, Ze je-li G konstantni zobrazeni, pak ihned z definice pfendSeni
diferencidlnich forem plyne, ze G*(w) = 0 pro kaZzdou formu w kladného stupné.

Druhé ¢ast je disledkem faktu, ze pro kazdy bod m € M lze najit mapu (U, ¢) tak, ze m € U a o(U)
je konvexni mnozina v R”. Tedy na U je identita homotopicka s konstatnim zobrazenim. Tedy zobrazeni
Id* je trivialni. Ale zobrazeni Id* indukované identickym zobrazenim na £¥(M) je identické zobrazeni na
Hpp(M). O

Priklady, alohy a cviéeni

12.26. Kohomologické grupy.
Priklady nékterych kohomologickych grup:

Hpg(R*) =0 Hpp(R* —{0}) =0
Hpp(R*) =0 Hpp(R* —{0}) = Z
Hpgp(R*) =0 Hpp(R —{0}) =0
Hpg (R - {0}) = Hpg(R* —R) =0
Hpp (R* —{0}) = Hpg(R* —R) ~ 7,
Hpg(R* —{0}) ~Z  Hpg(R’ —R) =0

Hpn(B — {0}) =0 Hp(R* —R) =0

Vztah HER (Q) = 0, znamena, Ze kazd4 uzaviena k-forma na Q je exaktni. Ve cvicen{ 3.15e) je uveden
piiklad zdstupce z netrividln{ t¥idy v Hpg (R? — {0}). Pokuste se najit zdstupce z dalsich netrividlnich
grup.

Mnoho dalsich piikladd lze najit v [2].
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Kapitola IV

Reseni tiloh a navody ke cvidenim



Vnéjsi algebra R"

2.8 Kanonické baze vnéjsich mocnin A*(R?):

n 2 3 4
k=0 1 1 1
1 €1, €2 €1,€2,€3 €1,€2,€3,€4
2 €12 €12, €13,€23 | €12,€13, €14, €23, €24, €34
3 €123 €123, €124, €134, €234
4 €1234

2.9 Je-liw =31 | wie;, je

n
WAVIA...ANVUp_1 = (me) e1N...Ney={[v1,...,op_1],wer A...Ney
i=1

a zaroven
wAvy A Avp_ =detfw,vr,. .., up—1]er AL A ey,

2.10(b) Pro k > n jsou obé& strany vyroku ziejmé splnény. Bud tedy k& < n. Jsou-li vektory
V1,...,0x € V linedrné zavislé, lze psat napt. vy = Zf;ll a;vi,0; € R Potom vy A ... Avg = v A
Aot A (Zf;f aivi) — 0. Naopak, dle 2.3(iv) je

O=v1A...ANv} = Z detVj-ey
|J|=k

a tedy, jelikoz prvky ey, |.J| = k, tvori bazi A¥(V), jsou viechny k x k-determinanty det V; = 0. Z toho

plyne, Ze hodnost matice W je mensi nez k a vektory vy, ..., v jsou linedrné zavislé.

2.10(d) Inkluze LO(vy,...,v;) C Kerw je zfejma. Opacnd inkluze plyne z (b) takto: v € KerV —
v Avp A...Avg =0, tedy vektory v, vy, ..., v, jsou linedrné zavislé. Jelikoz v8ak vy, ..., v jsou linedrné
nezavislé, je v € LO(vy,. .., vg).

2.10(e) Implikace ,<* je trividlni. Opacnou implikaci dokdZeme takto: podle (d) existuji dvé baze
V1,...,V & 0],...,v; prostoru Kerw = Kerw' tak, 7e w =vi A...Avp aw’ = v] A... Av,. Odtud plyne
dle (a), ze w = det A W', pFifemz det A # 0.

2.11(a) Staci zvolit bazi v1,...,vr prostoru Kerws takovou, ze vq,...,v; je baze Kerw, a polozit
N=vjr1 N... \NVg.

2.11(b) Ozna¢me ! = dim(Kerw; N Kerw,). Zvolme baze vq,...,v; v Kerw; a wy,...,w; v Kerws
tak, Ze v; = w; proi =1,...,l. Potomw; ~v1 A...Avj aws ~wi A... Awg. Odtud ziejmé [ > 0 <=
w1 Awa = 0. Déle, je-li I =0, je zfejmeé v1,...,vj, w1, ..., w baze Ker(wi A wa).

2.11(c) Bud w = 31 (=) lajer A... Aei—1 Aeig1 A...Ae, € A"1(V). Pro libovolny vektor
v=> " vejevAw= (3 viai)er A...Ae,. Tedy mnozina L := {v € V;> 1" v;a; = 0} je

line4drni prostor dimenze n — 1 a existuje v ném béze wy,...,w,_1. Polozime-li ' = w1 A ... Awp_1 =
S (=) ales AL Aeimi Aeiri AL Aep, je podle 2.9 [wy, ..., w,—1] = (a},...,al) vektor kolmy na
L, a tedy Ja # 0 takové, ze (a1,...,an) = ala},...,a,), atedy i w = aw'.

2.11(d) Polozme napiiklad w = e; Aes +e3 Aeg € A%2(R*). Pokud by tento 2-vektor byl rozlozitelny,
jeho jadro by podle 2.10(d) mélo dimenzi 2. Je-li vektor tvaru v = > A;e; v jad¥e w, je 0 = v Aw =
Are134 + Aoeazs + Azezin + Ageq1o a tedy A\; = 0 pro vSechna i, coz znamend Kerw = 0. Pron > 4 a
k=2,...,n — 2 polozme analogicky w = (e; Aea +e3Aes) AesA...Aegra € AF(R?). Potom obdobné
dostaneme dim Kerw = k — 2, coz u rozlozitelného k-vektoru nastat nemuze.

2.11(e) Navod pro piipad n = 4: Prvky kanonické béze e; lze piedislovat tak, Ze koeficient u e; A es
je nenulovy. Potom lze psat w = (aye1 + ages + ageq) A (Baea + Bzes + Baeq) + w' = vy Avg +w', kde w' uz
neobsahuje e; a es, tedy w’' = ve3 A e4. Na zdkladd tohoto postupu se tvrzeni dokdze pro vyssi n indukei.

2.11(f)

—(ad + b0)61234

(ad — bC)61234

(e1 +eq) Nea A (es +eyq)

(e1 +ex) A(ea+es)A(es +eq) A(es+es5) A(es + eg)

2.11(g) Takovy k-vektor existuje pravé tehdy, kdyz 2 < k < n/2 a k je sudé. Potom lze psat napt.
w=eiA...Neg+epr1A...Neap aplati wAw = 2e; A... Aegy. Kazdy k-vektor s pozadovanou vlastnosti

a)
B)
)
J)
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musi byt nerozloZitelny, ale ne kazdy nerozloZitelny k-vektor (byt pro k spliwjici vySe uvedené podminky)
ma tuto vlastnost.

2.12(a) Bud \ = eas3. Jelikoz ) € A1(R?), existuji realnd ¢isla a, b, ¢ takova, 7e *\ = ae; + bes + ce3.
Z definice Hodgeova operatoru dostdvame eaz A u = (ae; + bes + ces, p)eia3 pro véechny vektory u € R3.
Dosazenim p = es, e dostavame b = ¢ = 0 a pro u = e; vztah ess; = aeqqs, tedy a = 1. Pro dalsi bazové
vektory A?(R?) postupujeme obdobné a dostavame:

*€23 = €1, *€13 = —€3, *€12 = €3,
pro obecny 2-vektor tedy:
*(61623 + C2€13 + 03612) =cie1 — Ccres + C3€3.

2.12(b) Podle (a) a zndmych vztahii pro vektorovy soucin v R? plati ziejmé rovnost u x v = *(uAv)
pro viechny u,v € {ej,es,e3} a diky linearité pro viechny dvojice vektori z R3.
V obecném pripadé je pro kazdy vektor v € R”

([ur, ..., up—1],v)o =det(v,ug,...,up_1)0 =V AU A... NUp_1 =

= (D" M A AU Av = (=) Hx(ur A A ), 0)0

Diferencialni formy na R”

3.12(a)
da da
kZOZLd:aECDO(]R2),dw:8—mld$1+a—md$2,
k=1:w=ai;dxy + asdzs,
dw:%dxl/\ dxl-l-%dm/\ dxl-l-%d:cl/\ d:c2+%d:c2/\ dry =
8:[71 6332 6331 8:[72
6(12 8&1
== — — | dz N dx»,
<a$1 61’2> o 2
k=2:w=ajadr A dzxs,
Oays Oais
dw = dxi N dxq AN dxs + dxs N dxq N dxo = 0.
011 Oz

Samoziejmé vztah w € £2(R?) = dw = 0 plyne téZ z toho, ze dw € E3(R?) = 0.
3.12(b)

Oa Oa Oa
= : = o0 ]Rg = — R -
k=0:w=a€C®R’), dw oz, dm1+61’2 dazg—l—axg dzs,
k=1:w=a;dry + asdzs + azdxs,
dw = %d:ng/\ dxq +%d$3/\ dxq —l—%dwl A dxo +%d:n3/\ dxo +
0xs Ors 0xq Ox3
+ %dazl A dxs + %dwg A dxs =
or Oz
das  Oas 0a;  Oas
=(=——-=—=14d d — ——]d d
(8:[72 8w3> T2 A a3 + <6m3 8561) T3 A 6Ty +
8(12 8a1
+ <6m1 - 8:[72) d:l?l A dCUQ,

k=2:w= a23d:02 A d$3 + asi d$3 A d$1 + ais d$1 A d$2,
6&23 6a31 8012

dw =
n (83:1 + 6332 + 6333
k:3:w:a123dx1/\ d$2/\ d$3, dw = 0.

> d$1 A d$2 A d$3,

Poznamka: Jelikoz jsme v definici diferencidlnich forem ptipustili jen prvky tvaru ajdxy, kde I je
usporadand vzestupné, neni symbol a3y dzs A dzy striktné vzato definovan, znamend v8ak a3 dxq A dxs,
kde a3 = —ag;. Tato konvence byla zvolena z divodi zfejmé symetrie zapisu.

3.12(c)

a) dw=xzdyAN dz —z de A dy

B) dw=ye"VdxAdy—ze¥dyA dz
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v) dw=(2x —2z)dz A dy A dz
d) dw = —z(cos(zy) +sin(zz))dx A dy A dz

3.12(d)
_x 9f of - f , ‘ , N —
df A df = ”521 oz, 6 -dz; A dzj = y El > 8:62 oz, (dz; A dxj + dzj A dz;) =0

3.12(e) Hleddme-li formu w ve tvaruw = Y"1 (=1)"ta;dzi A.. A dzi—1 A dzigi A . A dxy, vyjde
z pozadovaného vztahu nutna a postacujici podminka a; = z; + ¢;, kde ¢; jsou konstanty.

3.14

a) ¢*(w) = (u+v—2)du/\ dv,

B) ®*(w) = (2u(v — )—Suv)du/\dv

v) ®*(w) = (2 cos2u — 4sinuv + 2u cos2v) du A dv,

§) ®*(w) =0.

3.15(a) dwA dw) = dw A dw + w A ddw = 0, nebot forma dw je lichého stupné (viz2.11g).
3.15(b) Jelin = wAw, je dg = do A w+ w A dw, nebot w je forma sudého stupné. Dale plati

dw Aw =w A dw pro libovolnou formu w a tedy d(37) =w A dw.

3.15(c) dwAT)=doATEwAdr=0

3.15(d) Je-li da =w a df =71, pak d(a A df) = daNdBtaAddB=wAT.

3.15(e) Uzavienost se ovéii snadno vypoctem. Kdyby forma w byla exaktni, existovala by funkce
f € C>=(R? — {0}) takova, ze

of y of x

dx 22492 By 22 +y?
Integrovénim dostdvame z prvnf rovnice f(z,y) = —arctg(})+c1(z) az druhé f(z,y) = arctg(£) +c2(y),
tedy funkce f musi byt (az na aditivni konstantu) rovna f(z,y) = arctg(%). Tuto funkci viak nelze spojité

definovat v celém R? — {(0,0)}, tedy forma w nen{ exaktni (jakoZto forma na R? — {(0,0)}).
3.15(f) Definujme lineérn{ operatory Ay a L z £¥(Q) do sebe vztahy

1
Ap(wrder) = [ / =10, (t2)dt]da 1
0

L(wrdzr) = [kw(z) + Zazl ]da:;

Definujme linearni operator ¢ : £¥(Q) — £¥~1(Q) vztahem
k
t(wrdzr) = wr Z(—I)J:ﬂij driy Ao ANdxi;_, Ndxi; A Ndxg, .
vt

Ukazte postupné, 7e &« = Ax_1 ot(w), Ay oL =1d, Ayod=do A1 aL=10d+do Z toho jiz
okamzité plyne, Zze dw = 0 implikuje w = da.

Retézce

4.8(a) K vypoétu [ w je nejprve nutno znat ¢*(w) — prenos formy w pomoci zobrazeni definujiciho
singularni krychli e. Zapisujeme-li symbolicky ¢*(dz) = dx a podobné pro ostatni proménné, dostavime
dx = cosada, dy = —sinfdf, dz = —sinada + cosfdf a ¢*(w) = (sinf + cosa) da A df. Poradi
proménnych «, 3 je zadano, dostdvame tedy

/wz/ (sin B + cos a) da A dﬁ:/2 /z(sinﬁ+cosa)dadﬂ=7r.
c (0,%)2 0 0

=3

A
=

U‘|w

=
[0.2]
—_—~
¢]
~
—
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4.8(d) Jednotlivé stény Ctyfsténu jsou parametrizovany napf. takto:

z=0 z=s(l—1t) x=s(l—1)
cl y:S(l—t) c2:ey=0 c3:qy=t
z =1 z=1 z2=0

z=1-3s(1-1)
ca:sy=s(l—1t)
z=t

(defini¢ni obory pro s i t jsou vzdy (0,1)). P¥i volbé poradi proménnych s, ¢ dostdvame orientaci prvni
stény smérem dovnitf, je totiz

D1 i1 dp1 _ Opr

— =(0,1-1¢,0 — =(0,—s,1)a — x — =(1—-1¢,0,0

65 ( ) ) )7 at ( ) Y ) 65 at ( » Vs )7
coz je vektor sméfujici dovnit¥ ¢tyrsténu. Je tedy nutno brat prvni sténu se znaménkem —. Celkové
dostavame ¢ = —c¢1 + ¢ —c3 + ¢4 a

Jo=m o Lo
W= — w W= —.
c c1 Cq 8

Stokesova véta

5.2(a) Ze vztaht dw = —zdzx A dy, de = ds+ dt, dy = ds — dt, dz = tds + sdt, vypolitdme

/de:—/<01>2(s+t)(ds+ dt) A (ds — dt):2/01/01(8+t)dsdt:2.

(Zvolili jsme s jako prvni a ¢ jako druhou proménnou.) Pro vypocet druhé strany musime urcit okraj c.
Tim bude fetézec dc = —c50 + €51 + ¢,0 — 1,1, kde jednodimenionzalni krychle ¢ o, ¢;,o vzniknou (pro
a = 0,1) dosazenim s = « resp. t = a (v souladu s volbou s jako prvni a ¢ jako druhé proménné). Je
tedy:
r=t r=1+1 r=3s r=s+1
Cso:qy=—-t ¢cs1:qy=1-1 Cto:qy=s ct1:qy=s—1
z=0 z=t z=0 z=3S5

(defini¢ni obory pro s i t jsou vzdy (0, 1)). Nyni

/w:—/ w+/ w+/ w—/ w =
dc Cs,0 Cs,1 Ct,0 Ct,1
1 1 1 1
=—/ —t2dt+/ (1—t2)dt+/ s ds —/ (s> =1)ds =2.
0 0 0 0

5.2(b) Ze vztahi dw = ydz A dy + wdz A dw, dx = 2rdr — 2sds, dy = 2rdr + 2sds, dz =
dr — ds, dw = dr + ds, vypocitame

/de/ (r? 4 s%)(2r dr — 2sds) A (2r dr + 2sds) +
c (0,1)2

11
+ (r+s)(dr — ds) A (dr + ds):Z/ /(4rs(r2+s2)+r+s)drds =4.
0o Jo

Okrajem c je fetézec Oc = —c¢p0 + ¢r1 + €50 — 5,1, kde
z = —s> z=1-s> z=r2 z=r2-1
y =52 y=1+3s> y=r? y=r2+1
Cr,0 Cr1 't Cs,0 * Cs,1 !
zZ=-—5 z=1-s z=r z=r—1

w=Ss w=1+s w=r w=r+1
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(defini¢éni obory pro r i s jsou vzdy (0,1)). Nyni
1 1
/ w= —/ (—2s° — %) ds +/ (2s(1 —s*) + (1 —s%))ds +
dc 0 0

+/1(2r5 +7r2)dr — /1(21“(7‘4 — 1)+ (r? =1))dr = 4.

5.2(c) Snadno vypocteme dw = dz A dwA(de— dy)a [, dw = — 1 pro orientaci zvolenou pofadim

proménnych r, s, t. Této orientaci odpovidéd vyjadreni okraje dc = —cp 0+ ¢p1 + €50 — Cs,1 — €0 + Ce1-

Obvyklym zptsobem vyjadiime tyto fetézce a dostavame fac w= —%.

Prehled multilinedrni algebry
6.16
(01 Aw2)(u',u?) = o1 (ul vz (u?) = vi(u?)va(u'),
(v1 A v Aws)(ut,u?, u?®) =v (uh)vs (u?)vs (u?) — vy (u?)vs (uh)vs (u?) +
+u1 (u?)vs (u?)vs(u') — vy (u?)vy (u?)v

+o1 (u?)og (U Yvs (u®) = v1 (uh)vy (u?)vs (u?)

o
Y
I
+

Variety a zobrazeni

7.14(b) Piechodové zobrazeni ¢ = fo o fi' : R — R je funkce p(z) = z°, coz ziejmé nenf

difeomorfismus (¢! nem4 v bodé 0 kone¢nou derivaci). OvSem zvolime-li homeomorfismus ¢ : (R, f) —
(R, f2) definovany jako ¢(z) = x%, je zobrazeni ¢ = fy ot o fi' : R — R rovno identité, coz je
difeomorfismus — dané diferencovatelné struktury jsou tedy ekvivalentni.

7.15(a) Atlas variety se bude sklddat z jediné mapy (®(U), ®~1), jediné mo#né piechodové zobrazent
je ®~' o ® = idy, tedy difeomorfismus. Pro jinou parametrizaci ¥ : V — R*,V C RF oteviens, je
piechodové zobrazeni ¥~ o ® : U — V hladké(!), mapy dané ® a ¥ jsou tedy kompatibilni.

Pro¢ je viak ! o & hladké? Na prvni pohled by stadcilo fici, Ze ! je hladké, nebot ¥ je hladké,
regularni a prosté. Oviem ¥~! je definovdno na ploSe M, a hladkost takovéhoto zobrazeni ani neni
definovana. ¥ je regularni, tedy podle definice je hodnost jeho Jacobiho matice v§ude na V' maximalni.
Lze tedy v kazdém bodé v € V vybrat indexy i1, ..., i takové, ze

ov;,,..., v,
T T () £ 0.
8v1,...,vk ( )
Oznaéme 7 : R® — R* projekci 2 € R" na soufadnice z;,,...,z;, € R¥. Potom 7 o ¥ m4 nenulovy

determinant Jakobidnu v bodé v € V a podle véty o inverznim zobrazeni existuje (7 o ¥)~! na néjakém
okoli bodu (¥ (v)). Pak ale ¥ "1 0 ® = (7m0 ¥) ! o (7 0 ®) je hladké zobrazeni v bodé &1 (¥ (u)).

7.15(b) Zobrazeni ®(z) = (z,¥(z)) : U — RE*™ je ziejmé hladké, prosté a regularni, tedy podle
7.15(a) je ®(U) k-dimenzionélni podvarieta v RE*",

7.15(c) Dle véty o implicitnich funkcich, zndmé z diferencidlniho poc¢tu funkei vice proménnych,
existuje pro kazdé z € M jeho oteviené okoli U(z) v R"* a hladk4 funkce g, : R¥ — R” takov4, ze
M NU(x) je grafem zobrazeni g, restringovaného na néjakou otevienou mnozinu 2, v R*. Pokryjeme M
(spocetné mnoha) mnozinami U (z), ty pak spolu se zobrazenimi g, ! tvoif atlas. Pfechodové funkce jsou
totiz tvaru g, ! o g,, coz jsou difeomorfismy.

7.15(d) Necht (Ua, fa)a je atlas na varieté M a (Vs,gp)s atlas na varieté N. Pak se dd piimodare
ukézat, Ze (Uq X V3, hag)ag, kde zobrazeni hog jsou definovdna predpisem

hag(z,y) = (fa(2). 95(1)),

tvori atlas na M x N.
7.15(e) Pouzijeme jednoduché topologické konstrukce nehausdorffovského prostoru. Bud p libovolny
bod, ktery nendlezi do R a polozme M = RU {p}. Definujeme atlas na M sestavajici ze dvou map takto:

U =R, fi(z) = z pro v8echna z € R,
Uy =R - {0}U{p}, f2(z) =z pro vSechna z € R — {0},
f2(p) = 0.
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u
OBRAZEK 24. Mapy pro kruznici S*
U,
M ]R
M
U,

ES

OBRAZEK 25. Stereograficka projekce kruznice S' na piimku R!

Potom jediné pfechodové zobrazeni je identita na mnoziné R — {0}, coZ je difeomorfismus, tedy prostor
M s touto strukturou spliiuje axiomy variety, ale neni Hausdorffiv (body 0 a p nelze oddélit disjunktnimi
okolimi).

7.16(a) Uvazujme zobrazeni F : R" — R, F(z1,...,2,) = 2} + -+ + 2. Potom S" ! = {z €
R"; F(z) = 1}. Podle 7.15(c) staci ukazet, Zze pro viechny body # € S" ! m4 zobrazeni F maximéalni
hodnost, tedy 1. Dostavame grad F' = (221, ..., 2z,) = 0 pravé tehdy, kdyz = 0. Pro body sféry je tedy
grad F' # 0 a sféra S™! je tedy podvarieta dimenze n — 1 v R™.

Pro kruznici S! C R? lze volit mapy napiiklad takto: bud g(t) = (cost,sint) a go = ¢/(0,27),g1 =
gl(—=m, 7). Potom {(Uy = S'—{1},95"), (U1 = S'—{—1}, g7 ")} tvoii atlas (viz obr. 24), nebot prechodova
funkce ¢ = g;l o g1 je zobrazeni

P(r) == pro z € (0,m)
P(z) =z — 27 pro z € (m,27),
coz je difeomorfismus na kazdé komponenté svého defini¢niho oboru.
Pro sféru S* lze uzit i tzv. stereografické projekce. Pro ,severni pdl“ S = (0,...,0,1) i ,jizni pdl®
J =1(0,...,0,—1) sféry sestrojime zobrazeni pg, ¢, kterd kazdému bodu sféry (vyjma pélu samotného)

ptifadi prase¢ik piimky prochézejici pélem a danym bodem s nadrovinou R¥, proloZenou ,rovnikem¢
sféry (viz obr. 25, 26).



82

|
a
1 =

o

2

OBRAZEK 26. Stereografickd projekce sféry S? na rovinu R?

Napt. projekci pg lze vyjadrit jako
T Tk

( 1, I k+1) (1_mk+1l ’1—CU]@+1
Ziskavame tak atlas slozeny ze dvou map — prechodové funkce jsou difeomorfismy, nebot mapy jsou
linearni lomend zobrazeni v kazdé slozce, definovand na celé sféie bez pdlu.

7.16(b) Zvolme parametrizaci toru takto nasledujicim zptsobem: bud

z = (R+rcost)coss
y=rsint

z=(R+rcost)sins

parametrické vyjadieni funkce f na R? a polozme f; := restrikce f na mnozinu Q; = (0, 27)x (0, 27). Roz-
myslete si, ze zobrazeni f; je na ()1 prosté a ze jeho obrazem je torus bez dvou kruZnic, které se protinaji
v jednom bodé, (f1(Q1), fi'') je tedy mapa. Obdobnym zptisobem definujeme Qs := (%’T %’r) X (%’T %’r)
Q3 = (4%,10?77) X (4%’10?77) a f2 = f|Q27f3 = f‘Qg' Mnoziny fl(Q1)= fQ(Q2)7 f3(Q3) pokryvaji torus
(méné map k jeho pokryti nestaéi!) a nynf jiz snadno nahlédneme, 7e mapy (f1(Q1), i), (f2(Q2), f5 '),

(f3(Q3), f3_1) tvoii atlas na T2, nebot piechodové funkce jsou vyjadieny takto: napf.

bo= 5o fis Qo —((0.2) x {1 U (20} x (0,2m) =

21 87 21 87
5 Q- (55 x 2rjufen) x (5, 50)
je definovana na komponentach svého defini¢niho oboru tak, jak je naznaceno na obrazku 27
Na kazdé komponenté se jednd o prosté linedrni zobrazeni, které je vzdy difeomorfismus, tedy pie-
chodova funkce je rovnéz difeomorfismus.
7.16(d) Symbol [z] bude oznaovat prvek RP" jakoZto t¥idu ekvivalence ~ pfislusnou prvku z. Tedy
[z] = [y] pravé tehdy kdyZ 3\ # 0;y = Az. Definujme mapy:

Vii=A{[z1,...,xpp1];z; #0},i=1,...,n+ 1,

fi:Vi— R
[xl:---axiflalaxiJrla---aanrl] s (961,---a$i71=$i+1=---=$n+1)
Zobrazeni f; je tedy definovdno pomoci toho reprezentanta tiidy [z], pro néjz je z; = 1. Z¥ejmé je

RP" = U:.:Lll Vi a f; je prosté zobrazeni V; na R™. Prechodové funkce jsou pak urceny takto: pro i < j,
[z] € V; NV; pisme
Tiog 1 @i

T1 Tn+1
[x]:[wlz'":mi—lalami+17"'7wn+l]:[w_j:"':m—jamj: x; :"'71:"'7;—j]'
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3
(s,t+2m) (st 2m, ¢+ 2n)

2m =

(s,t) S+ 2m,t)
2
3

(s,t) (s,t)
0

0 e 27 5

OBRAZEK 27. Pfechodové funkce pro torus

Je tedy
fi([$]):(1‘1,...,Ii,1,$i+1,...,$n+1)
‘ _ i1 1 i Tpt1
f]([w])_(l‘], xj axj: xj 3ty xj )

Je ziejmé
fi(VinVy) =R" — {uj—1 =0},
fiVinV;) =R* —{u; = 0}.
Prechodové funkce ¢j; = fj o f; ' je tedy definovéna jako
Ui Uj—1 1 Uj Un

¢]Z( 1 s Ui—1, Ug, ) n) (Ujfl’ ’Ujfl’ujfl’ujfl‘ ’Ujfl)

Pro nazornost uvazujme ptipad n = 2. Mame zde napiiklad proi =1,j = 2:

(¢ = [Ly,2] = [5,15],

fi([z]) = (y,2)
1 z
fi([z]) = (; ;)
a tedy
o1 (ur,u2) = (uil’ Z—?)

Zobrazeni 19, je definovdno na R? — {u; = 0}, na této mnoziné je prosté a kazda z jeho slozek je hladka,
tedy 121 je hladké a 1/)2_11 ziejmé také, je to tedy difeomorfismus. Tuto tivahu lze zopakovat pro ostatni
kombinace i < j a analogické tvrzeni lze dokdzat stejnym zptisobem v piipadé RP" pro obecné n € N,
7.16(e) Popisme si prvky 7 € Gra 3 jako 7 = LO(v1,v2), kde v1,v2 € R® jsou linearné nezdvislé.
Definujme pak mapy
Viji={re€QGrag;zer = x; #0Vz; #0}
Definujme zobrazeni f;; : V;; — R? napt. pro i = 2, j = 3 takto: Vag = {7 € Gra3;(1,0,0) ¢ 7} a tedy
VT € GI“273 3'332, (CUQ, 1,0) ET
Alzs; (23,0,1) € 7.
Klademe tedy
foz 1 Vog = R

T (22,23)
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Obdobnym zptisobem definujeme mapy pro indexy 12 a 13. Pfechodové funkce pak jsou definovany takto:
bud napt. a = 12,5 = 23
VaNVs ={r;(1,0,0) ¢ 7&(0,0,1) ¢ 7}.
Pak lze psat
7 =L0O((1,0,21), (0,1, 29)) = LO((x3,0,1), (x2, 1,0)),
kde navic z; # 0 a x5 # 0. Protoze se jedna o dva rizné zapisy téze nadroviny v R?, dostdvame snadnym
vypoctem

Ir3 = —
Ty = ——

Potom

fia(T) = (21, 22)
fa3(7) = (z2,23) = (——, —)

Je tedy zifejmé
Ypaler ) = Ps(fiz (a1, ) = (-2, 1),
21 21
coZ je ziejmé difeomorfismus mnoziny R? — {u; = 0} na R? — {us = 0}.
Pro obecnou varietu Gry,, zavedeme mapy obdobnym zptisobem: polozme pro kazdou k-prvkovou
podmnoZinu K mnoziny {1,...,n}

Vk :={1 €Grpp;z €7 = Fi € K,z; #0}

Bud nyni K = {i; < --- < it} zvolena pevné a uvazujme [ € {1,...,k}. Rozmyslete si, ze pro kazdé
T € Vi existuje pravé jedna (n — k)-tice ¢isel
1 _ ol 1 —k
X' = (25,25 ) €R"
tak, ze
(xf,,...,0,...,1,...,0,....25 )er

(na k mistech indexovanych mnozinou K jsou nuly (s vyjimkou ¢;-tého mista, kde je jednicka), zbylych

n — k mist je obsazeno &isly zf ...,z _ ). Tuto Gvahu uéinime pro viechna I € {1,...,k} a nakonec
klademe
fr(r) = (X',.... X¥) e RHK,
7.16(f)

GL,R: jelikoz funkce det : M,R — R je spojitd, je mnozina {A € M,R;det A = 0} uzaviena,
GL,R je tedy oteviena v R a podle 7.15(a) je to tedy varieta dimenze n?.

SL,R: stac¢i dokazat, ze zobrazeni det : M,R — R je regularni na SL,R = det_l(l), potom podle
7.15(c) je SL,R varieta dimenze n® — 1.

Determinant je (nelinearni) funkce n? proménnych a jeho diferencidl je linedrni zobrazeni D det :

R —s R, jehoz ij-té slozka ma tvar

det(A + tXij)a

t=0

d
Ddet);; = —
( det)] dt

kde X;; je matice s jednickou na misté ij a s nulami jinde. Rozvineme-li determinant uvniti tohoto vyrazu
podle j-tého sloupce, dostaneme

(det(A) + tdet A;;) = det A,

t=0

d
Ddet);; = —
(D det);; o

kde /Lj je submatice vznikla vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce z matice A. Jelikoz v8ak det A = 1,
existuje index 15 takovy, ze submatice ij ma nenulovy determinant, tedy alespon jedna slozka zobrazeni
D det je nenulovd, tedy toto zobrazeni ma maximalni hodnost 1.

O, R: Ztotoznéme prostor vSech symetrickych matic n x n

SymaR = {A € M,R; A' = A}
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s prostorem R("2). Uvazujme zobrazeni
F:M,R— Sym,R
A AA,

Potom O,R = F~1(E). Sta¢i dokézat, 7e zobrazeni F je reguldrni na O, R, potom podle 7.15(c) je O,R
varieta dimenze n? — (") = (7).
Diferencial zobrazeni F' je linearni zobrazeni

DF:R” — R("3)

d
X — F(A+tX).
'_)dt (A+tX)

t=0

n-zi—l)

Staci a je tfeba dokazat, ze pro A € O,R je DF zobrazeni na R( ~ Sym,R. Vyjadieme tedy

DE(X) =L PA+ix) =L (A4ex)(4+1X) =
dt t=0 dt t=0
= % (ATA + AMX +tX'A +2X'X) = A'X + X' A
t=0

Je tedy tfeba dokézat, Ze pro kazdou matici A € O,R a kazdou matici B € Sym,R existuje matice

X takova, 7e

B=A'X + XA,
JelikoZ je matice B symetricka, lze psat B = C'+C?, kde koeficienty matice C' jsou dany pomoci koeficienti
matice B takto:

cij =bij, i<

Cij = Ebij, ’L=]

Cij = 0, 1> 7.
Potom A*X = C pravé tehdy kdyz XtA = C% matice X je tedy déna rovnici A!X = C. Jelikoz A je
reguldrni matice, m4 tato soustava pravé jedno feseni X = (A!)"1C. Zobrazeni DF je tedy surjektivni,
tzn. ma maximalni hodnost.

SO,R: Pro kazdou matici A € O,R plati det A = +1. Ov8em determinant je spojita funkce, Lie-
ova grupa O,R ma tedy dvé komponenty dané hodnotami +1 tohoto determinantu. Kazda z kompo-
nent je v8ak sama o sobé varietou stejné dimenze (je to oteviend podmnoZina variety). SO,R = {4 €
OpR;det A =1} je tedy varieta a Lieova podgrupa, jeji doplnék {4 € O,R;det A = —1} je vSak pouze
podvarieta, ale nikoli podgrupa — neni uzavieny na nasobeni.

Dokézat, ze vechny uvedené priklady jsou zaroven Lieovymi grupami, je snadné. Staci totiz dokizat
hladkost grupovych operaci nasobeni a inverzni matice v GL,R, jejich hladkost pro podgrupy je pak
rovnéz zarufena. Hladkost nésobeni je ziejmé, hladkost inverze lze odvodit z Cramerova pravidla (prvky
inverzni matice jsou vyjadieny jako podily subdeterminantii a determinantu celé matice).

Teény a koteény prostor

8.27 Bud (U, ) mapa na M, m € M a h,, : T,,M — R" zobrazeni, které te¢nému vektoru ai

Zj
pritadi vektor e; kanonické baze R™. Lze ztotoZnit
UmnmevTmM ~U x R™.

Definujme mapu ¢ : U x R* — R"® x R® pomoci ¢ = (p, hy), pro néjaky bod m € U. Potom
piechodové funkce pro U, U’ takové, 7e m € UNU' je
plog Tt = (¢ o o hyt).
Jeji prvni slozka je prechodova funkce pro M, tedy difeomorfismus, druhé slozka je ,zména soutadnic
xp = ai(xy, ..., zy). Plati oviem

o oz, 0

. 9yl
ox; = Oz; Ox),

tedy i toto zobrazeni je difeomorfimus.
T M je tedy varieta dimenze 2n.
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8.28 Je-li X hladké vektorové pole, je podle definice

X (@)m) = (X)) = 3 ai(m) g m)

pro kazdou mapu (U, ¢) na M, pfi¢emz funkce «; jsou na U hladké. Funkce % jsou oviem také hladké

(pro g hladkou) a tedy i X (g) je hladka.
Na druhou stranu, v dané mapé (U, ¢) definujeme funkce gx(m) := xp, k =1,...,n, potom

X(gr) = Zai(m) oz, Ak,
i=1 v
tedy funkce oy, jsou hladké na U.

Integrace forem

10.12(a) Podle pozndmky 10.9 pocitdme integral pies fetézec, ktery parametrizuje sféru S? s vyjim-
kou podmnoZziny dimenze 1. Za takovy fetézec muZzeme volit sférické souradnice:
x = cospcosf
: y = cospsind
z =singp
v € (=%,5),0 € (0,2m). Potom @, = (—sinpcosf, —sinpsinf, cosp), &g = (— cos @sinb,cos ¢ cosd,0).
Tedy pti oznaceni dx = ®* dz atd. dostavame pienos
dr = —sinp cosf dyp — cos psin 0 db
dy = —sinpsin @ dy + cos g cos f df
dz = cospdp
®*w = —sinpcospdp A db
Zvolené pofadi proménnych ¢, 8 uréuje smér normdly: zvolme napf. bod (0, 7) v parametrické mnoZing,
v tomto bodé je ®,(0,7) = (0,0,1) a ®4(0,7) = (0,—1,0). Tedy
(btp(oa 7T) X (PQ(Oa 7T) = (17 0: 0):
coz je normdla sméfujici v bodé ®(0,7) = (—1,0,0) dovnitf. Pro zvolené pofadi proménnych je tedy
nutno brat vysledny integral s opaénym znaménkem. Je tedy

2m z
dzr A dyz—/ <I>*w=/ / sinp cospdpdf = 0.
52 (—Z,2)x(0,2m) o J-z

212

10.12(b) Zde mizeme volit modifikované sférické souradnice:

T = acosycosf
D y =bcospsing
z =csiny
¢ €(0,%),6 € (0,2m). Vysledek: mab.
10.12(c) Zde mtizeme volit parametrizaci:
r=vt2+1
b : y =tcosu
z =tsinu

t € (0,1),u € (0,27). Vysledek: —%.
10.12(d) Zde miizeme volit parametrizaci:

T =TCoSp
®: y=rsing
2= 1p2

2
r € (0,1),¢ € (0,%). Vysledek: .
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10.13(a) Podle Stokesovy véty je [¢, w = [ps dw, kde B? znaéi jednotkovou kouli v R?, jejiz okrajem
je pravé S2. Pro w = dz A dy je viak dw = 0.

10.13(b) Podle Stokesovy véty je [qw = [5q 7 pro nékterou formu 7, pro niz dr = w. PiSeme-li
7= f(y) dz + g(z) dy, dostdvame ze vztahu dr = w soustavu diferencidlnich rovnic, kterou resi napiiklad

fly) = =34, g(x) = §a°.
Okraj € lze zapsat jako fetézec 9Q = dy + dy + d3 + dg — ¢, kde

dy = 4(1 - t,1)
dy = 4(~t,1— 1)
ds = A(t —1,~t)
dy = A(t,t —1)

c= e?nzt

[t
89 3

10.13(c) Uvédomte si, ze kraj valcové plochy je fetézec OM = ¢, — ¢y, kde ¢, je kruZnice

pricemz vzdy t € (0,1). Potom

ol

T =CoSyp
y =sing
z==

¢ € (0,2n),2 = a,b. (Viz pravidlo levé ruky 8.26.) Potom [, dw = [;,, w = n(b - a).
10.13(d) Kraj M je Tetézec ¢; + ca — c3, kde jednotlivé s¢itance dostaneme postupné dosazenim
¢=260=2%0=0.Potom [;, do= [, w=—7.
10.13(e) Bud
o(t) := (cost,sint), t € (0, 2m)

krivka parametrizujici jednotkovou kruznici. Potom

z y 2
/w:/ﬁdy—/ > de:/ cos® t + sin® tdt = 2.
o o T? +yY e T°tY 0

Pokud by vsak existovala f takova, ze df = w, méli bychom dle Stokesovy véty

[o=[a=] r=r0-sm =0,
[ ® Oy
cOZ je spor.

10.13(f) MuZeme psét napf.

n

w=Y (D" gy A Az A dai AL A day, € EPH R —{(0,...,0))),

‘ r
=1

kde
r= (Z azf)%
i=1

Uzijeme-li vztahu

or™ _, Or _
— =nr"! =z;nr" 2,
dostavame
n o or

dw = Z(—l)”l# de; Ndrxy N N dxi g Ndrigg N A dey, =
i=1
n 2, .n—2

- Z(_niﬂ%(_ni*l dzy A ... A dzn = 0.

2n
i=1

Pro n = 3 je specialné

1
w= m(wdydz —ydxdz + z dzdy).
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Kdyby forma w byla exaktni, existovala by forma 7 € £~ 2(R*—{(0,...,0}) takova, ze dr = w. Ozna¢ime-
li S; a S horni a dolni polosféru jednotkové sféry S2, je podle Stokesovy véty

/w:/w+/w=/ T+/ T.
s S S 51 GES

Zvolime-li orientaci polosfér Sy a Sy v obou piipadech ven, je jejich spoleénd hranice (rovnik) 9S; resp.
08> orientovana opac¢né, symbolicky 9S; = —0S>. Je tedy

/T+/ T =0.
85, 855
/w;«éO.
S2

Parametrizujme sféru S? sférickymi soutadnicemi takto: Zobrazeni

d:0— S?

Ukazeme vsak, ze

definované na mnoziné
T T
Q=(—=,=) x (0,27
(-2.2) % (0.27)
jako
T = cOSU COSV
Yy = cosu sinwv
z =sinu
je prosté reguldrni zobrazeni Q na S? ,bez jednoho poledniku a pdli“. d® lze potom vyjadfit jako
dr = —sinu cosv du — cosu sinv dv

dy = —sinu sinv du + cosu cosv dv
dz =cosu du .
Prenos diferencidlni formy w na €2 pomoci zobrazeni ® je pak

2

®*w = (cosu cosv (—cos®u cosv) 4 cosu sinv (— cos?

u sinv) +

2y —sinu cosu sin®v))du A dv =

+ sinw (—sinu cosu cos
= —(cos?u +sin®u)cosu du A dv = —cosu du A dv,

coz umozhuje spocitat integral

s i

% 2 z 2 7z
/ wz/ / <I>*w:/ (/ —cosu dv) du :—27r/ cosu du = —4n.
52 -z Jo -z \Jo -z

Integrace funkci na Riemannovych varietach

11.8 Je ziejmé V - VT = G a z véty o nasobeni determinant@ plyne (det V)2 = det G.
11.9(a) Pro kruZnici volime parametrizaci v : & = cosp, y = sinyp, ¢ € (0,27), potom ||7'|| =1 a

tedy dS = dy a
2m
/ ds = / 1dy = 27.
51 0

Pro sféru volime stejnou parametrizaci jako v piikladu 10.12(a) Dostavame tedy
E=(®,,8,) =cos’ p+sin’ p =1
F=(®,,%)=0
G = (®y, By) = cos® ¢

Odtud dS =vVEG — F?dpdf = cospdpdf a

z 27
/ dS:/2 / cospdpdf = 4.
52 -z.Jo
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11.9(b) Pii zadané parametrizaci ® je ®, = (cosp,sinp,0) a
¢, = (—rsing,rcosp,1). Tedy
E=(®,,®,) =cos’p+sinp=1
F=(®,,®,) =—rcospsing + rsinpcosy =0
G = (®,,®,) =r’sinp+r’cos’p+1=7r>+1

Odtud dS =vVEG — F?drdp =r?2 + ldrdy a

/Mde:/:w/OR(TQ-I-l)drdgo:Zw (%34-}2).

11.9(c) Volime napf. parametrizaci x = tcosg, y = tsingp, z = ¢, t € (0,T), ¢ € (0,27). Potom

E=2F=0,G=ta
/ fas = Y21
y :

3
11.9(d) Volime nap¥. parametrizaci x = rcose, y = rsing, z = t, t € (a,b), ¢ € (0,27). Potom
E=rF=0,G=1a

/ fds =mr(b* —a?).
M
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algebra, 34
Lieova, 52
symetricka, 38
tenzorova, 35
vnéjsi, 14, 37

atlas, 39, 42

baze ekvivalentni, 54

derivace
gradovand, 68
Lieova, 69
difeomorfismus, 42, 44
v R™, 39
diferencial
funkce, 53
vnéjsi, 21, 57
divergence vektorového pole, 9, 26

element objemu, 63

forma
diferencidlni, 20, 56
exaktni, 24
uzaviend, 24

funkce
hladka na poloprostoru, 42
hladka na varieté, 44
prechodovd, 39, 42

gradient funkce, 3, 26
graf zobrazeni, 45
grupa

de Rhamova, 71

difeomorfismi jednoparametrickd, 70

Lieova, 46
topologicka, 46

integrace
diferencidlnich forem, 60
funkci, 63
integral
1. druhu, 11, 12, 64
2. druhu, 11, 12, 65

Kleinova ldhev, 46

komplex de Rhamitv, 24, 71
kontrakce, 68

kraj variety, 43

krivka integralni, 71

lemma Poincarého, 25, 73

mapa, 39, 42
kompatibilni s atlasem, 40
mapy
kompatibilni, 39, 42
souhlasné orientované, 40

Rejstrik
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metrika
Minkowského, 64
pseudo-Riemannova, 56, 64
Riemannova, 56, 64
mocnina
symetrickd, 38
tenzorovd, 35
vnéjsi, 15, 37

nosi¢ tenzorového pole, 56

operator Hodgetiv, 17

orientace
nadplochy pomoci normély, 54
variety, 40
vektorového prostoru, 54

plocha regularni, 45
pole
tenzorové, 56
vektorové, 51
poloprostor, 42
prostor
koteény, 53
koteény fibrovany, 53
projektivni, 18, 46
teény, 48
te¢ny fibrovany, 48
topologicky parakompaktni, 59

prené$eni diferencidlnich forem, 22, 58

rotace vektorového pole, 7, 26
rozklad jednotky, 59

sféra, 46
singuldrni krychle, 27, 61
soucin

tenzorovy, 36

variet, 45
soufadnice Pliickerovy, 18
struktura diferencovatelnd, 40

tenzor, 35
kontravariantni, 36, 55
kovariantni, 36, 55
typu (), 36, 55

torus, 46

varieta, 40
Grassmannova, 18, 46
nehausdorffovskd, 45
neorientovatelna, 40
orientovana, 40
orientovatelnéd, 40
pseudo-Riemannova, 64
Riemannova, 64
s krajem, 42
zadand rovnici, 45
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variety difeomorfni, 44
k-vektor, 15
rozlozitelny, 18
jadro, 18
vektor te¢ny, 48
véta
Gaussova-Ostrogradského, 9
Greenova, 5
o potencidlu, 4, 6
Stokesova, 8, 30, 61

zjemnéni, 59
zobrazeni
indukované, 39
kotecné, 53
multilinearni, 35
tecné, 52
variet hladké, 44
zévorka Lieova, 51

fetézec, 28, 61
hranice, 29
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