2,1.

2. Z4kladni vlastnosti vech aystémd

Znovu si zopakujte definice zdékladniho systému funkef 2 , zékladniho
funkeciondlu A na Z i definici zékladnfiho prostoru (Z,A). Uvidomte =i,
jakym zpisobem se roz3iif{ zdkladni aystém Z s funkciondlem A na systém
& vEech integrovatelnych funkef! s konednym abstraktnim Lebesgueovym inte-
gréilem A .

Zhruba Fefeno - nejdfive se zékladni systém Z /ktery Jje prilid "uzky"
/roziif{ na 8irsi obor funkci 2™ a pro funkece z tohoto systému ase definu~
je "prirozenym” zplaobem integrdl A . Poté se pro libovolnou funkei defi-
nuje jeji horni a dolni integrdl /¥ ,’éf a v pPipadé, Ze tyto dvd hodnoty
splyvaji a jsou koneéné, Fikéme, Ze £ leZi v systému & . SpoleZnou hod-
notu Xf a Af pak nazveme abstraktnim Lebesgueovym integrdlem funkce f .,
Odtud jif lehko utvorime aystém funkei & ¥ a systém m&Fiteinych funkei A .
Konedn¥® miZeme definovat systém m&¥itelnjch mnoZin 222 a integrél pies li-
bovolnou mnofinu z tohoto systému.

Schematicky by bylo moZno cely postup zndzornit ‘asi nédsledovn&:

(Z,A) zékladni prostor

i

(Z*, A) ~ prvni roz#ifeni pomoci monotonnich
limitnfch pfechadd

Aif , ar definice horniho a dolniho integrélu
b z libovolné funkce

(£, A) definice oboru funkc{ s konednym abstrakt-
nim Lebesgueovym integrdlem

*
(£7, 1) definice oboru funkcf s abstraktnim Lebes-

gueovym integrdlem /ktery miZ%e mit i ne-
kone&nou hodnotu/

systém vdech méfitelnych funkel

asystém viech mZFitelnych mnoZin

f integrdl pifes m$¥itelné mmnoZiny
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Jednotlivé kroky, definice i jejich oprdvnéni je zapotfebl si velml podrobné
rozmyslet. A% si celou teorii projdete, pokuste si ji ilustrovat na nékterdém
z konkrétnich pfikladd 2,5 - 2,23.

2,2.| Rozhodnéte, zda ndsledujici mnoZiny funkei tvori zdkladni systém 2

(P je libovolnd neprdzdnd mnoZina):

a/ 2= {f€S(P); f je konedndna P}, tj. 2 Je systém viech kone¥-
nych redlnfeh funkef na P ,
v/ 2={ £€S(P); £=0na P}, tj. systém Z sestévé z jediné funkee

identicky rovné nule na P ,

e/ Z = { £€sS({0,T)) ; flx) = a.sinx, & probthd mnoZinu vdech redilnych
- esel },

&/ 2=1{f£€s(B) ; £ Je spojitév E },
e/ 2= S(P), tj. Z Je systém viech funkefi na P ,
£/ Z = { f €S(P) ; £ je koneZnd a nezdpornd na P } ’

g/Z={fES(P); £ Je konednd a zdpornd na P},
h/ 2 ={ £ €&S(E) ; existuje viastnf derivace £ v E, |,
i/Z={f€S(P); f Je omezend na P}.

“_v pripadech a8/, b/, ¢/, 4/, 1/ tvori ; v pripadd e/, g neni splndno
1,5, 2, 5, v p¥ipadé £/, b/ neni splnino 3, _n

2,3.| Bud 2 24kladnf systém funkci, zjistéte, zda funkciondl A na 2 splnu-

Je axiomy 4A =T _

a/ je-1i a € P , definujeme pro £ € Z funkeiondl A vztahem Af = f(a),
B/ f€Z — Af =0,

c/a€&P, £€Z — Af =~ £(a) ,
a/a€P, f£€7 — Af=|fa)|,

e/ f€Z —> Af = gup £{(x) .
- XEP

”_V piipadech a/, b/ jsou axiomy splnény, v pfipadé ¢/ neni splnin axiom
550 v piipadd 4/ axiom 6,+ v pFipad¥ e/ nemusi byt splndn axiom 451 649

'TA '__U . ' -
244. | Definujme systém Z na intervalu (0,1) takto:

f € 2, prédvé kdyz f Jje spojitd na (0,1) a existuje konednd

lim £{x) .
x-+0,

Pro funkce ze gystému 2 definujme Af = lim f(x)
X0
+

- 31 -



2,5+

2,6.

UkaZte, Ze ,
a/ 2 tvoPi zdkladni systém funkci,

b/ funkeiondl A splnule axiomy 4,, 5,3 6,

¢/ funkeiondl A nespluuje axiom 7, .

Jaké by byla situace, kdybychom systém 2 1 funkciondl A definovali
ste Jn& - ale na uzavreném intervalu {0,1> 7

Bud Z mo#ina vdech funkci definovanych na intervalu (0,1)
f(x) = ax, tj.

Pro

tead

z={fes (0,1 ; &

DokaZte, Ze

1/

2/

3/
4/
5/
6/
7/
8/
9/

resp
reap
Af

£ =

4+ 00

pA

frog

£{x) = ax dJdefinujme Af

ax pro x € (0,1)} .

8 .

tvotri zdkladni prdstor,
Pz {f,0} F=zu{e_}, Ke £, ,

£

- 00

= +00

je funkce rovnd identicky + oo ,
na (0,1} ,

, AF =-0c0 ,

S
’x.-.z*:_/\_’
tedl , ge A I} f.ge A ’
Jjediné mZ¥itelnd mnoZina Jje prédzdnd mnoZina,

<=

f=g na (0,1) ,

(0,1) ¢ ax , c&?(o,l) =+0 |,
A C(0,)) , A#0@ , ozname x = inf A , potom

bud

a/ (#ZA=+00 , je-li x=0,
3 v/ AZa=x1 , je11 x>0,
10/ f€2 2% nn (£,1) € 2,

11*/feA=)é)prokaﬁdé ¢ €E je{xG(O,l); f(x))c}em

/viz vétu 56/ ,
A

® A
12/¢ed,f=2 v (0,9, =0 v (3,1) % Te

/uvédomte si viak, ze <2, 1)¢ 22, viz vatu 12/ .

Necht systém 2 je stejny jako ve cviZenf 2,5 , tJ.
fez & £ €5 ({(0,1)) a existuje k €E, tak, Ze £(x) = kx

pro x € (0,1) .
Pro libovolnou f € Z polo¥me Af =0 .
DokaZte, Ze

1/

(Z,A)

tvoit

zdkladni prostor,

2/ =z} , Fu{r } /Jderinice runket £,

£

- Q0

Je v piFedehozim cvideni 2,5/,
-3 -
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2,7.

2,8.

3/ Af, o, =Af_ =0,

o L =8%=A =35 ((0,1)) ,

5/ ka%dd mnoZfina v (0,1} je m&Fitelnd a nulové,
6/ £€S ((0,1)) = £~ 0 a Af=0,

7/ f,8 € S((0,1)) = £~ g,

8%/ £€2z 3% mn(f,)€ 2z,

9% e = nin(£,0€£L.

Bud Z systém vdech funkc{ definovanjch na intervalu < 0,1) tvaru
£f{x) = kx , tJ.
Z = {fE 5 ({0,1}) ; f{x) =kx pro x € <0,1)}.
Pro £€Z, f(x) =kx poloZme Af =k .
DokaZte, Ze
1/ (Z,A) tvobi zékladni prostor ,
2/ ®=3zu {fl} , zX = Zu{fa} y kde’ £y 5 vesp. £, je funkee
rovhd +o , resp. =00 na (0,1}, flcm = £,(0) =0 ,
3/ £y > 0 = e¢gz*, ir
7o) < 0 = rgz¥ , ar
*
4/ £ =32, £L=3%=A ,
5/ 3 ={6} , ti. jediné méritelnd mnotina je prézdné mno¥ina.

+ 00 ’

- 00 s

Definujme zgkladni systém funkci{ Z stejnd jako v pfedchozim prfkladd
2,7, Pro libovolnou f € Z poloZme Af =0 .,
DokaZte, Ze

1/ (Z,A) +tvori zdkladni prostor,
2/ Z} ='Zu{f1} ’ ZK=Zu{f2} » kde funkce £, , £, jsou
definovény stejné jako v p¥. 2,7 ,
eo>o0 = rgz¥, kt=r0
{0y 0 =>f¢z*,‘éf=-oo ,
4/ f e L € f£0) =0,
5/ f € £ = af=0,
6/ €L = L=A 45 (Lo, ,
7/6 € 7 & AC(0,1) /tj.kayz O ¢ A/,
8/ 8 € =>ur=0,
9/ P =<0,1) ¢ XN ,
10/ 0€EA = dA=+00
11/ £ v g & £(0) = g(0) ,
12 £ €2 3 oin(f,1)€ z,
13%/ fed = pin (£f,06 L .
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2,9.] Bud z={f€S(E) ; £ Jje konstentnima Ey}. Pro libovolnou f € Z

definujeme Af = £(0) .
DokaZte, Ze
1/ (2,A) tvoi{i zékladn! prostor,
2/ =20 {f,00}s =2V {f oo}y ke £, 00 /f oo/ Jo funkee
identicky rovad + 00O / =00/ na El ’ '
3/ £ ¢ S(Ey) = Xe =-sup £(x) , Af =inf £(x) ,
xEEl xGEl
& £ =12 , L= = A ,
5/ 7 = { g, El} , ti. jediné m&#itelné mnoZiny jsou prézdné mnoZina

a cely proastor E1 y piicemi

(u(¢)=0,(uE1=1 ’
/Mg = &ar=1.

2.10.) Bul Z={f€5(<0,1>) ; £ Je konetné a £(x) =0 pro viechna

x €<0,1> s vyjimkou snad kone¥ného po&tu bodd } ,

pro f € 7 definujme Af = 2 f£(x) /jednd se o konedény soufet ! /.
x€<0,1>

DokaZte, Ze
1/ (Z,A) tvofi zdkladni prostor,

2/ £(x) > 0 pro nespodetn® mnoho Xxé€<0,1> =P Af = +00

"_zjistéte ne jaFive charakteristiku systému 2Z° a uvddomte si,

2e inf @ =+ oo _| ,
£(x) < O pro nespofetné mnoho x €<0,1> = Af =-00 ,

3/ jedind nulovd mnoZina je prdzdnd mnoZina,
" 4/ & ={f€ 5«01 ; £(x) #0 pouze pro spofetnd mcho x€<0,1)

2
® xe<0,]!£(x” < v } !

5/ £ € ¥ = Af = Z f(x) ,
x€<0,L>

6/ /A = { £f € 5(<£0,1>) ; f£(x) #0 pouze pro spoletnd mnoho
x €<0,1>},
773 = { AC<0,1> ; A je spodetns } ,
8/ A¢c FH =%(aa = +00 , je-11 A nekonelnd spoletns,
(YA =n , je=11 A konelnd a mé prdavd n prvki ,
9/ A €<0,1> Je nespoletnd = ZA =+00 ,

n

2.11 |Bud P spotetns neprézdnd mnozina, nech¥ 2 ={ £ES(P); £ g

konend na P , f # 0 pouze na koneiné podmnoZind P} .
Pro £ € 2 definujme Af = %P £(x) /jedndé se o koneiny souset/
) x _

B55B Z3
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DokaZte, Ze _ :
1/ (Z,A) tvofi zdkladni prostor
2/£%0 na P= rezt

ﬂ_je-li P = { Xy *2, Xy eses } , definujme f;j (xn) =0 pro

J<my £5(x) =min (§ £(x)) pro j Z2n, potom

£,€2, f st |,
v N\ =sp :
Teesm =220 t'c 2" c ™ o poursje oo vera 32,
4/ xa%dé podmnoZina P je m3fitelnd , :
5/ MCP =% al =+00 , Jjo-11i M nekonend

(UM = n y Je-li M kone¥nd a mé prdvé n prvil.

2,02.| Bul P dvoubodové mnofina, P ={ a, b}, nechl

Z={£€S(P); £ jekonetndna P }. .

Pro £ € Z definujme Af = £ (a) + 2£{b).
DokaZte, Ze: _

1/ (2,A) tvof{ zékladni prostor,

2/2€R @ £>-00 ma P

re® & £<+00 m P,

i/€=2, A=s®,

s A -&% 20,

5/ ka%fdd podmnoZina P Je méFitelnd, pii ZemZ

® =0, wla) =1, wfv} =2, &P =3 .

(2,13.{ Bul opst P dvoubodové mozina, P = { a,b},

necht Z={f€S(P) ;i £ Je koneZné na a f(b) =0}.
Pro £ € Z definujue Af = f (a).
DokaZte, Ze:
| 1/ (Z,A) two¥i zAkladni prostor,
2/ =z U {fl}, * =z u{fz} s kde' fy, f, jsou definovény
takto: fy(a) =+00 , f5(a) =-00 , f£,(b) = £,(b) =0,
3. £m>0 = ¢ z*, Ar=+o00 !
)< 0 = ¢ ¢ 2%, ar=-00
€ =2, L% 2% = A,
5/ definujeme-1i funkei ¢7 pi"edﬁisein
() =1, %¥(a) =+00 ,
Je A@ =T_90 = +0C a pfesto ¢¢./L '
6/ jediné m¥fitelné mnoZiny jsou # , { a} s+ pFi Zemi

@@ =0, wfa}=1,
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7/ mnoiiny { b}, P jsou neméritelné a

| @{vh= &=+,
8/ je-1i funkce Y rovne identicky + 0©© na P, je wEA .

2,14} Bud P = <~1,0) U (0,1>, definujme funkece 9, , 52, takto:
s’ﬂl(x) =0 pro x€<-1,0) , 901(::) =X ‘Ipro x € (0,1 >,

Folx) =0 pro x € (0,1>, ¥yrlx) = x pro x €<-1,0).
Bud z=1{f€S (P ; edstujl a, , 8,€ B tak, Ze
, f=a,#,+8,%, na Pl
Pro £€2, = 8, %, + 8, ¥, definujme Af =a) .
DokaZte, Ze: i
1/ (Z,A) tvori zékladnf prostor,

2/ £€Z8 & budto f €%, nebo £ =+00 na -1,0) a f
na (0,1>, nebo f =K.% na <-1,0) a f

k %,

+ 00

na {(0,1>, s&anebo f =+00 na P.
Charakterizujte obdobn® systém funkel ZE !
/& ={te€s(P; £=K.% na(0,1>, f Llibovolné na <-1,00},
4/ £€& , £=K% na (0,1> => A£ =K ,

5/f€A ¢ £=K.¢¢ na(0,1> ,kde KEE] , f Llibovolnd na

<-1,0) ,
6/ MEME NN (0,1 =0 & NCL-1,0) ,
7/ M€ 7 =M =0 ,
8/ f~vg & f£=g na (0,1> ,
9 P & W |,
10/ pro AC P , oznatme x, = inf{An (0,1>} , potem
A =+00 , je-1i x, =0,

Card -
Aa=xt, Je-1i x> 0.

2,15.| Definujme P, ¢, stejn? jako v pPedchozim cvié. 2.14.
Bud z={£€ 5 (P ; exlstuje KEE, tak, %fe £= k.o na P }
Pro £ €2, f=k.% definujme AFf =Lk .
Doxafte, Ze:
1/ (2,A) tvo¥{i zékladn? prostor,
R .
2/ £€2 & bvudto £ €2 anebo £=+00 mna (0,17,
£=0 na <-1,0) ,
obdobn¥ charskterisujte z% ,
* X
W€ =2, £=2=A, _
4/ nechl pro n#jaké X, € <~1,0) Jje f(x)) > 0, potom
* .
tfgz, it=+00
. . A0
Je-11 pro n¥jaké x € (-1,0) f£(x)<0, jo ££ 2z, Af = -00 ,
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5/ jediné mdritelnd mnoZina je prdzdnéd mnoZina,

6/ pro AC P oznatme x, = inf A , potom
@h=+00 , je-li x, T o0,
~ = -1
(B =X, Je=li x> 0.

- 7/ ude jte pf{kled takové funkce £ € S (P), aby
o/ Af =-00 , Rt =+00 | .

~ .

b/ Af=-00 , Af € B, (speciélnt aby %Af = 0) ,
o/ Rf=+00 -, Af € B, (specidlng aby Af = 0) ,
a/ Af = -1, it=2,
e/ Af = 2, ir=-1,

~

¥
2,16.| Bud P = E, x <0,1> . Definujme zékladni gystém funkeci Z takto:

fez& a/ £ €SP, .
b/ x €E = £5:*(y) je konstantnf na < 0,17,
¢/ £(x,0) € C; /definici systému C, viz za vitou 46/,

Pro f € Z definujme Af = (R){ £(x,0) ax .

DokaZte, Ze: 1

1/ (2,A) tvor{ zékladni prostor

2/ feA 4> a/ x€E = £5:% je xonstantnil (pfipoustime i +o00)
b/ £{(x,0) je lebesgueovaky méfitelnd v E

3/ obdobn# charakterisujte systémy z* , Z& , & , & *,

4/ TN ={M x { 0,1>; kde M C E; Je lebesgueovsky métitelnd },

5/ <0,1> x<0, %) ¢3?Z, {[x,x] € E, ; xé(O,l)} ¢ 7

1l ?

%
2,17.| Bad N ={1, %, %, %, } , nechi

2] [y
Z = { fes (El); f Je koneind v E, a nZ-l £ (%) absolutnd konver-
guje }

QO
Pro £ € Z definujme Af =2_ £ () .
. n=1
DokaZte, Ze:

1/ (Z,A) tvori zAkladni prostor (ddkaz, %e funkciondl A spliuje
axiom 7, Je pon&kud obtiZng jsil)

- co by se stalo v pi‘ipadé, kdybychom poZadovall pouze kon-
[+.=]
1
£ () 7
vergenci % (5)
0 ne mnoZing ¥ , £> -00 v E
S(E

o

2/ £ > te®,
/A 1)

4/ ka%¥dd podmnoZina E
5/ BC E;=> (B

4B

1

1 Jde mEfitelnd,

+00 v p¥ipadd, Ze mnoZina BMN M Je nekone&nd,

n v p¥ipadd, %e mno¥ina BN M mé prédvé n
prvki,
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[~,=]
6/ 28 = { £€ S(E)) ; £> =00 na E a 2 f (%) konverguje

abgolutn? anebo f £
n=1

charakterizujte obdobnd systém Z~ ,
7/ mno%ine N Jje nulovda & NN M =@
8/ fog ©@ f£=g namnofind M .

2,18,| Bud P 1libovoln&d neprdzdnd mmnoZina, bud M.C P spofetnd, nechi

M = {xl’ xz’ x3‘, ccl}c Bu&te ane El ] ang 0 a nech%

g x,  +00 .,

Bud 2 = {fES (P) ; f je omezend na P}.
Pro £ € Z definujme Af = 2 @, f(gn)
DokaZte, Ze:

1/ (2,A) tvori zékladni prostor,
2/ udejte charakteristiku systémy 2R , 2K |
3/ libovolnd podmnoZina P Jje mEfitelnd
(jeelt BC P, Je Cp€Z 1
4/13c1=>=>ca3=§L &, - Cg (x) ,
S5/ BCP, BNM=¢@g = B je nulovéd
(v jakém p¥ipad® lze toto tvrzeni obrdtit?)

2,19.! Bud 2 = Cq ( systém v8ech spojitych funkei v E, = kompaktnim nosiZem).

Pro £ € Z definujme Af = £(0).
Dokaite, Ze @

1/ (Z,A) tvoii zékladni prostor,

2/ funkciondl A Je navic multiplikativnt,

tj. A (f.8) =Af ., Ag pro £, g€ 2,

3/ 2€2%¥= af =2 (0,

4/ £ € S(B)) => Af =1r = £ (0),

5/ £ €L &> £(0) € E;

6/ L¥= A =s(8) ,

7/ kaZdd podmnoZina Ey Je mEfitelnd, pii Zem¥ ¥ = Cyl0) ,

8/ f~vg & £(0) = g0).

2,20.| Bud Z mnoZina viech funkef na <0, > tvaru f£(x) = a.sinx.

Pro f € Z definujme Af = (R) /¥ f(x)ax.
Dokazte, fe: ¢
1/ (Z,A) Jje zdxladni prostor,
2/ a pode jte charakteristiku systémy 2z® , 25X, L 1
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2,21,

2,22 "I

73
2,23,

Bud P mnoZina viech piirozenych ¥isel, nechi
zZs=s {f € S(PS ; T Je kone¥n&, £(n) =0 pro viechna n € P
a vjjimkou snad kone¥ného po&tu }.

Pro f € Z definujeme Af = f(n) /jedné se o konelny soulet/.

Dokafte, Ze n=l
1/ (Z,A) tvo¥i zdkladni prostor,
2/ £EZRE> £> 00 na P aexistuje N tak, Ze
fln) 2 0 kdykoliv n=ZN ,
3P el & élf(n)l  +00 ,

-]
4/ f € € => Af = 2_ f£(n) ,
n=1
s/ /L =35 ,
6/ xa%dd podmnoZina P Jje mEFitelnd /¥emu je rovno M pro MCP?/.
Jek lze interpretovat funkce na mnoZin® P ? Charakterisujte potom gystém
funkci & !

Pomoc{ tohoto evifeni a vity 42 dokaite ndsledujici za jimavou vitu z teo-
rie *ad /viz té% V,Jarnik, DBiferencidlni podet II, kap. III, §2, pozn.l/:

: [--]
"Bud déna Pada redlnych ¥1igel Z:l a, » ognafme a’
n'-"

n = max (a,,0) ,

‘8, = max (-8,,0). Potom Fada & a_  konverguje absolutn¥, prévé kdy’

[-.~] o0 n=1 o
fady 2_ a , ; a, konvergujl. V tomto pfipads pak je J_ a =
n=l n= n=1
o0 o0
= Z a;: - ﬂ; "

n=l n=
Jako dalsi aplikeci viz pFiklad 8,21.

Definujme mnoZipu P a zékladni systén 2Z stejn& jeko v piedchozim evi-

. o
Zeni 2,21. Pro libovolnou f € Z poloZme Af = D> %El . DokaZte, Ze
n=1

(Z,A) +tvori zékladni prostor a pode jte charakteristiku systémd z * £,
£ A , L iz té% pr. 2,18/.

Bul <a,b)CE, , bul Z mnoZina viech spojitych funkeq na intervelu
<a,b> . Pro 1ibovolnou f € Z definujme Af = (R) [r .

UkaZte, Ze (2,A) tvofi zdkladni prostor.
UvaZujme nyni <(a,b> = (0,1 a funkce

£f;: f(x) =1 pro x€(0,1> , £(0) =0
g: glx) =+o0pro x€ (0,1> , g(0) =0
h: h(x)=0 pro x € <0, %), h(%) = -

1
-

pro X € %’,1).

Ukr %te, %e vi3echny tyto funkce leZff v systému 2 .
Definujme ddle funkei ¢ ,
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2,24,

2,25.

2,27,

?(x) = 0 pro x€<0’ ']z'>, ?f%) = c; ?(x) 8% pro
x € (3,1>, ukmite, fe P€2° & c€(-00,0>.

Pouﬁ,jeme-li nyni teorii abstraktniho rozSifeni, obdriime
systény z%, &, é€ A , 724 . Jaky bude vztah t&chto systémd k systé-

min & (a,b), éf,’ (a,b), /L(a,b) ,‘99% s = ¥k aystémim vzniklym rozdifenim
Z= Cl a Af = (R)

(toto Jje t3Z51 otézh}.

Uka#fe, fe nZkteré z axiomd 1, - 3, , 4, = 7, by mohly byt nahrazeny
Jinymi, s nimi ekvivalentnimi:

a/ (3) & (fe€z = min(z,00€7) ,

b/ (3 @ (f,g€z= max(f,g) € Z, min (£,0) € 2),

e/ (5 @ (rez =>alzlFo0) .

DokaZte, Ze plati:
a/ fez’=> ar

inf Ag, g€

(]

m
nh Wy

H

fE€Z°=> AP =gupAh, he€ez, hErg,
b/ f € S(P) >

*

e =infag, z2f, gez,

Af =suwp Ah, hZf, nez*

: "

[ ukazte,2e platt: nhezX, nZT e =>anZir |.

Doka%te, %e plati: ”
a/ £, €2, g= Irl#gez y
ot
v £ €28, 2 zo - > £ €},
: n=)
e/ £, g8 € = Almax(f,g)) + Al(min(f,))
&/ £, g€X > min(Ar,ag) ¥ Almin(£,g) .

Af + Ag ,

Necht 2,, 2, jsou ava zékladni aystémy funkei ned mno¥inou P ,
Nechi < zg » %€ é . Potom zf = zg » DokaZte a vyslovte obdobnou
vétu pro systémy 2y, 2, !

Ve v3ech daldich pi‘ikladech - a¥ do kapitoly 7 - p!-edpoklédém, Ze

2=2C,, AL = (R){ £ 11

2,28.

Dokazujte ndsledujifct tvrzeni:
a/ £(x) =1 pro x€<0,1>, f(x) =0 Jjindev E,=r ¢ 2z, £¢Z5,
tg, ref, ar=1 |

" tvrzeni dokezujte p¥imo z definic i pomoci charakteristik jednotlivych
gyatémd - viz nepi. vita 47



b/ £x) =1 pro x€(a,b), £(x) =0 Jindev E,» ¢ 2z, fec2°,
ffzx y LE€EZL > interval (a,b) Jje omezenf, Af =b -a ,

¢/ #x) =1 pro x €(0,1>, £(x) =0 jinde v B,¥f £ 2%, rex,
AL =1,
- R_ K - :
4/ £(x) =1 pro XEE, L€ Z" - y Af = +00 ,
o/ £(0) =+ , f£(x) =0 pro x A0 => £¢ 3z, £€¥, AL =0

| [ ar protoze plati implikece f € ZX = f<+0o vdude, nemiZe byt
rezt,

b/ nechl existujl £ €32, £ Af , pbtom existuje n, a O > o
tak, ¢ nZn ,x€(-0+5)= £(0> 3 (odtvodnstel),
tedy téZ nemdZe byt £ € Z¥ |

o/ zhejmé Af 0

d/ uké¥eme, Ze Af = O ; bul tedy & > O , definujme funkei g

takto: ‘
_ . A& n 1 1
gl0o} = +00 , g(x) = <7 (-*3—) pro ::6(—55:.3;;-3,,—)
T n = 0’1’2 esern
&x) =0 pro x€(1, +©), g sudd funkce v E, ,
) potom 1/ gGZR,
2/ Ag=¢&,

e/ podle v&ty 52 1% lehko ukéZete, %fe £~ 0. |, "

£/ £(0) = 1,8(x) =0 pro x#0 > £ ¢ 2, £€ 25, £ ¢ 2},
ted , Af =0,

g/ f(x) =+00 pro x€(0,1), £(x) =0 jinde v E, = £¢ 2,
ezt , f¢zK, Af = +00 ,

h/ f(x) = -0 pro xEEl'—'P fGZK-ZR,tedy Af = =« 0O ,

2,29. | Dokaite, Ze:

cosx * 1 ZR
a/ ;-;z ¢Z s a/ ﬂ € y
b/ sinx & z¥, e/ e'xze zR
c/ x¢z*,

“—:vrzeni dokaZte p¥fmoc z definic 1 pouZitim vity 47 . “

2,30.| DokaZite, Ze:

a/ Asinx =-00 , X sinx=+00 ,
b, Ax=-00, Ax = + 00



2,31-

2,32,

Bud D Dirichletova funkece v E, (tj. D(x) =1 pro x raciondlni,
D(x) =0 pro x iraciondlnf).

a/
b/
e/

| DokaZte, Ze:

D¢z .
AD 20 ,
ip=0.

|| K dikeazu posledniho tvrzeni musite dokézat podle vlastnosti

infima toto:
1) gez®, gEp=>azZo0

2) ke ka¥dému € >0 existuje takovd funkce g€ 2R , e gZ D
a Ag< £ , toto ukaZte nésledovnd - bud £>0 1libovolné ¥islo;
protofe mnoZina raciondlnich Zisel je v By spodetnd, lge Jji
srovnat do pesloupnosti { X) 9%y 94Xy peace }. Okolo kaZdého X,

opite interval J, = (x, - 'ﬁi - -2%- ) a definujte funk-
ce £ takto:
n
fn(x)=1 pro x€J,, £, =0 jindev E, .
Potom ~ napi. podle 2,28 b - je £ € ZR a Af = = .
00 n _ 2n—l

PoloZime-1i g = o dogtivame
n=l .

a) gez® (viz 2,26. b) ,
A) S:Dl

7) Ag=25."

d/ D~O , tedy DEX a AD=O0 .

Bud x €(0,1> , x =
q > 0. PoloZme f(x)

I viz predehozt nebo vdtu 52 , t6% 5,6 .|

y kde p, q Jsou celd nesouddlnd &isla ,
i pro ostatnl x € E, bud . f£(x) = 0.

O I=or

(f je tzv. Riemmnnova funkce).
DokaZte, Ze:

1/
2/

3/
4/
5/

6/

£ Je spojitd v kaZdém iraciondlnim hod¥,

v kaZdém raciondlnim bodd intervalu (0,1> mé oatré lokdln{
maximom,

£ € Z% (ukeite pFimo z definice i charakteristiky Zz%) '
Af =0, ‘
exstuje (R)/ f(x)dx =0
ﬂkazte pHimo & pomoc:'. véty 57 .|
Existuje (N)ff' & () /f ?
o
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2,33.f| Bul G C By otevkend mnofina. Potom cy € Z° , dokalte !

“_Libovolnou otevienou mnoZinu v El 1ze vyjédf-it Jake sjednocent
spoéetného aystému otevFenych dis.junktnich Mtamlﬁ, pouZi jte

2,268b a 2,26b “

2,34, Je-1i f€53 ) Je Af = = At /véta 10/. Obrétit toto tvrzeni nelze, tj.

Jje=1i pro n&jakou Punkei f Af = Af , pak nemusi jeSt& byt feX*
/vzhledem k v&t& 36 je pak pochopitelné b 4 4/‘. /. Uvedne ndsledujfcf p¥i-
klad.

Bud NCE, lebesgueovsky neméfitelnd mnoZina, necht funkes f je
identicky rovna 5 na El s potom

1/5(0N+f}=3(cn+f)=+00,
2/ CN+f¢.A. .
Doka¥te ! V&imn¥te si téZ pf. 2,13 .

2,35.| Rozhodn#te, zda plati ndsledujici implikace:

o/ teX, £20 = ge®,

w tezK, r20 = reg”

o/ f€2, £t => red® (re2X, LN A,
& re’, gt = ref,

e/ fG.A.M ,|g|_f na M = gé/l.

£/ tEA, , ge.}f’M .|| € g na M #re.‘ﬁ s
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